Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 271, 2000 g.

N. A. Karazeeva

OB ATTRAKTORAH DL˚ ε-APPROKSIMACI` URAVNENI`, OPISYVAıWIH DVIȷENIE NEN^ıTONOVSKIH ȷIDKOSTE` Svetloæ pamØti Aleksandra Vasil~eviqa Ivanova posvØwaetsØ

V rabote rassmatriva¸tsØ attraktory dlØ ε-approksimaciæ uravneniæ dvißeniØ ßidkosteæ Kel~vina–Foægta i Oldroæta. Podobnye ε-approksimacii dlØ uravneniæ Nav~e-Stoksa byli predloßeny i izuqeny O. A. Ladyßenskoæ [3], O. A. Ladyßenskoæ i G. A. Sereginym [4]. Rassmatrivaemye v dannoæ rabote sistemy uravneniæ byli predloßeny A. P. Oskolkovym, im ße issledovana razreximost~ razliqnyh naqal~no-kraevyh zadaq dlØ podobnyh sistem.

Attraktory i dinamiqeskie sistemy dlØ samih uravneniæ Kel~vina–Foægta i Oldroæta issledovalis~ v sovmestnyh rabotah A. P. Oskolkova, A. A. Kotsiolisa i avtora [8, 9]. V rabote [8] postroen minimal~nyæ global~nyæ B-attraktor dlØ sistemy uravneniæ, opisyva¸wih dvißenie ßidkosteæ Oldroæta. Pokazano, qto polugruppa razrexa¸wih operatorov vpolne nepreryvna. V rabote [9] dokazyvaetsØ, qto polugruppa razrexa¸- wih operatorov dlØ uravneniæ dvißeniØ ßidkosteæ Kel~vina– Foægta asimptotiqeski kompaktna (v terminologii O. A. Ladyßenskoæ), qto pozvolØet sdelat~ zakl¸qenie o suwestvovanii minimal~nogo global~nogo attraktora i dokazat~ nekotorye ego svoæstva (kompaktnost~, koneqnomernost~, svØznost~).

1. Rassmotrim sistemu uravneniæ

v^ε_t − νΔv^ε −^1_ε grad div v^ε + v^ε_kv^ε_{xk} +^1_2 v^ε div v^ε−

−βΔu^ε −^β_ε grad div u^ε − μ^∂_{∂t} Δv^ε = f

u^ε_t + αu^ε = v^ε (1)

Rabota vypolnena pri podderßke granta RFFI No. 99-01-00108 i Federal~noæ celevoæ programmy “IntegraciØ” 326.53. 114

OB ATTRAKTORAH DL˚ ε–APPROKSIMACI` 115

�ta sistema poluqitsØ, esli v sisteme uravneniæ, opisyva¸- wih dvißenie ßidkosti Kel~vina–Foægta uravnenie nesßimaemosti div v = 0 zamenit~ na vozmuwennoe uravnenie εp^ε + div v^ε = 0. (2) Sistema rassmatrivaetsØ v cilindre Q_∞ = Ω × [0, ∞), oblast~

Ω ⊂ R^3 s gladkoæ graniceæ ∂Ω ∈ C^2 ograniqena. Predpoloßim,

qto na granice cilindra vypolneno uslovie prilipaniØ v^ε | |_{∂Q}1 = 0, u^ε | |_{∂Q}1 = 0. (3) Krome togo, rexenie (v^ε, u^ε) udovletvorØet naqal~nym dannym: v^ε(x, 0) = v^ε_0(x), u^ε(x, 0) = 0, x ∈ Ω. (4) V rabote A. P. Oskolkova [7] dokazano, qto naqal~no-kraevaØ zadaqa (1), (3), (4) imeet edinstvennoe rexenie. A imenno dokazano, qto pri usloviØh ∂Ω ∈ C^2; f, f_t ∈ L_2(Q_∞);

v^ε_0 ∈ W^1_2 (Ω), ‖v^ε_0‖^{(1)}_{2,Ω} 6 C_1 ∀ε > 0 (5) naqal~no-kraevaØ zadaqa (1), (3), (4) pri ∀ε > 0 imeet edinstvennoe rexenie (v^ε, u^ε), oblada¸wee svoæstvami v^ε ∈ W^1_∞([0, ∞), W^1_2 (Ω)) i udovletvorØet ocenke

‖v^ε‖^2_{W 1}_{([0,∞),W} 1_{2 (Ω))} + 1 ε ‖ div v^ε, div u^ε‖^2_L1_{([0,∞),L2(Ω))} 6 c2(c1, ‖f, ft‖2,Q1) (6) Perepixem sistemu v matriqnom vide. Pust~ vektor ⃗φ^ε = (v^ε, u^ε). Vvedem operatory

A^ε(v^ε) = −νΔv^ε − 1 ε grad div v^ε + v^ε_kv^ε_{xk} + + 1 2 v^ε div v^ε (7)

116 N. A. KARAZEEVA

B^ε(u^ε) = −βΔu^ε − β ε grad div u^ε. (8)

Rassmotrim takße matriqnye operatory

Λ_1 ⃗φ^ε = ( A^ε B^ε −1 α ) ( v^ε u^ε ) , (9)

Λ_2 ⃗φ^ε = ( −μΔ 0 0 0 ) ( v^ε u^ε ) . (10)

Togda sistema (1) moßet byt~ predstavlena v vide d dt ⃗φ^ε + Λ_1 ⃗φ^ε + d dt Λ_2 ⃗φ^ε = ⃗F , (11)

gde vektor ⃗F = (f, 0). Naqal~no-kraevaØ zadaqa (1), (3), (4) perepixetsØ v novyh oboznaqeniØh ⃗φ^ε | |_{t=0} = (v^ε, u^ε) | |_{t=0} = (v^ε_0(x), 0), (12) ⃗φ^ε | |_{∂Q}1 = (0, 0). (13)

Vvedem fazovoe prostranstvo zadaqi E_1(Ω) = W^1_2 (Ω) × W^1_2 (Ω) so skalØrnym proizvedeniem

[⃗φ, ⃗φ^ε]_{E1(Ω)} = (v, v^′)_{2,Ω} + μ(v_x, v^′_x)_{2,Ω} + β(u_x, u^′_x)_{2,Ω}. (14)

Iz teoremy o suwestvovanii i edinstvennosti rexeniØ sleduet, qto v fazovom prostranstve E_1(Ω) zadaqi opredelena polugruppa razrexa¸wih operatorov V_t, stavØwih v sootvetstvie naqal~nym dannym (v^ε_0, 0) = ⃗φ^ε_0 rexenie naqal~no-kraevoæ zadaqi ⃗φ^ε : V_t(⃗φ^ε_0) = ⃗φ^ε(x, t).

Rassmotrim matriqnye operatory

Λ_3 ⃗φ^ε = ( −νΔ −^1_ε grad div B^ε −1 α ) ( v^ε u^ε ) , (15)

Λ_4 ⃗φ^ε = ( v^ε_kv^ε_{xk} +^1_2 v^ε div v^ε 0 0 0 ) ( v^ε u^ε ) . (16)

Predstavim operatory V_t v vide summy V_t = W_t + U_t, gde W_t – rexenie lineænoæ odnorodnoæ zadaqi {_{d⃗χ ε} dt + Λ_3⃗χ^ε +^d_{dt} Λ_2⃗χ^ε = 0, ⃗χ^ε | |_{t=0} = ⃗φ ε(0). (17)

OB ATTRAKTORAH DL˚ ε–APPROKSIMACI` 117 U_t – rexenie zadaqi s pravoæ qast~¸, nelineæno zavisØweæ ot ⃗φ^ε: {_{d ⃗ψ ε} dt + Λ_3 ⃗ψ^ε +^d_{dt} Λ_2 ⃗ψ^ε = ⃗G(t), ⃗ψ ε | |_{t=0} = 0,

(18)

gde vektor ⃗G(t) = ⃗F (x) − Λ_4(⃗φ). My pokaßem, qto operatory W_t oblada¸t ffksponencial~noæ po vremeni ocenkoæ, a operatory U_t vpolne nepreryvny. Togda iz postroennoæ O. A. Ladyßenskoæ teorii attraktorov dlØ abstraktnyh polugrupp [2] sleduet, qto dlØ rexeniæ rassmatrivaemoæ naqal~no-kraevoæ zadaqi suwestvuet minimal~nyæ global~nyæ B-attraktor M^ε. On ØvlØetsØ kompaktnym, koneqnomernym, svØznym mnoßestvom. Poluqim dlØ zadaqi (17) ffnergetiqeskie ocenki. Raspixem (17) pokomponentno. Pust~ vektor ⃗χ^ε = (w^ε, y^ε). ∂wε ∂t − νΔw^ε −^1_ε grad div w^ε − βΔy^ε− −^β_ε grad div y^ε −^∂_{∂t} μΔw^ε = 0 ∂yε ∂t − w^ε + αy^ε = 0

(19)

Umnoßim pervoe iz uravneniæ fftoæ sistemy na w^ε i prointegriruem po Ω, uqityvaØ, qto w^ε =^{∂yε}_{∂t} + αy^ε 1 2 d dt ‖w^ε‖^2_{,Ω} + ν‖w^ε_x‖^2_{,Ω} + 1 ε ‖ div w^ε‖^2_{,Ω}+ + 1 2 μ d dt ‖w^ε_x‖^2_{,Ω} + 1 2 β d dt ‖y^ε_x‖^2_{,Ω}+ + β ε d dt ‖ div y^ε‖^2_{,Ω} + αβ‖y^ε_x‖^2_{,Ω} + αβ ε ‖ div y^ε‖^2_{,Ω} = 0 (20)

OtkidyvaØ poloßitel~nye qleny, my poluqim neravenstvo d dt ‖⃗χ^ε‖^2_{E1} + μ^∗‖⃗χ^ε‖^2_{E1} 6 0, (21)

gde konstanta μ^∗ zavisit ot ν, αβ, μ i λ_1 – pervogo sobstvennogo qisla operatora Δ. Neravenstvo (21) i daet neobhodimu¸ ocenku:

‖W_t ⃗φ^ε‖_{E1} = ‖⃗χ^ε(t)‖_{E1} 6 e^{(−μ}�^{/2)t}‖⃗χ^ε(0)‖_{E1} =

= e^{(−μ}�^{/2)t}‖⃗φ^ε(0)‖_{E1} . (22)

118 N. A. KARAZEEVA

Teper~ dokaßem kompaktnost~ operatorov U_t. Deæstvitel~no, pust~ ⃗φ^ε ∈ E_1.

Operator G(⃗φ^ε) imeet vid G(⃗φ^ε) = f(x) − v^ε_kv^ε_{xk} − 1 2 v^ε div v^ε. (23)

Sledovatel~no, G(⃗φ^ε) ∈ L_{4/3} × L_{4/3}, tak kak v ∈ L_4, v_x ∈ L_2. Pokaßem, qto dlØ operatora U_t verna ocenka

‖U_t ⃗φ^ε‖^2_{p,Ω} = ‖ ⃗ψ^ε(t)‖^{(2)}_{p,Ω} 6 c_3‖ ⃗G(t)‖_{p,Ω}, t ∈ R^+, p ∈ (1, 2), (24)

priqem postoØnnaØ C_3 zavisit tol~ko ot μ, ν i oblasti Ω. Deæstvitel~no, operator Λ_3 – fflliptiqeskiæ operator porØdka 2, perevodit W^2_p × W^2_p v L_p × L_p, imeet ograniqennyæ obratnyæ Λ^{−1}_3 . Primenim Λ^{−1}_3 k obeim qastØm (18) i prointegriruem po t ot 0 do t ∈ R^+. Togda

Λ^{−1}_3 ⃗ψ^ε + t∫ 0 ⃗ψ^ε + Λ^{−1}_3 Λ_2 ⃗ψ^ε = t∫ 0 Λ^{−1}_3 ⃗G ≡ ⃗H(t). (25)

V uravnenii (25) operator D = Λ^{−1}_3 + Λ^{−1}_3 Λ_2 ograniqen v prostranstve W^2_p (Ω) × W^2_p (Ω), a ⃗H(·, t) ∈ W^2_p (Ω) ∀t ∈ R^+. Togda dlØ nahoßdeniØ ⃗ψ^ε ∈ W^2_p (Ω) × W^2_p (Ω) my poluqaem operatornointegral~noe uravnenie tipa Vol~terra D ⃗ψ^ε(t) + t∫ 0 ⃗ψ^ε(τ )dτ = ⃗H(t), t ∈ R^+ (26)

s ograniqennym v prostranstve W^2_p (Ω) × W^2_p (Ω) operatorom D. Uravnenie (26) imeet v prostranstve W^2_p (Ω) × W^2_p (Ω) edinstvennoe rexenie, i dlØ fftogo rexeniØ verna ocenka

‖ ⃗ψ^ε(t)‖^{(2)}_{p,Ω} 6 c_4‖ ⃗H(t)‖^{(2)}_{p,Ω}, t ∈ R^+. (27)

iz kotoroæ, v svo¸ oqered~, i sleduet ocenka (24). Iz ocenki (24) pri p = 4/3 sleduet kompaktnost~ operatora U_t, poskol~- ku prostranstvo W^2_{4/3}(Ω) × W^2_{4/3}(Ω) kompaktno vkladyvaetsØ v W^{1+ε}_2 (Ω) × W^{1+ε}_2 (Ω).

OB ATTRAKTORAH DL˚ ε–APPROKSIMACI` 119

2. Rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu uravneniæ:

v^ε_t − νΔv^ε −^1_ε grad div v^ε + v^ε_kv^ε_{xk} +^1_2 v^ε div v^ε−

−βΔu^ε −^β_ε grad div u^ε = f u^ε_t + αu^ε = v^ε

(28)

�ta sistema takße ØvlØetsØ regulØrizacieæ sistemy, opisyva- ¸weæ dvißenie ßidkosti Oldroæta. Budem Rassmatrivat~ fftu sistemu v cilindre Q_∞ = Ω×[0, ∞), gde oblast~ Ω ⊂ R^2 s gladkoæ graniceæ ∂Ω ∈ C^2 ograniqena. Postavim uslovie prilipaniØ na granice cilindra Q_∞ i zadadim naqal~noe uslovie:

v^ε(x, 0) = v^ε_0(x), u^ε(x, 0) = 0, x ∈ Ω (29) v^ε | |_{∂Q}1 = 0, u^ε | |_{∂Q}1 = 0. (30)

V rabote A. P. Oskolkova [10]dokazano suwestvovanie i edinstvennost~ rexeniØ naqal~no-kraevoæ zadaqi (28), (29), (30), a imenno dokazano, qto esli ∂Ω ∈ C^2, f ∈ L_∞(R^+, L_2(Ω)), f_t ∈ L_2(Q_∞), v^ε_0 ∈ W^1_2 (Ω), ‖v^ε_0‖^1_{2,Ω} 6 C_5, to naqal~no-kraevaØ zadaqa (28), (29), (30) imeet edinstvennoe rexenie (v^ε, u^ε), v^ε ∈ L_∞(T^+, W^1_2 (Ω)), udovletvorØ¸wee ocenke

‖v^ε‖_L1_(R+_{,W} 1_{2 (Ω))} + ‖v^ε_t ‖_L1_(R+_{,L2(Ω))} 6

6 c6(‖v^ε_0‖^{(1)}_{2,Ω}, ‖f‖_L1_(R+_{,L2(Ω))}, ‖ft‖L_2(Q1)) (31)

i imeet mesto povyxenie gladkosti, t.e. v^ε ∈ L_∞(R^+, W^2_2 (Ω)) i

‖v^ε‖_L1_(R+_{,W} 2_{2 (Ω))} 6 C_7(‖f‖_L1_(R+_{,L2(Ω))}, ‖f‖_{L2(}R+_{,W} 1_{2 (Ω))}) (32)

PerehodØ k matriqnoæ forme zapisi sistemy i ispol~zuØ oboznaqeniØ p. 1, my poluqim sledu¸wee ffvol¸cionnoe uravnenie d dt ⃗φ^ε + Λ_1 ⃗φ^ε = ⃗F (33)

i naqal~no-kraevu¸ zadaqu ⃗φ^ε | |_{t=0} = (v^ε, u^ε) | |_{t=0} = (v^ε_0(x), 0), x ∈ Ω (34) ⃗φ^ε | ∂Q1^{= 0.} (35)

120 N. A. KARAZEEVA

Vvedem fazovoe prostranstvo E_0(Ω) vektorov ⃗φ^ε = (v^ε, u^ε) : E_0(Ω) = L_2(Ω) × W^1_2 (Ω) s sootvetstvu¸wim skalØrnym proizvedeniem:

(⃗φ, ⃗φ^′)_{E0(Ω)} = (v, v^′)_{2,Ω} + β(u_x, u^′_x)_{2,Ω},

a takße vspomogatel~nye prostranstva E_n(Ω) = W^n_2 (Ω)×W^{n+1}_2 (Ω) so skalØrnym proizvedeniem:

(⃗φ, ⃗φ^′)_{En(Ω)} = (v, v^′)^{(n)}_{2,Ω} + β(u, u^′)^{(n+1)}_{2,Ω} .

V silu suwestvovaniØ i edinstvennosti rexeniØ naqal~nokraevoæ zadaqi (33), (34), (35) v fazovom prostranstve E_0(Ω) opredelena polugruppa V_t razrexa¸wih operatorov, stavØwih v sootvetstvie naqal~nym dannym (v^ε_0, 0) = ⃗φ^ε_0 rexenie naqal~nokraevoæ zadaqi: V_t(⃗φ^ε_0) = ⃗φ^ε(x, t).

Togda iz rezul~tatov A. P. Oskolkova [10] sleduet, qto operatory V_t vpolne nepreryvny v fazovom prostranstve zadaqi E_0(Ω).

Deæstvitel~no, ocenka (32) pokazyvaet, qto operatory V_t perevodØt ograniqennoe mnoßestvo iz prostranstva E_0(Ω) v ograniqennoe mnoßestvo iz prostranstva E_1(Ω), a poslednee kompaktno v E_0(Ω).

Iz postroennoæ O. A. Ladyßenskoæ teorii attraktorov dlØ abstraktnyh polugrupp operatorov [2] sleduet, qto blagodarØ kompaktnosti operatorov V_t dlØ naqal~no-kraevoæ zadaqi (28), (29), (30) suwestvuet minimal~nyæ global~nyæ B-attraktor

Mε, krome togo Mε ØvlØetsØ kompaktnym, koneqnomernym, svØz-

nym mnoßestvom v fazovom prostranstve E_0(Ω).

Literatura

1. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dinamiki vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. 2-oe izd. M., Nauka (1970).

2. O. A. LadyßenskaØ, O nahoßdenii minimal~nyh global~nyh B-attra-ktorov dlØ polugrupp, poroßdaemyh naqal~no-kraevymi zadaqami dlØ nelineænyh dissipativnyh uravneniæ s qastnymi proizvodnymi. Preprint LOMI, E-3-87, L. (1987).

3. O. A. LadyßenskaØ, O novyh uravneniØh dlØ opisaniØ dvißeniØ vØzkih nesßimaemyh ßidkosteæ i razreximosti v celom dlØ nih kraevyh zadaq. Trudy MIAN SSSR, 102 (1967), 85–104.

4. O. A. LadyßenskaØ, G. A. Seregin, Ob odnom sposobe priblißennogo rexeniØ naqal~no-kraevyh zadaq dlØ uravneniæ Nav~e-Stoksa. — Zapiski nauqn. semin. LOMI 197 (1992), 87–119.

OB ATTRAKTORAH DL˚ ε–APPROKSIMACI` 121

5. A. P. Oskolkov, Nelokal~nye problemy dlØ uravneniæ vØzkouprugih ßidkosteæ. B¸ll. Sibirsk. ob-va, 2 (1990), 14–16.

6. A. P. Oskolkov, Nelokal~nye problemy dlØ uravneniæ ßidkosteæ Kel~- vina–Foægta. — Zap. nauqn. semin. LOMI 181 (1990), 122–163.

7. A. P. Oskolkov, Nonlocal problems for equations of Kelvin-Voight fluids. Zapiski

nauqn. semin. LOMI, 197 (1992), 120–158.

8. N. A. Karazeeva, A. A. Kotsiolis, A. P. Oskolkov, O dinamiqeskoæ sisteme, poroßdennoæ uravneniØmi dvißeniØ ßidkosteæ Oldroæta porØdka L. — Zapiski nauqn. semin. LOMI, 164 (1987), 47–53.

9. N. A. Karazeeva, A. A. Kotsiolis, A. P. Oskolkov, Ob attraktorah i dinamiqeskih sistemah, poroßdaemyh naqal~no-kraevymi zadaqami dlØ uravneniæ dvißeniØ lineænyh vØzkouprugih ßidkosteæ. Preprint LO- MI, R-10-88 (1988).

10. A. P. Oskolkov, The penalty method for the equations of viscoelastic media. Books of abstracts of Intern. Conf. “Asymptotics in mechanics,” St.-P. (1994), Zapiski

nauqn. semin. POMI 224 (1995), 123–134.

Karazeeva N. A. On attraktors for ε-approximations of equations described non-Newtonian flows.

We prove the existence of minimal global B-attractors for ε-appro-ximations of equations decribed 2-dimensional Oldroyd flows and 3- dimensional Kelvin-Voight flows. In both cases the attractors are compact finite dimensional connected sets.

Postupilo 13 noØbrØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN