Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 271, 2000 g.

G. ˚. Arexkin

O REXENII FUNKCIONAL^NYH URAVNENI` 1-GO I 2-GO RODA, ˚DROM KOTORYH ˚VL˚ıTS˚ PREOBRAZOVANI˚ S ORTOGONAL^NYMI KOORDINATAMI.

�ta rabota posvØwena svetloæ pamØti Aleksandra Vasil~eviqa Ivanova, s kotorym mne posqastlivilos~ v teqenie mnogih let vesti prepodavatel~sku¸ rabotu v Vysxem Voennom Inßenerno-Stroitel~nom Uqiliwe MO (nyne VITU). Aleksandr Vasil~eviq obladal sqastlivoæ sposobnost~¸ soqetat~ svoe ogromnoe matematiqeskoe darovanie s umeniem Øsno, dohodqivo, interesno, i v to ße vremØ dostatoqno strogo qitat~ lekcii po vysxeæ matematike, za qto ego sluxateli neizmenno platili emu bol~xim uvaßeniem i l¸bov~¸. On aktivno uqastvoval v rabote kafedry, sodeæstvoval povyxeni¸ nauqnoæ kvalifikacii prepodavateleæ kafedry, uqastvoval v napisanii uqebnyh posobiæ. Vo vtorom izdanii naxego sovmestnogo s nim uqebnogo posobiØ “�lementy teorii rØdov Fur~e i uravneniæ matematiqeskoæ fiziki” (1988 g.) central~nye glavy 2 i 3 napisany celikom Aleksandrom Vasil~eviqem i soderßat rØd cennyh metodiqeskih nahodok.

Liqnoe obaØnie Aleksandra Vasil~eviqa, ego duxevnost~ ostavili neizgladimu¸ pamØt~ o nem, ogromnoe soßalenie o ego bezvremennoæ konqine.

Vvedenie

Na osnovanii obobwennoæ teoremy Rissa–Fixera o predstavlenii lineænyh nepreryvnyh preobrazovaniæ gil~bertovyh prostranstv vvoditsØ ponØtie koordinat takih preobrazovaniæ. StroitsØ polnaØ teoriØ razreximosti funkcional~nyh uravneniæ 1-go i 2-go roda, Ødra kotoryh ime¸t ortogonal~nye koordinaty, s poluqeniem vseh rexeniæ takih uravneniæ. 56

O REXENII FUNKCIONAL^NYH URAVNENI` 57 I. V dal~neæxem H oboznaqaet kompleksnoe separabel~noe gil~- bertovo prostranstvo, G = { g^0_k } K – kakoæ-nibud~ ego ortonormirovannyæ bazis.

Predloßenie 1. VsØkoe preobrazovanie V ∈ L(H) odnoznaqno

opredelØet posledovatel~nost~ vektorov { y_k } ⊂ H taku¸, qto ∀ x ∈ H : V x = ∑ K (x, y_k)g^0_k. (1)

Pri fftom, y_k = V^∗ g^0_k, k ∈ K.

�to predloßenie ØvlØetsØ obobweniem teoremy Rissa–Fixera o predstavlenii lineænyh funkcionalov na lineænye operatory (v separabel~nom sluqae). Bolee togo, predstavlenie (1) faktiqeski soderßit v sebe fftu teoremu. Deæstvitel~no, pust~ Φ(x) – lineænyæ neprerynyæ funkcional na H. Obrazuem operator: V x = Φ(x)g^0_1. Imeem: V ∈ L(H). Rassmotrim predstavlenie fftogo operatora po formule (1) i sravnim ego s samim operatorom Φ(x)g^0_1. Poluqim: ∀ x ∈ H : Φ(x) = (x, y_1). V silu proizvol~- nosti x ∈ H takoe predstavlenie funkcionala Φ edinstvenno. No ffto i est~ teorema Rissa–Fixera. Zametim, qto dokazatel~stvo predstavleniØ (1) ne nußdaetsØ v ispol~zovanii fftoæ teoremy.

Vektory y_k, k ∈ K, sami odnoznaqno opredelØ¸wie V , my nazyvaem koordinatami V (v bazise G) i pixem V = (y_k)_K . Esli posledovatel~nost~ (y_k)_K ortogonal~na, govorim, qto V imeet ortogonal~nye koordinaty v bazise G. Klass vseh preobrazovaniæ s ortogonal~nymi koordinatami (kaßdoe v svoem bazise) oboznaqim L_⊥(H).

Lemma 1. L¸bye dve ortonormirovannye posledovatel~nosti

vektorov iz H : { e^0_i } J i { g^0_i } J i l¸bye kompleksnye qisla μ_i ≠ 0, i ∈ J , dlØ kotoryh sup_J |μ_i| < ∞, odnoznaqno opredelØ¸t V ∈ L_⊥(H) s razloßeniem ∀ x ∈ H : V x = ∑ J μ_i ( x, e^0_i ) g^0.^1 (2)

1 Drugie svoæstva klassa L_⊥ (H) sm. v p. VI.

58 G. ˚. AREXKIN

II. Teorema 1.^2 DlØ ravnomernoæ shodimosti predstavleniØ (1) k

V neobhodimo, a esli posledovatel~nost~ { y_k } K ortogonal~na, to i dostatoqnym, qtoby

lim_K ‖y_k‖ = 0. (3)

Teorema 2. DlØ kompaktnosti preobrazovaniØ V s ortogonal~-

nymi koordinatami (y_k)_K neobhodimo i dostatoqno vypolnenie usloviØ (3).

III. PolagaØ v razloßenii (1) y_k = μ_ke0_k, k ∈ K, i oboznaqaØ qerez J mnoßestvo teh k, dlØ kotoryh μ_k ≠ 0, perepixem (1) v vide (2).

Vvedem podprostranstva v H: ∪ H = [{ e^0_i } J ] ,^∩H = [{ g^0_i } J ] . Niße sqitaem, qto v bazise G V ∈ L_⊥(H). Sußenie V na^∪H obo-

znaqaem qerez^∪V . x ∈ H vleqet: x =^∪h + ^h, gde^∪h ∈^∪H, ^h ∈^∪H^⊥.

Teorema 4. V^∗ ∈ L⊥(H); ∀ x ∈ H : V^∗x =^∪V^{∗∩}q =^∑_i μ_i^{(∩}q, g^0_i^)e^0_i , gde

x =^∩q + ^q,^∩q ∈^∩H, ^q ∈^∩H^⊥.

Sledstvie 1. ∀ i ∈ J :^∪V e^0_i = μig^0_i ,^∪V^∗g^0_i = μ_ie^0_i .

IV. Uravnenie V x = q, q ∈ H, (4) razreximo togda i tol~ko togda, kogda q ∈ R(^∪V ).

Teorema 5. Vektor q ∈ H prinadleßit (^∪V ) togda i tol~ko to-

gda, kogda q ∈^∩H : q = ∑ J (q, g^0_i )g^0_i ; pri fftom dolßen shodit~sØ rØd ∑ J | |μ^{−1}_i | |^2 | |(q, g^0) | |^2. (5)

2 V teoremah 1 i 2 H predpolagaetsØ sqetnomernym.

O REXENII FUNKCIONAL^NYH URAVNENI` 59 Togda obwee rexenie uravneniØ (4) zapisyvaetsØ v vide

∀ q ∈ R(^∪V ) : x = ~h + ∑ J μ^{−1}_i (q, g^0_i )e^0_i , (6)

gde ^h ∈^∪H^⊥.

Teorema 6. Pust~ v uravnenii (4) q opredelen s toqnost~¸ do

Δq = ‖Δq‖τ^0, gde τ^0 ∈ R(^∪V ). Pust~ x est~ rexenie uravneniØ (4), x^∗ – rexenie fftogo uravneniØ s pravoæ qast~¸ q + Δq, x^′ – s pravoæ qast~¸ τ^0. Togda ‖x − x^∗‖ = ‖x^′‖ · ‖Δq‖.^3 V. Pust~ v uravnenii λx − V x = q, (7) λ ∈ C, λ ≠ 0, x, q ∈ H, V predstavleno razloßeniem (2), v kotorom { e^0_i } J – ortogonal~na. Operator W = λI − V , oqevidno, prinadleßit L(H). Ego sußenie na^∪H oboznaqaetsØ qerez^∪W , ∪ W = λ^∪I −^∪V .

Lemma 2. Uravnenie (7) ffkvivalentno uravneni¸

λ^h +^∪W^∪h = q. (8)

Lemma 3. Operator^∪W obratim na R(^∪W ) togda i tol~ko togda,

kogda λ ne ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem operatora^∪V .

Oboznaqim qerez H_λ sobstvennoe podprostranstvo v H, opredelØemoe sobstvennym znaqeniem λ preobrazovaniæ^∪V .

Vvedem vektory Θ_i =^∪W e^0_i , i ∈ J . Soglasno sledstvi¸ 1, Θ_i = λe^0_i − μ_ig^0_i .

3 SqitaØ eh odnim i tem ße dlØ x, x^∗ i x^′.

60 G. ˚. AREXKIN

Teorema 7. Vektor q^′ ∈ H prinadleßit R(^∪W ) togda i tol~ko

togda, kogda on razlagaetsØ po vektoram Θ_y, i ∈ J ,

q^′ = ∑ J γ_iΘ_i, (9)

priqem ∑ J |γ_i|^2 < ∞. (10)

V fftom sluqae vektor_∪ h = ∑ J γ_ie^0_i (11)

ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ ∪ W^∪h = q^′. (12)

Esli λ ne ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem operatora^∪V , to ffto rexenie edinstvenno. Esli ße λ – sobstvennoe znaqenie operatora^∪V , to vmeste s (11) rexeniØmi uravneniØ (12) budut i vektory ∪ h + h^∗, gde h^∗ – “tekuwiæ” vektor iz H_λ. Sledovatel~no, obwee rexenie uravneniØ (12) imeet vid ^h = ∑ J γ_ie^0_i + h^∗. (13)

Lemma 4. Esli λ ne ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem operatora ∪ V , to sistema vektorov { Θ_i } J minimal~na.

Biortogonal~nu¸ sistemu k { Θ_i } J boznaqim qerez { Γ_i } J . Teorema 8. Uravnenie (7) razreximo togda i tol~ko togda, kogda

ego pravaØ qast~ q predstavima v vide q = ^q + q^′, gde ^q ∈^∪H^⊥, q^′ ∈ R(^∪W ). Togda obwee rexenie fftogo uravneniØ daetsØ ravenstvom x = ^q/λ + ∑ J γ_ie^0_i + h^∗.

O REXENII FUNKCIONAL^NYH URAVNENI` 61

Esli λ ne ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem operatora^∪V , to h^∗=0, rexenie edinstvenno i moßet byt~ predstavleno v vide x = ^q/λ + ∑ J ( q^′, Γ_i)e^0_i .

Otmetim, qto v fftoæ teoreme na V ne nakladyvaetsØ nikakih ograniqeniæ, krome V ∈ L_⊥(H) v bazise G = { g^0_k } K . Ne ispol~- zu¸tsØ i “prisoedinennye fflementy” k sobstvennym vektoram, prinadleßawim sobstvennomu znaqeni¸ λ (sm. [5], gl. V, §3).

VI. Privedem nekotorye priznaki prinadleßnosti preobrazovaniæ V klassu L_⊥(H), s ukazaniem bazisov G, v kotoryh V ime- ¸t ortogonal~nye koordinaty.

1) Esli iz sobstvennyh vektorov preobrazovaniØ V ∈ L(H) moßno obrazovat~ ortonormirovannyæ bazis, to v fftom bazise V imeet kanoniqesku¸ formu ∀ x ∈ H : V x = ∑ J μ_i ( x, g^0)g^0_i , μ_i ≠ 0.

(Pri fftom V moßet ne byt~ ni samosoprØßennym, ni kompaktnym.) V dannom sluqae Θ_i = (λ − μ_i)g^0_i , i ∈ J . Biortogonal~naØ sistema k { Θ_i } J nahoditsØ neposredstvenno: Γ_i = (λ − μ^{−1}_i ) g^0_i ,

i ∈ J . Esli λ ne ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem operatora^∪V , to edinstvennoe rexenie uravneniØ (7) prinimaet vid x = ^q/λ + ∑ J (q^′, g^0_i ) λ − μ_i g^0_i .

2) Unitarnoe preobrazovanie U v l¸bom ortonormirovannom bazise G = { g^0_k } K imeet ortogonal~nye koordinaty. Imi ØvlØ- ¸tsØ vektory y_k = U^{−1}g^0_k = e^0_k. Razloßenie U po bazisu G imeet vid: ∀ x ∈ H : U x = ∑ k (x, e^0_k)g^0_k.

3) Teorema 9. Operator V ∈ L(H) prinadleßit klassu L⊥(H)

togda i tol~ko togda, kogda iz sobstvennyh vektorov operatora T = V V^∗ moßno obrazovat~ (ortonormirovannyæ) byzis G v H. V fftom bazise V imeet ortogonal~nye koordinaty.

62 G. ˚. AREXKIN

Sledstvie 2. VsØkoe kompaktnoe preobrazovanie V prinadle-

ßit klassu L_⊥(H). Ego razloßenie po ortonormirovannomu bazisu sobstvennyh vektorov kompaktnogo samosoprØßennogo operatora T = V^2 imeet ortogonal~nye koordinaty.

(Sm. [4], gl. 7, p. 7.5.1). Takoe razloßenie privedeno v [3, gl. V, p. 64.]

Sledstvie 3. Esli V ∈ L(H) imeet ortogonal~nye koordinaty v

bazise G, to T = V V^∗ takße imeet ortogonal~nye koordinaty v fftom bazise. Razloßenie T po fftomu bazisu imeet kanoniqesku¸ formu.

Literatura 1. G. ˚. Arexkin, Teorema o predstavlenii lineænyh nepreryvnyh opera-

torov i nekotorye ee sledstviØ. v kn: Meßvuz. sb. nauqn. trudov, po-

svØwennyæ 200-leti¸ RGPU im. Gercena, Murmansk 1977, ss. 133–139. 2. G. ˚. Arexkin, Primenenie integralov ot skalØrnyh funkciæ po vektor-

noæ mere k nekotorym voprosam funkcional~nogo analiza teorii lineæyh integral~nyh uravneniæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 255 (1998), 5–16.

3. N. I. Ahiezer, P. M. Glazman, TeoriØ lineænyh operatorov v gil~ber-

tovom prostranstve. 2-oe izd., Nauka, M. (1966).

4. V. Hatson, Dß. Pim, PriloßeniØ funkcional~nogo analiza i teorii ope-

ratorov. Mir, M. (1983).

4. A. T. Taldykin, �lementy prikladnogo funkcional~nogo analiza. VysxaØ xkola, M. (1982).

Areshkin G. Ya. On solution of the functional equations of the 1st and 2nd kind whose the transformations with orthogonal coordinats.

In this paper we introduce the notion of coordinats for a linear continuous transformation of Hilbert space H. We develop the complete solvability theory for the functional equations of the 1st and 2nd kind with kernels having orthogonal coordinats and we obtain all such solutions. In particular, this theory is applicable to equations with compact operator.

Postupilo 8 noØbrØ 2000 g. Voennyæ Inßenerno-Tehniqeskiæ Universitet