Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 271, 2000 g.

D. E. ApuxkinskaØ, A. I. Nazarov

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚

PamØti Aleksandra Vasil~eviqa Ivanova

Zadaqi s kraevym usloviem VentcelØ opisyva¸t fiziqeskie processy v sredah, soderßawih tonkie plenki iz materiala s vysokoæ pronicaemost~¸. Primery fiziqeskih postanovok moßno naæti v [1–4].

Esli plenka pokryvaet granicu oblasti, to my imeem delo s odnofaznoæ zadaqeæ VentcelØ, kotoraØ aktivno razrabatyvalas~ v poslednee desØtiletie. Opisanie osnovnyh rezul~tatov po fftoæ zadaqe privedeno v [5], gde imeetsØ takße obxirnaØ bibliografiØ.

V nastoØweæ stat~e izuqa¸tsØ dvuhfaznye zadaqi VentcelØ, opisyva¸wie sluqaæ, kogda tonkaØ plenka razdelØet sredu na dve qasti. Cel~ stat~i – poluqit~ neobhodimye apriornye ocenki i dokazat~ razreximost~ kvazilineænyh dvuhfaznyh zadaq VentcelØ v prostranstvah Soboleva i Gel~dera. Sootvetstvu¸- waØ lineænaØ teoriØ byla postroena v rabote [6].

Stat~Ø razdelena na xest~ paragrafov. Bol~xaØ qast~ iz nih posvØwena nestacionarnoæ zadaqe, kotoraØ trebuet special~noæ tehniki. V §1 my privodim opisanie vyroßdennoæ i nevyroßdennoæ paraboliqeskih zadaq. V §2 privedena ocenka oscillØcii rexeniæ lineænoæ nevyroßdennoæ zadaqi v okrestnosti razdelØ¸weæ plenki. §3 posvØwen ocenke oscillØcii rexeniæ lineænoæ zadaqi vblizi toqek vyroßdeniØ usloviØ na plenke.

Rabota qastiqno podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (grant 99-01-00684), grantom 201/98/1450 GA^ˇCA i grantom

GAUK 170/99.

Pervyæ avtor vyraßaet svo¸ blagodarnost~ Institutu Mittag-Leffler Korolevskoæ Akademii nauk Xvecii, gde dannaØ rabota byla naqata, i Matematiqeskomu institutu Akademii nauk Qexskoæ respubliki, gde ona byla zaverxena. 11

12 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV Zatem, v §4, s pomow~¸ fftih rezul~tatov ustanavliva¸tsØ global~nye gel~derovskie ocenki rexeniæ dlØ obeih nestacionarnyh zadaq. Dalee, my sosredotaqivaemsØ na nevyroßdennoæ zadaqe i rassmatrivaem v osnovnom sluqaæ, kogda razdelØ¸waØ plenka ne peresekaetsØ s vnexneæ graniceæ sredy. V §5 ustanavliva¸tsØ apriornye ocenki gradienta rexeniØ i formuliru- ¸tsØ teoremy suwestvovaniØ v prostranstvah Soboleva i Gel~- dera. Nakonec, v §6 privodØtsØ sootvetstvu¸wie rezul~taty dlØ rexeniæ stacionarnyh zadaq.

Sleduet otmetit~, qto osnovnye idei dokazatel~stv lemm 2.1– 2.5, teoremy 2.6, teoremy 4.2 i teorem 5.1–5.3, uße ispol~zovalis~ nami ranee pri izuqenii odnofaznyh zadaq VentcelØ (sm. [7–9]). Po fftoæ priqine v dannoæ stat~e my lix~ formuliruem vyxepereqislennye utverßdeniØ, snabdiv ih korotkimi zameqaniØmi o neobhodimyh izmeneniØh v dokazatel~stvah, i udelØem osnovnoe vnimanie ocenkam oscillØcii rexeniæ dvuhfaznyh zadaq (teorema 3.1 i teorema 4.1), kotorye ime¸t suwestvennye otliqiØ ot odnofaznogo sluqaØ.

Vvedem oboznaqeniØ, kotorye budut ispol~zovat~sØ na protØßenii vseæ stat~i:

x = (x^′, x_n) = (x_1, . . . , x_{n−1}, x_n) – vektor v R^n s evklidovoæ normoæ |x| (dlØ normy, opredelØemoæ qerez supremum, ispol~zuem oboznaqenie ‖x‖),

(x, t) – toqka v R^{n+1}, Ω – oblast~ v R^n s graniceæ ∂Ω, Σ – dostatoqno gladkaØ giperpoverhnost~, razdelØ¸waØ Ω na dve podoblasti: Ω^{(in)} i Ω^{(ex)},

Σ_T = Σ×]0, T [, n(x) = (n_i(x)) – ediniqnyæ vektor vnexneæ (po otnoxeni¸ k Ω^{(in)}) normali k Σ v toqke x,

Q – cilindr v R^{n+1}.

DlØ cilindra Q = Ω×]0, T [ oboznaqim qerez ∂^{′′}Q = ∂Ω×]0, T [ ego bokovu¸ poverhnost~ i qerez ∂^′Q = ∂^{′′}Q ∪ {Ω × {0}} – paraboliqesku¸ granicu.

Poloßim Q^{(ex)} = Ω^{(ex)}×]0, T [ i Q^{(in)} = Ω^{(in)}×]0, T [. DlØ oboznaqeniØ funkciæ, opredelennyh v Q^{(ex)} i v Q^{(in)}, ispol~zu¸tsØ razliqnye bukvy s indeksami (ex) i (in), sootvetstvenno. My budem upotreblØt~ indeks (hh) v teh sluqaØh, kogda hotim podqerknut~, qto nekotorye predpoloßeniØ vypolnØ¸tsØ kak dlØ

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 13 funkcii s indeksom (in), tak i dlØ takoæ ße funkcii s indeksom (ex).

Oboznaqim qerez Q^{(r)} i Q^{(l)} (Ω^{(r)} i Ω^{(l)} ) qasti Q (Ω), leßawie v poluprostranstvah x_n > 0 i x_n < 0, sootvetstvenno. My budem predpolagat~, qto Γ (Q) – qast~ Q (Γ (Ω) – qast~ Ω) – leßit v ploskosti x_n = 0. DlØ oboznaqeniØ funkciæ, opredelennyh v Q^{(r)} i v Q^{(l)} budut ispol~zovat~sØ razliqnye bukvy s indeksami (r) i (l), sootvetstvenno. DlØ ffkonomii mesta my upotreblØem indeks (h), esli nekotorye predpoloßeniØ vypolnØ¸tsØ kak dlØ funkcii s indeksom (r), tak i dlØ takoæ ße funkcii s indeksom (l).

|Q| (|Γ (Q)|) – mera Lebega sootvetstvu¸weæ razmernosti. Qerez K_R(x^0) oboznaqim otkrytyæ kub v R^n s centrom v toqke x^0 i rebrami dlinoæ 2R, parallel~nymi koordinatnym osØm.

Q_R(x^0, t^0) = K_R(x^0)×]t^0 − R^2, t^0[, Q_R = Q_R(0, 0),

Γ_R(x^0, t^0) = Γ (Q_R(x^0, t^0)), Γ_R = Γ (Q_R).

Esli u – nepreryvnaØ funkciØ, to polagaem

osc_Q u = sup_Q u − inf_Q u, A^u_k = {(x; t) : u(x; t) > k}.

My priderßivaemsØ soglaxeniØ, qto indeksy i, j izmenØ¸tsØ ot 1 do n, a indeksy s, m – ot 1 do n − 1. PrimenØetsØ pravilo summirovaniØ po povtorØ¸wimsØ indeksam.

Operator differencirovaniØ po peremennoæ x_i oboznaqim qerez D_i. V qastnosti, Du = (D_iu) = (D^′u, D_nu) est~ gradient funkcii u.

Pust~ d_i – kasatel~nyæ differencial~nyæ operator na mnogoobrazii Σ. Togda du = (d_iu) – kasatel~nyæ gradient u; v qastnosti, du = (D^′u, 0) na Γ_{R,T} . Dalee, u_t =^{∂u}_{∂t} .

DlØ l¸bogo vektora p ∈ R^n opredelim operatory δ_i =^∂_{∂z} p_i + ∂ ∂x_i , δu = (δiu). Qerez ‖ · ‖_{q,Q} oboznaqim normu v L_q (Q). Vvedem sledu¸wie prostranstva: W^{2,1}_q (Q) s normoæ ‖u‖_W 2,1_{q (Q)} = ‖u_t‖_{q,Q} + ‖D(Du)‖_{q,Q} + ‖u‖_{q,Q}; W^{2,1}_q (Σ_T ) s normoæ ‖u‖_W 2,1_{q (ΣT )} = ‖u_t‖_{q,ΣT} + ‖d(du)‖_{q,ΣT} + ‖u‖_{q,ΣT} ;

14 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

V_q (Q) = W^{2,1}_q (Q^{(in)} ∪ Q^{(ex)}) ∩ W^{2,1}_{q−1}(Σ_T ) ∩ C(Q) s normoæ ‖u‖_{Vq(Q)} = ‖u‖_W 2,1_{q (Q(in) )} + ‖u‖_W 2,1_{q (Q(ex) )} + ‖u‖_W 2,1_{q−1(ΣT )} ; V_{q,∞}(Q) = W^{2,1}_q (Q^{(in)} ∪ Q^{(ex)}) ∩ W^{2,1}_∞ (Σ_T ) ∩ C(Q) s normoæ ‖u‖_{Vq,∞(Q)} = ‖u‖_W 2,1_{q (Q(in) )} + ‖u‖_W 2,1_{q (Q(ex) )} + ‖u‖_W 2,1_{∞ (ΣT )}. V sluqae, kogda Σ_T leßit v ploskosti x_n = 0, my budem ispol~- zovat~ oboznaqeniØ V^Γ_q (Q) i V^Γ_{q,∞}(Q) dlØ prostranstv W^{2,1}_q (Q^{(r)} ∪ Q^{(l)} ) ∩ W^{2,1}_{q−1}(Γ (Q)) ∩ C(Q) i W^{2,1}_q (Q^{(r)} ∪ Q^{(l)} ) ∩ W^{2,1}_∞ (Γ (Q)) ∩ C(Q), sootvetstvenno. Normy v prostranstvah V^Γ_q (Q) i V^Γ_{q,∞}(Q) opredelØ¸tsØ analogiqno tomu, kak ffto bylo sdelano dlØ prostranstv V_q (Q) i V_{q,∞}(Q).

C(Q) – prostranstvo nepreryvnyh funkciæ s normoæ ‖ · ‖_Q . C^γ (Q) C^{2+γ} (Q), (0 < γ < 1) – prostranstva Gel~dera s normami ‖u‖_Cγ_{(Q)} = ‖u‖_Q + [u]_{γ,Q}, ‖u‖_C2+γ_{(Q)} = ‖u‖_Q + ‖D(Du)‖_Q + ‖u_t‖_Q + [D(Du)]_{γ,Q} + [u_t]_{γ,Q}, sootvetstvenno, gde [·]_{γ,Q} – postoØnnaØ Gel~dera s pokazatelem γ otnositel~no paraboliqeskogo rasstoØniØ d_{par}((x^1, t^1), (x^2, t^2)) = |x^1 − x^2| + |t^1 − t^2|^{1/2}.

Oboznaqim C^{2+γ}_Σ (Q) = C^{2+γ}(Q^{(in)}) ∩ C^{2+γ} (Q^{(ex)}), ‖u‖_C2+γ_{Σ (Q)} = ‖u‖_{C2+γ(Q(in) )} + ‖u‖_{C2+γ (Q(ex) )}. Poloßim g_+ = max{g, 0} i g_− = max{−g, 0}. Qerez tr(a) oboznaqim sled matricy (a). Pokazatel~ q moßet prinimat~ znaqeniØ n < q < ∞. DlØ oboznaqeniØ konstant ispol~zuem bukvy M, N, C s indeksami ili bez nih. DlØ ukazaniØ veliqin, ot kotoryh oni zavisØt, my ispol~zuem zapis~ N (. . . ).

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 15 §1. Postanovka zadaqi

Izuqa¸tsØ rexeniØ kvazilineænoæ dvuhfaznoæ paraboliqeskoæ zadaqi: u_t − a^{ij}_{(in)}(x, t, u, Du)D_iD_j u + a_{(in)}(x, t, u, Du) = 0 v Q^{(in)}, (1.1) u_t − a^{ij}_{(ex)}(x, t, u, Du)D_iD_j u + a_{(ex)}(x, t, u, Du) = 0 v Q^{(ex)}, (1.2) τ (x, t){u_t−α^{ij} (x, t, u, du)d_id_ju+α(x, t, u, du)}+J u = 0 na Σ_T , (1.3) gde J oboznaqaet operator “skaqka”: J u ≡ τ_1(x, t) · β_{(in)} ( x, t, u, du + n(x) · lim_{ε→−0} ∂u ∂n (x + ε · n(x), t) ) − −{1 − τ_1(x, t)} · β_{(ex)} ( x, t, u, du + n(x) · lim_{ε→+0} ∂u ∂n (x + ε · n(x), t) ) . My predpolagaem takße, qto u udovletvorØet naqal~nokraevomu uslovi¸ u|_∂′_Q = 0. (1.4)

Zameqanie 1.1. Odnorodnoe naqal~no-kraevoe uslovie (1.4) is-

pol~zuetsØ lix~ dlØ prostoty izloßeniØ. Oqevidno, qto ono moßet byt~ zameneno na usloviØ u|_∂′′_Q = θ_1, u|_{Ω×{0}} = θ_2, gde funkcii θ_1 i θ_2 prinadleßat podhodØwim funkcional~nym prostranstvam, diktuemym teoremami vloßeniØ. Krome togo, v obwem sluqae dolßny byt~ vypolneny usloviØ soglasovaniØ na ∂Ω × {t = 0}. My namerevaemsØ issledovat~ dva tipa zadaq – vyroßden-

nu¸ zadaqu, kogda parametr τ v (1.3) dopuskaet vyroßdenie na

podmnoßestvah Σ_T nenulevoæ mery, i nevyroßdennu¸ zadaqu, kogda uravnenie (1.3) ØvlØetsØ ravnomerno paraboliqeskim.

Pri izuqenii obeih zadaq budem predpolagat~, qto uravneniØ (1.1)–(1.2) ravnomerno paraboliqeskie, t.e. (a^{ij}_{(hh)} ) – simmetriqnye matricy, i neravenstva

ν_{(hh)}|ξ|^2 6 a^{ij}_{(hh)} (x, t, z, p)ξ_iξ_j 6 ν^{−1}_{(hh)} |ξ|^2, ν_{(hh)} = const > 0 (A0)

spravedlivy dlØ l¸byh (x, t) ∈ Q^{(hh)} , z ∈ R^1, p ∈ R^n, ξ ∈ R^n. Predpoloßim takße, qto funkcii a_{(hh)} (x, t, z, p) udovletvorØ¸t neravenstvam |a_{(hh)}(x, t, z, p)| 6 μ_{(hh)} |p|^2 + b_{(hh)}(x, t)|p| + Φ^{(hh)}_1 (x, t), (A1)

16 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV gde μ_{(hh)} – nekotorye neotricatel~nye konstanty i b_{(hh)} ∈ L_{n+2}(Q^{(hh)} ), Φ_1 ∈ L_{n+1}(Q^{(hh)} ). (A2) My sqitaem, qto kofffficienty α^{ij} iz uravneniØ (1.3) udovletvorØ¸t uslovi¸ ravnomernoæ paraboliqnosti, t.e. (α^{ij}) – simmetriqnaØ matrica, takaØ, qto

ν|ξ|^2 6 α^{ij}(x, t, z, p)ξ_iξ_j 6 ν^{−1}|ξ|^2, ν = const > 0, (B0) pri l¸byh (x, t) ∈ Σ_T , z ∈ R^1, p ∈ R^n, ξ ∈ R^n takih, qto p ⊥ n(x) i ξ ⊥ n(x). Funkcii β_{(in)}(x, t, z, p) i β_{(ex)}(x, t, z, p) iz (1.3) predpolaga¸tsØ differenciruemymi po p.

IssleduØ vyroßdennyæ sluqaæ, my sqitaem, qto τ – neotricatel~naØ funkciØ na Σ_T , udovletvorØ¸waØ uslovi¸ Lipxica s konstantoæ λ; (B) τ_1 ∈ C(Σ_T ), 0 6 τ_1 6 1 na Σ_T ; (J) i dlØ l¸byh (x, t) ∈ Σ_T , z ∈ R^1, p ∈ R^n vypolneny sledu¸wie usloviØ: |α(x, t, z, p)| 6 μ(|p|^2 + 1), p ⊥ n(x), (B1) gde μ – nekotoraØ neotricatel~naØ konstanta; χ 6^{∂β(hh) (x, t, z, p)} ∂p_i · n_i(x) 6 χ^{−1}, χ = const > 0; (J0) |β_{(hh)} (x, t, z, p)| 6 χ^{−1}(|p| + 1). (J1) V nevyroßdennom sluqae my predpolagaem, ne umalØØ obw-

nosti, qto τ = τ_1 ≡ 1 2 na Σ_T .

Krome togo, neravenstva (B1), (J0), (J1) zamenØ¸tsØ na sledu¸- wie usloviØ: dlØ l¸byh (x, t) ∈ Σ_T , z ∈ R^1, p ∈ R^n |α(x, t, z, p)| 6 μ|p|^2 + β(x, t)|p| + Θ_1(x, t), p ⊥ n(x); (B1^∗) 0 6^{∂β(hh) (x, t, z, p)} ∂p_i · n_i(x) 6 β(x, t); (J0^∗) |β_{(hh)} (x, t, z, p)| 6 β(x, t)|p| + Θ_1(x, t); (J1^∗)

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 17 β ∈ L_{n+1}(Σ_T ), Θ ∈ L_n(Σ_T ). (B2^∗)

Zameqanie 1.2. Bez poteri obwnosti my moßem sqitat~, qto

μ = μ_{(in)} = μ_{(ex)}, ν = ν_{(in)} = ν_{(ex)}.

Zameqanie 1.3. Na protØßenii vseæ stat~i my budem ispol~zo-

vat~ bukvy s indeksami nd i d dlØ oboznaqeniØ operatorov na razdelØ¸weæ plenke v nevyroßdennom i vyroßdennom sluqaØh, sootvetstvenno.

§2. Ocenki neotricatel~nyh rexeniæ nevyroßdennoæ zadaqi vblizi razdelØ¸weæ plenki �tot paragraf postroen po obrazcu §2 [8].

Pust~ L^{(h)} – lineænye paraboliqeskie operatory v Q^{(h)}_1 : L^{(h)}u ≡ u_t − a^{ij}_{(h)}(x, t)D_iD_j u + b^i_{(h)}(x, t)D_iu, b^i_{(h)} ∈ L_{n+2}(Q^{(h)}_1 ), (a^{ij}_{(h)} ) – simmetriqnye matricy, i neravenstva

ν|ξ|^2 6 a^{(ij)}_{(h)} ξ_iξ_j 6 ν^{−1}|ξ|^2, ν = const > 0, vypolnØ¸tsØ pri l¸byh (x, t) ∈ Q^{(h)}_1 , ξ ∈ R^n.

Pust~ B_{nd} – lineænyæ paraboliqeskiæ operator na plenke: B_{nd}u ≡ u_t − α^{sm}(x^′, t)D_sD_mu + β^s(x^′, t)D_su, a J_{nd} – operator “skaqka”: J_{nd}u ≡ β_{(l)} (x^′, t) · lim_{xn→−0} D_nu(x^′, x_n, t) − β_{(r)}(x^′, t) · lim_{xn→+0} D_nu(x^′, x_n, t), (x^′, t) ∈ Γ_1, β^s, β_{(r)}, β_{(l)} ∈ L_{n+1}(Γ_1), (α^{sm}) – simmetriqnaØ matrica i neravenstva

ν|η|^2 6 α^{sm}η_sη_m 6 ν^{−1}|η|^2, β_{(r)} > 0, β_{(l)} > 0 vypolnØ¸tsØ pri l¸byh (x^′, t) ∈ Γ_1, η ∈ R^{n−1}.

Vvedem oboznaqenie b^∗_{(h)} = (b^1_{(h)} , . . . , b^n_{(h)}). Qerez β^′_∗ oboznaqim vektor (β^1 , . . . , β^{n−1}), a qerez β_∗ – vektor (β^′_∗, β_{(r)} , β_{(l)} ).

18 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

Lemma 2.1. Pust~ R 6 1, u ∈ V^Γ_{n+1}(QR), u > 0 v QR.

Togda dlØ l¸bogo δ_1 ∈]0, 1[ suwestvu¸t konstanty σ_1 > 0, ξ < 1, zavisØwie tol~ko ot n, ν, δ_1, takie, qto esli

‖b^∗_{(r)}‖_{n+2,Q}(r)_R 6 σ_1, ‖b^∗_{(l)} ‖_{n+2,Q}(l)_R 6 σ_1, ‖β_∗‖_{n+1,ΓR} 6 σ_1,

|A^u_k ∩ Γ_R| > ξ · |Γ_R| pri nekotorom k > 0, to u > (1 − δ1)k − N1(n, ν) ·^{R^{nn+1} · ‖(L^{(r)} u)−‖_{n+1,Q}(r)_R + +R^{nn+1} · ‖(L^{(l)} u)_−‖_{n+1,Q}(l)_R + R^{n−1n} · ‖(B_{nd}u + J_{nd}u)_−‖_{n,ΓR} } na Γ_{R/2}. Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo utverßdeniØ lemmy doslovno

povtorØet rassußdeniØ iz dokazatel~stva lemmy 2.1 [8]. Otliqie sostoit lix~ v tom, qto vmesto bar~ernoæ funkcii iz [8] ispol~zuetsØ novaØ vspomogatel~naØ funkciØ

ψ(x, t) = 1 − 4(|x^′ − x^{0′}|^2 − (t − t^0)) + C^2x^2_n − 2C|x_n| s podhodØweæ konstantoæ C, a vmesto teoremy 1 [10] ispol~zuetsØ teorema 2.1 [6]. �

Lemma 2.2. Pust~ R 6 1, u ∈ W^{2,1}_{n+1}(Q^{(r)}_R ∪ Q^{(l)}_R ) ∩ C(QR), u > 0 v

Q_R, u > k > 0 na ΓR. Togda dlØ l¸bogo δ_2 ∈]0, 1[ suwestvu¸t poloßitel~nye konstanty ε i σ_2, zavisØwie tol~ko ot n, ν, δ_2, takie, qto esli ‖b^∗_{(r)}‖_{n+2,Q}(r)_R 6 σ_2, ‖b^∗_{(l)}‖_{n+2,Q}(l)_R 6 σ_2, to u > (1 − δ2)k − N2(n, ν)R^{nn+1} · {‖(L^{(r)}u)−‖_{n+1,Q}(r)_R + +‖(L^{(l)} u)_−‖_{n+1,Q}(l)_R } v Q_{εR}.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie lemmy dokazyvaetsØ poqti do-

slovnym povtoreniem dokazatel~stva lemmy 2.2 [8]. Razliqie lix~ v tom, qto na mnoßestve Q = Q_1 ∩ {|x_n| <^2_C } ispol~zuetsØ novaØ bar~ernaØ funkciØ

ψ_1(x, t) = 1 − |x^′|^2 + t +

C^2 4 x^2_n − C|x_n|

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 19 (zdes~ C – konstanta iz dokazatel~stva lemmy 2.1), a teorema 1 [11] primenØetsØ dvaßdy v cilindre Q^{(r)} i v cilindre Q^{(l)} , sootvetstvenno. �

Lemma 2.3. Pust~ –, ε1 ∈]0, 1[, R 6 1,

–R^2 6 τ 6 –^{−1}R^2, 2–R 6 x^{(2)}_i − x^{(1)}_i 6 2–^{−1}R,

x^{(1)}_s + –R 6 x^{(0)}_s 6 x^{(2)}_s − –R, x^{(0)}_n = 0, x^{(1)}_n + –R 6 0 6 x^{(2)}_n − –R, Q = {(x, t) : x^{(1)}_i < x_i < x^{(2)}_i , t^1 < t < t^1 + τ }.

Predpoloßim takße, qto u ∈ V^Γ_{n+1}(Q), u > 0 v Q, u(x, t^1) > k > 0 pri ‖x − x^0‖ 6 ε_1R.

Togda suwestvu¸t poloßitel~nye konstanty δ_3 i p, zavisØwie tol~ko ot n, ν, a takße σ_3 = σ_3(n, ν, –, ε_1) takie, qto esli ‖b^∗_{(r)}‖_{n+2,Q}(r) 6 σ_3, ‖b^∗_{(l)}‖_{n+2,Q}(l) 6 σ_3, ‖β_∗‖_{n+1,Γ (Q)} 6 σ_3, to u > δ3ε^{2p+1}_1 k − N1 · {R^{nn+1} ‖(L^{(r)}u)−‖_{n+1,Q}(r) + +R^{nn+1} ‖(L^{(l)} u)_−‖_{n+1,Q}(l) + R^{n−1n} ‖(B_{nd}u + J_{nd}u)_−‖_{n,Γ (Q)}} v Q^′, gde N_1 – konstanta iz lemmy 2.1,

Q^′ = {(x, t) : x^{(1)}_i − –R 6 x_i 6 x^{(2)}_i + –R, t^1 + –R^2 6 t 6 t^1 + τ }.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie dokazyvaetsØ analogiqno lemme

2.3 [8]. Pri fftom vmesto teoremy 1 [10] primenØetsØ teorema 2.1 [6]. �

Lemma 2.4. Pust~ R 6 1, u ∈ V^Γ_{n+1}(QR), u > 0 v QR.

Togda suwestvu¸t poloßitel~nye konstanty ξ, δ_4, σ_4, zavisØwie tol~ko ot n i ν takie, qto esli

‖b^∗_{(r)}‖_{n+2,Q}(r)_R 6 σ_4, ‖b^∗_{(l)} ‖_{n+2,Q}(l)_R 6 σ_4, ‖β_∗‖_{n+1,ΓR} 6 σ_4, |A^u_k ∩ Γ_{R/2} ( 0, − 3R^2 4 ) | > ξ · |ΓR/2| pri nekotorom k > 0, to u > δ4k − N3(n, ν) ·^{R^{nn+1} · ‖(L^{(r)}u)−‖_{n+1,Q}(r)_R + +R^{nn+1} · ‖(L^{(l)} u)_−‖_{n+1,Q}(l)_R + R^{n−1n} · ‖(B_{nd}u + J_{nd}u)_−‖_{n,ΓR} } v Q_{R/2}. Zameqanie 2.1. �to utverßdenie analogiqno lemme 2.4 [8] i do-

kazyvaetsØ posledovatel~nym primeneniem lemm 2.1–2.3.

20 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

Lemma 2.5. Pust~ R 6 1, u ∈ V^Γ_{n+1}(QR), u > 0 v QR.

Togda dlØ l¸bogo ζ ∈]0, 1[ suwestvu¸t poloßitel~nye konstanty δ_5, σ_5, η, η_1, zavisØwie tol~ko ot n, ν, ζ takie, qto esli

‖b^∗_{(r)} ‖_{n+2,Q}(r)_R 6 σ_5, ‖b^∗_{(l)} ‖_{n+2,Q}(l)_R 6 σ_5, ‖β_∗‖_{n+1,ΓR} 6 σ_5, ζ · |Γ_{R/2}| 6 |A^u_k ∩ Γ_{R/2} ( 0, − 3R^2 4 ) | 6 ξ · |ΓR/2| pri nekotorom k > 0,

(zdes~ ξ = ξ(n, ν) – konstanta iz lemmy 2.4), to libo u > δ5k − N4(n, ν, ζ) ·^{R^{nn+1} · ‖(L^{(r)} u)−‖_{n+1,Q}(r)_R + +R^{nn+1} · ‖(L^{(l)} u)_−‖_{n+1,Q}(l)_R + R^{n−1n} · ‖(B_{nd}u + J_{nd}u)_−‖_{n,ΓR} } v Q_{R/2}, libo |A^u_{η1·k} ∩ Γ_{R/2} ( 0, − 3R^2 4 ) | > (1 + η) · |ΓR/2|. Dokazatel~stvo. PrimenØØ rassußdeniØ lemm 3.4–3.6 [12] k

mnoßestvu A^u_k ∩ Γ_{R/2} ( 0, −^{3R2}_4 ) , leßawemu v Γ_R, i ispol~zuØ pri fftom lemmy 2.1–2.3 vmesto sledstviØ 3.1 [12], poluqim trebuemye ocenki. �

Teorema 2.6. Pust~ R 6 1, u ∈ V^Γ_{n+1}(QR), u > 0 v QR.

Togda dlØ l¸bogo ζ_1 ∈]0, 1[ suwestvu¸t poloßitel~nye konstanty ~δ_1 , ~σ_1, zavisØwie tol~ko ot n, ν, ζ_1 takie, qto esli

‖b^∗_{(r)} ‖_{n+2,Q}(r)_R 6 ~σ_1, ‖b^∗_{(l)} ‖_{n+2,Q}(l)_R 6 ~σ_1, ‖β_∗‖_{n+1,ΓR} 6 ~σ_1, |A^u_k ∩ Γ_{R/2} ( 0, − 3R^2 4 ) | > ζ1 · |ΓR/2| pri nekotorom k > 0, to u >^~δ1k − C1(n, ν, ζ1) ·^{R^{nn+1} · ‖(L^{(r)} u)−‖_{n+1,Q}(r)_R + +R^{nn+1} · ‖(L^{(l)} u)_−‖_{n+1,Q}(l)_R + R^{n−1n} · ‖(B_{nd}u + J_{nd}u)_−‖_{n,ΓR} } v Q_{R/2}. Dokazatel~stvo. Analogiqno lemme 2.5 [12]. Pri fftom vmesto

lemm 2.3–2.4 [12] primenØ¸tsØ sootvetstvenno lemmy 2.4 i 2.5.

�

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 21 §3. Ocenki neotricatel~nyh rexeniæ vblizi toqek vyroßdeniØ usloviØ na plenke Pust~ B_d – lineænyæ operator na razdelØ¸weæ plenke: B_du ≡ τ (x, t){u_t − α^{sm}(x, t)D_sD_mu} + β^s(x, t)D_su, gde τ – funkciØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (B), i (α^{sm}) – matrica, opredelennaØ v §2.

Ukaßem, qto esli ne ogovoreno protivnoe, to do konca fftogo paragrafa my budem pol~zovat~sØ oboznaqeniØmi iz §2.

Predpoloßim takße, qto β_{(r)} + β_{(l)} > χ na Γ_1,

χ = const > 0, ‖β_∗‖_{∞,Γ1} 6 χ^{−1}.

Teorema 3.1. Pust~ R 6 1, u ∈ V^Γ_{n+1,∞}(QR), u > 0 v QR.

Predpoloßim, qto τ (0, 0) 6 F · R (3.1) dlØ nekotoroæ konstanty F > 0.

Esli vdobavok β_{(r)} > χ 4 na Γ_R,

to suwestvu¸t poloßitel~nye konstanty ~σ_2, ρ, ~δ_2, C_2 i C_3, zavisØwie tol~ko ot n, ν, χ, λ, F , takie, qto pri uslovii

‖b^∗_{(r)}‖_{n+2,Q}(r)_R 6 ~σ_2, ‖b^∗_{(l)}‖_{n+2,Q}(l)_R 6 ~σ_2, (3.2) |A^u_k ∩ Q_{ρR}(0, . . . , 0, R 2 , R^2(−1 + ρ^2))| > 1 2 |Q_{ρR}| dlØ nekotorogo k > 0,

(3.3)

spravedlivo neravenstvo

u >^~δ2k − C2 sup_{QR} u · ~σ2 − C3 ·^{R^{nn+1} · ‖(L^{(r)} u)−‖_{n+1,Q}(r)_R + +R^{nn+1} ·‖(L^{(l)} u)_−‖_{n+1,Q}(l)_R +R ·‖(B_du+J_{nd}u)_−‖_{∞,ΓR} } v Q_{R/2}. (3.4)

Zameqanie 3.1. �to utverßdenie ØvlØetsØ obobweniem na dvuh-

faznyæ sluqaæ lemmy 2.2 [13].

22 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

Dokazatel~stvo. S pomow~¸ zameny peremennyh (x, t) ∈ QR na

(R^{−1}x, R^{−2}t) my moßem rassmatrivat~ Q_1 vmesto Q_R. Posle ta-

koæ zameny koordinat funkciØ ~u(x, t) = u(Rx, R^2t) udovletvorØet uravneniØm ~L^{(h)} ~u ≡ ~u_t − ~a^{ij}_{(h)}(x, t)D_iD_j ~u + R · ~b^i_{(h)}(x, t)D_i~u = = R^2 · (L^{(h)} u) v Q^{(h)}_1 , (3.5)

gde ~a^{ij}_{(h)} (x, t) = a^{ij}_{(h)} (Rx, R^2t), i t. d.

Krome togo, opredelØØ na plenke lineænyæ operator ~B_d i operator “skaqka” ~J_{nd} kak ~B_d ~u ≡ ~τ(x^′, t){~u_t − ~α^{sm}(x^′, t)D_sD_m ~u} + R · ~β^s(x^′, t)D_s ~u, ~J_{nd}~u ≡ R · ~β_{(l)} (x^′, t) · lim_{xn→−0} D_n ~u(x^′, x_n, t)− −R · ~β_{(r)} (x^′, t) · lim_{xn →+0} D_n~u(x^′, x_n, t), (x^′, t) ∈ Γ_1, gde ~τ (x, t) = τ (Rx, R^2t), i t.d., my legko poluqaem, qto ~B_d ~u + ~J_{nd}~u = R^2 · (B_du + J_{nd}u) na Γ_1. (3.6) Oqevidno, qto usloviØ (3.1) i (B) privodØt k neravenstvam

0 ≤ ~τ (x; t) ≤ (F + 2λ)R na Γ_1. (3.7)

Pust~ η(x; t) – gladkaØ funkciØ, ravnaØ 1 v Q_{1/2} i −1 v Q_1\Q_{3/4}. Vvedem bar~ernu¸ funkci¸ w_2(x; t) = x^2_n + N^′_5x_n + N_6η(x, t), gde N^′_5 =

{ N_5, esli x_n > 0, 1, inaqe, N_5, N_6 – poloßitel~nye konstanty, kotorye my opredelim dalee.

Vybrav N_6(n, ν) <^1_{16} tak, qto

N_6[η_t − ( ~a^{ij}_{(r)} · I_Q(r)_1 + ~a^{ij}_{(l)} · I_Q(l)_1 ) D_iD_j η] ≤ 2ν

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 23 (zdes~ I_Q(h)_1 – harakteristiqeskie funkcii mnoßestv Q^{(h)}_1 ), i prodelav fflementarnye vykladki, poluqim

~L^{(h)} w_2 6 R · |~b^∗_{(h)}| · (N_6 · |Dη| + N^′_5 + 2) v Q^{(h)}_1 , (3.8)

~B_dw_2 ≤ N_6 · ~B_dη na Γ_1, ~J_{nd}w_2 = R · ~β_{(l)} · lim_{xn→−0}(2x_n + 1 + N_6D_nη(x^′, x_n, t))−

−R · ~β_{(r)} · lim_{xn→+0}(2x_n + N_5 + N_6D_nη(x^′, x_n, t)) 6

6 N6N7(n, ν, χ) · R −^χ_4 N5R na Γ1.

Iz (3.7) nahodim ~B_dη 6 N_8(n, ν, χ, λ, F ) · R. Sledovatel~no, pri N_5 = 4N_6^{N7 +N8}_χ imeem ~B_dw_2 + ~J_{nd}w_2 6 0 na Γ_1. (3.9) Teper~ predpoloßim, qto ξ_1 = ξ_1(n, ν, χ, λ, F ) – poloßitel~nyæ koren~ uravneniØ ξ^2_1 + N_5ξ_1 − N_6 = 0 (ξ_1 <^1_4 , tak kak N_6 <^1_{16} ). Togda

w_2(x; t) 6 0, esli (x; t) ∈ Q_1\Q_{3/4}, − 3 4 6 xn < ξ1, w_2(x; t) ≤ 2N_6, esli (x; t) ∈ Q_{3/4}, x_n = ξ_1.

Predpoloßim, qto ~σ_2 6 σ_0, gde σ_0 – konstanta iz lemmy 2.1 [13], i opredelim ρ = √_{2ξ1−ξ21} 2 . Vsledstvie lemmy 2.1 [13] (pri ξ = 1 − ξ_1), primenennoæ v Q^{(r)}_1 , spravedliva ocenka

~u > δ0 k − N9 sup_{Q1} ~u · ‖R^~b^∗_{(r)}‖_{n+1,Q}(r)_1 − N10‖(^~L^{(r)} ~u)−‖_{n+1,Q}(r)_1 ≡ N11

v Q_{3/4} ∩ {x_n > ξ_1}, gde δ_0, N_9 i N_{10} zavisØt tol~ko ot n, ν, ξ_1.

Pust~ N_{12} = (N_{11})_+ , ϑ =^{N12}_{2N6} , Q = Q_{3/4} ∩ {x_n < ξ_1}. Oqevidno, qto ϑw_2 − ~u 6 0 na ∂^′Q. Pofftomu moßno primenit~ teoremu 2.2 [6] k raznosti ϑw_2 − ~u v cilindre Q, qto privodit k ocenke ϑw_2 − ~u 6 N_{13} [ ‖(~L^{(r)}(ϑw_2 − ~u))_+ ‖_{n+1,Q}(r) +

24 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

+‖(~L^{(l)} (ϑw_2 − ~u))_+ ‖_{n+1,Q}(l) + R^{−1}‖( ~B_d(ϑw_2 − ~u))_+ ‖_{∞,Γ (Q)}+ +R^{−1}‖( ~J_{nd}(ϑw_2 − ~u))_+ ‖_{∞,Γ (Q)} ] v Q, (3.10)

gde N_{13} zavisit tol~ko ot n, ν, χ, ‖R~b^∗_{(r)}‖_{n+1,Q}(r)_1 , ‖R~b^∗_{(l)}‖_{n+1,Q}(l)_1 .

Otmetim, qto iz neravenstv (3.2) vytekaet sootnoxenie

‖R~b^∗_{(r)}‖_{n+1,Q}(r)_1 6 2~σ_2, ‖R~b^∗_{(l)}‖_{n+1,Q}(l)_1 6 2~σ_2. (3.11)

Bez poteri obwnosti, umen~xaØ pri neobhodimosti ~σ_2, sqitaem, qto ~σ_2 6 ν. Iz (3.10) s pomow~¸ (3.8)–(3.9) i (3.11) vyvodim

ϑw_2 − ~u 6 N_{13} · [ ‖(~L^{(r)} ~u)_−‖_{n+1,Q}(r)_1 + ‖(~L^{(l)} ~u)_−‖_{n+1,Q}(l)_1 + +R^{−1} · ‖( ~B_d ~u + ~J_{nd} ~u)_−‖_{∞,Γ1} ] + N_{14}(n, ν, χ, λ, F ) · ϑ~σ_2 v Q. Poskol~ku w_2(x, t) > N_6 v Q_{1/2}, to spravedliva ocenka

~u > N12 ·^{(1}_2 −^{~σ2N14}_{2N6}^) − N13 ·^[‖(^~L^{(r)} ~u)−‖_{n+1,Q}(r)_1 + ‖(^~L^{(l)} ~u)−‖_{n+1,Q}(l)_1 + +R^{−1} · ‖( ~B_d ~u + ~J_{nd}~u)_−‖_{∞,Γ1} ] v Q_{1/2} ∩ {x_n 6 ξ_1}.

VozvrawaØs~ k ishodnym peremennym i uqityvaØ vyteka¸wie iz (3.5)–(3.6) oqevidnye sootnoxeniØ

‖(~L^{(h)} ~u)_−‖_{n+1,Q}(h)_1 = R^{n/(n+1)}‖(L^{(h)} u)_−‖_{n+1,Q}(h)_R , ‖( ~B_d ~u + ~J_{nd} ~u)_−‖_{∞,Γ1} = R^2‖(B_du + J_{nd}u)_−‖_{∞,ΓR} , poluqaem (3.4) dlØ dostatoqno malyh ~σ_2. �

Zameqanie 3.2. V sluqae β_{(l)} >^χ_4 na Γ_{R/2} utverßdenie teoremy

3.1 ostaetsØ vernym, esli uslovie (3.3) zamenit~ neravenstvom |A^u_k ∩ Q_{ρR}(0, . . . , 0, − R 2 , R^2(−1 + ρ^2))| > 1 2 |Q_{ρR}|. (3.3^′)

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 25 §4. Gel~derovskie ocenki dlØ u V fftom paragrafe my budem issledovat~ vyroßdennu¸ i nevyroßdennu¸ zadaqi odnovremenno.

Pust~ J_d – operator “skaqka”: J_du ≡ τ_1(x^′, t) · β_{(l)} (x^′, t) · lim_{xn→−0} D_nu(x^′, x_n, t)− −{1 − τ_1(x^′, t)} · β_{(r)} (x^′, t) · lim_{xn→+0} D_nu(x^′, x_n, t), gde τ_1 ∈ C(Γ_1), 0 6 τ_1(x^′, t) 6 1 pri (x^′, t) ∈ Γ_1, J_{nd} – operator “skaqka” iz §2.

Oqevidno, qto v vyroßdennom sluqae moßno vybrat~ R_0 61, zavisØwee tol~ko ot modulØ nepreryvnosti τ_1(x, t), tak, qto znaqeniØ po kraæneæ mere odnoæ iz funkciæ τ_1 i 1 − τ_1 budut ne men~xe 1/4 na Γ_{R0} . V nevyroßdenom sluqae R_0 – proizvol~naØ poloßitel~naØ konstanta, ne prevoshodØwaØ 1.

Rassmotrim neravenstva: |u_t − a^{ij}_{(h)}(x, t, u, Du)D_iD_j u| 6

6 μ|Du|^2 + b(h)(x, t)|Du| + Φ^{(h)}_1 (x, t) v Q^{(h)}_{R0} , (4.1)

‖b_{(h)}‖_{n+2,Q}(h)_{R0} 6 σ, Φ^{(h)}_1 ∈ L_{n+1}(Q^{(h)}_{R0} ),

gde σ – nekotoraØ neotricatel~naØ konstanta.

Predpoloßim, qto na Γ_{R0} vypolneno odno iz dvuh neravenstv:

(Vyroßdennyæ sluqaæ): |τ (x, t){u_t − α^{sm}(x, t, u, D^′u)D_sD_mu} + J_du| 6

6 τ (x, t) · μ[|D^′u|^2 + 1] + χ^{−1}[|D^′u| + 1] na ΓR_0 , (4.2)

gde χ – nekotoraØ poloßitel~naØ konstanta;

(Nevyroßdennyæ sluqaæ): |u_t − α^{sm}(x, t, u, D^′u)D_sD_mu + J_{nd}u| 6

6 μ|D^′u|^2 + β(x, t)|D^′u| + Θ1(x, t) na ΓR_0 , (4.3)

‖β‖_{n+1,ΓR0} 6 σ, Θ_1 ∈ L_n(Γ_{R0} ).

26 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

Predpoloßim takße, qto (a^{ij}_{(h)}), (α^{sm}) – simmetriqnye matricy, takie, qto vypolneny usloviØ fflliptiqnosti ν|ξ|^2 6 a^{ij}_{(h)} (x, t, z, p)ξ_iξ_j 6 ν^{−1}|ξ|^2, (x, t) ∈ Q^{(h)}_{R0} , z ∈ R^1, p ∈ R^n, ξ ∈ R^n;

(4.4) ν|ξ|^2 6 α^{sm}(x, t, z, p)ξ_sξ_m 6 ν^{−1}|ξ|^2, (x, t) ∈ Γ_{R0} , z ∈ R^1, p ∈ R^{n−1}, ξ ∈ R^{n−1}. (4.5)

Teorema 4.1. Predpoloßim, qto funkciØ u i kofffficienty urav-

neniØ na razdelØ¸weæ plenke udovletvorØ¸t sledu¸wim usloviØm v vyroßdennom i nevyroßdennom sluqaØh sootvetstvenno:

1. (Vyroßdennyæ sluqaæ):

(i) funkciØ u ∈ V^Γ_{n+1,∞}(Q_{R0} ) udovletvorØet neravenstvu (4.2);

(ii) χ 6 β_{(h)} 6 χ^{−1} na Γ_{R0} ;

(iii) τ – funkciØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (B);

2. (Nevyroßdennyæ sluqaæ):

(i) funkciØ u ∈ V^Γ_{n+1}(Q_{R0} ) udovletvorØet usloviØm (4.3);

(ii) 0 6 β_{(h)} 6 β(x, t) na Γ_{R0} .

Predpoloßim takße, qto v oboih sluqaØh u udovletvorØet neravenstvam (4.1), |u| 6 M_0 v Q_{R0} i vypolneny usloviØ fflliptiqnosti (4.4)–(4.5).

Togda suwestvuet poloßitel~naØ konstanta ^σ, takaØ, qto pri uslovii σ 6 ^σ spravedliva ocenka

osc_{QR} u 6 C_4 · ( R R_0 )b_γ dlØ l¸byh R 6 R_0. (4.6)

V vyroßdennom sluqae ^σ i ^γ ∈]0, 1[ opredelØ¸tsØ znaqeniØmi n, ν, χ, λ; konstanta C_4 > 0 zavisit ot teh ße argumentov, a takße ot μ, M_0, ‖Φ^{(h)}_1 ‖_{n+1,Q}(h)_{R0} i ot modulØ nepreryvnosti τ_1(x, t).

V nevyroßdennom sluqae ^σ i ^γ ∈]0, 1[ opredelØ¸tsØ znaqeniØmi n, ν, a konstanta C_4 > 0 zavisit ot n, ν, μ, M_0, ‖Φ^{(h)}_1 ‖_{n+1,Q}(h)_{R0} , ‖Θ_1‖_{n,ΓR0} . Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto dlØ l¸bogo R 6 R0 spravedlivo

neravenstvo osc Q_{R/2} u 6 max{(1 − –)osc_{QR} u, N · R^{n−1}n }, – ∈]0, 1[, (4.7)

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 27

gde – i N opredelØ¸tsØ izvestnymi veliqinami. Izvestno, qto

ocenka (4.6) poluqaetsØ iz (4.7) standartnym obrazom (sm. lemmu 5.8, gl. II [14]).

DlØ R 6 R_0 vvedem oboznaqeniØ u_1 = inf_{QR} u, u_2 = sup_{QR} u, ω = u_2 − u_1.

Predpoloßim, qto ω > 0.

Vvedem funkcii

v^{(K)} (x, t) = 1 − exp{− ε ω |u(x, t) − u_K |}, K = 1, 2, gde ε > ωμν^{−1} (v sluqae μ = 0 ffti funkcii sleduet zamenit~ na ~v^{(K)} = ω^{−1}|u(x, t) − u_K | i poloßit~ ε = 1). Legko proverit~, qto funkcii v^{(K)} udovletvorØ¸t neravenstvam

v^{(K)}_t − a^{ij}_{(h)} D_iD_j v^{(K)} + b^{i,(K)}_{(h)} D_iv^{(K)} > − ε ω Φ^{(h)}_1 v Q^{(h)}_R . (4.8)

Zdes~ b^{i,(K)}_{(h)} (x, t) = b_{(h)}(x, t)D_iv^{(K)}(x, t) |Dv^{(K)}(x, t)| (v toqkah, v kotoryh |Dv^{(K)} | = 0, polagaem b^{i,(K)}_{(h)} (x, t) = b_{(h)} (x, t) n^{1/2} , pofftomu |b^{∗,(K)}_{(h)} (x, t)| = b_{(h)}(x, t) vs¸du).

Rassmotrim snaqala vyroßdennu¸ zadaqu. �ta qast~ dokazatel~stva shodna po idee s dokazatel~stvom teoremy 3.1 [13]. Poloßiv β^{s,(K)}(x, t) =^{χ−1 Dsv(K)(x,t)} |D^′v^{(K)}(x,t)| , my poluqim iz (4.2) nera-

venstva

τ {v^{(K)}_t − α^{sm}D_sD_mv^{(K)} } + β^{s,(K)}D_sv^{(K)} + J_dv^{(K)}

> −^ε_ω {χ^{−1} + τ μ} na ΓR. (4.9)

Vyberem F = F (n, ν, χ, λ) dostatoqno bol~xim, qtoby vypolnØlos~ uslovie 8χ^{−1} F − 2λ 6 ~σ_1 (4.10)

28 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV (zdes~ ~σ_1 = ~σ_1(n, ν, 1/2) – konstanta iz teoremy 2.6). Bez poteri obwnosti moßno sqitat~, qto ^σ 6 ~σ_1.

Dalee dokazatel~stvo estestvenno raspadaetsØ na dve qasti.

Sluqaæ 1: τ (0, 0) > F · R. Iz usloviØ (B) imeem neravenstvo τ (x, t) > (F − 2λ) · R na Γ_R, iz kotorogo sleduet, qto (4.9) moßno perepisat~ sledu¸wim obrazom:

v^{(K)}_t − α^{sm}D_sD_mv^{(K)} + β^{s,(K)} τ D_sv^{(K)} + J_dv^{(K)} τ >

> −^ε_ω^{{ χ−1}

(F − 2λ) · R + μ } na Γ_R. (4.11)

Krome togo, vybor funkciæ β^{s,(K)} vmeste s naximi predpoloßeniØmi o kofffficientah operatora J_d i neravenstvom (4.10) privodØt k ocenke ‖ ‖ 1 τ · { |β^{′ ,(K)}_∗ | + τ_1 · β_{(l)} + (1 − τ_1) · β_{(r)} }‖ n+1,Γ_R 6 8χ^{−1} F − 2λ 6 ~σ_1. Pofftomu po kraæneæ mere odna iz funkciæ v^{(K)} udovletvorØet usloviØm teoremy 2.6 (pri ζ_1 = 1/2 i k = 1 − exp{−^ε_2 }).

Teper~, s uqetom (4.8) i (4.11), ocenka (4.7) pri

– = −ε^{−1} ln^(1 −^{~δ1k}_2^) > 0, N = 2εC_1 ~δ_1k · [ ‖Φ^{(r)}_1 ‖_{n+1,Q}(r)_{R0} + ‖Φ^{(l)}_1 ‖_{n+1,Q}(l)_{R0} + 4χ^{−1} F − 2λ + μ ] ≡ ε k N_{14}

poluqaetsØ standartnym obrazom (sm., naprimer, teoremu 2 [8]).

Sluqaæ 2: τ (0, 0) 6 F · R. Zametim, qto znaqeniØ kaßdoæ

iz funkciæ v^{(1)} i v^{(2)} zapolnØ¸t otrezok [0, 1 − e^{−ε}]. Pofftomu

sup_{QR} v^{(K)} 6 1.

Teper~ predpoloßim, qto ^σ 6 min{~σ_1, ~σ_2}, gde ~σ_2 – konstanta iz teoremy 3.1. Dalee, vybor konstanty R_0 i uslovie (ii) garantiru¸t, qto na Γ_{R0} po kraæneæ mere odno iz proizvedeniæ τ_1 · β_{(l)} i

(1−τ_1)·β_{(r)} budet ne men~xe^χ_4 . Pofftomu, hotØ by odna iz funkciæ v^{(K)} udovletvorØet usloviØm teoremy 3.1 (pri k = 1 − exp{−^ε_2 }).

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 29 Teper~, s uqetom (4.8) i (4.11), ocenka (4.7) pri

– = −ε^{−1} ln^(1 −^{~δ2k}_4^) > 0, N = 4εC_3 ~δ_2k · [ ‖Φ^{(r)}_1 ‖_{n+1,Q}(r)_{R0} + ‖Φ^{(l)}_1 ‖_{n+1,Q}(l)_{R0} + χ^{−1} + μ(F + 2λ) ] ≡ ε k N_{15}

poluqaetsØ standartnym obrazom (sm., naprimer, teoremu 3.1 [13]).

KombiniruØ rezul~taty, poluqennye v sluqaØh 1 i 2, zakl¸- qaem, qto ocenka (4.7) pri

– = −ε^{−1} ln^(1 −^k_2 min^{{ ~}δ1,^{~δ2}_2^{})}, N = ε k max{N_{14}, N_{15}}

spravedliva dlØ vseh znaqeniæ τ (0, 0).

Dalee, my perehodim k nevyroßdennoæ zadaqe. �ta qast~ dokazatel~stva analogiqna dokazatel~stvu teoremy 2 [8].

Vospol~zovavxis~ (4.3), netrudno ubedit~sØ, qto funkcii v^{(K)} udovletvorØ¸t neravenstvam

v^{(K)}_t −α^{sm}D_sD_mv^{(K)}+β^{s,(K)} D_sv^{(K)}+J_{nd}v^{(K)} > − ε ω Θ_1 na Γ_R, (4.12)

esli ε > ωμν^{−1}. Zdes~ β^{s,(K)}(x, t) = β(x, t)D_sv^{(K)}(x, t) |D^′v^{(K)}(x, t)| . S uqetom usloviæ teoremy poluqaem, qto po kraæneæ mere odna iz funkciæ v^{(K)} udovletvorØet usloviØm teoremy 2.6 (pri ζ_1 = 1/2 i k = 1 − exp{−^ε_2 }).

Ots¸da, s uqetom (4.8) i (4.12), ocenka (4.7) s tem ße –, qto

i v sluqae 1, i N = 2εC_1 ~δ_1k · [ ‖Φ^{(r)}_1 ‖_{n+1,Q}(r)_{R0} + ‖Φ^{(l)}_1 ‖_{n+1,Q}(l)_{R0} + ‖Θ_1‖_{n,ΓR0} ] vyvoditsØ analogiqno dokazatel~stvu teoremy 2 [8].

Voobwe govorØ, poluqennye k, –, i, sledovatel~no, ^σ, ^γ zavisØt ot μ, ν i M_0, poskol~ku ε dolßno udovletvorØt~ neravenstvu ε > ωμν^{−1}, a dlØ ω predvaritel~no byla izvestna lix~

30 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV maßoranta 2M_0. Pol~zuØs~ neskol~ko modificirovannym metodom O. A. Ladyßenskoæ i N. N. Ural~cevoæ ([12]), my moßem izbavit~sØ ot fftoæ zavisimosti. �to zaverxaet dokazatel~stvo.

�

Teorema 4.2. Pust~ ∂Ω udovletvorØet uslovi¸ vnexnego konusa

(v sluqae Σ ∩ ∂Ω ≠ ∅ budem sqitat~, qto ∂Ω^{(in)} i ∂Ω^{(ex)} udovletvorØ¸t fftomu uslovi¸). Predpoloßim, qto funkciØ u i kofffficienty uravneniØ na razdelØ¸weæ plenke udovletvorØ¸t sledu¸- wim predpoloßeniØm v vyroßdennom i nevyroßdennom sluqaØh sootvetstvenno:

1. (Vyroßdennyæ sluqaæ):

(i) Σ ∈ W^2_∞;

(ii) u ∈ V_{n+1,∞}(Q);

(iii) vypolneny usloviØ (B), (B1), (J), (J0), (J1);

2. (Nevyroßdennyæ sluqaæ):

(i) Σ ∈ W^2_{n+2}; (ii) u ∈ V_{n+1}(Q);

(iii) vypolneny usloviØ (B1*), (B2*), (J0*), (J1*).

Predpoloßim, qto v oboih sluqaØh u ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (1.1)–(1.4), |u| 6 M_0 v Q i vypolneny usloviØ (A0), (A1), (A2),

(B0).

Togda suwestvuet konstanta γ > 0, takaØ, qto [u]_{γ,Q} 6 M_γ . V oboih sluqaØh γ zavisit ot n, ν i ot svoæstv Σ i ∂Ω. V vyroßdennom sluqae γ opredelØetsØ takße znaqeniØmi χ i λ. Konstanta M_γ v oboih sluqaØh zavisit ot μ, M_0, ‖Φ^{(hh)}_1 ‖_{n+1,Q}(hh) , ot moduleæ absol¸tnoæ nepreryvnosti b_{(hh)} (x, t) v prostranstvah L_{n+2}(Q^{(hh)} ) i ot teh ße argumentov, qto i sootvetstvu¸waØ γ. Krome togo, v vyroßdennom sluqae M_γ opredelØetsØ takße modulem nepreryvnosti τ_1(x, t), a v nevyroßdennom sluqae – veliqinoæ ‖Θ_1‖_{n,ΣT} i modulem absol¸tnoæ nepreryvnosti β(x, t) v prostranstve L_{n+1}(Σ_T ).

Dokazatel~stvo. Analogiqno teoreme 1.1 [13] (sm. takße teore-

mu 1 [8]). �

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 31 §5. Razreximost~ nevyroßdennoæ zadaqi Teorema 5.1 (global~naØ ocenka maksimuma). Pust~ Σ ∈

W^2_{n+1}, funkciØ u ∈ V_{n+1}(Q) – rexenie nevyroßdennoæ zadaqi (1.1)–(1.4) i vypolneny usloviØ (A0), (A1), (B0), (J0*), (B1*),

(J1*).

Predpoloßim vdobavok, qto

b_{(hh)} , Φ^{(hh)}_1 ∈ L_{n+1}(Q^{(hh)}), β, Θ_1 ∈ L_n(Σ_T ).

Togda ‖u‖_Q 6 M_0, gde M_0 zavisit ot n, ν, μ, T , diam Ω, ‖b_{(hh)}‖_{n+1,Q}(hh) , ‖Φ^{(hh)}_1 ‖_{n+1,Q}(hh) , ‖β‖_{n,ΣT} , ‖Θ_1‖_{n,ΣT} , ot svoæstv Σ i ot moduleæ absol¸tnoæ nepreryvnosti funkciæ b_{(hh)} (x, t) v prostranstvah L_{n+1}(Q^{(hh)} ) i funkcii β(x, t) v prostranstve L_n(Σ_T ).

Zameqanie 5.1. DlØ dokazatel~stva fftoæ teoremy dostatoqno

primenit~ teoremu 3.1 [6] k funkciØm v^± = exp(±μν^{−1}u) − 1.

DlØ poluqeniØ ocenok gradienta i dokazatel~stva razreximosti zadaqi (1.1)–(1.4) s nevyroßdennym usloviem (1.3) na razdelØ¸weæ plenke neobhodimo naloßit~ dopolnitel~nye ograniqeniØ na kofffficienty issleduemyh uravneniæ.

Imenno, predpoloßim, qto dlØ l¸byh (x, t) ∈ Q^{(hh)} , z ∈ R^1,

p ∈ R^n funkcii a^{ij}_{(hh)} udovletvorØ¸t sledu¸wim estestvennym

strukturnym ograniqeniØm:

a^{ij}_{(hh)} (x, t, z, p) ime¸t pervye proizvodnye po x, z, p; (A3)

(1 + |p|) · | | | | ∂a^{ij}_{(hh)} (x, t, z, p) ∂p | | | | 6 μ(hh) , | |δa^{ij}_{(hh)} (x, t, z, p) | | 6 μ(hh)|p| + Φ^{(hh)}_2 (x, t). (A4) DlØ p ∈ R^n, x ∈ Σ poloßim p^′ = p − (p · n(x))n(x). Predpoloßim, qto dlØ l¸byh (x, t) ∈ Σ_T , z ∈ R^1, p ∈ R^n kofffficienty α^{ij} v (1.3) udovletvorØ¸t sledu¸wim estestvennym strukturnym ograniqeniØm:

α^{ij}(x, t, z, p^′) ime¸t pervye proizvodnye po x, z, p^′; (B3^∗)

32 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

(1 + |p^′|) · | | | | ∂α^{ij}(x, t, z, p^′) ∂p^′ | | | | 6 μ, | δ^′α^{ij}(x, t, z, p^′) | 6 μ|p^′| + Θ2(x, t).^{(B4} ∗) Zameqanie 5.2. Kak i preßde, sqitaem, qto μ = μ_{(in)} = μ_{(ex)}. Teorema 5.2 (ocenki gradienta rexeniæ). Pust~ Σ i ∂Ω –

poverhnosti klassa W^2_{q+2} , Σ ∩ ∂Ω = ∅. Predpoloßim, qto funkciØ u ∈ V_{q+2}(Q) – rexenie nevyroßdennoæ zadaqi (1.1)–(1.4), ‖u‖_Q 6 M_0 i usloviØ (A0), (A1), (A3), (A4), (B0), (B1*), (B3*), (B4*), (J0*), (J1*) vypolneny pri |z| 6 M_0.

Esli vdobavok b_{(hh)} , Φ^{(hh)}_k ∈ L_{q+2} (Q^{(hh)} ), β, Θ_k ∈ L_{q+1} (Σ_T ), (k = 1, 2), (A2^′) to ime¸t mesto ocenki ‖Du‖_Q 6 C_4, [Du]_{γ,Q} 6 C_5, ‖u‖_{Vq+2(Q)} 6 C_6, gde konstanty γ ∈]0, 1[, C_4 − C_6 zavisØt ot n, ν, μ, q, M_0, ‖b_{(hh)}‖_{q+2,Q}(hh) , ‖β‖_{q+1,ΣT} , ‖Φ^{(hh)}_k ‖_{q+2,Q}(hh) , ‖Θ_k‖_{q+1,ΣT} , (k = 1, 2), a takße ot svoæstv Σ i ∂Ω.

Zameqanie 5.3. �to utverßdenie dokazyvaetsØ analogiqno teo-

reme 3.1 [9] i sledstvi¸ 3.1 [9].

Sformuliruem teoremy o razreximosti nevyroßdennoæ zadaqi v prostranstvah Soboleva i Gel~dera.

Teorema 5.3. Pust~ vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(i) Σ i ∂Ω – poverhnosti klassa W^2_{q+2} , Σ ∩ ∂Ω = ∅;

(ii) funkcii a^{ij}_{(hh)} (x, t, z, p) i α^{ij}(x, t, z, p^′) nepreryvny po vsem

svoim argumentam;

(iii) funkcii a_{(hh)} (·, z, p) nepreryvny po (z, p) kak fflementy pro-

stranstv L_{q+2}(Q^{(hh)} ), a funkcii α(·, z, p^′), β_{(hh)} (·, z, p) nepreryvny po (z, p) kak fflementy prostranstva L_{q+1} (Σ_T );

(iv) vypolneny usloviØ (A0), (A1), (A2’), (A3), (A4), (B0), (B1*), (B3*), (B4*), (J0*), (J1*).

Togda zadaqa (1.1)–(1.4) imeet rexenie u ∈ V_{q+2} (Q).

Zameqanie 5.4. Utverßdenie teoremy dokazyvaetsØ doslovnym

povtoreniem dokazatel~stva teoremy 1.1 [7] s ispol~zovaniem teoremy 5.2 vmesto sledstviØ 3.1 [7] i teoremy 5.1 vmesto lemmy 4.1 [7].

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 33

Teorema 5.4. Pust~ vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(i) Σ i ∂Ω – poverhnosti klassa C^{2+γ} , γ ∈]0, 1[, Σ ∩ ∂Ω = ∅; (ii) funkcii a^{ij}_{(hh)}, a_{(hh)} , α^{ij}, α, β_{(hh)} udovletvorØ¸t uslovi¸

Gel~dera s pokazatelem γ po peremennym x, z, p i s pokazatelem^γ_2 po peremennoæ t;

(iii) vypolneny usloviØ (A0), (A3), (A4), (B0), (B1), (B3*), (B4*), (J0*), (J1), a takße sledu¸wee strukturnoe ogra-

niqenie:

|a_{(hh)}(x, t, z, p)| 6 μ(|p|^2 + 1) dlØ l¸byh (x, t) ∈ Q^{(hh)} , z ∈ R^1, p ∈ R^n; a_{(hh)} (x, 0, 0, 0) = α(x, 0, 0, 0) pri x ∈ Σ;

a_{(ex)}(x, 0, 0, 0) = 0 pri x ∈ ∂Ω;

(iv) Φ^{(hh)}_2 ∈ L_{q+2}(Q^{(hh)} ), Θ_2 ∈ L_{q+1} (Σ_T ).

Togda zadaqa (1.1)–(1.4) imeet rexenie u ∈ C^{2+γ}_Σ (Q).

§6. Priloßenie. Stacionarnyæ sluqaæ V fftom paragrafe my formuliruem rezul~taty dlØ fflliptiqeskih zadaq, analogiqnye teoremam iz §§4–5.

Vo vsem paragrafe predpolagaetsØ, qto funkcii, vhodØwie v operator “skaqka” J , i funkciØ u ne zavisØt ot peremennoæ t. Po analogii s paraboliqeskim sluqaem vvedem sledu¸wie prostranstva Soboleva:

V_q (Ω) = W^2_q (Ω^{(in)} ∪ Ω^{(ex)}) ∩ W^2_{q−1}(Σ) ∩ C(Ω) s normoæ ‖u‖_{Vq(Ω)} = ‖u‖_W 2_{q (Ω}(in)_) + ‖u‖_W 2_{q (Ω}(ex)_) + ‖u‖_W 2_{q−1(Σ)};

V_{q,∞}(Ω) = W^2_q (Ω^{(in)} ∪ Ω^{(ex)}) ∩ W^2_∞(Σ) ∩ C(Ω) s normoæ ‖u‖_{Vq,∞(Ω)} = ‖u‖_W 2_{q (Ω}(in)_) + ‖u‖_W 2_{q (Ω}(ex)_) + ‖u‖_W 2_{∞(Σ)}.

Sootvetstvu¸waØ dvuhfaznaØ fflliptiqeskaØ zadaqa imeet vid: −a^{ij}_{(in)}(x, u, Du)D_iD_j u + a_{(in)}(x, u, Du) = 0 v Ω^{(in)}, (6.1) −a^{ij}_{(ex)}(x, u, Du)D_iD_j u + a_{(ex)}(x, u, Du) = 0 v Ω^{(ex)}, (6.2) τ (x){−α^{ij}(x, u, du)d_id_ju + α(x, u, du)} + J u = 0 na Σ. (6.3)

34 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

Budem sqitat~, qto (a^{ij}_{(hh)} ) – simmetriqnye matricy i dlØ l¸- byh x ∈ Ω^{(hh)} , z ∈ R^1, p ∈ R^n vypolnen rØd estestvennyh strukturnyh ograniqeniæ:

ν_{(hh)} |ξ|^2 6 a^{ij}_{(hh)} (x, z, p)ξ_iξ_j 6 ν^{−1}_{(hh)}|ξ|^2 ∀ξ ∈ R^n; (6.4)

|a_{(hh)}(x, z, p)| 6 μ_{(hh)} |p|^2 + b_{(hh)} (x)|p| + Φ^{(hh)}_1 (x); (6.5)

b_{(hh)} , Φ^{(hh)}_1 ∈ L_n(Ω^{(hh)} ). (6.6) IssleduØ vyroßdennu¸ zadaqu, my predpolagaem, qto funkcii τ i τ_1 udovletvorØ¸t sootvetstvenno usloviØm (B) i (J), v kotoryh Σ_T zamenena na Σ. V nevyroßdennom sluqae my sqitaem, ne umalØØ obwnosti, qto τ = τ_1 ≡^1_2 na Σ.

Krome togo, pri izuqenii obeih zadaq my predpolagaem, qto funkcii β_{(in)}(x, z, p) i β_{(ex)}(x, z, p) v (6.3) differenciruemy po p,

(α^{ij}) – simmetriqnaØ matrica, i neravenstva ν|ξ|^2 6 α^{ij}(x, z, p^′)ξ_iξ_j 6 ν^{−1}|ξ|^2 (6.7) spravedlivy dlØ l¸byh (x) ∈ Σ, z ∈ R^1, p ∈ R^n, ξ ∈ R^n, takih, qto ξ ⊥ n(x).

Zameqanie 6.1. Kak i preßde, sqitaem, qto μ = μ_{(in)} = μ_{(ex)},

ν = ν_{(in)} = ν_{(ex)}.

Teorema 4.2^∗. Pust~ ∂Ω udovletvorØet uslovi¸ vnexnego konusa

(v sluqae Σ∩∂Ω ≠ ∅ budem sqitat~, qto ∂Ω^{(in)} i ∂Ω^{(ex)} udovletvorØ¸t fftomu uslovi¸). Predpoloßim, qto funkciØ u i kofffficienty uravneniØ (6.3) udovletvorØ¸t sledu¸wim predpoloßeniØm v vyroßdennom i nevyroßdennom sluqaØh sootvetstvenno:

1. (Vyroßdennyæ sluqaæ):

(i) Σ ∈ W^2_∞; (ii) u ∈ V_{n,∞}(Ω); (iii) vypolneny usloviØ (B), (J); (iv) neravenstva |α(x, z, p^′)| 6 μ(|p^′|^2 + 1); (6.8) |β_{(hh)} (x, z, p)| 6 χ^{−1}(|p| + 1); (6.9) χ 6^{∂β(hh) (x, z, p)} ∂p_i · n_i(x) 6 χ^{−1}

spravedlivy pri l¸byh x ∈ Σ, z ∈ R^1, p ∈ R^n;

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 35

2. (Nevyroßdennyæ sluqaæ):

(i) Σ ∈ W^2_n ; (ii) u ∈ V_n(Ω);

(iii) dlØ l¸byh x ∈ Σ, z ∈ R^1, p ∈ R^n vypolneny sledu¸wie

usloviØ:

|α(x, z, p^′)| 6 μ|p^′|^2 + β(x)|p^′| + Θ_1(x); (6.10) |β_{(hh)}(x, z, p)| 6 β(x)|p| + Θ_1(x); (6.11) 0 6^{∂β(hh) (x, z, p)} ∂p_i · n_i(x) 6 β(x); (6.12) β, Θ_1 ∈ L_{n−1}(Σ). Predpoloßim, qto v oboih sluqaØh u ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (6.1)–(6.3), |u| 6 M_0 v Ω i vypolneny usloviØ (6.4)–(6.7).

Togda suwestvuet konstanta γ > 0, takaØ, qto [u]_{γ,Ω} 6 M_γ . V oboih sluqaØh γ zavisit ot n, ν i ot svoæstv Σ i ∂Ω. V vyroßdennom sluqae γ opredelØetsØ takße znaqeniØmi χ i λ. Konstanta M_γ v oboih sluqaØh zavisit ot μ, M_0, ‖Φ^{(hh)}_1 ‖_{n,Ω}(hh) , ot moduleæ absol¸tnoæ nepreryvnosti b_{(hh)} (x) v prostranstvah L_n(Ω^{(hh)} ) i ot teh ße argumentov, qto i sootvetstvu¸waØ γ. Krome togo, v vyroßdennom sluqae M_γ opredelØetsØ takße modulem nepreryvnosti τ_1(x), a v nevyroßdennom sluqae – veliqinoæ ‖Θ_1‖_{n−1,Σ} i modulem absol¸tnoæ nepreryvnosti β(x) v prostranstve L_{n−1}(Σ).

Teorema 5.2^∗. Pust~ Σ i ∂Ω – poverhnosti klassa W^2_q , Σ∩∂Ω = ∅.

Predpoloßim, qto funkciØ u ∈ V_q (Ω) – rexenie nevyroßdennoæ zadaqi (6.1)–(6.3), ‖u‖_Q 6 M_0 i pri |z| 6 M_0 vypolneny neravenstva (6.4), (6.5), (6.7), (6.10)–(6.12).

Budem sqitat~, qto pri l¸byh x ∈ Ω^{(hh)} , z ∈ R^1, |z| 6 M_0,

p ∈ R^n vypolnen rØd estestvennyh strukturnyh ograniqeniæ:

a^{ij}_{(hh)} (x, z, p) ime¸t pervye proizvodnye po vsem argumentam; (6.13) (1 + |p|) · | | | | ∂a^{ij}_{(hh)} (x, z, p) ∂p | | | | 6 μ(hh) , | |δa^{ij}_{(hh)} (x, z, p) | | 6 μ(hh) |p| + Φ^{(hh)}_2 (x). (6.14)

36 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

Predpoloßim takße, qto pri l¸byh x ∈ Σ, z ∈ R^1, |z| 6 M_0,

p ∈ R^n vypolneny sledu¸wie usloviØ:

α^{ij}(x, z, p^′) ime¸t pervye proizvodnye po vsem argumentam; (6.15)

(1 + |p^′|) · | | | | ∂α^{ij} (x, z, p^′) ∂p^′ | | | | 6 μ, | |δ^′α^{ij}(x, z, p^′) | | 6 μ|p^′| + Θ2(x).^{(6.16)}

Esli vdobavok

b_{(hh)}, Φ^{(hh)}_k ∈ L_q (Ω^{(hh)} ), β, Θ_k ∈ L_{q−1}(Σ), (k = 1, 2), (6.17) to ime¸t mesto ocenki ‖Du‖_Ω 6 C^′_4, [Du]_{γ,Ω} 6 C^′_5, ‖u‖_{Vq(Ω)} 6 C^′_6, gde konstanty γ ∈]0, 1[, C^′_4 − C^′_6 zavisØt ot n, ν, μ, q, M_0, ‖b_{(hh)}‖_{q,Ω}(hh) , ‖β‖_{q−1,Σ}, ‖Φ^{(hh)}_k ‖_{q,Ω}(hh) , ‖Θ_k‖_{q−1,Σ}, (k = 1, 2), a takße ot svoæstv Σ i ∂Ω.

Teorema 5.3^∗. Pust~ vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(i) Σ i ∂Ω – poverhnosti klassa W^2_q , Σ ∩ ∂Ω = ∅; (ii) funkcii a_{(hh)} (·, z, p) nepreryvny po (z, p) kak fflementy pro-

stranstv L_q(Ω^{(hh)} ), a funkcii α(·, z, p^′), β_{(hh)} (·, z, p) nepreryvny po (z, p) kak fflementy prostranstva L_{q−1}(Σ);

(iii) dlØ vseh vozmoßnyh rexeniæ u(·, ε) ∈ V_q(Ω), ε ∈ [0, 1], se-

meæstva zadaq ε(−a^{ij}_{(in)}(x, u, Du)D_iD_j u + a_{(in)}(x, u, Du))− − (1 − ε)Δu = 0 v Ω^{(in)}, ε(−a^{ij}_{(ex)}(x, u, Du)D_iD_j u + a_{(ex)}(x, u, Du))− − (1 − ε)Δu = 0 v Ω^{(ex)}, ε(−α^{ij} (x, u, du)d_id_ju + α(x, u, du))− − (1 − ε) · (Δu − u) = 0 na Σ

(6.18)

spravedliva ocenka: ‖u(·, ε)‖_Ω 6 M_0;

(iv) vypolneny usloviØ (6.4), (6.5), (6.7), (6.10)–(6.17).

Togda zadaqa (6.1)–(6.3) imeet rexenie u ∈ V_q (Ω).

KVAZILINE`NYE DVUHFAZNYE ZADAQI VENTCEL˚ 37

Teorema 5.4^∗. Pust~ vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(i) Σ i ∂Ω – poverhnosti klassa C^{2+γ} , γ ∈]0, 1[, Σ ∩ ∂Ω = ∅; (ii) funkcii a_{(hh)} , α, β_{(hh)} udovletvorØ¸t uslovi¸ Gel~dera s

pokazatelem γ po vsem peremennym;

(iii) dlØ vseh vozmoßnyh rexeniæ u(·, ε) ∈ C^{2+γ}_Σ (Ω), ε ∈ [0, 1],

semeæstva zadaq (6.18) spravedliva ocenka: ‖u(·, ε)‖_Ω 6 M_0;

(iv) vypolneny usloviØ (6.4), (6.7)–(6.11), (6.13)–(6.16), a

takße sledu¸wee strukturnoe ograniqenie:

|a_{(hh)}(x, z, p)| 6 μ(|p|^2 + 1) dlØ l¸byh x ∈ Ω^{(hh)} , z ∈ R^1, p ∈ R^n;

(v) Φ^{(hh)}_2 ∈ L_q(Ω^{(hh)} ), Θ_2 ∈ L_{q−1}(Σ).

Togda zadaqa (6.1)–(6.3) imeet rexenie u ∈ C^{2+γ}_Σ (Ω). Teoremy 5.3^∗–5.4^∗ nosØt uslovnyæ harakter: dlØ ih primeneniØ neobhodima global~naØ ocenka maksimuma rexeniæ nevyroßdennoæ dvuhfaznoæ fflliptiqeskoæ zadaqi VentcelØ. TakaØ ocenka moßet byt~ poluqena pri razliqnyh usloviØh. Niße my privodim odno iz vozmoßnyh utverßdeniæ:

Teorema 6.1. Pust~ Σ ∈ C^2, funkciØ u ∈ C^2(Ω^{(in)}) ∩ C^2(Ω^{(ex)}) –

rexenie nevyroßdennoæ zadaqi (6.1)–(6.3) i vypolneny usloviØ (6.4), (6.7), (6.12).

Predpoloßim vdobavok, qto dlØ l¸bogo z ∈ R^1, takogo, qto

|z| > M0, spravedlivy sledu¸wie neravenstva:

sign(z) · a_{(hh)} (x, z, 0) > 0 pri x ∈ Ω^{(hh)} ,

sign(z) · { α(x, z, 0) + β_{(in)}(x, z, 0) − β_{(ex)}(x, z, 0) } > 0 pri x ∈ Σ. Togda ‖u‖_Ω 6 M_0.

Literatura

1. J. R. Cannon, G. H. Meyer, On diffusion in a fractured medium. — SIAM J.

Appl. Math. 3 (1971), 434–448.

2. P. Korman, Existence of periodic solutions for a class of nonlinear problems. — Nonlinear Anal. 7 (1983), 873–879.

3. P. Korman, Existence of solutions for a class of semilinear noncoercive problems.

— Nonlinear Anal. 10 (1986), 1471–1476.

4. M. Shinbrot, Water waves over periodic bottoms in three dimensions. — J. Inst.

Math. Appl. 25 (1980), 367–385.

5. D. E. Apushkinskaya, A. I. Nazarov, A survey of results on nonlinear Venttsel problems. — Appl. of Math. 45, No. 1 (2000), 69–80.

38 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

6. D. E. Apushkinskaya, A. I. Nazarov, Linear two-phase Venttsel problems. Report No. 8, 1999/2000, Institut Mittag-Leffler (stat~Ø prinØta k peqati v ßurnal Arkiv för Matematik).

7. D. E. ApuxkinskaØ, A. I. Nazarov, Naqal~no-kraevaØ zadaqa s graniq-

nym usloviem VentcelØ dlØ nedivergentnyh paraboliqeskih uravneniæ.

— Algebra i analiz 6, ˝ 6 (1994), 1–29.

8. D. E. Apushkinskaya, A. I. Nazarov, Hölder estimates of solutions to initial-boundary value problems for parabolic equations of nondivergent form with Wentzel boundary condition. — Am. Math. Soc. Transl. (2) 164 (1995), 1–13.

9. D. E. ApuxkinskaØ, A. I. Nazarov, NestacionarnaØ zadaqa VentcelØ

s kvadratiqnym rostom po gradientu. — Problemy mat. analiza 15

(1995), 33–46.

10. D. E. ApuxkinskaØ, Ocenka maksimuma rexeniæ paraboliqeskih uravne-

niæ s graniqnym usloviem VentcelØ. — Vestnik Leningr. univ., Ser.1

24, ˝ 2 (1991), 3–12.

11. A. I. Nazarov, N. N. Ural~ceva, Vypuklo-monotonnye oboloqki i ocenka

maksimuma rexeniØ paraboliqeskogo uravneniØ. — Zap. nauqn. semin.

LOMI 147 (1985), 95–109.

12. O. A. LadyßenskaØ, N. N. Ural~ceva, Ocenki konstanty Gel~dera dlØ

funkciæ, udovletvorØ¸wih ravnomerno fflliptiqeskomu ili ravnomerno paraboliqeskomu neravenstvu s neograniqennymi kofffficientami. —

Zap. nauqn. semin. LOMI 147 (1985), 72–94.

13. D. E. ApuxkinskaØ, A. I. Nazarov, Gel~derovskie ocenki rexeniæ vyro-

ßdennyh graniqnyh zadaq VentcelØ dlØ paraboliqeskih i fflliptiqeskih uravneniæ nedivergentnogo vida. — Problemy mat. analiza 17 (1997),

3–19.

14. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, N. N. Ural~ceva, Lineænye i

kvazilineænye uravneniØ paraboliqeskogo tipa. M., 1967.

Apushkinskaya D. E. and Nazarov A. I. Quasilinear two-phase Venttsel problems.

A majorant of the Hölder norms is established for solutions of the two-phase quasilinear parabolic (elliptic) boundary value problems with degenerate and nondegenerate Venttsel interface conditions. In addition, gradient estimates for solutions of the two-phase quasilinear nondegenerate Venttsel problems as well as the solvability results in Sobolev and Hölder spaces are obtained.

19 fevralØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet