Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e

UNIVERSAL^NO RAZREXIMYE ZADAQI POGRUȷENI˚ S CIKLIQESKIM ˚DROM

Pust~ 1 → A → G^φ−→ F → 1 – toqnaØ posledovatel~nost~ koneqnyh grupp. GovorØt, qto ona opredelØet universal~no razreximu¸ zadaqu pogrußeniØ, esli zadaqi pogrußeniØ, svØzannye s fftoæ posledovatel~nost~¸, razreximy dlØ l¸boæ pary poleæ K/k, gde K – rasxirenie Galua polØ k s gruppoæ Galua F . PonØtie universal~no razreximyh zadaq pogrußeniØ vvedeno v [1]. Razreximost~ zadaqi pogrußeniØ ponimaetsØ v xirokom smysle, t.e. rexenie moßet byt~ algebroæ Galua. Sootvetstvenno, i sama zadaqa pogrußeniØ moßet stavit~sØ ne obØzatel~no nad polem, no i nad algebroæ Galua K nad k ([2]).

Kak pokazano v [1], klass universal~no razreximyh rasxireniæ xire klassa poluprØmyh rasxireniæ. Imenno, dlØ l¸boæ gruppy F , ime¸weæ porØdok bol~xe 2, suwestvuet rasxirenie s faktorgruppoæ F , ØvlØ¸weesØ universal~no razreximym, no ne poluprØmym. �to nabl¸denie dalo vozmoßnost~ ȷ.-P. Serru vvesti ponØtie “niqtoßnyh” kogomologiæ [3].

V [1] pokazano takße, qto dlØ Ødra A, ime¸wego porØdok p, klass universal~no razreximyh i klass poluprØmyh rasxireniæ sovpada¸t. Bolee togo, ffti klassy sovpada¸t, daße esli K/k – rasxirenie lokal~nyh poleæ nulevoæ harakteristiki.

Dokaßem vspomogatel~noe teoretiko-gruppovoe utverßdenie.

Lemma. Pust~_{1 → A → G φ−→ F → 1}

– rasxirenie koneqnyh p-grupp neqetnogo porØdka, A – cikliqeskaØ gruppa, a gruppa F ne ØvlØetsØ cikliqeskoæ. Krome togo, pust~ dlØ l¸boæ sobstvennoæ podgruppy F_1gruppy F naædetsØ izomorfnaØ eæ podgruppa F̄_1 v G i φ(F̄_1) = F_1. Togda v gruppe G suwestvuet normal~naØ podgruppa H̄ takaØ, qto H̄ ∩ A = 1 i faktor gruppa G/H̄ – rasxirenie vida 1 → A → G/H̄ → F0 → 1, 189

190 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E

gde F_0 – abeleva gruppa s dvumØ obrazu¸wimi.

Dokazatel~stvo. Pust~ A imeet porØdok p^n i a – obrazu¸wiæ

fflement gruppy A. Oboznaqim qerez F_2 podgruppu gruppy F , sostoØwu¸ iz fflementov, trivial~no deæstvu¸wih na Ødro A. Esli samo F deæstvuet trivial~no na A, to v kaqestve F_2 voz~- mem l¸bu¸ podgruppu indeksa p. Togda F/F_2 – cikliqeskaØ gruppa, porØdok kotoroæ delit p^{n−1}. Oboznaqim qerez σ_0 takoæ obrazu¸wiæ fflement gruppy F/F_2, qto deæstvie σ_0 na A opredelØetsØ formuloæ a^{σ0} = a^{1+pi} . V sluqae trivial~nogo deæstviØ F na A v kaqestve obrazu¸weæ gruppy F/F_2 vyberem l¸boæ netrivial~- nyæ fflement.

Pust~ σ – nekotoryæ proobraz fflementa σ_0 v gruppe F . Tak kak F ne ØvlØetsØ cikliqeskoæ gruppoæ, to v F suwestvuet takoæ fflement τ , kotoryæ ØvlØetsØ odnoæ iz obrazu¸wih gruppy F i, krome togo, otobraßaetsØ v edinicu pri estestvennom gomomorfizme F → F/F_2. Dopolnim fflementy σ, τ do sistemy obrazu¸wih σ, τ, τ_3, τ_4, . . . , τ_d gruppy F . Rassmotrim podgruppu

F_3, poroßdennu¸ podgruppoæ Frattini gruppy F i fflementami σ, τ_3, τ_4, . . . , τ_d. ˚sno, qto F_3 – normal~nyæ delitel~ v F indeksa

p. Oboznaqim qerez G_3 polnyæ proobraz otnositel~no φ gruppy F_3 v G. Togda G_3 – poluprØmoe rasxirenie podgruppy A s pomow~¸ F_3.

Poloßim F_1 = F_2 ∩F_3, i pust~ G_1 – proobraz F_1 v G_3, togda G_1 – prØmoe proizvedenie podgruppy A i podgruppy^¯H, izomorfnoæ

F_1. Pokaßem, qto H̄ – iskomyæ normal~nyæ delitel~ v G. Zame-

tim, qto proizvol~nyæ fflement g ∈ G moßno predstavit~ v vide

g = σ̄^iτ̄^j h, gde h ∈ G_1, a σ̄, τ̄ – proobrazy v G fflementov σ, τ

sootvetstvenno. Sledovatel~no, dostatoqno proverit~, qto dlØ l¸bogo^¯h ∈^¯H vypolnØ¸tsØ usloviØ σ̄^{−1¯}hσ̄ ∈^¯H i τ̄^{−1¯}hτ̄ ∈^¯H. Zametim, qto pervoe uslovie vypolnØetsØ po postroeni¸ gruppy

G_3.

Esli τ̄^{−1¯}hτ̄ ∉^¯H, to τ̄^{−1¯}hτ̄ =^¯h^′a^′, gde^¯h^′ ∈^¯H, a^′ ∈ A. Tak kak fflement τ̄ perestanovoqen s fflementami podgruppy A, to rasxirenie A s pomow~¸ F_2 ne ØvlØetsØ prØmym, qto protivoreqit uslovi¸ lemmy.

DannaØ lemma obobwaet predloßenie 1 iz [1]. Dokaßem teper~ osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty.

Teorema. Pust~ universal~no pogrußaemoe rasxirenie svØzano s

UNIVERSAL^NO RAZREXIMYE ZADAQI 191

toqnoæ posledovatel~nost~¸ koneqnyh grupp 1 → A → G → F → 1, gde A – cikliqeskaØ gruppa neqetnogo porØdka. Togda gruppovoe rasxirenie ØvlØetsØ poluprØmym.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku svoæstvo universal~noæ razrexi-

mosti nasleduetsØ pri perehode k soputstvu¸wim zadaqam, dostatoqno sqitat~ G p-gruppoæ.

Predpoloßim, qto utverßdenie teoremy ne verno. Rassmotrim minimal~nyæ kontrprimer, t.e. taku¸ zadaqu, dlØ kotoroæ vsØkaØ soputstvu¸waØ zadaqa uße ØvlØetsØ poluprØmoæ. Takim obrazom, my rassmatrivaem universal~no razreximu¸ zadaqu pogrußeniØ, svØzannu¸ s toqnoæ posledovatel~nost~¸ p-grupp 1 → A → G → F → 1, priqem G ne ØvlØetsØ poluprØmym rasxireniem, no rasxireniØ, poluqaemye iz G faktorizacieæ po podgruppe Ødra A i zamenoæ gruppy F na ee sobstvennu¸ podgruppu, ØvlØ¸tsØ poluprØmymi. Sledovatel~no, my moßem sqitat~, qto znaqeniØ kocikla^¯h ∈

Z^2(F, A), klass kotorogo h opredelØet rasxirenie G, nahodØtsØ

v podgruppe A_0 gruppy A, sostoØweæ iz fflementov perioda p.

Pust~ A imeet porØdok p^n i a – obrazu¸wiæ fflement gruppy A. Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda gruppa F cikliqna. Pust~ σ – obrazu¸wiæ fflement gruppy F i deæstvie F na A opredelØetsØ formuloæ a^σ = a^{1+pi} . V silu minimal~nosti kontrprimera F imeet porØdok p^n i rasxirenie G – ffto gruppa s dvumØ obrazu¸wimi a, σ̄ i sootnoxeniØmi a^{pn} = 1, σ̄^{pn} = a^{pn}�^1 , [a, σ̄] = a^{pi} (kvadratnye skobki zdes~ i dalee oznaqa¸t kommutator). Opredelim φ : G → F , poloßiv φ(a) = 1, φ(σ̄) = σ.

Pust~ k – lokal~noe pole s polem vyqetov, otliqnym ot p, soderßawee pervoobraznyæ koren~ stepeni p^i iz 1 i ne soderßawee pervoobraznogo kornØ stepeni p^{i+1} iz 1. Gruppa Galua^¯F maksimal~nogo p-rasxireniØ polØ k imeet dve obrazu¸wie g_1,

g_2 i sootnoxenie [g_1, g_2]g^{pi}_2 = 1 (sm. [4], gl. II, §5).

Zadadim rasxirenie K/k gomomorfizmom μ :^¯F → F , kotoryæ opredelØetsØ formulami μ(g_1) = σ, μ(g_2) = σ^{pn}�^i . Zametim, qto zadaqa pogrußeniØ (K/k, G, A) razrexima, esli suwestvuet

192 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E gomomorfizm ν :^¯F → G takoæ, qto treugol~nik F̄^ν−→G ↘ μ φ F kommutativen. Predpoloßim, qto ν suwestvuet, i pust~ ν(g_1) = σ̄a^u, ν(g2) = σ̄^{pn} �1 a^v. Togda [ν(g1), ν(g2)]ν(g^{pi2}2 ) = [σ̄a^u, σ̄^{pn} �i a^v](σ̄^{pn} �i a^v)^{pi} = = [σ̄, a^v][a^u, σ̄^{pn} �i ]σ̄^{pn} a^{vpi} = a^{−vpi} · a^{pn} �1 a^{vpi} = a^{pn} �1 ≠ 1. Sledovatel~no, gomomorfizm ν ne suwestvuet i zadaqa pogrußeniØ (K/k, G, A) nerazrexima.

Pust~ teper~ gruppa F ne ØvlØetsØ cikliqeskoæ, rasxirenie G – minimal~nyæ kontrprimer k utverßdeni¸ teoremy i

h ∈ H^2(F, A) – sootvetstvu¸wiæ rasxireni¸ G klass kogomolo-

giæ. Po lemme v gruppe G suwestvuet podgruppa^¯H, s pomow~¸ kotoroæ moßno osuwestvit~ spusk rassmatrivaemoæ zadaqi (sm. [2], gl. I, §13) k zadaqe, svØzannoæ s rasxireniem 1 → A → G0 → F0 → 1, gde F_0 – abeleva gruppa s dvumØ obrazu¸wimi.

Zametim, qto fflement h_0 ∈ H^2(F_0, A), sootvetstvu¸wiæ rasxireni¸ G_0, pri pod¨eme H^2(F_0, A) → H^2(F, A) otobraßaetsØ v fflement h.

V zavisimosti ot deæstviØ gruppy F , a sledovatel~no, i F_0 na Ødre A vozmoßny tri razliqnyh sluqaØ:

1) fflementy gruppy F_0 trivial~no deæstvu¸t na A, 2) deæstvie gruppy F_0 na A opredelØetsØ formulami a^{σ0} =

a^{1+p}, a^{τ0} = a,

3) deæstvie opredelØetsØ formulami

a^{σ0} = a^{1+pi} , a^{τ0} = a, i > 1

(zdes~ τ_0 – obraz τ v gruppe F_0).

I. Rassmotrim pervyæ sluqaæ. Iz dokazatel~stva lemmy sleduet, qto v fftom sluqae moßno sqitat~ F_0 abelevoæ gruppoæ s

UNIVERSAL^NO RAZREXIMYE ZADAQI 193 dvumØ obrazu¸wimi σ_0, τ_0 porØdka p. Pust~ rasxirenie G_0 – gruppa s tremØ obrazu¸wimi σ̄_0, τ̄_0, a i sootnoxeniØmi

a^{pn} = 1, σ̄^p_0 = a^{upn} �1 , τ̄^p_0 = a^{vpn} �1 , [σ̄_0, τ̄_0] = ā^{wpn} �1 , [σ̄0, a] = 1, [τ̄0, a] = 1

(u, v, w – celye qisla).

Zametim, qto moßno vybrat~ obrazu¸wie σ̄^′_0 i τ̄^′_0 tak, qtoby sootnoxeniØ imeli vid

a^{pn} = 1, σ̄^{′p}_0 = 1, τ̄^{′p}_0 = 1, [σ̄^′_0, τ̄^′_0] = a^{pn} �1 , [σ̄^′0, a] = 1, [τ̄^′0, a] = 1.

Voz~mem v kaqestve k lokal~noe pole, ØvlØ¸weesØ rasxireniem polØ p-adiqeskih qisel dostatoqno vysokoæ stepeni, i pust~ k soderßit pervoobraznyæ koren~ ζ_n iz 1 stepeni p^n i ne soderßit pervoobraznogo kornØ stepeni p^{n+1} iz 1. Pust~

K_0 = k(^p √ m_1,^p √ m_2), gde m_1, m_2 ∈ k^∗. My poka ne budem fiksiro-

vat~ znaqeniØ fflementov m_1 i m_2, predpoloßim lix~, qto pole

K_0 ne soderßit^p √ ζ_n. Gruppa F_0 ØvlØetsØ gruppoæ Galua rasxi-

reniØ K_0/k, esli poloßit~ p√ m_1^σ

0_{−1} = ζ1,^p √ m_1^τ

0_{0−1} = 1 p√ m_2^σ

0_{−1}

= 1,^p √ m_1^τ

0_{0−1} = ζ1, gde ζ_1 = ζ^{pn}�^1_n .

Pokaßem teper~, qto fflementy m_1, m_2 moßno vybrat~ tak, qto rasxirenie K_0/k pogrußaetsØ v rasxirenie K/k s gruppoæ Galua F , no zadaqa pogrußeniØ (K_0/k, G_0, A) ØvlØetsØ nerazreximoæ.

Rassmotrim uslovie razreximosti dlØ zadaqi (K_0/k, G_0, A). Tak kak zadaqa ØvlØetsØ brauffrovskoæ, to dlØ ee razreximosti neobhodimo i dostatoqno vypolneniØ usloviØ soglasnosti Faddeeva–Hasse, kotoroe v dannom sluqae ffkvivalentno raspadeni¸ skrewennogo proizvedeniØ G_0 × K_0 (sm. [2], gl. II). Algebra G_0 × K_0 ØvlØetsØ poluprostoæ i opredelena nad polem k. Ee komponenty sootvetstvu¸t harakteram gruppy A. Tak kak h prinimaet znaqeniØ v podgruppe fflementov porØdka p, to dostatoqno rassmotret~ harakter χ takoæ, qto χ(a) = ζ_n.

194 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E

Pust~ e_χ = ∑_pn_{−1} i=0 χ(a^{−i})a^i – idempotent algebry G_0 × K_0.

Togda komponenta (G_0 × K_0)e_χ – prØmoe proizvedenie algebr, poroßdaemyh kommutiru¸wimi parami fflementov (σ^′_0,^p√m_1) i

(τ^′0^p √ m_1,^p √ m_2), t.e. (G_0 × K_0)e_χ ØvlØetsØ proizvedeniem algebr

obobwennyh kvaternionov [1, m_1]·[m_1, m_2]_k, kotoroe ffkvivalentno algebre [m_1, m_2]_k. Poskol~ku k – lokal~noe pole, to raspadenie algebry [m_1, m_2] nad polem k ffkvivalentno ravenstvu edinice simvola Gil~berta p-oæ stepeni (m_1, m_2).

Uslovie pogrußeniØ polØ K_0 v pole K v sluqae, kogda pole k imeet dostatoqno vysoku¸ stepen~ nad polem p-adiqeskih qisel, sostoit v vypolnenii usloviØ soglasnosti (sm. [2], gl. IV,

§2). Uslovie soglasnosti ffkvivalentno razreximosti vseh soputstvu¸wih brauffrovskih zadaq, period Ødra kotoryh delit

p^n.

Pust~ (K_0/k, F_χ, B) – odna iz takih zadaq, gde F_χ poroßdena fflementami ~σ, ~τ , b i sootnoxeniØmi b^{pi} = 1, ~σ^p = b^u, ~τ^p = b^v, [~σ, ~τ] = b^{wpi} �1 ,

[b, ~σ] = 1, [b, ~τ] = 1. Zametim, qto po vyboru K0

pokazatel~ i 6 n. Gomomorfizm Ψ : F_χ → F_0 zadaetsØ formulami

Ψ(b) = 1, Ψ(~σ) = σ0, Ψ(~τ ) = τ0. Zametim, qto esli i < n, to w = 0.

Deæstvitel~no, esli i < n i w ≠ 0, to pod¨em

H^2(F_0, A) → H^2(F_χ, A)

annuliruet fflement h_0, sledovatel~no, fflement h v fftom sluqae nulevoæ (gruppa F_χ ØvlØetsØ gomomorfnym obrazom gruppy F ).

Esli i = n, to F_χ ØvlØetsØ rasxireniem vida 1 → B → F_χ → F0 → 1, gde B – cikliqeskaØ gruppa porØdka p^n s obrazu¸weæ b i F_0 deæstvuet na B trivial~no. L¸boe rasxirenie rassmatrivaemogo vida sootvetstvuet fflementu iz gruppy H^2(F_0, B), kotoraØ ØvlØetsØ fflementarnoæ abelevoæ gruppoæ s tremØ obrazu¸wimi

c_1, c_2, c_3. Obrazu¸weæ c_1 sootvetstvuet rasxirenie, poroßdae-

moe fflementami σ̄_1, τ̄_1 s pomow~¸ sootnoxeniæ σ̄^p_1 = b, τ̄^p_1 = 1,

[σ̄1, τ̄1] = 1. Obrazu¸weæ c2 sootvetstvuet rasxirenie s obra-

zu¸wimi σ̄_2, τ̄_2 i sootnoxeniØmi σ̄^p_2 = 1, τ̄^p_2 = b, [σ̄_2, τ̄_2] = 1. I nakonec, obrazu¸weæ c_3 sootvetstvuet rasxirenie s obrazu¸- wimi σ̄_3, τ̄_3 i sootnoxeniØmi σ̄^p_3 = 1, τ̄^p_3 = 1, [σ̄_3, τ̄_3] = b^{pn}�^1 .

Zametim, qto fflement h_0 ne raspadaetsØ v H^2(F_χ, A), esli vse rassmatrivaemye brauffrovskie zadaqi poroßda¸t v H^2(F_0, B)

UNIVERSAL^NO RAZREXIMYE ZADAQI 195 podgruppu, ne soderßawu¸ fflement c_3. Takim obrazom, klassy kogomologiæ, sootvetstvu¸wie gruppam F_χ vseh rassmatrivaemyh brauffrovskih zadaq, dolßny nahodit~sØ v odnoæ iz maksimal~nyh podgrupp gruppy H^2(F_0, B), ne soderßawih fflement c_3.

ZamenØØ v sluqae neobhodimosti obrazu¸wie gruppy F_0, moßno pokazat~, qto vse rassmatrivaemye gruppy F_χ ØvlØ¸tsØ gomomorfnym obrazom gruppy s dvumØ obrazu¸wimi ~σ, ~τ i sootnoxeniØmi libo ~σ^{pn+1} = 1, [~σ, ~τ]~τ^{pn} = 1, libo ~σ^{pn+1} = 1, ~τ^{pn+1} = 1.

UsloviØmi pogrußeniØ polØ K_0 v rasxirenie s odnoæ iz ukazannyh grupp ØvlØetsØ v pervom sluqae { (m1, ζ_n) = 1

(ζ_nm1, m2) = 1

i {_(

m_1, ζ_n) = 1,

(m2, ζ_n) = 1

– vo vtorom. Napomnim, qto dlØ nerazreximosti zadaqi (K_0/k,

G_0, A) neobhodimo i dostatoqno usloviØ (m_1, m_2) ≠ 1. ˚sno, qto

v lokal~nom pole k qisla m_1, m_2 s nußnymi svoæstvami vybrat~ moßno. Takim obrazom, my pokazali, qto v rassmatrivaemom sluqae zadaqa pogrußeniØ ne ØvlØetsØ universal~no razreximoæ, t.e., predpoloßenie o netrivial~nosti gruppovogo rasxireniØ v minimal~nom kontrprimere okazalos~ nevernym.

II. Rassmotrim teper~ vtoroæ sluqaæ, t.e. kogda a^{σ0} = a^{1+p},

a^{τ0} = a. Po-preßnemu, budem sqitat~, qto k – lokal~noe pole

dostatoqno vysokoæ stepeni nad polem p-adiqeskih qisel. Krome togo, pole k soderßit pervoobraznyæ koren~ stepeni p iz 1 i ne soderßit pervoobraznogo kornØ stepeni p^2 iz 1. Pust~ ζ_n – pervoobraznyæ koren~ stepeni p^n iz 1 i ζ_1 = ζ^{pn}�^1_n . Poloßim

K_0 = k(ζ_n,^p √ m), gde m ∈ k^∗. Rasxirenie K_0/k imeet gruppu F_0 v kaqestve gruppy Galua, priqem

ζ^{σ0}_n = ζ^{1+p}_n , ζ^{τ0}_n = ζ_n p√ m^{σ0} =^p √ m,^p √ m^{τ0} =^p √ m ζ_1. Zametim, qto gruppa H^2(F_0, A) imeet porØdok p. Gruppovye rasxireniØ G_0, sootvetstvu¸wie netrivial~nym fflementam, ime¸t tri obrazu¸wie a, σ̄_0, τ̄_0 i sootnoxeniØ a^{pn} = 1, σ̄^{pn} �2 0 = 1, τ̄^p0 = 1, [σ̄0, τ̄0] = a^{vpn}

�1 ,

[σ̄0, a] = a^{−p}, [τ̄0, a] = 1, gde v ≡ 0 (mod p).

196 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E

Vyberem fflement m ∈ k^∗, opredelØ¸wiæ rasxirenie K_0/k tak, qtoby K_0/k pogrußalos~ by v rasxirenie K/k s gruppoæ Galua F i, krome togo, zadaqa pogrußeniØ (K_0/k, G_0, A) byla by nerazreximoæ.

Zametim, qto dlØ razreximosti zadaqi pogrußeniØ (K_0/k,

G_0, A) neobhodimo i dostatoqno ravenstva edinice simvola

Gil~berta (ζ_n, m).

Rassmotrim teper~ uslovie pogrußeniØ polØ K_0 v pole K s gruppoæ Galua F . Kak bylo zameqeno vyxe, takoe pogrußenie vozmoßno, esli razreximy vse soputstvu¸wie brauffrovskie zadaqi pogrußeniØ, priqem porØdok Ødra p^i takih zadaq delit p^n.

Esli i = n, to vse soputstvu¸wie brauffrovskie zadaqi pogrußeniØ budut trivial~nymi. Pri 1 < i < n dostatoqno rassmotret~ zadaqi, u kotoryh gruppa F_χ imeet tri obrazu¸wie ~σ, ~τ , b i sootnoxeniØ ~σ^{pn}�^1 = b^{pi}�^1 , ~τ^p = 1, [~σ, ~τ] = 1, [b, ~σ] = b^p,

[b, ~τ] = 1. ˚sno, qto zadaqa pogrußeniØ (K0/k, F_χ, B) razrexima,

tak kak ona ØvlØetsØ pod¨emom zadaqi (k(ζ_n)/k, ~F , B), gde ~F – gruppa s obrazu¸wimi b, ~σ i sootnoxeniØmi b^{pi} = 1, ~σ^{pn}�^1 = b^{pi}�^1 , [b, ~σ] = b^p. Pri i = 1, rassußdaØ takße, kak i v predyduwem sluqae pri

i = n, moßno pokazat~, qto vse rassmatrivaemye brauffrovskie

zadaqi budut razreximy, esli pole K_0 pogrußaetsØ v rasxirenie s gruppoæ ~F , poroßdennoæ fflementami ~σ, ~τ s pomow~¸ sootnoxeniæ ~σ^{pn} = 1, [~σ, ~τ ]~τ^p = 1. Pri fftom gomomorfizm ~Ψ : ~F → F_0 zadaetsØ formulami ~Ψ(~σ) = σ_0, ~Ψ(~τ ) = τ_0. Zametim, qto zadaqa pogrußeniØ (K_0/k, ~F , ~Ψ) razrexima pri l¸bom vybore fflementa m. Takim obrazom, pri l¸bom vybore m rasxirenie K_0/k pogrußaetsØ v rasxirenie K/k s gruppoæ Galua F . Nam ostaetsØ vybrat~ m tak, qtoby simvol (m, ζ_1) byl by otliqen ot edinicy, pri fftom zadaqa pogrußeniØ (K/k, G, A) ØvlØetsØ nerazreximoæ. Sledovatel~no, i v fftom sluqae predpoloßenie o netrivial~nosti gruppovogo rasxireniØ v minimal~nom kontrprimere okazalos~ nevernym.

III. Tretiæ sluqaæ rassmatrivaetsØ analogiqno. Teorema dokazana.

Sledstvie. Pust~ 1 → A → G^φ→ F → 1 i 1 → B → H^Ψ→ F → 1 –

dva rasxireniØ koneqnyh grupp, priqem A – cikliqeskaØ gruppa neqetnogo porØdka. Esli dlØ l¸bogo rasxireniØ lokal~nyh poleæ K/k

UNIVERSAL^NO RAZREXIMYE ZADAQI 197 s gruppoæ Galua F razreximost~ zadaqi pogrußeniØ (K/k, G, φ) sleduet iz razreximosti zadaqi pogrußeniØ (K/k, H, Ψ), to suwestvuet gomomorfizm μ : H → G, dlØ kotorogo treugol~nik H^μ−→ G Ψ ↘ ↙ φ F kommutativen. V qastnosti, esli obe zadaqi ffkvivalentny dlØ l¸bogo rasxireniØ lokal~nyh poleæ K/k, to ffkvivalentny i gruppovye rasxireniØ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim gruppovoe rasxirenie 1 → A →

G ∗ H → H → 1, gde G ∗ H – proizvedenie grupp G i H s oto-

ßdestvlennoæ faktorgruppoæ F . DlØ vsØkogo rasxireniØ L/k s gruppoæ Galua H razrexima zadaqa pogrußeniØ (K/k, H, Ψ), a znaqit, i (K/k, G, φ). Tem samym, ukazannoe rasxirenie ØvlØetsØ universal~nym. Po dokazannoæ teoreme ono poluprØmoe, t.e. suwestvuet dopolnenie H v G ∗ H, a ffto i oznaqaet suwestvovanie iskomogo gomomorfizma μ.

Dannoe sledstvie pokazyvaet, qto v naxih usloviØh nabor prepØtstviæ v zadaqe pogrußeniØ opredelØet gruppovoe rasxirenie.

Literatura

1. B. B. Lur~e, Ob universal~no razreximyh zadaqah pogrußeniØ. Trudy MIAN, CLXXXIII(183) (1990), 121–126.

2. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, D. K. Faddeev, Zadaqa pogrußeniØ v teorii Galua. M., Nauka, 1990, 270 ss.

3. J.-P. Serre, Cohomologie négligeable. Algèbre et géométrie. Résumé des Cours et Travaux. Paris, College de France, 1993-94.

4. ȷ.-P. Serr, Kogomologii Galua. M. Mir, 1968, 208 ss.

Ishkhanov V. V. and Lur’e B. B. The universally solvable embedding problem with cyclic kernel.

It is proved that the universally solvable embedding problem with cyclic kernel of odd order is semidirect.

Postupilo 20 dekabrØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN