Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

V. V. Makeev O MNOȷESTVAH S ZADANNYM QISLOM STEPENNYH INVARIANTOV

Pust~ A_1, . . . , A_n – toqki prostranstva R^d, O – vydelennaØ toqka v R^d, p – nekotoroe natural~noe qislo, a λ_1, . . . , λ_n – nabor poloßitel~nyh vewestvennyh qisel. Esli summy s_p(M ) =

Pn_{i=1 λi|AiM |2p ne zavisit ot vybora toqki M na sfere s centrom}

v toqke O, to govorim, qto sistema toqek {A_1, . . . , A_n} obladaet invariantom stepeni p s sistemoæ vesov {λ, . . . , λ_n} [1]. Imeet mesto

Teorema. Pri proizvol~nyh natural~nyh d i N suwestvuet ko-

neqnoe podmnoßestvo toqek {A_1, . . . , A_n} ⊂ R^d, oblada¸wee invariantami vseh stepeneæ p 6 N s nekotoroæ obweæ sistemoæ poloßitel~nyh vesov {λ_1, . . . , λ_n}.

Niße my sqitaem, qto d ¿ 3, tak kak sluqaæ d = 1 trivialen, sluqaæ d = 2 rassmotren v [1].

Postroenie nußnyh sistem toqek osnovyvaetsØ na sledu¸weæ lemme.

Lemma. Pust~ {A1, . . . , An} – koneqnyæ nabor toqek v R^d,

{μ_1, . . . , μ_n} – nabor vesov, a p – proizvol~noe natural~noe qislo. Suwestvuet takoæ nabor povorotov {α_1, . . . , α_N } prostranstva R^d vokrug napered zadannoæ toqki O ∈ R^d i takoæ nabor poloßitel~nyh qisel {λ_1, . . . , λ_N } s N 6 C^d_{2p+d} + 1, qto summa

PN_{i=1 λi} Pn_{j=1 μj|M αi(Aj )|2p ne zavisit ot vybora toqki M na sfe-}

re s centrom v toqke O ∈ R^d.

Rassmotrim na gruppe SO(d) sohranØ¸wih orientaci¸ povorotov vokrug toqki O ∈ R^d veroØtnostnu¸ invariantnu¸ meru Haara. Summa s_p(M ) = P^n_{j=1} μ_j|M A_j|^{2p} est~ mnogoqlen stepeni 2p otnositel~no dekartovyh koordinat (x_1, . . . , x_d) toqki M .

Rabota qastiqno podderßana grantom podderßki nauqnyh xkol, grant No. 96-15-96-075. 40

O MNOȷESTVAH S QISLOM STEPENNYH INVARIANTOV 41 Togda f(M ) = R_{SO(d)} P^n_{j=1} μ_j|M_α(A_j )|^{2p}dα est~ mnogoqlen stepeni 2p iz R[x_1, . . . , x_n]. Po postroeni¸ znaqenie f(M ) ne menØetsØ pri povorote sistemy toqek {A_1, . . . , A_n} otnositel~no toqki O, a sledovatel~no ne zavisit ot vybora toqki M na sfere s centrom v toqke O. Prostranstvo mnogoqlenov iz R[x_1, . . . , x_d] stepeni 6 2p imeet razmernost~ C^d_{d+2p}. Horoxo izvestno, qto

R_{SO(d) f(α)dα ot nepreryvnoæ vektor-funkcii po nepreryvnoæ ve-}

roØtnoæ mere prinadleßit vypukloæ oboloqke mnoßestva ee znaqeniæ i po principu Karateodori ØvlØetsØ vypukloæ lineænoæ kombinacieæ ne bolee C^d_{d+2p} + 1 znaqeniæ fftoæ funkcii. To est~

f(M ) = P^N_{i=1} λ_i P^n_{j=1} |M α_i(A_j)|^{2p} ne zavisit ot vybora toqki M

na sfere s centrom v toqke O, gde N 6 C^d_{d+2p} + 1, a λ_i > 0 dlØ

1 6 i 6 N i P^N_{i=1} λi = 1. Lemma dokazana.

Teper~ sformulirovannaØ vyxe teorema legko dokazyvaetsØ indukcieæ po p.

Pust~ sistema toqek {A_1, . . . , A_n} ⊂ R^d obladaet vsemi stepennymi invariantami stepeni < p s sistemoæ vesov {μ_1, . . . , μ_n}. Po lemme naædetsØ takoæ koneqnyæ nabor povorotov {α_1, . . . , α_N } prostranstva R^d vokrug toqki O i nabor vesov {α_1, . . . , α_N }, qto

P_{Ni=1 λi} P_{nj=1 μj|M αi(Aj )|2p ne zavisit ot vybora toqki M na sfe-}

re s centrom v toqke O, to est~ sistema toqek α_i(A_j ) s sistemoæ vesov λ_j μ_j obladaet invariantom stepeni p. Pri natural~nom

q < p v vyraßenii P^N_{i=1} λ_i P^n_{j=1} μ_j|M α_i(A_j )|^{2q} znaqenie vnutren-

neæ summy po indukcionnomu predpoloßeni¸ ne zavisit ot vybora povorota α_i i vybora toqki M na sfere s centrom v toqke O. Pofftomu i vsØ summa ne zavisit ot vybora toqki M na ukazannoæ sfere. Teorema dokazana.

Vopros o postroenii koneqnyh sistem toqek s zadannym qislom stepennyh invariantov s poloßitel~nymi ediniqnymi vesami ostaetsØ otkrytym, a s vesami ±1 on rexen v [2].

Literatura 1. ı. I. Babenko, V. A. Zalgaller, Stepennye invarianty nekotoryh to-

qeqnyh mnoßestv. — Zap. nauqn. semin. POMI 261 (1999).

2. ı. I. Babenko, Stepennye invarianty ob¨edineniØ prizm. — Zap. nauqn. semin. POMI 261 (1999).

Makeev V. V. On sets with prescribed number of power invariants.

42 V. V. MAKEEV Let A_1, . . . , A_n be points in R^d, O ∈ R^d the fixed point, p the positive integer and λ_1, . . . , λ_n positive numbers. If the sum s_p(M ) =

Pn_{i=1 λi|AiM |2p does not depend on the position of M on the sphere}

with center at point O, then the point system {A_1, . . . , A_n} has an invariant of degree p with weight system {λ, . . . , λ_n}.

Theorem. For given positive integers d and N there exists a point system {A_1, . . . , A_n} ⊂ R^d with invariants of degree p 6 N with some common weight system {λ_1, . . . , λ_n}.

Postupilo 18 marta 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet