Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

V. V. Petrov

O VERO˚TNOST˚H UMERENNYH UKLONENI`

V nastoØweæ rabote issleduetsØ asimptotiqeskoe povedenie raspredeleniØ summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin v zonah umerennyh ukloneniæ. �tomu napravleni¸ issledovaniæ posvØwen rØd rabot, sredi kotoryh otmetim [1–6]. V otliqie ot upomØnutyh rabot, my budem ispol~zovat~ poluqennoe v [7] (sm. takße [8], teorema 5 glavy 5) obobwenie neravenstva �sseena dlØ ostatoqnogo qlena v central~noæ predel~noæ teoreme, qto pozvolØet dat~ korotkoe dokazatel~stvo normal~noæ shodimosti v zonah umerennyh ukloneniæ, formuliruemyh v terminah obobwennyh drobeæ LØpunova.

Pust~ G – mnoßestvo funkciæ g(x), opredelennyh dlØ vseh deæstvitel~nyh x i udovletvorØ¸wih sledu¸wim usloviØm: (a) g(x) – neotricatel~naØ, qetnaØ, neubyva¸waØ v oblasti x > 0 funkciØ, (b) funkciØ x/g(x) ne ubyvaet v oblasti x > 0.

Teorema 1 ([7]). Pust~ X1, . . . , Xn – nezavisimye sluqaænye ve-

liqiny, EX_j = 0, EX^2_j g(X_j ) < ∞ (j = 1, . . . , n) dlØ nekotoroæ funkcii g(x) ∈ G. Poloßim

B_n = n∑ j=1 EX^2_j , F_n(x) = P ( B�1/2_n^{n∑}_{j=1 Xj < x}^)_{, (1)} Φ(x) = (2π)�^{1/2} x∫ �1^e

�t^2/2_{dt, Ln =}^1_B ng ( B^{1/2}_n ) n∑ j=1 EX^2_j g(X_j ). (2)

Togda sup_x | F_n(x) − Φ(x) |6 AL_n, (3)

gde A – absol¸tnaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Veliqinu L_n budem nazyvat~ obobwennoæ drob~¸ LØpunova. Zametim, qto klassu G prinadleßat funkcii g(x) = |x|^δ pri 214

O VERO˚TNOST˚H UMERENNYH UKLONENI` 215 0 < δ 6 1 i g(x) = (ln(3 + |x|))^p pri p > 0. �tim dvum funkci- Øm sootvetstvu¸t veliqiny

L_n = B�^1�^{δ/2} n n∑ j=1 E|X_j |^{2+δ} (4) i L_n = B�^1_n ( ln(3 + B^{1/2}_n ) )�p^n∑ j=1 EX^2_j (ln(3 + |X_j |))^p . (5)

V qastnom sluqae odinakovyh raspredeleniæ ffti veliqiny prinima¸t vid L_n = σ�^2�^δ n�^{δ/2}E|X_1|^{2+δ} (6) i L_n = σ�^2 ( ln(3 + σn^{1/2})

)�p_{EX21 (ln(3 + |X1|))p (7)}

sootvetstvenno, gde σ^2 = EX^2_1 .

Primenenie teoremy 1 privodit k sledu¸wemu rezul~tatu.

Teorema 2. Pust~ X1, X2, . . . – posledovatel~nost~ nezavisimyh

sluqaænyh veliqin, EX_j = 0, EX^2_j g(X_j ) < ∞ (j = 1, 2, . . .) dlØ nekotoroæ funkcii g(x) ∈ G. Opredelim B_n, F_n(x), Φ(x) i L_n ravenstvami (1) i (2). Pust~ L_n → 0 pri n → ∞. Togda ime¸t mesto sootnoxeniØ 1 − F_n(x) 1 − Φ(x)

→ 1 (8) i F_n(−x) Φ(−x) → 1 (9)

pri n → ∞ ravnomerno otnositel~no x v oblasti 0 6 x 6 C(2 ln(1/L_n))^{1/2}, gde C – poloßitel~naØ postoØnnaØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ C < 1.

Pereædem k dokazatel~stvu teoremy 2. V silu usloviØ L_n → 0 i teoremy 1 imeem F_n(x) → Φ(x) ravnomerno otnositel~no x. Ots¸da sleduet, qto sootnoxeniØ (8) i (9) vypolneny v oblasti

0 6 x 6 M , gde M – proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Pofftomu v dal~neæxem budem sqitat~, qto x ¿ M , gde M – dostatoqno bol~xaØ postoØnnaØ.

216 V. V. PETROV

PolagaØ R_n(x) = F_n(x) − Φ(x), poluqaem 1 − F_n(x) 1 − Φ(x)

= 1 − R_n(x) 1 − Φ(x)

. (10)

Vospol~zuemsØ sootnoxeniem

1 − Φ(x) = (2π)�^{1/2} x�^1 e�^{x22} ( 1 + o(1) ) (x → +∞), v silu kotorogo imeem

1 − Φ(x) ¿ (2π)�^{1/2} (2x)�^1 e�^{x22}

pri vseh dostatoqno bol~xih x. Sledovatel~no, v zone M 6 x 6 C(2 ln(1/L_n))^{1/2} primenenie teoremy 1 privodit k neravenstvam |R_n(x)| 1 − Φ(x) 6

(2π)�^{1/2} (2x) e^{x22} |R_n(x)| 6

6 2C(2π)^{1/2} (2 ln(1/Ln))^{1/2} exp^{C^2 ln(1/Ln)^} ALn 6 6 C1 (ln(1/Ln))^{1/2} L�^{C2}_n Ln = C1 L^α_n (ln(1/Ln))^{1/2} ,

gde C_1 – poloßitel~naØ postoØnnaØ i α = 1 − C^2, tak qto 0 < α < 1. V silu usloviØ L_n → 0 poluqaem R_n(x) / (1 − Φ(x)) → 0 pri n → ∞, esli M 6 x 6 C (2 ln(1/L_n))^{1/2}, gde 0 < C < 1 i M – dostatoqno bol~xaØ postoØnnaØ. Ots¸da i iz (10) sleduet (8). Analogiqno poluqaem sootnoxenie (9) v toæ ße zone. Spravedlivost~ sootnoxeniæ (8) i (9) v zone 0 6 x 6 M uße byla ustanovlena. Teorema 2 dokazana.

Esli posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin {X_n} udovletvorØet uslovi¸ E|X_n|^{2+δ} < ∞ pri nekotorom poloßitel~nom δ 6 1 (ili bolee slabomu uslovi¸ EX^2_n(ln(3+|X_n|))^p < ∞ pri nekotorom p > 0) dlØ vseh n, to po teoreme 2 spravedlivy sootnoxeniØ (8) i (9) v zone 0 6 x 6 C (2 ln(1/L_n))^{1/2}, gde 0 < C < 1 i veliqina L_n opredelena ravenstvom (4) (sootvetstvenno, ravenstvom (5)). V qastnom sluqae odinakovyh raspredeleniæ ravenstva (4) i (5) svodØtsØ k (6) i (7), i iz poluqennyh rezul~tatov vyteka¸t sledu¸wie utverßdeniØ: pri ukazannyh momentnyh usloviØh zonami normal~noæ shodimosti (t.e. zonami, v kotoryh ime¸t mesto sootnoxeniØ (8) i (9)) ØvlØ¸tsØ intervaly 0 6 x 6 C(δ ln n)^{1/2} ili 0 6 x 6 C(p ln ln n)^{1/2} sootvetstvenno, gde 0 < C < 1. Bolee slabye momentnye usloviØ, obespeqiva¸wie vypolnenie sootnoxeniØ L_n → 0, privodØt k bolee uzkim zonam normal~noæ shodimosti.

O VERO˚TNOST˚H UMERENNYH UKLONENI` 217

Literatura

1. H. Rubin, J. Sethuraman, Probabilities of moderate deviations. — Sankhya A27 (1965), 325–346.

2. N. N. Amosova, O predel~nyh teoremah dlØ veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ. — Vestnik LGU 13 (1972), 5–14.

3. N. N. Amosova, Ob uzkih zonah integral~noæ normal~noæ shodimosti. — Zap. nauqn. semin. LOMI 97 (1980), 4–14.

4. A. D. Slastnikov, Predel~nye teoremy dlØ veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ. — Teor. veroØtn. i ee prim. 23, No. 2 (1978), 240–257.

5. L. V. Rozovskiæ, O predel~nyh teoremah dlØ bol~xih ukloneniæ v uzkih zonah. — Teor. veroØtn. i ee prim. 26, No. 4 (1981), 847–857.

6. Z. Rychlik, Nonuniform central limit bounds with applications to probabilities of deviations. — Teor. veroØtn. i ee prim. 28, No. 4 (1983), 646–652.

7. V. V. Petrov, Odna ocenka otkloneniØ raspredeleniØ summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin ot normal~nogo zakona. — Doklady AN SSSR 160, No. 5 (1965), 1013–1015.

8. V. V. Petrov, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Nauka, M. (1972).

Petrov V. V. On probabilities of moderate deviations.

This paper examines the asymptotic behavior of distributions of sums of independent random variables in zones of moderate deviations. Sufficient conditions are given for normal convergence in these zones.

Postupilo 7 dekabrØ 1998 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet