Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

A. N. Bauxev

O SLABO` SHODIMOSTI VERO˚TNOSTNYH MER V BANAHOVOM PROSTRANSTVE

Vvedenie

Pust~ (B, ‖ ‖) – separabel~noe banahovo prostranstvo, B^′ – prostranstvo vseh lineænyh nepreryvnyh funkcionalov na B. GovorØt, qto prostranstvo B obladaet H – svoæstvom, esli dlØ l¸boæ posledovatel~nosti (x_n) ⊂ B i dlØ l¸bogo x ∈ B iz usloviæ:

(a) lim_{n→∞} f(x_n) = f(x), (∀f ∈ B^′) (b) lim_{n→∞} ‖x_n‖ = ‖x‖ sleduet

(c) lim_{n→∞} ‖x_n − x‖ = 0.

Horoxo izvestnymi primerami prostranstv, oblada¸xih H – svoæstvom, ØvlØ¸tsØ ravnomerno vypuklye prostranstva, v qastnosti, prostranstva L_p, l_p (1 < p < ∞). Otmetim takße, qto v kaßdom separabel~nom banahovom prostranstve suwestvuet ffkvivalentnaØ lokal~no ravnomerno vypuklaØ norma, otnositel~no kotoroæ prostranstvo obladaet H – svoæstvom [7].

Pust~ teper~ X_n, n ¿ 1, X – B-znaqnye sluqaænye veliqiny, opredelœnnye na nekotorom polnom veroØtnostnom prostranstve. Oqevidno, qto esli B obladaet H – svoæstvom, to iz sootnoxeniæ:

(aa) lim_{n→∞} f(X_n) = f(X) (p.n.) (∀f ∈ B^′),

(bb) lim_{n→∞} ‖X_n‖ = ‖X‖ (p.n.),

sleduet

(cc) lim_{n→∞} X_n = X (p.n). 17

18 A. N. BAUXEV

Odnako, estestvennyæ vopros o tom, ostanetsØ li ffta implikaciØ spravedlivoæ esli v sootnoxeniØh (aa), (bb) i (cc) shodimost~ poqti navernoe zamenit~ na slabu¸ shodimost~, ne ØvlØetsØ trivial~nym. Problemu moßno pereformulirovat~ sledu- ¸wim obrazom. Pust~ μ_n, n ¿ 1, μ – borelevskie veroØtnostnye mery na B, μ̂_n, μ̂ – ih harakteristiqeskie funkcionaly, F_n(t) := μ_n(‖x‖ < t), F (t) := μ(‖x‖ < t) – funkcii raspredeleniØ normy otnositel~no mer μ_n, μ sootvetstvenno. Predpoloßim, qto prostranstvo B obladaet H-svoæstvom. SpraxivaetsØ, moßno li utverßdat~, qto iz sootnoxeniæ

(aaa) lim_{n→∞} μ̂(f) = μ̂(f), (∀f ∈ B^′)

(bbb) F_n^w−→ F , n → ∞,

sleduet,qto

(ccc) μ_n^w−→ μ, n → ∞?

Osnovnym rezul~tatom nastoØweæ zametki ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu¸weæ teoremy.

Teorema 1. Pust~ B – separabel~noe strogo normirovannoe ba-

nahovo prostranstvo s nepreryvnym modulem vypuklosti. Togda

(ccc) sleduet iz (aaa) i (bbb).

DlØ formulirovki ostal~nyh rezul~tatov vvedœm sledu¸wie oboznaqeniØ [2]. Pust~ μ = (μ_n) – posledovatel~nost~ borelevskih veroØtnostnyh mer na B, (X_n) – posledovatel~nost~ Bznaqnyh sluqaænyh veliqin, opredelœnnyh na nekotorom polnom veroØtnostnom prostranstve ⟨Ω, F, P⟩ takih, qto L(X_n) = μ_n. Oboznaqim qerez M(μ) klass vseh nepreryvnyh strogo monotonnyh funkciæ φ : R_+ →R takih, qto posledovatel~nost~ φ(‖X_n‖) ravnomerno integriruema otnositel~no mery P. DlØ l¸boæ posledovatel~nosti μ ime¸t mesto vkl¸qeniØ M_b ⊂ M(μ) ⊂ M, gde M_b oboznaqaet klass vseh strogo monotonnyh nepreryvnyh ograniqennyh funkciæ φ : R_+ →R , a M oboznaqaet klass vseh strogo monotonnyh nepreryvnyh funkciæ φ : R_+ →R.

Teorema 2. Pust~ B udovletvorØet usloviØm teoremy 1, μ, μn,

n ∈ N – borelevskie veroØtnostnye mery na B, udovletvorØ¸wie (aaa). DlØ vypolneniØ sootnoxeniØ (ccc) neobhodimo, qtoby l¸boæ

funkcii φ ∈ M(μ) i dostatoqno, qtoby dlØ nekotoroæ funkcii φ ∈ M(μ) vypolnØlos~ sootnoxenie:

O SLABO` SHODIMOSTI 19 (d) ∫ φ(‖x‖)μ_n(dx) −→ ∫ φ(‖x‖)μ(dx), n → ∞. V kaqestve sledstviØ teoremy 2 poluqaem sledu¸wiæ rezul~- tat.

Teorema 3. Pust~ v usloviØh teoremy 2, μn, n ∈ N , μ – gaussov-

skie mery, udovletvorØ¸wie (aaa). DlØ slaboæ shodimosti posledovatel~nosti (μ_n) k μ, neobhodimo, qtoby dlØ l¸bogo α > 0 i dostatoqno, qtoby dlØ nekotorogo α > 0 vypolnØlos~ sootnoxenie:

(dd) ∫ ‖x‖^αμ_n(dx) −→ ∫ ‖x‖^αμ(dx), n → ∞. Analogi sformulirovannyh vyxe teorem dlØ prostranstv L_p, 1 < p < ∞ i nekotoryh prostranstv Orliqa byli poluqeny v [2, 3]. Osnovnym momentom v dokazatel~stve fftih teorem ØvlØetsØ poluqenie podhodØwih usloviæ otnositel~noæ kompaktnosti semeæstva veroØtnostnyh mer.

Otmetim, qto naliqie H – svoæstva u prostranstva B neobhodimo dlØ spravedlivosti sformulirovannyh teorem. V qastnosti, teoremy 1–3 ne ime¸t mesta dlØ takih prostranstv kak L_1, C([0, 1]), c_0. V to ße vremØ ograniqeniØ na B, figuriru¸wie v usloviØh fftih teorem, ne ØvlØ¸tsØ neobhodimymi dlØ naliqiØ H - svoæstva u prostranstva B. Naprimer, esli B = l_1 to, kak horoxo izvestno, (c) vytekaet iz usloviØ (a). V fftom sluqae, kak pokazano v [2], teoremy 1–3 spravedlivy. Zametim, qto usloviØ

(aaa), (bbb), (d) i (dd) neobhodimy dlØ vypolneniØ usloviØ (ccc)

v sootvetstvu¸wih teoremah.

Obwie zameqaniØ

Prostranstvo B nazyvaetsØ lokal~no ravnomerno vypuklym, esli iz usloviæ ‖x‖ = ‖x_n‖ = 1, lim_{n→∞} ‖x + x_n‖ = 2 sleduet, qto lim_{n→∞} ‖x − x_n‖ = 0; B nazyvaetsØ ravnomerno vypuklym, esli iz usloviæ ‖x_n‖ = ‖y_n‖ = 1, lim_{n→∞} ‖x_n + y_n‖ = 2 sleduet, qto lim n→∞ ‖x_n − y_n‖ = 0. DlØ R > 0 rassmotrim funkci¸

δ_R(ϵ) = inf{R − ‖x + y‖ 2 ; ‖x‖ = ‖y‖ = R, ‖x − y‖ = ϵ}, 0 6 ϵ 6 2R. Zametim, qto δ_R(ϵ) = R δ_1 (^ϵ_R ). FunkciØ δ(ϵ) ≡ δ_1(ϵ) nazyvaetsØ modulem vypuklosti prostranstva B. Modul~ vypuklosti ne uby-

20 A. N. BAUXEV vaet i nepreryven na l¸bom otrezke [0, 2 − ρ], 0 < ρ < 2. Odnako, toqka ϵ = 2 moßet okazat~sØ toqkoæ razryva modulØ vypuklosti. V qastnosti, moßno postroit~ primer lokal~no ravnomerno vypuklogo prostranstva, dlØ kotorogo δ(ϵ) = 0 , esli

0 6 ϵ < 2, δ(2) = 1 [9]. V to ße vremØ modul~ vypuklosti ravno-

merno vypuklogo prostranstva, kak netrudno videt~, nepreryven.

Pust~ (U_m) – posledovatel~nost~ vpolne nepreryvnyh operatorov na prostranstve B, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ lim m→∞ ‖x − U_m(x)‖ = 0 (∀x ∈ B). Nam ponadobitsØ sledu¸wiæ horoxo izvestnyæ kriteriæ otnositel~noæ kompaktnosti ograniqennogo podmnoßestva prostranstva B [5].

Lemma 1. Pust~ K – ograniqennoe podmnoßestvo prostranstva

B. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny.

(i) K otnositel~no kompaktno. (ii) lim_{m→∞} sup_{x∈K} ‖x − U_m(x)‖ = 0.

Dokazatel~stvo teorem 2–3 dlØ sluqaØ B = L_p, 1 < p < ∞ v rabote [1] bylo osnovano na nabl¸denii, qto dlØ nekotoroæ special~nym obrazom postroennoæ posledovatel~nosti operatorov

(U_m) uslovie (ii) lemmy 1 moßet byt~ zameneno na sledu¸wee: lim m→∞ sup_{x∈K}(‖x‖ − ‖U_m(x)‖) = 0. Osnovnym momentom v nastoØweæ rabote ØvlØetsØ postroenie posledovatel~nosti (U_m) s analogiqnym svoæstvom dlØ proizvol~nogo separabel~nogo strogo normirovannogo prostranstva s nepreryvnym modulem vypuklosti. Otmetim, qto, v otliqie ot sluqaØ B = L_p, operatory U_m, kotorye budut postroeny niße, ØvlØ¸tsØ nelineænymi.

V dal~neæxem ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ. B(a; R) – zamknutyæ xar radiusa R s centrom v toqke a; d(a, b) := ‖a − b‖ – rasstoØnie meßdu fflementami a i b; d(a, A) := inf{d(a, a^′); a^′ ∈ A} – rasstoØnie ot fflementa a do mnoßestva A; A^ϵ := {a^′ ∈ B; ∃a ∈ A, d(a^′, a) 6 ϵ} – zamknutaØ ϵ – okrestnost~ mnoßestva A; h(A_1, A_2) := inf{ϵ > 0; A_1 ⊂ A^ϵ_2, A_2 ⊂ A^ϵ_1} – hausdorfovo rasstoØnie meßdu nepustymi ograniqennymi mnoßestvami A_1 i A_2.

O SLABO` SHODIMOSTI 21 Zametim,qto dlØ vypuklyh tel A_1, A_2 (t.e. vypuklyh zamknutyh ograniqennyh mnoßestv s nepustoæ vnutrennost~¸) imeet mesto ravenstvo h(A_1, A_2) = h(∂A_1, ∂A_2), gde ∂A oboznaqaet granicu tela A.

Vspomogatel~nye lemmy

V fftom punkte ustanavlivaetsØ neskol~ko lemm, kotorye slußat dlØ dokazatel~stva nepreryvnosti operatorov U_m, postroennyh v sledu¸wem punkte.

Pust~ {A_n; n = 1, 2, . . .} – posledovatel~nost~ nepustyh podmnoßestv prostranstva B. Vvedœm oboznaqenie Lim{A_n} := {a ∈ B; ∃{a_{nj} }, a_{nj} ∈ A_{nj} , lim_{j→∞} a_{nj} = a}. Otmetim nekotorye oqevidnye svoæstva mnoßestva Lim{A_n}. 1) Lim{A_n} – zamknutoe podmnoßestvo B;

2) dlØ l¸boæ podposledovatel~nosti {n_j; j = 1, 2, ...} Lim{A_{nj} } ⊂ Lim{A_n}; 3) esli A_n ⊂ A^′_n dlØ vseh dostatoqno bol~xih n, to Lim{A_n} ⊂ Lim{A^′_n}; 4) esli dlØ nekotorogo N ∈ N mnoßestvo ⋃ n¿N^{An} otnositel~no

kompaktno, to Lim{A_n} – kompaktnoe podmnoßestvo B.

Lemma 2. Pust~ {An; n = 1, 2, ...} – posledovatel~nost~ nepu-

styh podmnoßestv prostranstva B, A – nepustoe zamknutoe podmnoßestvo B. Iz usloviØ (i) lim_{n→∞} h(A_n, A) = 0 sleduet (ii)

Lim{A_n} = A.

Dokazatel~stvo. Iz usloviØ (i) sleduet, qto A^′ ≡ Lim{An} ≠ ∅.

1) Pokaßem, qto A^′ ⊂ A. Pust~ a ∈ A^′, a_{nj} ∈ A_{nj} , j = 1, 2, ... i lim_{j→∞} a_{nj} = a. Dopustim, qto a /∈ A. Tak kak A zamknuto, to

ϵ := d(a, A) > 0. V to ße vremØ ∃j_ϵ takoe, qto d(a_{nj} , a) <^ϵ_2 pri

j ¿⊃ϵ. Sledovatel~no, An_j ⊄ A^ϵ2 , qto protivoreqit uslovi¸ (i).

2) Pokaßem, qto A ⊂ A^′. Dopustim, qto ∃a ∈ A, a /∈ A^′. Tak kak A^′ zamknuto, to ϵ := d(a, A) > 0. V to ße vremØ iz usloviØ (i) sleduet, qto dlØ l¸bogo j = 1, 2, ... naædœtsØ mnoßestvo A_{nj} takoe, qto B(a;^ϵ_j ) ∩ A_{nj} ≠ ∅, t.e. ∃a_{nj} ∈ B(a;^ϵ_j ) ∩ A_{nj} . Oqevidno, lim j→∞ a_{nj} = a, sledovatel~no, a ∈ Lim{A_{nj} } ⊂ A^′, qto protivoreqit predpoloßeni¸ ϵ > 0.

22 A. N. BAUXEV

Lemma 3. Pust~ A – kompaktnoe podmnoßestvo B, {An} –

posledovatel~nost~ nepustyh podmnoßestv B, udovletvorØ¸waØ uslovi¸: ⋃ n¿N^{An} otnositel~no kompaktno dlØ nekotorogo N ∈ N .

Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny

(i) lim_{n→∞} h(A_n, A) = 0.

(ii) Lim{A_{nj} } = A dlØ l¸boæ podposledovatel~nosti {n_j}

posledovatel~nosti natural~nyh qisel.

Dokazatel~stvo. ImplikaciØ (i) ⇒ (ii) vytekaet iz lemmy 2.

Pokaßem, qto (ii) ⇒ (i). Dopustim, qto (i) ne vypolnØetsØ. Vozmoßny dva sluqaØ.

1) ∃ϵ > 0, ∃n_j → ∞, ∃a_{nj} ∈ A_{nj} takie, qto d(a_{nj} , A) ¿ ϵ. V silu usloviØ lemmy iz posledovatel~nosti a_{nj} moßno vydelit~ podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ k fflementu a ∈ B, a iz usloviØ

(ii) sleduet, qto a ∈ A. S drugoæ storony, d(a, A) ¿ ϵ – protivo-

reqie.

2) ∃ϵ > 0, ∃n_j → ∞, ∃a_{nj} ∈ A takie, qto d(a_{nj} , A_{nj} ) ¿ ϵ. Tak kak mnoßestvo A kompaktno, to iz posledovatel~nosti {a_{nj} } moßno vydelit~ podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ k fflementu a ∈ A. S drugoæ storony, esli b ∈ Lim{A_{nj} }, to iz predpoloßeniØ fftogo punkta sleduet, qto d(a, b) ¿ ϵ i pofftomu iz usloviØ (ii) poluqaem, qto d(a, A) ¿ ϵ – protivoreqie.

Lemma 4. Pust~ L – koneqnomernoe podprostranstvo B, hL – in-

ducirovannaØ na nœm metrika Hausdorfa; A, A_n – vypuklye tela v B takie, qto Int(A) ∩ L ≠ ∅ i A_n ∩Ł ≠ ∅ dlØ dostatoqno bol~xih n ∈ N . Iz usloviØ (i) lim_{n→∞} h(A_n, A) = 0 sleduet (ii) lim n→∞ h_L(A_n ∩ L, A ∩ L) = 0. Dokazatel~stvo. Oboznaqim Kn = An ∩ L, K = A ∩ L. Iz usloviæ

lemmy sleduet, qto K – kompaktnoe vypukloe telo v L i, krome togo, naædœtsØ N ∈ N takoe, qto K_n – kompaktnoe vypukloe telo v L pri n ¿ N i mnoßestvo ⋃ n¿N^{Kn} otnositel~no kompaktno.

Soglasno lemme 3 dostatoqno proverit~, qto dlØ l¸boæ podposledovatel~nosti natural~nyh qisel {n_j } Lim{K_{nj} } ≡ K^′ = K.

O SLABO` SHODIMOSTI 23 Vkl¸qenie K^′ ⊂ K vytekaet iz lemmy 2 i oqevidnogo vkl¸qeniØ Lim{A_{nj} ∩ L} ⊂ Lim{A_{nj} } ∩ L. Pokaßem, qto K ⊂ K^′. Poskol~ku K, K^′ – zamknutye mnoßestva, to dostatoqno proverit~, qto Int(A) ∩ L ⊂ K^′. Pust~ a ∈ Int(A) ∩ L, ϵ := d(a, ∂A) > 0. Poskol~ku rasstoØnie Hausdorfa meßdu vypuklymi telami ravno rasstoØni¸ Hausdorfa meßdu ih granicami, to iz usloviØ (i) vytekaet, qto dlØ dostatoqno bol~xih znaqeniæ n a /∈ (∂A_n)^ϵ2 i v to ße vremØ a ∈ (A_n)^ϵ2 , t.e. a – vnutrennØØ toqka mnoßestva A_n, v qastnosti, a – vnutrennØØ dlØ mnoßestv A_{nj} pri dostatoqno bol~xom znaqenii indeksa j. Tak kak a ∈ L, to a ∈ K_{nj} dlØ fftih znaqeniæ j, sledovatel~no, a ∈ K^′.

Zameqanie 1. V [6, s. 146, teorema 14.3] imeetsØ dokazatel~-

stvo lemmy 4 dlØ sluqaØ, kogda B – koneqnomernoe evklidovo prostranstvo, kotoroe v principe moßet byt~ ispol~zovano dlØ poluqeniØ ocenok skorosti shodimosti v lemme 4. Odnako, ono suwestvenno opiraetsØ kak na na koneqnomernost~ B tak i na evklidovost~ normy.

Pust~ B – strogo normirovannoe banahovo prostranstvo, L – koneqnomernoe podprostranstvo prostranstva B, x^L – fflement nailuqxego priblißeniØ x v L. Esli x^L ≠ 0, to oboznaqim qerez x^∗ toqku pereseqeniØ luqa {t x^L; t > 0} s graniceæ xara B(x; ‖x‖). Rassmotrim operator W_L : B → L,

W_L(x) = { 0, x^L = 0 x^∗, x^L ≠ 0. Lemma 5. Operator WL vpolne nepreryven.

Dokazatel~stvo. Tak kak dim L < ∞, to dostatoqno doka-

zat~ nepreryvnost~ operatora W_L. Iz usloviØ lim_{n→∞} x_n = x

i nepreryvnosti operatora x → x^L vyteka¸t sootnoxeniØ lim n→∞ h(B(x_n; ‖x_n‖), B(x; ‖x‖)) = 0, lim_{n→∞} x^L_n = x^L. Predstavim

W_L(x_n) i W_L(x) v vide W_L(x_n) = t_n x^L_n , W_L(x) = t x^L. Posledovatel~nost~ {t_n}, oqevidno, ograniqenna, sledovatel~no, iz neœ moßno vydelit~ shodØwu¸sØ podposledovatel~nost~ {t_{nj} }, lim_{j→∞} t_{nj} = s. DlØ dokazatel~stva lemmy dostatoqno ube-

dit~sØ, qto s = t nezavisimo ot vybora podposledovatel~nosti {t_{nj} }. Esli x^L = 0, to ravenstvo lim_{n→∞} W_L(x_n) = 0 vytekaet

24 A. N. BAUXEV iz ograniqennosti posledovatel~nosti {t_n}. Pust~ x^L ≠ 0. Soglasno lemme 4 lim_{n→∞} h_L(B(x_n; ‖x_n‖) ∩ L, B(x; ‖x‖) ∩ L) = 0, sledovatel~no, lim_{n→∞} h_L(∂_L(B(x_n; ‖x_n‖) ∩ L), ∂_L(B(x; ‖x‖) ∩ L)) = 0. Tak kak lim_{j→∞} t x^L_{nj} = s x^L i t x^L_{nj} ∈ ∂_L(B(x_n; ‖x_n‖) ∩ L), to s x^L ∈ ∂_L(B(x; ‖x‖) ∩ L) soglasno lemme 2, sledovatel~no, s = t.

Otnositel~naØ kompaktnost~ mnoßestva i semeæstva veroØtnostnyh mer. V fftom punkte B – separabel~noe strogo normi-

rovannoe prostranstvo s nepreryvnym modulem vypuklosti.

Pust~ (L_m) – posledovatel~nost~ lineænyh podprostranstv prostranstva B, udovletvorØ¸waØ sledu¸wim usloviØm.

1) L_m ⊂ L_{m+1}, m = 1, 2, ... , 2) dim L_m = m, m = 1, 2, ... , 3) ( ⋃ m¿1^{Lm)} − = B. Rassmotrim operator V_m : B → B, V_m(x) =^{Wm(x)}_2 .

Lemma 6. Posledovatel~nost~ operatorov (Vm) obladaet sledu-

¸wimi svoæstvami.

1) V_m(x) ∈ L_m i esli x ∈ L_m, to V_m(x) = x; 2) V_m – vpolne nepreryvnyæ operator; 3) ‖V_m(x)‖ 6 ‖x‖ dlØ l¸bogo x ∈ B; 4) lim m→∞ ‖V_m(x)‖ = ‖x‖, (∀x ∈ B); 5) ‖x − V_m(x)‖ 6 ‖x‖ (1 − δ(^{2‖Vm(x)‖}_{‖x‖} )), (x ∈ B, x ≠ 0); 6) lim m→∞ ‖x − V_m(x)‖ = 0, (∀x ∈ B). Dokazatel~stvo. Svoæstva 1) i 3) oqevidny, a 2) sleduet iz lem-

my 5. Posledovatel~nost~ (‖W_m(x)‖) ograniqenna i dlØ l¸boæ podposledovatel~nosti {m_j} takoæ, qto (‖W_{mj} (x)‖) shoditsØ, kak netrudno videt~, lim_{j→∞} ‖W_{mj} (x)‖ = 2 ‖x‖. Ots¸da sleduet 4).

5) Esli V_m(x) = 0, to neravenstvo 5) vytekaet iz ravenstva δ(0) = 0. Pust~ V_m(x) ≠ 0. Iz rassmotreniØ pereseqeniØ xara B(x; ‖x‖) s dvumernoæ ploskost~¸, natØnutoæ na vektory x, V_m(x), i opredeleniØ funkcii δ_R imeem ‖x − V_m(x)‖ 6 ‖x‖ − δ_{‖x‖}(‖W_m(x)‖) = ‖x‖ (1 − δ( 2‖V_m(x)‖ ‖x‖ )).

O SLABO` SHODIMOSTI 25 6) Esli x = 0, to 6) sleduet iz 1), a esli x ≠ 0, to iz 5), 4) i togo fakta, qto dlØ strogo normirovannogo prostranstva δ(2) = 1.

Lemma 7. Pust~ K – ograniqennoe podmnoßestvo B. Sledu¸wie

utverßdeniØ ffkvivalentny.

(i) K – otnositel~no kompaktno. (ii) lim_{m→∞} sup_{x∈K}(‖x‖ − ‖V_m(x)‖) = 0.

Dokazatel~stvo. ImplikaciØ (i) ⇒ (ii) sleduet iz lemmy 1 i

ravnomernoæ nepreryvnosti funkcii ‖ · ‖ na kompakte K^−. Pokaßem, qto (ii) ⇒ (i). Dostatoqno proverit~, qto dlØ l¸bogo ϵ > 0 mnoßestvo K_ϵ := K \ B(0; ϵ) otnositel~no kompaktno. Na mnoßestve K_ϵ sootnoxenie (ii) ffkvivalentno sootnoxeni¸ lim m→∞ inf_{x∈Kϵ}^{‖Vm (x)‖} ‖x‖ = 1. Pust~ C := sup_{x∈K} ‖x‖. Iz neravenstva 5) lem-

my 6, nepreryvnosti i monotonnosti modulØ vypuklosti imeem lim m→∞ sup x∈K_ϵ ‖x − V_m(x)‖ 6 lim_{m→∞} C (1 − inf_{x∈Kϵ} δ( 2‖V_m(x)‖ ‖x‖ )) =

= C (1 − δ( lim_{m→∞} inf_{x∈Kϵ} 2‖V_m(x)‖ ‖x‖ )) = 0.

Iz poluqennogo sootnoxeniØ i lemmy 1 sleduet, qto mnoßestvo K_ϵ otnositel~no kompaktno.

Zametim, qto posledovatel~nost~ {‖V_m(x)‖; m = 1, 2, ...} ne ØvlØetsØ, voobwe govorØ, monotonnoæ, a svoæstvo monotonnosti ponadobitsØ nam dlØ dokazatel~stva osnovnyh teorem. Pofftomu rassmotrim posledovatel~nost~ operatorov (U_m) i posledovatel~nost~ mnoßestv (A_m), opredelœnnye sledu¸wim obrazom.

U_1(x) = V_1(x), A_1 = {x ∈ B; ‖V_2(x)‖ > ‖U_1(x)‖};

U_m(x) = { V_m(x), x ∈ A_{m−1} U_{m−1} (x), x ∈ A^c_{m−1} , A_m = {x ∈ B; ‖V_{m+1} (x)‖ > ‖U_m(x)‖}, m = 2, 3, ... . Netrudno videt~, qto mnoßestva A_m otkryty, a operatory U_m vpolne nepreryvny. Krome togo oqevidny sootnoxeniØ ‖V_m(x)‖6‖U_m(x)‖ 6 ‖U_{m+1}(x)‖ 6 ‖x‖ (∀x ∈ B, m = 1, 2, ...), (1) lim m→∞ ‖U_m(x)‖ = ‖x‖ (∀x ∈ B). (2)

26 A. N. BAUXEV

Lemma 8. Pust~ K – ograniqennoe podmnoßestvo B. Sledu¸wie

utverßdeniØ ffkvivalentny

(i) K otnositel~no kompaktno. (ii) lim_{m→∞} sup_{x∈K}(‖x‖ − ‖U_m(x)‖) = 0.

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ operatora Um sleduet, qto

dlØ l¸bogo x ∈ B naædœtsØ takoe m^′ = m^′(x) ∈ {1, ..., m}, qto U_m(x) = V_m0 (x). Iz neravenstva 5) lemmy 6 imeem dlØ x ∈ B, x ≠ 0 ‖x − U_m(x)‖ = ‖x − V_m0 (x)‖ 6 ‖x‖ (1 − δ( 2 ‖V_m0 (x)‖ ‖x‖ )) =

= ‖x‖ (1 − δ( 2 ‖U_m(x)‖ ‖x‖ )). (3)

Iz neravenstva (3) i sootnoxeniØ (2) sleduet, qto posledovatel~nost~ (U_m) udovletvorØet usloviØm lemmy 1. Dokazatel~- stvo lemmy 8 poluqaetsØ zamenoæ V_m na U_m v dokazatel~stve lemmy 7 i ispol~zovaniem neravenstva (3).

Lemma 9. DlØ otnositel~noæ kompaktnosti ograniqennogo mno-

ßestva K ∈ B neobhodimo, qtoby dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ M i dostatoqno, qtoby dlØ nekotoroæ funkcii φ ∈ M vypolnØlos~ sootnoxenie: lim m→∞ sup_{x∈K} |φ(‖x‖) − φ(‖U_m(x)‖)| = 0. Dokazatel~stvo. Neobhodimost~ vytekaet iz ravnomernoæ ne-

preryvnosti funkcii φ(‖ · ‖) na kompakte K^−, a dostatoqnost~ – iz lemmy 8 i ravnomernoæ nepreryvnosti funkcii φ^{−1} na kompakte φ(‖K^−‖).

Iz lemmy 9 i kriteriØ Prohorova poluqaem sledu¸wie usloviØ otnositel~noæ kompaktnosti semeæstva borelevskih veroØtnostnyh mer na separabel~nom strogo normirovannom prostranstve s nepreryvnym modulem vypuklosti.

Teorema 4. Pust~ (μα) – semeæstvo borelevskih veroØtnostnyh

mer na prostranstve B. DlØ otnositel~noæ kompaktnosti semeæstva (μ_α) neobhodimo, qtoby dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ M i do-

O SLABO` SHODIMOSTI 27 statoqno, qtoby dlØ nekotoroæ funkcii φ ∈ M vypolnØlis~ sootnoxeniØ:

1) lim_{r→∞} sup_α μ_α(‖x‖ > r) = 0, 2) lim_{m→∞} sup_α μ_α{|φ(‖x‖) − φ(‖U_m(x)‖)| ¿ ϵ} = 0 (∀ϵ > 0). Sledstvie 1. V usloviØh teoremy 4 dlØ otnositel~noæ kom-

paktnosti semeæstva (μ_α) dostatoqno, qtoby dlØ nekotoroæ funkcii φ ∈ M vypolnØlis~ sootnoxeniØ:

1) sup_α | ∫ φ(‖x‖)μ_α(dx)| < ∞, 2) lim_{m→∞} sup_α | ∫ (φ(‖x‖) − φ(‖U_m(x)‖))μ_α(dx)| = 0. DlØ dokazatel~stva sledstviØ 1 dostatoqno vospol~zovat~sØ teoremoæ 4 i neravenstvom Qebyxœva, rassmotrev otdel~no sluqaæ vozrasta¸weæ i ubyva¸weæ funkcii φ.

Zameqanie 2. V teoreme 4 operatory Um, oqevidno, moßno za-

menit~ na V_m.

Dokazatel~stvo teorem 1–3 Zametim, qto teorema 3 ØvlØetsØ qastnym sluqaem teoremy 2, a teorema 1 sleduet iz teoremy 2, esli v kaqestve φ vzØt~ kaku¸-nibud~ funkci¸ iz M_b, naprimer, φ(t) = arctan (t).

Dokazatel~stvo teoremy 2. Pust~ v usloviØh teoremy 2 φ

– strogo vozrasta¸waØ funkciØ, a ϵ – proizvol~noe poloßitel~noe qislo. Rassmotrim mery ν_n = μ_nU^{−1}_m , ν = μU^{−1}_m . Tak kak dim L_m < ∞, to iz usloviØ (aaa) i teoremy Levi sleduet, qto posledovatel~nost~ (ν_n) slabo shoditsØ k ν, a tak kak M(ν̄) ⊂ M(μ̄), to lim_{n→∞} ∫ φ(‖x‖)ν_n(dx) = ∫ φ(‖x‖)ν(dx), t.e. lim n→∞ ∫ φ(‖U_m(x)‖)μ_n(dx) = ∫ φ(‖U_m(x)‖)μ(dx) . (5) Poskol~ku φ(‖U_m(x)‖) ↑ φ(‖x‖), to po teoreme o monotonnoæ shodimosti naædœtsØ takoe m_0 ∈ N , qto ∫ (φ(‖x‖) − φ(‖U_{m0} (x)‖))μ(dx) < ϵ.

28 A. N. BAUXEV Togda iz usloviØ (d) i sootnoxeniØ (5) sleduet, qto naædœtsØ takoe n_0 ∈ N , qto ∫ (φ(‖x‖) − φ(‖U_{m0} (x)‖))μ_n(dx) < ϵ (6) pri n ¿ n_0. Iz monotonnosti posledovatel~nosti (‖U_m(x)‖) sleduet, qto neravenstvo (6) ostaœtsØ spravedlivym posle zameny v nœm m_0 na m > m_0. DlØ n = 1, ..., n_0 − 1 toqno tak ße, kak dlØ mery μ, naædœm takoe m_n, qto pri m ¿ m_n ∫ (φ(‖x‖) − φ(‖U_m(x)‖))μ_n(dx) < ϵ. Poloßim m_ϵ = max{m_0, m_1, ... , m_{n0−1}}. Togda pri m ¿ m_ϵ

sup_n ∫ (φ(‖x‖) − φ(‖U_m(x)‖))μ_n(dx) < ϵ. Sledovatel~no, vypolneno uslovie 2) sledstviØ 2. Vypolnenie usloviØ 1) neposredstvenno vytekaet iz usloviØ (d).

Sluqaæ ubyva¸weæ funkcii φ ∈ M(μ̄) svoditsØ k rassmotrennomu vyxe, esli poloßit~ φ̃ = −φ.

V kaqestve sledstviØ dokazannyh teorem poluqaem rezul~taty, anonsirovannye v [8].

Sledstvie 2. Pust~ B – separabel~noe ravnomerno vypukloe pro-

stranstvo. Togda ime¸t mesto teoremy 1–3.

Zameqanie 3. Esli otkazat~sØ ot trebovaniØ separabel~nosti

prostranstva B, to teoremy 1–3 sohranØ¸t svo¸ silu, esli ograniqit~sØ rassmotreniem radonovyh veroØtnostnyh mer μ_n, μ. Deæstvitel~no, esli B_0 – naimen~xee zamknutoe lineænoe podprostranstvo B, soderßawee nositeli mer μ, μ_n, n ∈ N , s inducirovannoæ normoæ iz B, to B_0 – separabel~noe strogo normirovannoe prostranstvo s nepreryvnym modulem vypuklosti. Pri fftom slabaØ shodimost~ posledovatel~nosti (μ_n) k μ ffkvivalentna slaboæ shodimosti posledovatel~nosti sußeniæ fftih mer na B_0. Vypolnenie usloviØ (aaa) dlØ sußeniæ mer na B_0 sleduet iz ego vypolneniØ dlØ ishodnyh mer i teoremy Hana–Banaha, a vypolnenie ostal~nyh usloviæ sleduet iz vypolneniØ ih dlØ ishodnyh mer i oqevidnogo vkl¸qeniØ: M(μ̄) ⊂ M(μ̄_0), gde μ̄_0 – posledovatel~nost~ sußeniæ mer μ_n na B_0.

O SLABO` SHODIMOSTI 29

Sledstvie 3. Strogo normirovannoe banahovo prostranstvo s

nepreryvnym modulem vypuklosti obladaet H-svoæstvom.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva sledstviØ 3 dostatoqno v

teoreme 1 v kaqestve mer μ_n, μ rassmotret~ δ – mery, sosredotoqennye na fflementah x_n i x sootvetstvenno.

Pust~ B – prostranstvo s bazisom {e_k}^∞_1 i soprØßœnnoæ sistemoæ {f_k}^∞_1 ⊂ B^′; L_m = span{e_1, ..., e_m}, P_m(x) = ∑_m k=1 f_k(x)e_k, m = 1, 2, ..., x ∈ B. Operatory P_m vpolne nepreryvny i udovletvorØ¸t usloviØm lemmy 1. Esli P_m(x) ≠ 0, to oboznaqim qerez x^∗_m toqku pereseqeniØ luqa {t P_m(x); t > 0} c graniceæ xara B(x; ‖x‖). Rassmotrim operator W̃_m : B → L_m,

W̃_m(x) = { 0, P_m(x) = 0, x^∗_m, P_m(x) ≠ 0. Postroim operatory^~V_m i^~U_m takim ße obrazom, kak byli postoroeny operatory V_m i U_m. Netrudno videt~, qto lim_{m→∞} ‖^~W_m(x)‖ =

2 ‖x‖ dlØ kaßdogo x ∈ B. Analogiqno dokazatel~stvu lemmy 5 do-

kazyvaetsØ polnaØ nepreryvnost~ operatora^~W_m. Vnimatel~no prosmatrivaØ dokazatel~stva ostal~nyh utverßdeniæ fftoæ stat~i, moßno zametit~, qto ih zakl¸qeniØ ostanutsØ spravedlivymi, esli dopolnitel~no potrebovat~ vypolneniØ sledu¸wih usloviæ:

(δ_1) modul~ vypuklosti prostranstva B nepreryven; (δ_2) δ(2) = 1 .

Takim obrazom poluqaem sledu¸wie rezul~taty.

Sledstvie 4. Pust~ B – banahovo prostranstvo s bazisom,

udovletvorØ¸wee usloviØm (δ_1)–(δ_2 ). Togda ime¸t mesto teoremy 1–3.

Sledstvie 5. Banahovo prostranstvo s bazisom, udovletvorØ¸-

wee usloviØm (δ_1)–(δ_2 ), obladaet H-svoæstvom.

Literatura

1. A. N. Bauxev, O slaboæ shodimosti gaussovskih mer. — TeoriØ veroØtn.

i eœ primen. 32, No. 4 (1987), 734–742.

2. A. N. Bauxev, O slaboæ shodimosti veroØtnostnyh mer v prostranstvah Lebega. — Vestnik SPbGU 1, No. 4 (1994), 15–20.

30 A. N. BAUXEV 3. A. N. Bauxev, O slaboæ shodimosti veroØtnostnyh mer v prostranstvah Orliqa. — TeoriØ veroØtn. i eœ primen. 40, No. 3 (1995), 495–507.

4. P. Billinsgli, Shodimost~ veroØtnostnyh mer. Moskva, Nauka, 1977, 352.

5. N. Danford, I. T. Xvarc, Lineænye operatory. ObwaØ teoriØ. Moskva, IL, 1962, 897.

6. K. Leæhtveæs, Vypuklye mnoßestva. Moskva, Nauka, 1985, 335. 7. V. D. Mil~man, GeometriqeskaØ teoriØ prostranstv Banaha. Qast~ 2. GeometriØ ediniqnoæ sfery. — Uspehi matem. nauk 26, No. 6(162) (1971), 73–150.

8. A. N. Baushev, On weak convergence of probability measures. Asymptotic Methods in Probability and Mathematical Statistics. Abstr. of Comm. St. Petersburg, 1998, 31–32.

9. J. Lindenstrauss, L. Tzafriri, Classical Banach spaces, vol. 2, function spaces.

Berlin-Heidelberg-New York, Springer-Verlag, 1979, 243.

Baushev A. N. On the weak convergence of probability measures in a Banach space.

Necessary and sufficient conditions for the weak convergence of Borel probability measures in a separable strictly normed Banach space with continuous modulus of convexity are derived. These conditions consist in simultanious convergence of the distribution functions of the norm and of all linear continuous functionals with respect to the sequence of distributions under consideration.

Postupilo 10 i¸lØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet Puteæ SoobweniØ, kafedra prikladnoæ matematiki