Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 259, 1999 g.

V. G. Osmolovskiæ

SRAVNENIE DVUH SPOSOBOV UQETA POVERHNOSTNO` �NERGII DL˚ ZADAQI O FAZOVYH PEREHODAH V TERMOUPRUGOSTI

§1. Vvedenie.

DvufazovaØ uprugaØ sreda pri izmenenii vnexnih usloviæ moßet skaqkoobrazno menØt~ svoi sostoØniØ. Kaßdomu iz fftih sostoØniæ otveqaet svoØ plotnost~ ffnergii – funkciØ

F^±(M, u, x), gde M ∈ R^{m×m}, u ∈ R^m, x ∈ Ω ⊂ R^m, m ¿ 2, Ω –

ograniqennaØ oblast~, ∂Ω ∈ C^2, a znaqok ± otveqaet fazam s indeksami ± sootvetstvenno. Potencial~naØ ffnergiØ deformacii zavisit ne tol~ko ot polØ smeweniæ, no i ot raspoloßeniØ kaßdoæ iz faz. Pust~ χ(x), x ∈ Ω – harakteristiqeskaØ funkciØ toæ qasti oblasti Ω, v kotoroæ (v nedeformirovannom sostoØnii) sosredotoqena faza s indeksom +. Togda funkcional ffnergii deformacii moßet byt~ zapisan v vide I[u, χ] = ∫ Ω [χF^+(u̇, u, x) + (1 − χ)F^−(u̇, u, x)] dx, (1.1) gde u̇ = u̇(x) – matrica pervyh proizvodnyh vektor-funkcii u(x). Pod sostoØniem ravnovesiØ funkcionala (1.1) budem ponimat~ taku¸ paru ^u, ^χ, na kotoroæ funkcional (1.1) dostigaet svoego naimen~xego znaqeniØ na mnoßestve vseh dopustimyh par u, χ. SostoØnie ravnovesiØ nazovem odnofaznym, esli ^χ ≡ 0 ili ^χ ≡ 1 i dvufaznym v protivnom sluqae.

V teorii termouprugosti plotnost~ ffnergii deformacii zavisit ot dopolnitel~nogo parametra – temperatury τ ∈ R^1. Esli obe fazy dvufaznoæ termouprugoæ sredy ØvlØ¸tsØ odnorodnymi i izotropnymi, opisyva¸tsØ odinakovymi zakonami Guka, no oblada¸t raznymi kofffficientami ob¨emnogo rasxi-

Rabota podderßana fondom Universitety Rossii, Goskomvuzom po vysxemu obrazovani¸ (NII MIOO NGU 97-15-2.0-77), programmoæ RFFI “Nauqnye xkoly”, grant No. 96-15-96121 i INTAS, grant No. 96-0835. 182

SRAVNENIE DVUH SPOSOBOV 183 reniØ, to v kvadratiqnom priblißenii plotnosti ffnergii deformacii mogut byt~ zadany v vide

F^±(M, τ ) = a sp ξ^2 + b sp^2 ξ − c^±τ sp ξ, ξ = 1 2 (M + M^∗), a, b, c^± > 0, τ ∈ R^1, c^+ ≠ c^−. (1.2)

Funkcional (1.1) dlØ plotnosteæ (1.2) opredelØetsØ ravenstvom I[u, χ, τ ] = ∫ Ω [a sp ξ^2 + b sp^2 ξ − cτ χ sp ξ] dx,

c = c^+ − c^−, ξ_{ij} = 1 2 (u^i_{xj} + u^j_{xi} ). (1.3)

V kaqestve dopustimyh poleæ smeweniæ i harakteristiqeskih funkciæ rassmatrivaetsØ sledu¸wee mnoßestvo

u ∈^∘W^1_2(Ω, R^m),

χ – izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ.

(1.4)

Zadaqa o minimume funkcionala (1.3) na mnoßestve (1.4) issledovalas~ v [1]. Tam byl v Øvnom vide naæden interval temperatur, na kotorom suwestvu¸t lix~ odnofaznye sostoØniØ ravnovesiØ, a vne kotorogo – lix~ dvufaznye. Dokazano, qto ob¨em l¸boæ fazy ØvlØetsØ odnoznaqnoæ nepreryvnoæ funkcieæ temperatury (ffta funkciØ nahoditsØ Øvno), qto dlØ kaßdogo znaqeniØ temperatury, leßawego v zone dvufaznosti, suwestvuet beskoneqno mnogo razliqnyh dvufaznyh sostoØniæ ravnovesiØ, vypisyvaemyh v Øvnom vide.

Nedostatkom funkcionala (1.1) i ego qastnogo sluqaØ (1.3) na postanovoqnom urovne ØvlØetsØ otsutstvie uqeta poverhnostnoæ ffnergii, svØzannoæ s graniceæ razdela faz. DannaØ ffnergiØ proporcional~na plowadi granicy razdela faz.

Pust~ dlØ izmerimoæ harakteristiqeskoæ funkcii χ ∫ Ω |Dχ| ≡ sup h∈C10 (Ω,R^m ),|h|61 ∫ Ω χ div h dx < ∞. (1.5) Esli neravenstvo (1.5) vypolneno, to budem govorit~, qto χ ∈

BV (Ω), a ego levu¸ qast~ nazovem polnoæ variacieæ funkcii χ.

Legko videt~, qto v sluqae gladkosti qasti granicy nositelØ

184 V. G. OSMOLOVSKI` χ, leßaweæ v oblasti Ω, polnaØ variaciØ χ sovpadaet s plowad~¸ fftoæ qasti granicy. Pofftomu levaØ qast~ (1.5) ØvlØetsØ oboweniem plowadi granicy razdela faz.

V kaqestve modernizacii funkcionala ffnergii (1.3), uqityva¸weæ poverhnostnu¸ ffnergi¸ granicy razdela faz, voz~mem funkcional I[u, χ, τ ] = ∫ Ω [a sp ξ^2 + b sp^2 ξ − cτ χ sp ξ] dx + σ ∫ Ω |Dχ|,

ξ_{ij} = 1 2 (u^i_{xj} + u^j_{xi} ), (1.6)

opredelennyæ na mnoßestve

u ∈^∘W^1_2(Ω, R^m),

χ ∈ BV (Ω) – harakteristiqeskaØ funkciØ.

(1.7)

Qislo σ v (1.6) (kofffficient poverhnostnogo natØßeniØ) sqitaetsØ poloßitel~nym i fiksirovannym.

Issledovani¸ variacionnoæ zadaqi (1.6), (1.7) posvØweny raboty [2,3]. V nih dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 1.1. Pri kaßdom τ ∈ R^1 funkcional (1.6) dostigaet na

mnoßestve (1.7) svoego naimen~xego znaqeniØ. Suwestvuet takoe τ_0 > 0, qto pri |τ | < τ_0 mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ funkcionala (1.6) sostoit iz dvuh par ^u ≡ 0, ^χ ≡ 0 i ^u ≡ 0, ^χ ≡ 1, a pri |τ | > τ_0 suwestvu¸t lix~ dvufaznye sostoØniØ ravnovesiØ. Pri τ = ±τ_0 suwestvu¸t kak oba odnofaznyh sostoØniØ ravnovesiØ (^u ≡ 0, ^χ ≡ 0 i ^u ≡ 0, ^χ ≡ 1), tak i hotØ by odno dvufaznoe. Pri |τ | > τ_0 pary ^u ≡ 0, ^χ ≡ 0 i ^u ≡ 0, ^χ ≡ 1 ØvlØ¸tsØ lokal~nymi minimumami funkcionala (1.6) otnositel~no l¸byh vozmuweniæ

^u v klasse^∘W^1_2 i malyh po L_1(Ω)-norme vozmuweniæ funkcii ^χ.

Funkcional (1.1) dlØ bolee obwih, qem (1.2) plotnosteæ ffnergii moßet ne dostigat~ naimen~xego znaqeniØ na mnoßestve dopustimyh vektornyh poleæ i harakteristiqeskih funkciæ. Dobavka poverhnostnoæ ffnergii (poslednee slagaemoe v pravoæ qasti (1.6)) ispravlØet fftot nedostatok [3]. Issledovanie primerov nesuwestvovaniØ minimaæzerov dlØ funkcionala (1.1) privelo k drugomu sposobu regulØrizacii fftogo funkcionala. K nemu dobavlØlis~ integraly ot starxih proizvodnyh polØ smewe-

SRAVNENIE DVUH SPOSOBOV 185 niæ i ffta dobavka interpretirovalas~ kak xtraf na obrazovanie granic razdela faz. Takoæ podhod rassmatrivalsØ v [4–6].

My rassmotrim regulØrizaci¸ funkcionala (1.3) s pomow~¸ integrala ot starxih proizvodnyh vida I[u, χ, τ ] = ∫ Ω [a sp ξ^2 + b sp^2 ξ − cτ χ sp ξ] dx + σ( ∫ Ω |Δu|^2 dx)^{p/2}, (1.8)

gde σ > 0 i p ∈ (0, 1) fiksirovany. Funkcional (1.8) zadadim na mnoßestve

u ∈ W^2_2 (Ω, R^m) ∩^∘W^1_2(Ω, R^m) = H,

χ - izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ.

(1.9)

Naxa cel~ – issledovat~ zavisimost~ sostoØniæ ravnovesiØ funkcionala (1.8) ot temperatury i sravnit~ poluqivxiesØ rezul~taty s teoremoæ 1.1. V fftoæ rabote budet dokazana sledu¸- waØ teorema.

Teorema 1.2. Pri kaßdom τ ∈ R^1 funkcional (1.8) dostigaet na

mnoßestve (1.9) svoego naimen~xego znaqeniØ. Suwestvuet takoe τ_0 > 0, qto pri |τ | < τ_0 mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ sostoit iz par ^u = 0, ^χ – proizvol~naØ izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ,a pri |τ | > τ_0 suwestvu¸t lix~ dvufaznye sostoØniØ ravnovesiØ ^u, ^χ s ^u ≠ 0. Pri τ = ±τ_0 mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ sostoit iz par ^u = 0, ^χ – proizvol~naØ izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ i hotØ by odnogo dvufaznogo sostoØniØ ravnovesiØ ^u, ^χ s ^u ≠ 0. Pri |τ | > τ_0 kaßdaØ para ^u = 0, ^χ – izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ ØvlØetsØ lokal~nym minimumom funkcionala (1.8) na mnoßestve (1.9) po otnoxeni¸ k

malym vozmuweniØm ^u v prostranstve^∘W^1_2(Ω, R^m) i proizvol~nym vozmuweniØm funkcii ^χ.

My vidim, qto regulØrizacii (1.6) i (1.8) na kaqestvennom urovne privodØt k odinakovym rezul~tatam lix~ pri bol~xih

|τ |, a pri |τ | < τ_0 poslednee slagaemoe v (1.8) ne moßet byt~

interpretirovano kak xtraf na vozniknovenie granic razdela faz.

Dokazatel~stvo teoremy budet razbito na dokazatel~stvo rØda lemm i soderßitsØ v dal~neæxih paragrafah raboty. AnalogiqnaØ programma dlØ martensitno-austenitnyh fazovyh perehodov byla realizovana v [7]. Pri issledovanii funkcionala

186 V. G. OSMOLOVSKI` (1.8) my budem sledovat~ sheme, predloßennoæ v [7]. NaqinaØ s fftogo mesta qerez I[u, χ, τ ] my budem oboznaqat~ tol~ko funkcional (1.8) s fiksirovannymi σ > 0 i p ∈ (0, 1).

§2. Teorema suwestvovaniØ.

V prostranstvah H i^∘W^1_2(Ω, R^m) vvedem normy ||u||_H = ( ∫ Ω |Δu|^2 dx )_{1/2} , ||u|| ffi_{W12} = ( ∫ Ω sp ξ^2 dx )_{1/2}

ffkvivalentnye standartnym normam v W^2_2 i W^1_2 sootvetstvenno. Oboznaqim qerez μ naimen~xu¸ iz vozmoßnyh konstant v neravenstve ||u||_W 1_2 6 μ||u||_H, u ∈ H. (2.1) Lemma 2.1. Funkcional (1.8) dostigaet na mnoßestve (1.9) svo-

ego naimen~xego znaqeniØ.

Dokazatel~stvo. DlØ proizvol~nyh u, χ iz (1.9) oqevidna ocen- ka σ||u||^p_H + a||u||^2_W 1_2 6 I[u, χ, τ ] + c^2τ^2 4b |Ω|. (2.2)

Pust~ u_n, χ_n, n = 1, 2, . . . – minimiziru¸waØ na mnoßestve (1.9) posledovatel~nost~ dlØ funkcionala (1.8) I[u_n, χ_n, τ ] → γ(τ ) = inf_{u,χ∈(1.9)} I[u, χ, τ ]. (2.3) Iz (2.2) vytekaet ravnomernaØ po n ograniqennost~ posledovatel~nosti ||u_n||_W 2_2 . Tak kak posledovatel~nost~ ||χ_n||_{Lr} ravnomerno po n ograniqena dlØ l¸bogo r, to to pol~zuØs~ teoremoæ vloßeniØ prostranstva H v W^1_s poluqim, qto dlØ nekotoroæ podposledovatel~nosti (sohranim za neæ preßnee oboznaqenie) u_n, χ_n u_n → ^u ∈ H slabo v H, a sp ξ^2_n + b sp^2 ξ_n → a sp ^ξ^2 + b sp^2 ^ξ v L_1, sp ξ_n → sp ^ξ v L_q(Ω) s nekotorym q > 1, ξ_{nij} = 1 2 (u^i_{nxj} + u^j_{nxi} ), ^ξ_{ij} = 1 2 (^u^i_{xj} + ^u^j_{xi} ), χ_n → χ_0 slabo v L_{q‘}(Ω), 1 q + 1 q‘ = 1.

SRAVNENIE DVUH SPOSOBOV 187 Poskol~ku norma v prostranstve H slabo polunepreryvna snizu, a funkciØ f(t) = t^p, t ¿ 0 nepreryvna i monotonno rastet, to ||^u||^p_H 6 lim_{n→∞} ||u_n||^p_H . PerehodØ v (2.3) k predelu, poluqim I[^u, χ_0, τ ] 6 γ(τ ). FunkciØ χ_0 udovletvorØet neravenstvam 0 6 χ_0(x) 6 1 pri p.v.

x ∈ Ω, no ne obØzØna byt~ harakteristiqeskoæ. Pofftomu para ^u, χ_0 voobwe govorØ ne prinadleßit mnoßestvu (1.9). Zamenim funkci¸ χ_0 na funkci¸ ^χ po pravilu ^χ(x) = 1 pri cτ sp ^ξ > 0, ^χ(x) = 0 pri cτ sp ^ξ 6 0.

(2.4)

Pri takoæ zamene I[^u, ^χ, τ ] 6 I[^u, χ_0, τ ] 6 γ(τ ). Tak kak para ^u, ^χ leßit v mnoßestve (1.9), to na neæ funkcional (1.8) dostigaet naimen~xego znaqeniØ.

My poka ne beremsØ ustanovit~, kak vyglØdØt sostoØniØ ravnovesiØ funkcionala (1.8). Odnako my v sostoØnii opisat~ nekotoryæ klass lokal~nyh minimumov dlØ fftogo funkcionala.

Lemma 2.3. Para ^u = 0, ^χ – proizvol~naØ harakteristiqeskaØ

funkciØ ØvlØetsØ lokal~nym minimumom funkcionala (1.8) na mnoßestve (1.9) po otnoxeni¸ k l¸bym vozmuweniØm funkcii ^χ i malym po norme prostranstva W^1_2 vozmuweniØm funkcii ^u.

Dokazatel~stvo. Naqnem s sootnoxeniæ I[u, χ, τ ] = = σ||u||^p_H + a||u||^2_W 1_2 + b ∫ Ω sp^2 ξ dx − cτ ∫ Ω χ sp ξ dx ¿ ¿ σ||u||^p_H + a||u||^2_W 1_2 − |cτ ||Ω|^{1/2( ∫}_Ω sp^2 ξ dx^{)1/2}, (2.5)

188 V. G. OSMOLOVSKI` vernyh dlØ l¸boæ pary u, χ iz mnoßestva (1.9). Poskol~ku ∫ Ω sp^2 ξ dx = ∫ Ω (div u)^2 dx = ∫ Ω u^i_{xi} u^j_{xj} dx = ∫ Ω u^i_{xj} u^j_{xi} dx 6 6^∫_Ω (u^i_{xj} u^i_{xj} )^{1/2}(u^j_{xi} u^j_{xi} )^{1/2} dx 6^∫_Ω u^i_{xj} u^i_{xj} dx =^∫_Ω sp ξ^2 dx = ||u||^2_W 1_2 ,

to s pomow~¸ (2.1), (2.5) i poslednego neravenstva poluqim I[u, χ, τ ] ¿ ||u||^p_{W 12} [σμ^{−p} + a||u||^{2−p}_{W 12} − |cτ | |Ω| ||u||^{1−p}_{W 12} ]. UqityvaØ, qto p ∈ (0, 1), prihodim k neravenstvu I[u, χ, τ ] > 0 = I[^u, ^χ, τ ], spravedlivomu dlØ vseh par u, χ iz (1.9) v kotoryh u ≠ 0 i imeet dostatoqno malu¸ W^1_2 – normu.

§3. Ocenka snizu normy nenulevogo ravnovesnogo polØ smeweniæ.

Lemma 3.1. Pust~ τ ≠ 0 i ^u, ^χ – sostoØnie ravnovesiØ funcionala

(1.8), priqem ^u ≠ 0. Togda ||^u||^{1−p}_{W 12} ¿ σ |cτ |μ^p|Ω|^{1/2} . (3.1)

Dokazatel~stvo. Perepixem oqevidnoe neravenstvo I[^u, ^χ, τ ] 6

I[0, ^χ, τ ] v razvernutom vide σ||^u||^p_H + a||^u||^2_W 1_2 + b ∫ Ω sp^2 ^ξ dx − cτ ∫ Ω ^χ sp ^ξ dx 6 0, ^ξ_{ij} = 1 2 (^u^i_{xj} + ^u^j_{xi} ). (3.2)

OgrublØØ (3.2), poluqim σ||^u||^p_H + a||^u||^2_W 1_2 − |cτ | ||^χ||^{1/2}_{L1} ||^u||_W 1_2 6 0. (3.3) Iz (3.3) i (2.1) sledu¸t sootnoxeniØ σ||^u||^p_H 6 |cτ | |Ω|^{1/2}||^u||^{1−p}_{W 12} ||^u||^p_{W 12} 6 6 |cτ | |Ω|^{1/2}||^u||^{1−p}_W 1_2 (μ||^u||H)^p,^{(3.4)} iz kotoryh pri τ ≠ 0, ^u ≠ 0 poluqim (3.1).

SRAVNENIE DVUH SPOSOBOV 189

Lemma 3.2. Pust~ τ ≠ 0 i ^u, ^χ – sostoØnie ravnovesiØ funkcio-

nala (1.8) s ^u ≠ 0. Togda ||^χ||^1 �p_2 L1 ¿^{aσ}_{|Ω|1/2|cτ |2} |^{cτ}_{aμ}|^p, ||1 − ^χ||^{1�p2}_{L1} ¿^{aσ}_{|Ω|1/2|cτ |2} |^{cτ}_{aμ} |^p. (3.5) Dokazatel~stvo. OgrublØØ neravenstvo (3.3), poluqim a||^u||^2_W 1_2 6 |cτ | ||^χ||^{1/2}_{L1} ||^u||_W 1_2 . (3.6) SokrawaØ v (3.5) na nenulevoæ mnoßitel~ i pol~zuØs~ (3.1), pridem k ocenke σ |cτ |μ^p|Ω|^{1/2} 6 (| cτ a | ||^χ||^{1/2}_{L1} )^{1−p}, iz kotoroæ sleduet pervoe neravenstvo iz (3.5).

DlØ funkcionala (1.8) pri vseh u, χ iz mnoßestva (1.9) vypolnØetsØ ravenstvo I[u, χ, τ ] = I[u, 1 − χ, −τ ]. (3.7) Pofftomu iz togo fakta, qto para ^u, ^χ ØvlØetsØ sostoØniem ravnovesiØ dlØ funkcionala I[u, χ, τ ] sleduet, qto para ^u, 1− ^χ ØvlØetsØ sostoØniem ravnovesiØ dlØ funkcionala I[u, χ, −τ ]. PovtorØØ predyduwie rassußdeniØ dlØ sostoØniØ ravnovesiØ ^u, 1 − ^χ, poluqim vtoroe neravenstvo v (3.5).

§4. Zavisimost~ sostoØniæ ravnovesiØ ot temperatury.

Naqnem s opisaniØ sostoØniæ ravnovesiØ pri malyh |τ |.

Lemma 4.1. Suwestvuet takoe ε > 0, qto pri vseh |τ | < ε mno-

ßestvo sostoØniæ ravnovesiØ sostoit tol~ko iz par ^u = 0, ^χ – proizvol~naØ harakteristiqeskaØ funkciØ.

Dokazatel~stvo. Iz neravenstva (3.6) sleduet ocenka a||^u||_W 1_2 6 |cτ | |Ω|^{1/2}. (4.1) S pomow~¸ (4.1) i (3.4) poluqim ||^u||^p_H 6 a σ μ^p( |cτ | |Ω|^{1/2} a )^{2−p}||^u||^p_H. (4.2) Pri vypolnenii neravenstva a σ μ^p( |cτ | a |Ω|^{1/2})^{2−p} < 1

190 V. G. OSMOLOVSKI` sootnoxenie (4.2) moßet vypolnØt~sØ lix~ pri ^u = 0.

V sledu¸wih dvuh lemmah req~ poædet ob opisanii mnoßestva sostoØniæ ravnovesiØ pri bol~xih |τ |.

Lemma 4.2. Pust~ pri τ = τ∗ ≠ 0 u funkcionala (1.8) suwestvuet

sostoØnie ravnovesiØ ^u_∗, ^χ_∗ s ^u_∗ ≠ 0. Togda dlØ vseh τ s |τ | > |τ_∗| suwestvu¸t lix~ sostoØniØ ravnovesiØ ^u, ^χ s ^u ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~,

qto τ_∗ > 0. V protivnom sluqae nußno vospol~zovat~sØ ravenstvom (3.7) i zamenit~ τ_∗ na −τ_∗, a funkci¸ ^χ_∗ na 1 − ^χ_∗. Iz Ønogo vida funkcionala (1.8) sleduet, qto v kaqestve funkcii ^χ_∗ moßno vzØt~

^χ_∗(x) = 1 pri c sp ^ξ_∗(x) > 0,

^χ_∗(x) = 0 pri c sp ^ξ_∗(x) 6 0, ^ξ_{∗ij} = 1 2 (^u^i_{∗xj} + ^u^j_{∗xi} ) (4.3)

(neodnoznaqnost~ v vybore ^χ_∗(x) vozmoßna lix~ dlØ teh x ∈ Ω, pri kotoryh sp ^ξ_∗(x) = 0). Poskol~ku sp ^ξ_∗ = div ^u_∗, ^u_∗ ∈ ∘ W^1_2(Ω, R^m), to ∫

Ω sp ^ξ_∗ dx = 0. (4.4)

Tak kak ^u_∗ ≠ 0, to i sp ^ξ_∗ ≠ 0. V protivnom sluqae I[^u_∗, ^χ_∗, τ_∗] = σ||^u_∗||^p_H + a||^u_∗||^2_W 1_2 > 0 = I[0, χ, τ_∗] dlØ vseh izmerimyh harakteristiqeskih funkciæ χ. Pofftomu para ^u_∗, ^χ_∗ ne moßet byt~ sostoØniem ravnovesiØ dlØ funkcionala

I[u, χ, τ_∗]. Iz neravenstva sp ^ξ_∗ ≠ 0 i (4.3), (4.4) sleduet,qto c ∫ Ω ^χ_∗ sp ^ξ_∗ dx > 0. (4.5)

Togda dlØ vseh izmerimyh harakteristiqeskih funkciæ χ i τ > τ_∗ I[^u_∗, ^χ_∗, τ ] < I[^u_∗, ^χ_∗, τ_∗] 6 I[0, χ, τ_∗] = I[0, χ, τ ].

SRAVNENIE DVUH SPOSOBOV 191 Pofftomu para ^u, ^χ s ^u = 0 ne moßet byt~ sostoØniem ravnovesiØ dlØ funkcionala (1.8) pri τ > τ_∗.

Para ^u_∗, 1 − ^χ_∗ budet sostoØniem ravnovesiØ dlØ funkcionala

I[u, χ, −τ_∗]. V silu (4.4), (4.5) c ∫ Ω (1 − ^χ_∗) sp ^ξ_∗ dx = −c ∫ Ω ^χ_∗ sp ^ξ_∗ dx < 0. Togda dlØ vseh izmerimyh harakteristiqeskih funkciæ χ i τ < −τ_∗ I[^u_∗, 1 − ^χ_∗, τ ] < I[^u_∗, 1 − ^χ_∗, −τ_∗] 6 I[0, χ, −τ_∗] = I[0, χ, τ ]. Pofftomu para ^u, ^χ s ^u = 0 ne moßet byt~ sostoØniem ravnovesiØ funkcionala (1.8) pri τ < −τ_∗.

Lemma 4.3. Suwestvuet takoe τ∗, qto u funkionala I[u, χ, τ∗]

est~ sostoØnie ravnovesiØ ^u_∗, ^χ_∗ s ^u_∗ ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem u0 ∈ H s div u0 ≠ 0 i izmerimu¸

harakteristiqesku¸ funkci¸ χ_0, dlØ kotoroæ c ∫ Ω χ_0 div u_0 dx > 0.

Tak kak integral ot div u_0 raven nul¸, to takaØ funkciØ χ_0 suwestvuet. Poskol~ku I[u_0, χ_0, τ ] → −∞ pri τ → ∞, to naædetsØ takoe τ_∗, qto dlØ vseh izmerimyh harakteristiqeskih funkciæ χ

I[u_0, χ_0, τ_∗] < 0 = I[0, χ, τ_∗].

Pofftomu para ^u, ^χ s ^u = 0 ne moßet byt~ sostoØniem ravnovesiØ dlØ funkcionala (1.8) pri τ = τ_∗.

Lemmy 4.2–4.3 pozvolØ¸t dokazat~ suwestvovanie poloßitel~nogo τ_0 iz teoremy 1.2.

Lemma 4.4. Suwestvuet takoe τ0 > 0, qto u funkcionala (1.8)

pri |τ | < τ_0 mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ sostoit iz par ^u = 0, ^χ – proizvol~naØ izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ, a pri |τ | > τ_0 suwestvu¸t lix~ dvufaznye sostoØniØ ravnovesiØ s nenulevym polem smeweniØ.

Dokazatel~stvo. Po lemme 4.3 suwestvuet takoe τ∗, qto u funk-

cionala (1.8) s τ = τ_∗ imeetsØ sostoØnie ravnovesiØ ^u_∗, ^χ_∗ s

192 V. G. OSMOLOVSKI`

^u_∗ ≠ 0. Po lemme 4.2 u funkcionala (1.8) s |τ | > |τ_∗| suwestvu¸t lix~ sostoØniØ ravnovesiØ ^u_τ , ^χ_τ s ^u_τ ≠ 0. Pofftomu τ_0 suwestvuet i τ_0 = inf |τ_∗|, gde infimum beretsØ po vsem τ_∗, dlØ kotoryh u funkcionala (1.8) s τ = τ_∗ est~ sostoØnie ravnovesiØ ^u_∗, ^χ_∗ s ^u_∗ ≠ 0. Dvufaznost~ sostoØniæ ravnovesiØ funkcionala (1.8) pri |τ | > τ_0 sleduet iz lemmy 3.2.

Iz lemmy 4.1 sleduet, qto τ_0 > 0. Pri |τ | < τ_0 u funkcionala (1.8) vozmoßny lix~ sostoØniØ ravnovesiØ ^u_τ , ^χ_τ s ^u_τ = 0. Togda ^χ_τ – l¸baØ izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ.

DlØ opisaniØ mnoßestva sostoØniæ ravnovesiØ pri τ = ±τ_0 budet polezna sledu¸waØ lemma.

Lemma 4.5. Pust~ ^un, ^χn – sostoØnie ravnovesiØ dlØ funkcionala

(1.8) s τ = τ_n, n = 1, 2, . . . i τ_n → τ ‘ ≠ 0 pri n → ∞.Esli dlØ vseh n vypolnØetsØ sootnoxenie ^u_n = 0 (^u_n ≠ 0), to u funkcionala (1.8) s τ = τ ‘ suwestvuet sostoØnie ravnovesiØ ^u‘, ^χ‘ s ^u‘ = 0 (^u‘ ≠ 0) sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo. DlØ vseh n i l¸byh par u, χ iz mnoßestva

(1.9) spravedlivo neravenstvo I[^u_n, ^χ_n, τ_n] 6 I[u, χ, τ_n]. (4.6) Iz (4.6) i (2.2) sleduet ravnomernaØ po n ograniqennost~ posledovatel~nosti ||^u_n||_H. Kak i v dokazatel~stve lemmy 2.1 vyberem taku¸ podposledovatel~nost~ (sohranim za neæ preßnee oboznaqenie) ^u_n, ^χ_n, qto ^u_n → ^u‘ slabo v H, a sp ^ξ^2_n + b sp^2 ^ξ_n → a sp ^ξ‘^2 + b sp^2 ^ξ‘ v L_1(Ω),

sp ^ξ_n → sp ^ξ‘ v L_q(Ω) s nekotorym q > 1, ^ξ_{nij} = 1 2 (^u^i_{nxj} + ^u^j_{nxi} ) ^ξ‘_{ij} = 1 2 (^u‘^i_{xj} + ^u‘^j_{xi} ), ^χ_n → χ_0 slabo v L_{q‘}(Ω), 1/q‘ + 1/q = 1.

Soverxiv v (4.6) predel~nyæ perehod tak ße kak i v lemme 2.1, poluqim I[^u‘, χ_0, τ ‘] 6 I[u, χ, τ ]. (4.7) FunkciØ χ_0 udovletvorØet pri poqti vseh x ∈ Ω neravenstvam 0 6

χ_0(x) 6 1, no ne obØzana byt~ harakteristiqeskoæ. ProizvodØ

SRAVNENIE DVUH SPOSOBOV 193 ee zamenu na ^χ‘ po ukazannomu v lemme 2.1 (sm.(2.4)) pravilu, poluqim I[^u‘, ^χ‘, τ ‘] 6 I[u, χ, τ ‘] (4.8) i para ^u‘, ^χ‘ leßit v mnoßestve (1.9). Takim obrazom, para ^u‘, ^χ‘ – sostoØnie ravnovesiØ funkcionala (1.8) s τ = τ ‘. Esli ^u_n = 0 dlØ vseh n, to i ^u‘ = 0. Esli ^u_n ≠ 0 dlØ vseh n, to v silu lemmy 3.1 i predpoloßeniØ τ ‘ ≠ 0 sleduet ravnomernaØ po n ocenka snizu poloßitel~noæ konstantoæ veliqin ||^u_n||_W 1_2 . �ta ocenka vyderßivaet predel~nyæ perehod. Pofftomu ^u‘ ≠ 0.

ObratimsØ k posledneæ lemme, opisyva¸weæ sostoØniØ ravnovesiØ funcionala (1.8) pri τ = ±τ_0.

Lemma 4.6. Pri τ = ±τ0 mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ

funkcionala (1.8) sostoit iz par ^u = 0, ^χ – proizvol~naØ izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ i hotØ by odnogo dvufaznogo sostoØniØ ravnovesiØ ^u, ^χ s ^u ≠ 0.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva fftoæ lemmy nußno vos-

pol~zovat~sØ lemmoæ 4.5, vybrav snaqala posledovatel~nost~

τ_n → τ_0 (τ_n → −τ_0) s |τ_n| < τ_0, a zatem s |τ_n| > τ_0. Dvufaznost~

sostoØniØ ravnovesiØ s nenulevym polem smeweniØ sleduet iz lemmy 3.2.

Literatura

1. V. G. Osmolovskiæ, Teorema suwestvovaniØ i toqnye rexeniØ v variacionnoæ zadaqe o vysokotemperaturnyh fazovyh perehodah pri nulevom kofffficiente poverhnostnogo natØßeniØ. Problemy matematiqeskogo analiza, vyp. 15, 1995, s.201–212.

2. V. G. Osmolovskiæ, Zavisimost~ sostoØniæ ravnovesiØ dvufaznoæ sredy ot kofffficienta poverhnostnogo natØßeniØ i temperatury. — Zapiski nauqnyh seminarov POMI 213 (1994), 131–150.

3. N. F. Morozov, V. G. Osmolovskiæ, O postanovke i teoreme suwestvovaniØ dlØ variaconnoæ zadaqi o fazovyh perehodah v mehanike sploxnyh sred. — ȷurnal prikladnoæ matematiki i mehaniki 58, No. 5 (1994), 125–132.

4. R. V. Kohn, S. Muller, Branching of twins near an austenite-twinned-martensite interface. — Phil. Magazine, A. 66, No. 5 (1992), 697–715.

5. S. Muller, Singular perturbations as a selection criterion for periodic minimizing sequences. Calc. Var. 1, 1993, 169–204.

6. R. V .Kohn, S. Muller, Surface energy and microstructure in coherent phase transitions. — Comm. on Pure and Appl. Math 47 (1994), 405–435.

194 V. G. OSMOLOVSKI` 7. V. G. Osmolovskiæ, Sravnenie dvuh sposobov uqeta poverhnostnoæ ffnergii v variacionnyh zadaqah o fazovyh perehodah v mehanike sploxnyh sred. Problemy matematiqeskogo analiza, vyp. 18, 1998, (v peqati).

Osmolovskii V. G. Matching of two modes of the registration of surface energy for a problem about phase transitions in a thermoelasticity.

In the present paper matching two modes of the registration of a ourface energy in a problem about phase transitions in the theory of a thermoelasticity will be arried out. In the first mode the surface energy is considered of a proportional interfacial area of phases. In the second case the surface energy is taken into account by an indirect fashion, as an integral from highiv derivatives of a field of displacements. The likenesses and differences of association of equilibrium states from parameters for two different of a regularization are become clear.

Postupilo 5 ØnvarØ 1998 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet