Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 1999 g.

A. M. Verxik

QISLENNYE HARAKTERISTIKI GRUPP I SOOTNOXENI˚ MEȷDU NIMI

1. Vvedenie

Sredi razliqnyh sposobov “izmereniØ” beskoneqnyh grupp, naibol~xee rasprostranenie imeet tak nazyvaemyæ rost – t.e. asimptotika qisla slov dannoæ dliny; emu posvØweno ogromnoe koliqestvo rabot. Odnako, ime¸tsØ i bolee glubokie harakteristiki, sootnoxeniØ kotoryh s rostom i meßdu soboæ, – edva li ne samyæ vaßnyæ predmet v teorii qislennyh harakteristik algebraiqeskih sistem. Naibolee trudnaØ problema – opredelit~ i vyqislit~ invariantnye harakteristiki, nezavisØwie ot vybora sistem obrazu¸wih. �ta oblast~ vse ewe malo issledovana i v fftoæ korotkoæ rabote my privodim, po-vidimomu, novye argumenty i primery v fftom napravlenii. Bolee podrobno ffti rezul~taty budut izloßeny v stat~e avtora v “Uspehah matematiqeskih nauk”.

My izuqaem, glavnym obrazom, sqetnye ffksponencial~nye gruppy (t.e. gruppy ffksponencial~nogo rosta), predstavlØ¸wie naibol~xiæ interes dlØ ime¸wihsØ v vidu priloßeniæ, odnako obwie principy osta¸tsØ prigodnymi i dlØ drugih sluqaev. Otpravnoæ toqkoæ dlØ avtora v svoe vremØ bylo izuqenie ffntropii sluqaænyh blußdaniæ na gruppah. �to ponØtie (sm. niße) vvel v 1972 godu Avec [1], o qem togda mne ne bylo izvestno, i neskol~kimi godami pozße Ø pereotkryl ego; odnako pervonaqal~nye celi vvedeniØ ffntropii byli otliqny ot teh, kotorye imel v vidu Avec, – dlØ avtora ffntropiØ byla preßde vsego al~ternativnoæ po otnoxeni¸ k rostu harakteristikoæ i predpolagalos~ izuqit~ sootnoxeniØ meßdu nimi. No oqen~ skoro vyØsnilos~, qto ffntropiØ ØvlØetsØ mownym sredstvom dlØ izuqeniØ sluqaænyh blußdaniæ, v pervu¸ oqered~, granic Puassona, voznikavxih vo mnogih (ne tol~ko veroØtnostnyh) zadaqah, a takße v garmoniqeskom analize na gruppah i dr. Pofftomu vmeste s V. A. Kaæmanoviqem ([2, 3]) avtor pristupil k izuqeni¸

Pri qastiqnoæ podderßke RFFI, grant 96-15-96060. 5

6 A. M. VERXIK sluqaænyh blußdaniæ s ffntropiænoæ toqki zreniØ. SvØzi s amenabel~nost~¸, spektrom laplasiana, kriteriem Kestena, gipotezoæ F¸rstenberga i pr.(sm [3]) ob¨edinili ffntropiænu¸ temu so mnogimi drugimi. �ta tema poluqila v dal~neæxem bol~xoe razvitie. Zdes~ Ø vozvrawa¸s~ k pervonaqal~noæ celi, ispol~- zuØ uße ustanovlennye svØzi, i primenØ¸ vvodimye harakteristiki k novym klassam grupp. V qastnosti, v kaqestve primerov my prodolßaem izuqenie tak nazyvaemyh lokal~nyh grupp, ([6, 7]), odni iz kotoryh (lokal~no svobodnye gruppy) nedavno podrobno rassmotreny v rabote avtora s S. Neqaevym i R. Bikbovym ([9]).

Faktiqeski, rost svØzan s asimptotikoæ lix~ odnoæ iz mnogih mer na gruppe, a ffntropiØ daet vozmoßnost~ opisyvat~ asimptotiki l¸byh mer; pri fftom sootnoxeniØ meßdu nimi napominaet sootnoxenie meßdu topologiqeskoæ i metriqeskoæ ffntropiØmi preobrazovaniæ. Osnovnoæ fakt – fundamental~noe neravenstvo – shoden s neravenstvom dlØ fftih ffntropiæ. AnalogiØ s dinamiqeskimi sistemami idet dostatoqno daleko. ˚vnyæ podsqet ffntropii proveden v oqen~ nemnogih sluqaØh i, koneqno, neprost. Samo fundamental~noe neravenstvo (sm. dalee) v otdel~nyh sluqaØh upominalos~ i ranee v rabote V. Kaæmanoviqa ([4]), a v nedavneæ rabote ([5]) blizkiæ vopros rassmatrivalsØ dlØ hausdorfovyh razmernosteæ granic blußdaniæ na derev~Øh, – na gruppovom Øzyke ffto sootvetstvuet naibolee izuqennomu sluqa¸ svobodnyh grupp. Odnako vo vseæ obwnosti fftot vopros, povidimomu, tak i ne izuqalsØ, posle ego postanovki okolo dvadcati let nazad.

2. OpredeleniØ

Pust~ G – sqetnaØ gruppa s koneqnym qislom obrazu¸wih, (x_1, x_2, . . . , x_k) – nekotoraØ sistema obrazu¸wih, a (x^{−1}_1 , x^{−1}_2 , . . .

. . . , x^{−1}_k ) – obratnye k nim; oboznaqim qerez

S = (x_1, x_2, . . . , x_k, x^{−1}_1 , x^{−1}_2 , . . . , x^{−1}_k ).

Ne predpolagaetsØ, voobwe govorØ, qto sistema S minimal~na, t.e. vozmoßno, qto i posle udaleniØ iz nee nekotoryh fflementov sistema tem ne menee poroßdaet gruppu.

Kaßdyæ fflement gruppy zapisyvaetsØ kak nesokratimoe (t.e. vzaimno-obratnye obrazu¸wie ne sosedstvu¸t) slovo v alfavite S. My razliqaem slova i fflementy gruppy – dlina slova po-

QISLENNYE HARAKTERISTIKI GRUPP 7 nimaetsØ bukval~no, a dlina fflementa g, oboznaqemaØ l_S (g) = l(g) t.e. rasstoØnie (v metrike slov) ot edinicy gruppy v dannyh obrazu¸wih est~ minimum dlin slov, predstavlØ¸wih fftot fflement. Mnoßestvo fflementov dliny ne bol~xeæ, qem n oboznaqaetsØ qerez W_{≤n}, a v toqnosti dannoæ – W_n; qislo predstavleniæ dannogo fflementa g v vide (vozmoßno sokratimogo) slova dliny ne bol~xeæ n oboznaqim qerez c_n(g) V terminah grafa Kffli W_{≤n} est~ “xar” – mnoßestvo toqek udalennyh ot edinicy ne bolee qem na n, W_n “sfera” radiusa n, c_n(g) – qislo puteæ dliny ne bol~xeæ n veduwih iz edinicy e v dannyæ fflement g.

Pust~ m_{≤n} (sootv m_n) est~ ravnomernaØ normirovannaØ mera na W_{≤n}, (sootv na W_n). Predpoloßim, qto μ_n – proizvol~naØ simmetriqnaØ (μ(g) = μ(g^{−1})) mera na mnoßestve S. Pust~ μ^{∗n} – n-Ø svertka mery μ s soboæ, ona sosredotoqena na mnoßestve

W_{≤n}. Svertka opredelØetsØ po formule: μ^{∗n}(g) = ∑ g=g1g2,... ,gn ∏ i=1,... ,n μ(g_i). Osobyæ interes predstavlØet ravnomernaØ mera na S – μ_S V fftom sluqae

μ^{∗n}_S (g) = c_n(g)/(2k)^n

tem samym, mera μ^{∗n}_S (g) fflementa g proporcional~na qislu predstavleniæ fftogo fflementa v sisteme S.

Esli mery m_{≤n} i m_n otraßa¸t v nekotorom smysle geometri¸ gruppy, toqnee rost qisla verxin v grafe Kffli, to mery

μ^{∗n}_S – svØzany s dinamikoæ, t.e. s rostom qisla puteæ v fftom

grafe, a mery μ^{∗n} – rost vzvexennogo qisla puteæ; vse ffti mery zavisØt ot vybora obrazu¸wih.

Teper~ my moßem vvesti seri¸ vaßnyh konstant. Preßde vsego horoxo izvestnyæ “rost” ili ob¨em:

Opredelenie 1. Logarifmiqeskim ob¨emom gruppy G v zadannoæ

sisteme obrazu¸wih S nazovem qislo lim(log |W_n|)/n = v. Suwestvovanie predela legko sleduet iz neravenstva |W_{n+m}| ≤ |W_n| · |W_m|.

8 A. M. VERXIK

Logarifmiqeskiæ ob¨em otliqen ot nulØ dlØ grupp ffksponencial~nogo rosta i tol~ko dlØ nih. Oqevidno, qto dlØ fftih grupp ego moßno vyqislØt~ i po takoæ formule: lim log(|W_{≤n}|)/n = v, poskol~ku logarifmiqeskie asimptotiki xarov i sfer odinako- vy. Napomnim, qto ffntropiØ mery ν na koneqnom mnoßestve K est~ qislo H(ν) = − ∑ K ν(k) · log(ν(k))

(logarifmy dvoiqnye).

�ntropiØ ravnomernoæ mery est~ logarifm qisla fflementov mnoßestva.

Opredelenie 2 (sm. [1, 3]). �ntropieæ pary (G, μ) nazyvaetsØ

predel lim H(μ^{∗n})/n = h(G, μ), t.e. predel normirovannyh ffntropiæ stepeneæ po svertke mery μ na obrazu¸wih.

�tot predel takße suwestvuet i raven infimumu, qto legko sleduet iz neravenstva:

H(ν_1 ∗ ν_2) ≤ H(ν_1) + H(ν_2).

Zametim, qto logarifmiqeskiæ ob¨em faktiqeski est~ predel normirovannyh ffntropiæ ravnomernyh mer.

Vvedem ewe odnu vaßnu¸ harakteristiku: rassmotrim dlinu fflementa l(.), kak funkcional (zavisØwiæ ot S) na mnoßestve

W_{≤n}, snabßennom meroæ μ^{∗n}, i voz~mem ego srednee po fftoæ me-

re. Inaqe govorØ, rassmotrim matematiqeskoe oßidanie dliny fflementa pri sluqaænom blußdanii za n xagov s ishodnoæ meroæ μ – t.e. vyqislim sredn¸¸ dlinu sluqaænogo slova – l_n(μ). Suwestvuet predel l(μ) = lim l_n(μ)/n. Opredelenie 3. Qislo l = l(μ) nazovem snosom ili skorost~¸

uhoda na beskoneqnost~ otnositel~no dannoæ mery, a v sluqae mery μ_S – skorost~¸ uhoda na beskoneqnost~ otnositel~no dannoæ sistemy obrazu¸wih.

QISLENNYE HARAKTERISTIKI GRUPP 9

Teorema 1 Fundamental~noe neravenstvo.

�ntropiØ proizvol~noæ simmetriqnoæ mery na gruppe, sosredotoqennoæ na dannoæ sisteme obrazu¸wih fftoæ gruppy ne prevyxaet logarifmiqeskogo ob¨ema v fftoæ sisteme, umnoßennogo na skorost~ uhoda na beskoneqnost~ (snos) otnositel~no mery. h ≤ l · v. 3. Dokazatel~stvo teoremy, sledstviØ, osnovnye problemy Lemma 1. Esli snos otliqen ot nulØ, to sluqaænaØ posledova-

tel~nost~ dlin slov udovletvorØet zakonu bol~xih qisel, t.e. dlØ l¸bogo ϵ > 0 suwestvuet takoe N , qto pri vseh n ≥ N imeet mesto sootnoxenie μ^{∗n}(g : |l(g)/l − 1| ≤ ϵ) ≥ (1 − ϵ). Dokazatel~stvo. Rassmotrim dliny naqal~nyh otrezkov slov

kak cilindriqeskie funkcionaly na beskoneqnom proizvedenii (G^∞, μ^∞). Pust~ l_n(ω) est~ dlina fflementa gruppy, otveqa¸wego naqal~nomu otrezku iz n bukv beskoneqnoæ posledovatel~nosti ω v alfavite S. Posledovatel~nost~ l_n(ω), n = 1, . . .,, kak legko videt~, udovletvorØet usloviØm subadditivnoæ ffrgodiqeskoæ teoremy (Kingmana) otnositel~no levogo sdviga T , kak preobrazovaniØ G^∞ s prodakt meroæ μ^∞, a imenno:

l_{n+m}(ω) ≤ l_n(ω) + l_m(T^nω).

Pofftomu posledovatel~nost~ l_n(ω)/n shoditsØ poqti vs¸du. To, qto ee predel est~ konstanta, sleduet iz zakona 0 − 1 dlØ posledovatel~nosti nezavisimyh i togo, qto fftot predel ne menØetsØ pri l¸bom izmenenii koneqnogo otrezka posledovatel~nosti. Utverßdenie lemmy ravnosil~no shodimosti po mere posledovatel~nosti normirovannyh dlin fflementov i, sledovatel~no, vytekaet iz shodimosti poqti vs¸du. �

Zameqanie. Esli snos otliqen ot nulØ, to dliny poqti vseh

slov, kak utverßdaet lemma, rastut lineæno po n s odnoæ i toæ ße skorost~¸. S drugoæ storony, horoxo izvestno, qto na abelevyh i mnogih drugih gruppah snos raven nul¸, a skorost~ rosta dlin slov imeet porØdok √ n. Vopros, postavlennyæ v fftoæ

10 A. M. VERXIK svØzi, – moßet li ffta skorost~ dlØ kakih-libo grupp byt~ promeßutoqnoæ meßdu √ n i n. Do sih por, naskol~ko izvestno, on ne izuqalsØ. Otvet poloßitelen, takie primery postroeny nedavno stud. A. D¸binoæ na osnove ves~ma poleznyh v teorii sluqanyh blußdaniæ i rassmatrivavxihsØ ranee spleteniæ (sm. [8]). Ee ße rezul~tat o svoæstvah snosa na spleteniØh sm. v nastoØwem sbornike.

Pereædem k dokazatel~stvu teoremy.

Dokazatel~stvo. Voz~mem proizvol~noe poloßitel~noe ϵ i vy-

berem po lemme natural~noe n. Razloßim meru μ^{∗n} v vypuklu¸ kombinaci¸ dvuh mer, odna iz kotoryh – μ_1 est~ normirovannoe ograniqenie fftoæ mery na mnoßestvo V teh fflementov, dliny kotoryh leßat v intervale [(1 − ϵ)l · n, (1 + ϵ)l · n], a drugaØ –

μ_2 – est~ normirovannoe ograniqenie mery μ^{∗n} na dopolnenie k

mnoßestvu V v W_{≤n}. Po lemme mnoßestvo V imeet meru bol~xe 1 − ϵ, a qislo fflementov vo vtorom ne prevyxaet obwee qislo fflementov v W_{≤n}.

Togda ffntropiØ H(μ^{∗n}) ocenivaetsØ

H(μ^{∗n}) ≤ (1 − ϵ)H(μ_1) − log(1 − ϵ) + ϵ · log(W_{≤n})

(poslednee slagaemoe ocenivaet sverhu ffntropi¸ mery μ_2 ffntropieæ ravnomernoæ mery na W_{≤n}). Podeliv na n i perehodØ k predelu po n s uqetom togo, qto poslednee slagaemoe, posle deleniØ na n stremitsØ k logarifmiqeskomu ob¨emu v, umnoßennomu na ϵ (sm. opredelenie), poluqaem h ≤ (1 − ϵ)H(μ_1)/n + ϵ · v. No H(μ_1)/n ocenivaetsØ sverhu vyraßeniem (log |V |)/n, kotoroe pri n stremØwemsØ k beskoneqnosti, daet l · v, t.e. h ≤ (1 − ϵ)l · v + ϵ · v i v silu proizvol~nosti ϵ poluqaem nußnoe neravenstvo: h ≤ l · v. �

QISLENNYE HARAKTERISTIKI GRUPP 11

Sledstvie. Esli l = 0, to est~ rost slov medlennee lineænogo,

to i ffntropiØ ravna nul¸. Tem samym poloßitel~nost~ ffntropii vleqet lineænyæ rost dlin tipiqnyh po fftoæ mere slov.

Vozmoßno, verno i obratnoe.

NapraxivaetsØ analogiØ fundamental~nogo neravenstva s neravenstvom meßdu topologiqeskoæ i metriqeskoæ ffntropieæ dinamiqeskih sistem (sm., naprimer, [11]). Udobno perepisat~ neravenstvo v vide h/l ≤ v. LevaØ qast~ zavisit ot mery, a pravaØ – tol~ko ot mnoßestva obrazu¸wih. (sr. [5], gde dlØ derev~ev pravaØ qast~ istolkovyvaetsØ, kak hausdorfova razmernost~ nekotoroæ mery). Otnoxenie v levoæ qasti est~ normirovannaØ ffntropiØ (t.e. ffntropiØ na odin xag – ili bukvu – v real~nom prirawenii slova). Oboznaqim ego qerez ^h.

Esli rassmotret~ prodakt-meru na beskoneqnom proizvedenii nositeleæ mery μ s somnoßitelØmi μ, to normirovannaØ ffntropiØ ^h legko istolkovyvaetsØ, kak predel~naØ ffntropiØ na odin xag razbieniæ beskoneqnyh slov na klassy ffkvivalentnosti otnositel~no ravenstva naqal~nyh fragmentov fftih slov v gruppe, a v stanovitsØ predel~noæ ffntropieæ ravnomernyh mer na klassah. Pofftomu bukval~no naxe neravenstvo ne imeet v toqnosti togo ße smysla, qto i v topologiqeskoæ dinamike (otsutstvuet preobrazovanie, a est~ lix~ posledovatel~nost~ razbieniæ).

Odnako, ffta analogiØ ves~ma polezna, v pervu¸ oqered~, potomu, qto glavnye voznika¸wie zdes~ voprosy pohoßi. Vot oni.

Pust~ mnoßestvo obrazu¸wih i, tem samym, znaqenie v – fiksirovano, nazovem meru s nositelem na dannom mnoßestve obrazu¸wih i ih obratnyh, dostavlØ¸wu¸ maksimum vyraßeni¸ ^h – meroæ maksimal~noæ normirovannoæ ffntropii otnositel~no dannogo mnoßestva obrazu¸wih.

A. KOGDA DL˚ DANNOGO MNOȷESTVA OBRAZUı- WIH SUWESTVUET SIMMETRIQNA˚ MERA MAKSI- MAL^NO` NORMIROVANNO` �NTROPII? KOGDA ONA EDINSTVENNA?

V kaqestve naibolee estestvennoæ mery μ sledovalo by brat~ ravnomeru¸ meru na obrazu¸wih gruppy i obratnym k nim, no, povidimomu, ne vsegda ona dostavlØet maksimum otnoxeni¸

12 A. M. VERXIK ^h = h/l, poskol~ku obrazu¸wie, voobwe govorØ, mogut byt~ ne-

ravnopravnymi.

Moßet okazat~sØ, qto mera maksimal~noæ normirovannoæ ffntropii suwestvuet, no dlØ dannogo mnoßestva obrazu¸wih maksimal~noe ^h = h/l strogo men~xe v. Nazovem simmetriqnoe mnoßestvo obrazu¸wih v ffksponencial~noæ gruppe ffkstremal~nym, esli na nem suwestvuet simmetriqnaØ mera, dlØ kotoroæ fundamental~noe neravenstvo v privedennoæ forme stanovitsØ ravenstvom: ^h = v.

V. V KAKIH GRUPPAH SUWESTVUıT �KSTREMAL^- NA˚ SISTEMA OBRAZUıWIH?

Budem teper~ var~irovat~ i samo mnoßestvo obrazu¸wih i iskat~ ego invariantnye harakteristiki.

Rassmotrim vyraßenie h l · v = ^h v ≡ q = q(S, μ) (v predpoloßenii, qto l ≠ 0) i ego supremum po vsem simmetriqnym meram μ, nositel~ kotoryh leßit v koneqnom simmetriqnom mnoßestve S: q(S) = sup_μ q(S, μ). Po teoreme 1 qislo q(S) ne prevoshodit edinicy, i ravno edinice tol~ko dlØ ffkstremal~nyh sistem.

Takim obrazom, poØvlØetsØ ob¨ektivnyæ sposob sravneniØ sistem obrazu¸wih: qem bol~xe veliqina q(S) tem ffffektivneæ dannaØ sistema obrazu¸wih.

S. OPISAT^ �KSTREMAL^NYE SISTEMY OBRAZUıWIH VNUTRENNIM OBRAZOM. VYDELIT^ SREDI NIH TU, U KOTORO` ZNAQENIE v - MAKSIMAL^NO.

Zametim, qto znaqenie v samo po sebe malo qto govorit o gruppe, odnako vmeste so sledu¸wim invariantom daet bolee gluboku¸ informaci¸ o gruppe.

DlØ proizvol~noæ ffksponencial~noæ gruppy oboznaqim

q_G = sup_S q(S).

QISLENNYE HARAKTERISTIKI GRUPP 13 �to qislo – est~ invariant gruppy. Sistemu obrazu¸wih, na kotoroæ prinimaetsØ maksimal~noe znaqenie q(S) nazovem maksimal~noæ. Gruppy, dlØ kotoryh q_G = 1 budem nazyvat~ svobodnopodobnymi. Poka neizvestny primery grupp s q_G < 1.

PoØsnim naglØdnyæ smysl fftih ponØtiæ. Qem bol~xe konstanta q, tem bol~xe asimptotiqeskaØ dolØ fflementov gruppy, poluqaemyh v processe sluqaænogo blußdaniØ (s dannoæ meroæ na obrazu¸wih) za n xagov, sredi vseh fflementov sootvetstvu¸- weæ dliny. V qastnosti, esli q = 1 pri nekotorom vybore obrazu¸wih i nadleßaweæ mery na nih (naprimer, ravnomernoæ), to tipiqnye sluqaænye slova asimptotiqeski isqerpyva¸t vs¸ gruppu. V protivopoloßnom ße sluqae oni sostavlØ¸t lix~ ffksponencial~no malu¸ qast~.

4. Primery. Lokal~nye gruppy

Soberem izvestnye svedeniØ o fundamental~nom neravenstve i primery vyqisleniØ vvedennyh konstant. Ih sovsem nemnogo. Napomnim, qto my rassmatrivaem lix~ ffksponencial~nye gruppy. Qto kasaetsØ rosta – logarifmiqeskogo ob¨ema – to emu posvØweny desØtki rabot. Odnako ffntropiØ i snos vyqisleny v oqen~ nemnogih sluqaØh. Naibolee ffffektivnyæ sposob vyqisleniØ ffntropii sostoit v ispol~zovanii analoga teoremy Xennona, dokazannogo v [3] i [10]. My vernemsØ k fftomu vyqisleni¸ v drugom meste RazumeetsØ, predstavlØet interes prodelat~ ffti vyqisleniØ dlØ klassiqeskih grupp – SL(n, Z), drugih grupp matric, razreximyh grupp i t.p. My koncentriruem vnimanie na klasse tak nazyvaemyh lokal~nyh grupp. No snaqala privedem davno izvestnyæ primer.

Primer 1. SvobodnaØ gruppa. VyqisleniØ v fftom sluqae ho-

roxo izvestny.

Teorema 2. RavnomernaØ mera na estestvennyh obrazu¸wih i

obratnyh k nim v svobodnoæ gruppe s k (k ≥ 2) obrazu¸wimi – imeet maksimal~nu¸ ffntropi¸, fundamental~noe neravenstvo prevrawaetsØ v ravenstvo, a sistema obrazu¸wih – ffkstremal~na, t.e. svobodnaØ gruppa – svobodno-podobna. ZnaqeniØ konstant v fftom sluqae takovo v = log(2k − 1), l = (k − 1)/k, h = l · v.

14 A. M. VERXIK

Dokazatel~stvo. Vyqislenie logarifmiqeskogo ob¨ema – tri-

vial~no: qislo slov dliny n > 0 v toqnosti ravno 2k ·(2k −1)^{n−1}, sledovatel~no v = log(2k − 1). Cnos, to est~ normirovannoe na n matematiqeskoe oßidanie dliny slova est~ sredniæ razmah sluqaænogo blußdaniØ na N s veroØtnostØmi perehoda Prob [i →

i + 1] = 2k − 1/2k, i Prob [i → i − 1] = 1/2k − 1, pri i ≠ 0, i,

sledovatel~no, l = k − 1/k. �ntropiØ mery μ^{∗n} ravna ffntropii smesi ravnomernyh raspredeleniæ na slovah dliny s = 0, . . . , n c binomial~nym raspredeleniem v kaqestve kofffficintov smesi i, poskol~ku nositel~ fftogo raspredeleniØ rastet lineæno s n, a ne ffksponencial~no, to ego vklad v ffntropi¸ raven nul¸; sledovatel~no, ffntropiØ ravna ffntropii ravnomernogo raspredeleniØ na slovah tipiqnoæ dliny, t.e. ln · log(2k − 1) i posle normirovki na n poluqaem h = k − 1/k · log(2k − 1), t.e. – ravenstvo v fundamental~nom neravenstve. �

DlØ rasxireniæ, faktor-grupp poluqa¸wihsØ iz svobodnyh s pomow~¸ subffksponencial~nyh grupp (t.n. virtual~nosvobodnye gruppy) situaciØ toqno takaØ ße. Odnako, situaciØ v sluqae obwih grupp i, v qastnosti, naibolee trudnoe v tehniqeskom otnoxenii, – vyqislenie ffntropii, – gorazdo sloßnee.

Sledu¸wiæ vopros iniciirovan shodstvom giperboliqeskih i svobodnyh grupp:

D. BUDUT LI GIPERBOLIQESKIE GRUPPY PO GRO- MOVU SVOBODNO-PODOBNY?

Esli da – to dlØ kakih obrazu¸wih i mer budet ravenstvo v fundamental~nom neravenstve? Interesen takße sledu¸wiæ vopros:

E. BUDUT LI TAKOVYMI FUNDAMENTAL^NYE GRUPPY POVERHNOSTE` RODA g ≥ 2?

Primer 2. Lokal~no svobodnye gruppy, gruppa kos.

Napomnim teper~ opredelenie lokal~nyh grupp ([6, 7]).

Opredelenie 4. Gruppa (polugruppa, algebra) nazyvaetsØ lokal~-

noæ esli ona poroßdena koneqnym ili sqetnym vpolne uporØdoqennym mnoßestvom obrazu¸wih z_1, . . . , priqem obrazu¸wie s nomerami, otliqa¸wimisØ bolee qem na s (v naibolee interesnom sluqae s = 1) – kommutiru¸t, a sosednie mogut byt~ svØzany kakimi-libo sootnoxeniØmi. Esli ffti sootnoxeniØ zavisØt

QISLENNYE HARAKTERISTIKI GRUPP 15

lix~ ot raznosti nomerov obrazu¸wih, to lokal~naØ gruppa (polugruppa, algebra) nazyvaetsØ lokal~noæ stacionarnoæ.

My rassmotrim zdes~ lix~ sluqaæ s = 1 t.e. kommutirovanie na rasstoØnii 2 i bol~xe. Termin “lokal~nost~” v algebre Øvno peregrußen, no zdes~ analogiØ skoree fiziqeskaØ: kommutatirovanie udalennyh drug ot druga fflementov otveqaet ih “nevzaimodeæstvi¸”.

Gruppy Koksetera, gruppy kos, algebra Gekke i dr. – primer lokal~nyh grupp i algebr. Bolee obwim obrazom moßno rassmatrivat~ v kaqestve z_i ne obrazu¸wie, a podgruppy ili podalgebry. V samoe poslednee vremØ takie ob¨ekty stali populØrny v matematiqeskoæ fizike (sm. raboty [12, 13]). Ewe bolee obwee ponØtie - lokal~nost~ po otnoxeni¸ k grafu, – v naxem sluqae graf est~ cep~. Interesen takße sluqaæ cikla, kogda obrazu¸- wie parametrizovany kornØmi iz edinicy.

Opredelenie 5. Lokal~no svobodnoæ gruppoæ LFk (polugruppoæ

LF^+_k , algebroæ) nazyvaetsØ gruppa (sootv. . . . ) v kotoroæ sosednie obrazu¸wie z_i, z_{i+1}, i = 1 . . . k, k ≤ ∞ poroßda¸t svobodnye podgruppy s dvumØ obrazu¸wimi, a ostal~nye pary obrazu¸wih – kommutiru¸t.

Lokal~no svobodnaØ gruppa LF_k ØvlØetsØ v izvestnom smysle approksimacieæ gruppy kos B_{k+1}: ona est~ odnovremenno i podgruppa, i nadgrupppa gruppy kos.

V rabote S. Neqaeva, R. Bikbova i avtora [9] podrobno rassmotren sluqaæ lokal~no svobodnoæ gruppy i polugruppy s vyxeizloßennoæ toqki zreniØ, i rezul~taty moßno rez¸mirovat~ v sledu¸wim obrazom:

Teorema 3. Estestvennye obrazu¸wie v lokal~no svobodnaØ grup-

pe (polugruppe) ne ØvlØetsØ ffkstremal~nymi. Bolee toqno, dlØ l¸bogo qisla obrazu¸wih (vkl¸qaØ i beskoneqnoe!) k verny sledu¸- wie ocenki:

DlØ lokal~no svobodnoæ polugruppy LF^+_k :

v = log 4 + o(k^{−1}), l = 1, t.k. v polugruppe LF^+_k net sokraweniæ

h = log 3 + ϵ(n, k),

16 A. M. VERXIK

gde ϵ(n, k) → 0, n, k → ∞, k – qislo obrazu¸wih (m.b. beskoneqnoe), a n – dlina fflementov.

Takim obrazom, pri dostatoqno bol~xih k i pri beskoneqnom k poluqaem v · l ≠ h.

DlØ lokal~no svobodnoæ gruppy LF_k:

v = log 7 + o_k(1), l = 2/3 − β, gde β – neotricatel~naØ konstanta (vozmoßno, ravnaØ nul¸ pri beskoneqnom k) h = log(3 − α) + o(k^{−1}),

gde konstanta α ne prevoshodit po modul¸ 1/2.

Takim obrazom, v estestvennyh obrazu¸wih lokal~no svobodnoæ gruppy (polugruppy) fundamental~noe neravenstvo ØvlØetsØ strogim v · l > h.

Podrobnoe provedenie vyqisleniæ v ([9]) svØzano s interesnoæ samoæ po sebe kombinatorikoæ (t.n. kuqi i ih osnovaniØ), shodnoæ s kombinatorikoæ diagramm i tablic ınga. Podqerknem, qto poka naædeny lix~ udovletvoritel~nye ocenki konstant, pozvolØ¸wie sdelat~ vyvody o nemaksimal~nosti i pr., toqnye ße znaqeniØ, povidimomu, naæti znaqitel~no trudneæ.

ZameqaniØ.

1. Neizvestno, ØvlØetsØ li ravnomernaØ mera meroæ maksimal~noæ ffntropii.

2. Interesno, qto logarifmiqeskiæ ob¨em i konstanty l i h v lokal~no svobodnoæ gruppe stabiliziru¸tsØ s rostom qisla obrazu¸wih k, a ne stremØtsØ k beskoneqnosti, kak moßno bylo by predpoloßit~.

3. VyqisleniØ v [9] provedeny takße dlØ lokal~no svobodnyh grupp s obrazu¸wimi koneqnogo porØdka. Esli porØdok stremitsØ k beskoneqnosti, to vse konstanty stremØtsØ k ih znaqeniØm dlØ lokal~no svobodnoæ gruppy.

4. Iz teoremy i upomØnutoæ vyxe svØzi lokal~no svobodnoæ gruppy s gruppoæ kos poluqaem dvustoronnie ocenki teh ße konstant dlØ gruppy kos: okazyvaetsØ, qto i zdes~ dlØ klassiqeskoæ sistemy obrazu¸wih fftoæ gruppy i ravnomernoæ mery fundamental~noe neravenstvo – nestrogoe, i, toqno takße, kak v lokal~no svobodnoæ gruppe, vse konstanty stabiliziru¸tsØ k ko-

QISLENNYE HARAKTERISTIKI GRUPP 17 neqnomu znaqeni¸ kogda qislo obrazu¸wih stremitsØ k beskoneqnosti. Tem samym, v gruppah kos mnoßestvo fflementov, ØvlØ- ¸wihsØ tipiqnymi sluqaænymi slovami v estestvennyh obrazu¸- wih c ravnomernoæ meroæ, sostavlØet lix~ ffksponencial~eno malu¸ dol¸ ot mnoßestva vesh fflementov.

Otmetim ewe,qto obrazu¸wie v lokal~nyh gruppah neravnopravny, toqnee, netoßdestvennaØ podstanovka, ne ØvlØ¸waØsØ otraßeniem (i → k − i) ne poroßdaet avtomorfizm gruppy. Pofftomu moßno bylo by predpoloßit~, qto ravnomernaØ mera na obrazu¸wih i ih obratnyh ne vpolne estestvenna. Odnako, esli vvesti cikliqesku¸ lokal~no svobodnu¸ gruppu (t.e. otoßdestvit~ pervu¸ i posledn¸¸ obrazu¸wie v lokal~no svobodnoæ gruppe, to naxi ocenki ne izmenØtsØ, hotØ teper~ uße cikliqeskaØ gruppa tranzitivno deæstvuet na obrazu¸wih i ravnomernaØ mera stanovitsØ estestvennoæ.

Primer 3. Lokal~no-M -svobodnye gruppy. Vvedem v rassmo-

trenie sledu¸wiæ klass lokal~nyh grupp. Rassmotrim to, ili inoe mnogoobrazie grupp – M i v nem svobodnu¸ gruppu s dvumØ obrazu¸wimi F_M (2). Lokal~no-M - svobodnoæ gruppoæ LF_M (k) c k obrazu¸wimi (z_1, . . . , z_k) nazovem gruppu poroßdennu¸ fftimi obrazu¸wimi i sootnoxeniØmi: z_i · z_j = z_j · z_i, |i − j| ≥ 2, i (z_i, z_{i+1}) – est~ obrazu¸wie podgruppy, kanoniqeski izomorfnoæ F_M (2). RazumeetsØ, suwestvovanie takih grupp dlØ proizvol~-

nogo mnogobraziØ M – neoqevidno, a sami gruppy LF_M (k) pri

k ≥ 3 mnogoobrazi¸, voobwe govorØ ne prinadleßit. Rassmo-

trim, naprimer, lokal~no svobodnu¸ razreximu¸ gruppu stupeni 2 s dvumØ obrazu¸wimi i postroim fftim sposobom lokal~norazreximu¸ svobodnu¸ gruppu. Struktura fftoæ gruppy dovol~- no sloßna (pri k ≥ 3) i ona uße ne ØvØletsØ razreximoæ. Odnako iz predyduwih rassmotreniæ lokal~no svobodnoæ gruppy sleduet, qto rost v neæ stabiliziruetsØ. �ti gruppy, povidimomu, voznika¸t v svØzi s kristalliqeskimi bazisami.

Bolee prostoæ klass lokal~nyh grupp – lokal~no nil~potentnye svobodnye gruppy. On voznikal v rabotah po teorii integriruemyh sistem. Samyæ prostoæ variant gruppy – takov: sosednie obrazu¸wie (z_i, z_{i+1}) kanoniqeski poroßda¸t diskretnu¸ gruppu Geæzenberga, a vse ostal~nye pary – kommutiru- ¸t. HotØ nil~potentnye gruppy ime¸t polinomial~nyæ rost – lokal~no-nil~potntnye svobodnye gruppy uße ffksponencial~-

18 A. M. VERXIK ny pri k ≥ 3. Predpoloßitel~no, vo vseh fftih sluqaØh fundamental~noe neravenstvo ostaetsØ strogim. K svØzØm s graniceæ Puassona, netrivial~nost~ kotoroæ ravnosil~na poloßitel~nosti ffntropii, so spektral~noæ teorieæ i garmoniqeskim analizom na gruppah, v qastnosti, na lokal~nyh gruppah, my vernemsØ v drugom meste.

Literatura

1. A. Avez, Entropie des groupes de fuini. — C. R. Acad. Sc. Paris 275A, 1363-1366.

2. A. Verxik, V. Kaæmanoviq, Sluqaænye blußdaniØ na gruppah: granicy,

ffntropiØ, ravnomernoe raspredelenie. — DAN SSSR (1979).

3. A. Kaimanovich, A. Vershik, Random Walks on Discrete Groups. — Ann. of Prob.

11,No. 3, 457–490.

4. V. Kaæmanoviq, �ntropiænyæ kriteriæ maksimal~nosti granicy blu-

ßdaniæ na gruppah. — DAN SSSR 31 (1985), 193–197.

5. V. Kaimanovich, Hausdorf dimension of the harmonic measure on trees. — Ergod. Th. Dyn. Syst. 18 No. 3 (1998), 631–660.

6. A. Vershik, — Lokal~nye stacionarnye algebry. V sb.: “Trudy sibir-

skoæ xkoly” Algebra i Analiz. VINITI 1988, 3–22 Engl.Transl.: Am.

Math. Transl. (2), V.148, 1-13 (1992).

7. A. Vershik, Local algebras and a new version of Young’s orthogonal form. Banach Center Publ., PWN-Polish Sci. Publ., V. 26, Part 2, 467–473 (1990).

8. A. Vershik, Sqetnye gruppy, blizkie k koneqnym. F. Grinlif Gruppy s

invariantnym srednim M. 1973,112–135 Revised English transl. Amenability

and approximation of infinite groups Selecta Math. Sov. V.2, 4 311-330. 9. R. Bikbov, S. Nechaev, A. Vershik, Statistical properties of braid groups in locally free approximation. Preprint IHES 1999; submitted to Comm. Math. Phys..

10. Y. Deriennic, Lois “zero ou deux” pour les processus de Markov. — Ann. Inst.

H. Poincare Sect B. 12, 111–129.

11. Dynamical Systems. 2-nd edition, ed. Ya. Sinai, Springer (1999). 12. A. Alekseev, L. Faddeev, J. Frohlich, and V. Schmerus, Representation theory of lattice current algebras. — Commun. Math. Phys. 191 (1998), 31.

13. F. Hausser, F. Nill, Diagonal crossed product of quantum groups. — Rev. Math.

Phys. 11, No. 5 (1999), 553–630.

Vershik A. M. Numerical characteristics of the conntable groups and corresponding relations.

The entropy of the random walk on the discrete contable group could be used for comparison of the system of the generators. Fundamental inequality between growth, entropy and escape gives the possibility to define “the best” system of the generators. We formulate a new circle of the problems related to the various growth and asymptotics on the groups.

Postupilo 27 i¸nØ 1999 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN