Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 254, 1998 g.

G. V. Kuz~mina

O SV˚ZI RAZLIQNYH ZADAQ OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII

Pri rexenii rØda zadaq dlØ nenalega¸wih oblasteæ rassmatrivalos~ razbienie rimanovoæ sfery C ili oblasti na C na ob¨ekty special~nogo vida: dvuugol~niki ili treugol~niki s verxinami v otmeqennyh toqkah. ObwaØ teorema, ustanavliva¸waØ vozmoßnost~ takogo podhoda, vpervye byla poluqena E. G. Emel~Ønovym [1], prostoe dokazatel~stvo ukazano v [2]. O razliqnyh priloßeniØh, sm. naprimer, [1, 2, 3].

V dannoæ rabote, kak i v [2], ispol~zuetsØ prØmaØ svØz~ meßdu razliqnymi zadaqami o maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ, pri fftom dopustimye sistemy oblasteæ rassmatrivaemyh zadaq konstruiru¸tsØ opredelennym obrazom iz krugovyh oblasteæ nadleßawih kvadratiqnyh differencialov i “polovinok” fftih oblasteæ. Vozmoßnost~ takogo postroeniØ neposredstvenno vytekaet iz osnovnyh rezul~tatov metoda ffkstremal~noæ metriki. Pri pomowi opisannoæ konstrukcii, a takße rezul~tatov teorii zadaq ob ffkstremal~nom razbienii rexaetsØ zadaqa o maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov dlØ sistem qeredu¸wihsØ toqek, leßawih na koncentriqeskih okrußnostØh. Poluqennyæ rezul~tat dopolnØet izvestnu¸ teoremu V. N. Dubinina [4]. Tot ße podhod primenØetsØ k zadaqe o maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov treh nenalega¸wih oblasteæ v kruge.

§1. Zadaqa o maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov dlØ toqek na koncentriqeskih okrußnostØh

1. Pust~ ak i bj, k, j = 1, . . . , n, – sistema poparno razliqnyh

toqek, raspoloßennyh sootvetstvenno na okrußnostØh |z| = 1/r i |z| = r. Budem nazyvat~ ffti toqki qeredu¸wimisØ, esli vnutri kaßdogo iz uglov, obrazovannogo luqami, vyhodØwimi iz naqala

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant No. 97-01-00259). 116

O SV˚ZI RAZLIQNYH ZADAQ 117

koordinat i prohodØwimi qerez sosednie iz toqek a_k (ili b_j ), leßit odna i tol~ko odna iz toqek b_j (ili a_k). PolagaØ a_k = 1/r e^{iπφk} , b_j = re^{iπψj} , budem sqitat~, qto

φ_1 < ψ_1 < φ_2 < ψ_2 · · · < φ_n < ψ_n < φ_{n+1}(= φ_1 + 2).

Sistemu qeredu¸wihsØ toqek a_k i b_j budem nazyvat~ pravil~- noæ, esli kaßdaØ iz toqek b_j (i kaßdaØ iz toqek a_k) leßit na bissektrise ugla, obrazovannogo luqami, vyhodØwimi iz naqala koordinat i prohodØwimi qerez toqki a_j i a_{j+1} (sootvetstvenno, qerez toqki b_{k−1} i b_k).

Qerez R(D, a) oboznaqaem konformnyæ radius odnosvØznoæ oblasti D otnositel~no toqki a ∈ D. Rassmotrim zadaqu o maksimume proizvedeniØ n∏ k=1 R(D^{(1)}_k , a_k)R(D^{(2)}_k , b_k) (1)

v semeæstve D vseh sistem nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D^{(1)}_k , D^{(2)}_k na C , gde a_k ∈ D^{(1)}_k , b_k ∈ D^{(2)}_k , a_1, . . . , a_n i b_1, . . . , b_n – sistema qeredu¸wihsØ toqek, leßawih sootvetstvenno na okrußnostØh |z| = 1/r i |z| = r, r – fiksirovannoe qislo. Spravedliva

Teorema 1. Pust~ r > 0 fiksirovano. V semeæstve D spravedlivo

toqnoe neravenstvo n∏ k=1 R(D^{(1)}_k , a_k)R(D^{(2)}_k , b_k) 6 1 n^{2n} H^{−2n} ( arctg 2r^n 1 − r^{2n} ) . (2)

Zdes~ H(ω) = cap E(0, e^{iω}, e^{−iω}), gde E(0, e^{iω}, e^{−iω}) – kontinuum naimen~xeæ emkosti, soderßawiæ ukazannye toqki. Ravenstvo v (2) dostigaetsØ tol~ko dlØ pravil~nyh sistem qeredu¸wihsØ toqek a^∗_k, b^∗_k: a^∗_k = 1/re^{iπφ�k} , b^∗_k = re^{iπψ�k} , gde φ^∗_k = φ^∗_1 + 2k/n, ψ^∗_k = ψ^∗_1 + 2k/n = φ^∗_1 + (2k + 1)/n, k = 1, . . . , n.

Pust~ φ^∗_1 = 0. �kstremal~noæ sistemoæ oblasteæ D^{(1)}_k^∗, D^{(2)}_k^∗, k = 1, . . . , n, v sluqae r ≠ 1 ØvlØetsØ tol~ko sistema krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2 = − z^{n−2}(z^n + 1/μ^n)(z^n − μ^n) (z^n − 1/r^n)^2(z^n + r^n)^2 dz^2,

118 G. V. KUZ^MINA gde μ, 0 < μ < 1, – rexenie uravneniØ

4π^2 r^n(1/r^n + 1/μ^n)(1/r^n − μ^n) n^2(1/r^n + r^n)^2

= 1,

v sluqae r = 1 ukazannoæ sistemoæ ØvlØetsØ tol~ko sistema uglov −π/(2n) < arg z − φ^∗_k < π/(2n) i −π/(2n) < arg z − ψ^∗_k < π/(2n), k = 1, . . . , n. 2. Pust~ D^{(4)} – semeæstvo vseh qetverok nenalega¸wih oblasteæ

D_1, D_2, D_3, D_4 na C , soderßawih sootvetstvenno toqki −1/r, 1/r, re^{iα}, re^{−iα}, gde r – poloßitel~noe qislo, α ∈ (0, π). Pri dokazatel~stve teoremy 1 suwestvenno ispol~zuetsØ

Teorema 2. Maksimum proizvedeniØ 4∏ k=1 R(D_k, c_k) (3)

v semeæstve D^{(4)} pri l¸bom fiksirovannom r > 0 i α ∈ (0, π) dostigaetsØ tol~ko pri α = π/2 i imeet mesto toqnoe neravenstvo 4∏ k=1 R(D_k, c_k) 6 4^{−2}H^{−4} ( arctg

2r^2 1 − r^4 ) , gde H(ω) = cap E(0, e^{iω}, e^{−iω}), E(0, e^{iω}, e^{−iω}) – kontinuum naimen~- xeæ emkosti, soderßawiæ ukazannye toqki. �kstremal~noæ sistemoæ oblasteæ D^∗_k, k = 1, . . . , 4, pri r ≠ 1 ØvlØetsØ tol~ko sistema krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2 = − (z^2 − μ^2)(z^2 + 1/μ^2) (z^2 − 1/r^2)^2(z^2 + r^2)^2 dz^2, gde μ, 0 < μ < 1, udovletvorØet uravneni¸

π^2 r^2(1/r^2 − μ^2)(1/r^2 + 1/μ^2) (1/r^2 + r^2)^2

= 1,

pri r = 1 ukazannoæ sistemoæ slußit tol~ko sistema uglov −π/4 < arg z − π(k − 1)/2 < π/4, k = 1, . . . , 4. �kstremal~nye konfiguracii teoremy 2 v sluqaØh r < 1, r = 1 i r > 1 izobraßeny sootvetstvenno na ris. 1, 2 i 3.

O SV˚ZI RAZLIQNYH ZADAQ 119

Ris. 1 Ris. 2 Ris. 3.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmatrivat~ sluqaæ 0 < r 6 1,

α ∈ (0, π/2], tak kak kaßdyæ iz ostal~nyh sluqaev svoditsØ k nemu pri pomowi odnogo iz preobrazovaniæ z → ±1/z ili z → −z. Ispol~zuem teoremu v [5] o maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov R(D_k, c_k) qetyreh nenalega¸wih oblasteæ D_k, k = 1, . . . , 4, pri l¸bom fiksirovannom znaqenii λ = λ(c_1, c_2, c_3, c_4) angarmoniqeskogo otnoxeniØ qetverki toqek c_k. Po teoreme 1 v [5], spravedlivo neravenstvo 4∏ k=1 R(D_k, c_k) 6 F, gde F = 4^{−10/3}|1 − a^2|^{4/3} cap^{−4}E(−1, 1, a) { ∏ 16k<l64^{|ck − cl|} }_{2/3} , i pri nadleßaweæ numeracii toqek c_k λ = c_3 − c_1 c_3 − c_2 : c_4 − c_1 c_4 − c_2 , a = λ + 1 λ − 1 , E(−1, 1, a) – kontinuum naimen~xeæ emkosti, soderßawiæ toqki −1, 1, a. PolagaØ v rassmatrivaemom sluqae c_1 = −1/r, c_2 = 1/r, c_3 = re^{iα}, c_4 = re^{−iα}, imeem λ = re^{iλ} + 1/r re^{iα} − 1/r : re^{−iα} + 1/r re^{−iα} − 1/r = 1 + r^2e^{iα} 1 + r^2e^{−iα} · 1 − r^2e^{−iα} 1 − r^2e^{iα} = exp(2iω),

120 G. V. KUZ^MINA gde ω = arctg

2r^2 sin α 1 − r^4

, (4)

a = e^{2iω} + 1 e^{2iω} − 1 = −i ctg ω, cap E(−1, 1, a) = cap E(−1, 1, i ctg ω) = 1 sin ω cap E(0, e^{iω}, e^{−iω}), ∏ 16k<l64^{|ck − cl| = 4r} −4 sin α(1 − 2r^2 cos 2α + r^8).

Ots¸da nahodim

F = 4^{−10/3} sin^{4/3} ω cap^{−4}E(0, e^{iω}, e^{−iω}) · { 4r^{−4} sin α(1 − 2r^4 cos 2α + r^8) }_{2/3} . (5)

Iz (4) poluqaem

sin ω =

2r^2 sin α √ 1 − 2r^4 cos 2α + r^8

, cos ω =

1 − r^4 √ 1 − 2r^4 cos 2α + r^8 , otkuda sin^2 ω(1 − 2r^4 cos 2α + r^8) = 4r^4 sin^2 α i (5) prinimaet vid

F = 4^{−2}H^{−4}(ω) sin^2 α.

Issleduem F kak funkci¸ ot α pri fiksirovannom r. Pust~ 0 < r < 1. PolagaØ F_1 = H^{−2}(ω) sin α, nahodim 1 F_1 dF_1 dα = ctg α − 2 H^′(ω) H(ω) dω dα . Ispol~zuØ ravenstva dω dα = 2r^2(1 − r^4) cos α 1 − 2r^4 cos 2α + r^8

= ctg α sin ω cos ω,

poluqaem 1 F_1 dF_1 dα = ctg α [ 1 − 2 H^′(ω) H(ω) sin ω cos ω ] .

O SV˚ZI RAZLIQNYH ZADAQ 121

Zadaqa o kontinuume namen~xeæ emkosti E(0, e^{iω}, e^{−iω}) dostatoqno horoxo izuqena. Po zameqani¸ 1.4 v [6], 1 H(ω) dH(ω) dω = cos ω − c(ω) sin ω , gde pri 0 < ω < π/2, c(ω), 0 < c(ω) < 1, – obwaØ toqka treh analitiqeskih dug, obrazu¸wih E(0, e^{iω}, e^{−iω}), c(0) = 1, c(π/2) = 0. Sledovatel~no, 1 F_1 dF_1 dα = ctg α [1 − 2(cos ω − c(ω)) cos ω] .

OboznaqaØ vyraßenie v kvadratnyh skobkah qerez h(ω), imeem

h(ω) = sin^2 ω − cos^2 ω + 2c(ω) cos ω > 0 pri π/4 6 ω < π/2.

Po zameqani¸ 1.5 v [6], c(ω)/ cos ω – strogo ubyva¸waØ funkciØ pri 0 < ω < π/2. Pri fftom c(ω) cos(ω) = 2 3 pri ω = π 6 , c(ω) cos(ω) = 1 3 pri ω = ω_0 = π/2−0, 1574 . . .

(sm. zameqanie 1.1 i teoremu 2.3 v [6]). Sledovatel~no, pri 0 < ω 6 π/6 h(ω) > 1 − 2 cos^2 ω + 4 3 cos^2 ω = 1 − 2 3 cos^2 ω > 0, a pri π/6 < ω < π/4 h(ω) > 1 − 2 cos^2 ω + 2 3 cos^2 ω = 1 − 4 3 cos^2 ω > 0.

Pofftomu^{dF}_{dα} > 0 pri 0 < α < π/2. V sluqae r = 1 ω = π/2 i F = sin^2 α pri 0 6 α 6 π/2.

Itak, pri l¸bom fiksirovannom r ∈ (0, 1] F ØvlØetsØ vozrasta¸weæ funkcieæ ot α pri 0 6 α 6 π/2 i naibol~xee znaqenie fftoæ funkcii ravno

F^∗ = 4^{−2}H^{−4}(ω^∗), gde ω^∗ = arctg

2r^2 1 − r^4 .

122 G. V. KUZ^MINA

3. Dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~ r > 0 i fiksirovano.

Pust~ a_k, b_k – nekotoraØ sistema qeredu¸wihsØ toqek, opredelennaØ v usloviØh teoremy 1, i pust~ D^{(1)}_k , D^{(2)}_k , gde a_k ∈ D^{(1)}_k , b_k ∈ D^{(2)}_k , k = 1, . . . , n, – sistema oblasteæ, dlØ kotoryh dostigaetsØ maksimum proizvedeniØ (1) dlØ ukazannoæ sistemy toqek. Esli a_k, b_k obrazu¸t pravil~nu¸ sistemu qeredu¸wihsØ toqek, to dlØ oblasteæ, ukazannyh v formulirovke teoremy 1, v (2) imeet mesto ravenstvo. Pust~ toqki a_k, b_k fftim svoæstvom ne oblada¸t. Predpoloßim, dlØ opredelennosti, qto toqki b_k ne obrazu¸t sistemu ravnostoØwih toqek na okrußnosti |z| = r.

Pust~ Δ_k – ugol, ograniqennyæ luqami, prohodØwimi qerez toqki a_k i a_{k+1}: Δ_k = { z : πφ_k < arg z < πφ_{k+1} } , k = 1, . . . , n. V silu usloviæ teoremy, b_k ∈ Δ_k. Pust~

2λ_k = φ_{k+1} − φ_k.

Togda 2πλ_k – vnutrenniæ ugol oblasti Δ_k v toqke z = 0. Pri otobraßenii w = f_k(z) = (ze^{−iπφk} )^{1/(2λk)} uglu Δ_k sootvetstvuet verhnØØ poluploskost~ Im w > 0, a toqki a_k, a_{k+1} i b_k perehodØt sootvetstvenno v toqki w^{(1)}_k = 1/ρ_k, w^{(2)}_k = −1/ρ_k i w^{(3)}_k = ρ_k e^{iπδk} , gde ρ_k = r^{1/(2λk)}, δ_k =^{ψk−φk}_{2λk} ∈ (0, 1). ObratimsØ k zadaqe o maksimume proizvedeniØ 4∏ j=1 R(D^{(j)}_k , w^{(j)}_k ) (6)

v semeæstve vseh nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D^{(j)}_k , j = 1, 2, 3, 4, na C , gde w^{(j)}_k ∈ D^{(j)}_k (w^{(4)}_k = w^{(3)}_k ). Pust~ D^{(j)}_k^∗, j = 1, 2, 3, 4, – ffkstremal~naØ sistema oblasteæ fftoæ zadaqi, ρ^∗_k(w)|dw| – ffkstremal~naØ metrika problemy modulØ, opredelØ¸weæ ukazannyæ maksimum. Netrudno ubedit~sØ, qto metrika ρ_k(z)|dz|, zadannaØ na C^′ = C \ {a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_n} usloviem ρ(z)|dz| = { ρ^∗_k(f_k(z))|f^′(z)| |dz| pri z ∈ Δ_k \ b_k, k = 1, . . . , n, 0 pri ostal~nyh z ∈ C^′ ,

O SV˚ZI RAZLIQNYH ZADAQ 123

ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸weæ maksimum proizvedeniØ (1) v semeæstve D. Sledovatel~no, spravedlivo neravenstvo n∏ k=1 R(D^{(1)}_k , a_k)R(D^{(2)}_k , b_k) 6 n∏ k=1 1 |f^′_k(a_k)f^′_k(a_{k+1})|^{1/2}|f^′_k(b_k)| · [ R(D^{(1)}_k^∗, w^{(1)}_k )R(D^{(2)}_k^∗, w^{(2)}_k ) ]_{1/2} R(D^{(3)}_k^∗, w^{(3)}_k ). (7)

Vvidu simmetrii oblasteæ D^{(j)}_k^∗ i ravenstva

|f^′(a_k)f^′(a_{k+1}|^{1/2} |f^′_k(b_k)| = 1 4λ^2_k , (7) moßem zapisat~ v vide n∏ k=1 R(D^{(1)}_k , a_k)R(D^{(2)}_k , b_k) 6 n∏ k=1 4λ^2_k

{_4∏ j=1 R(D^{(j)}_k^∗, w^{(j)}_k ) }_{1/2} . (8)

Toqki w^{(j)}_k i oblasti D^{(j)}_k^∗, j = 1, 2, 3, 4, udovletvorØ¸t usloviØm teoremy 2. V silu fftoæ teoremy, imeem neravenstvo 4∏ j=1 R(D^{(j)}_k^∗, w^{(j)}_k ) 6 4^{−2}H^{−4} ( arctg

2ρ^2_k 1 − ρ^4_k ) , (9)

i ravenstvo v (9) dostigaetsØ tol~ko v sluqae δ_k = 1/2, t.e. w^{(3)}_k = iρ_k, w^{(4)}_k = −iρ_k . Oboznaqim ffkstremal~nu¸ qetverku oblasteæ teoremy 1 dlØ toqek 1/ρ_k, −1/ρ_k, iρ_k, −iρ_k qerez D^{(j)}_{k,1}, j = 1, 2, 3, 4. Iz (8) i (9) poluqaem neravenstvo n∏ k=1 R(D^{(1)}_k , a_k)R(D^{(2)}_k , b_k) 6 n∏ k=1 λ^2_kH^{−2} ( arctg

2ρ^2_k 1 − ρ^4_k ) , ρ_k = r^{1/(2λk)}. (10) Pust~ z = g_k(w) – otobraßenie verhneæ poluploskosti H na ugol Δ_k, obratnoe k w = f_k(z), i pust~ D^{(1)}_{k,1}^+ = D^{(1)}_{k,1} ∩ H, D^{(2)}_{k,1}^+ = D^{(2)}_{k,1} ∩ H. Ravenstvo v (10) imeet mesto tol~ko v tom sluqae kogda b_k = b_{k,1}, gde toqki b_{k,1}, k = 1, . . . , n, leßat na bissektrisah uglov Δ_k: b_{k,1} = g_k(iρ_k ) = r e^{iπψk,1} = re^{iπ(φk+φk+1)/2},

124 G. V. KUZ^MINA

a oblastØmi D^{(1)}_k , D^{(2)}_k slußat oblasti D^{(1)}_{k,1}, D^{(2)}_{k,1}, sootvetstvu¸- wie oblastØm D^{(j)}_{k,1} pri otobraßeniØh z = g_k(w) : D^{(2)}_{k,1} = g_k(D^{(3)}_{k,1}),

D^{(1)}_{k,1} = Int { g_k(D^{(1)}_{k,1}^+) ∩ g_{k−1}(D^{(1)}_{k,1}^+) } (qerez D oboznaqaetsØ zamykanie oblasti D).

Oboznaqim maksimum proizvedeniØ (1) dlØ sistemy toqek a_k, b_k qerez M({a_k}, {b_k}) i pust~ F({λ_k}) = n∏ k=1 λ^2_kH^{−2} ( arctg

2ρ^2_k 1 − ρ^4_k ) , gde ρ_k = r^{1(2λk)}.

Poskol~ku oblasti D^{(1)}_{k,1} i D^{(2)}_{k,1} obrazu¸t dopustimu¸ sistemu oblasteæ zadaqi o M({a_k}, {b_{k,1}}), to v silu (10) imeem neravenstva M({a_k}, {b_k}) 6 F({λ_k}) 6 M({a_k}, {b_{k,1}}). Esli λ_k =^1_n pri vseh k = 1, . . . , n, to φ_k = φ_1 + 2πk/n i ψ_{k,1} = φ_1 + (2k + 1)π/n pri vseh k, gde ψ_{k,1} = arg b_{k,1}, sledovatel~no, toqki a_k, b_{k,1} obrazu¸t pravil~nu¸ sistemu.

Esli sredi λ_k ime¸tsØ razliqnye qisla, to prodolßim naqatyæ process. Imenno, pust~ Δ_{k,1} – ugol, ograniqennyæ luqami, prohodØwimi qerez toqki b_{k,1} i b_{k+1,1}:

Δ_{k,1} = { z : πψ_{k,1} < arg z < πψ_{k+1,1} } , a_{k+1} ∈ Δ_{k,1},

i pust~ 2λ_{k,1} = ψ_{k+1,1} − ψ_{k,1} = λ_{k+1} + λ_k.

Pri otobraßenii

w = f_{k,1}(z) = ( ze^{−πψk,1} )_{1/(2λk,1)} uglu Δ_{k,1} sootvetstvuet verhnØØ poluploskost~, a toqkam b_{k,1}, b_{k+1,1} i a_{k+1} – toqki w^{(1)}_{k,1} = ρ_{k,1}, w^{(2)}_{k,1} = −ρ_{k,1} i w^{(3)}_{k,1} = 1/ρ_{k,1}e^{iπδk,1} , gde ρ_{k,1} = r^{1/(2λk,1)}, δ_{k,1} =^{λk}_{2λk,1} ∈ (0, 1). ObratimsØ vnov~ k zadaqe o maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov v semeæstve vseh qetverok nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ na C , soderßawih sootvetstvenno toqki w^{(1)}_{k,1}, w^{(2)}_{k,1}, w^{(3)}_{k,1} i w^{(4)}_{k,1} = w^{(3)}_{k,1}. OboznaqaØ qerez D^{(j)}_{k,1}^∗, j = 1, . . . , 4, ffkstremal~nu¸ qetverku oblasteæ

O SV˚ZI RAZLIQNYH ZADAQ 125

fftoæ zadaqi i ispol~zuØ ffkstremal~no-metriqeskie soobraßeniØ tak ße, kak oni ispol~zovalis~ ranee, poluqaem neravenstvo n∏ k=1 R(D^{(1)}_{k,1}, a_k)R(D^{(2)}_{k,1}, b_{k,1}) 6 n∏ k=1 4λ^2_{k,1}

{_4∏ j=1 R(D^{(j)}_{k,1}^∗, w^{(j)}_{k,1}) }_{1/2} . (11)

Zdes~ D^{(1)}_{k,1}, D^{(2)}_{k,1} – ffkstremal~naØ sistema oblasteæ dlØ sistemy toqek a_k, b_{k,1}. V silu teoremy 2, dlØ toqek w^{(j)}_{k,1}, gde δ_{k,1} – l¸boe, δ_{k,1} ∈ (0, 1), spravedlivo neravenstvo 4∏ j=1 R(D^{(j)}_{k,1}^∗, w^{(j)}_{k,1}) 6 4^{−2}H^{−4} ( arctg

2ρ^2_{k,1} 1 − ρ^4_{k,1} ) , ρ_{k,1} = r^{1/(2λk,1)}, (12)

i ravenstvo v (12) dostigaetsØ tol~ko v sluqae δ_{k,1} = 1/2, t.e. tol~ko dlØ qetverki toqek ρ_{k,1}, −ρ_{k,1}, i/ρ_{k,1}, −i/ρ_{k,1}. Iz (11) i (12) poluqaem neravenstvo n∏ k=1 R(D^{(1)}_{k,1}, a_k)R(D^{(2)}_{k,1}, b_{k,1}) 6 n∏ k=1 λ^2_{k,1}H^{−4} ( arctg

2ρ^2_{k,1} 1 − ρ^4_{k,1} ) (13)

i Øsno, qto ravenstvo v (13) dostigaetsØ tol~ko dlØ sistem toqek a_{k,1}, b_{k,1}, gde toqki a_{k,1} leßat na bissektrisah uglov Δ_{k,1}. Takim obrazom, na 2-om xage poluqaem neravenstva M({a_k}, {b_{k,1}}) 6 F({λ_{k,1}}) 6 M({a_{k,1}}, {b_{k,1}}). ProdolßaØ process, na m-om xage prihodim k neravenstvam M({a_{k,ν}}, {b_{k,μ}}) 6 F({λ_{k,m−1}}) 6 M({a_{k,ν}0}, {b_{k,μ}0}), gde ν = μ = ν^′ = l−1, μ^′ = l, esli m = 2l−1, ν = l−1, μ = ν^′ = μ^′ = l, esli m = 2l, 2λ_{k,m} = λ_{k,m−1} + λ_{k−1,m−1}, esli m qetnoe , 2λ_{k,m} = λ_{k+1,m−1} + λ_{k,m−1}, esli m neqetnoe , Itak, esli ishodnaØ sistema toqek a_k, b_k ne ØvlØetsØ pravil~noæ, to na kaßdom xage opisannogo processa my poluqaem sistemu toqek a_{k,ν}, b_{k,μ} s b&ol~xim znaqeniem maksimuma proizvedeniØ (1). Esli process zakanqivaetsØ qerez koneqnoe qislo

126 G. V. KUZ^MINA

xagov, to my prihodim k pravil~noæ sisteme qeredu¸wihsØ toqek a_{k,ν}, b_{k,μ}. Esli ße process neograniqenno prodolßaetsØ, to privedennye rekurrentnye sootnoxeniØ dlØ λ_{k,m} pokazyva¸t, qto pri m → ∞ λ_{k,m} → 1/n, pri fftom toqki a_{k,ν}, b_{k,μ} stremØtsØ k pravil~nomu raspredeleni¸. �tim teorema 1 dokazana.

Zameqanie 1. V sluqae r = 1 teorema 1 svoditsØ k utverßdeni¸,

qto dlØ proizvol~nyh toqek c_1, . . . , c_m na okrußnosti |z| = 1 v sluqae qetnogo m spravedlivo neravenstvo m∏ k=1 R(D_k, c_k) 6 ( 4 m )_m (14)

s ukazaniem vseh sluqaev ravenstva v (14). �tot rezud~tat izvesten: v sluqae l¸bogo m ¿ 3 ffto utverßdenie predstavlØet soboæ izvestnu¸ teoremu V. N. Dubinina [4].

§2. Zadaqa o maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov treh oblasteæ v kruge

1. Iz izvestnogo rezul~tata M. A. Lavrent~eva sleduet, qto dlØ

l¸byh toqek c_1, c_2 ∈ U , gde U = {z : |z| < 1}, i l¸byh nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_1, D_2 ⊂ U , c_1 ∈ D_1, c_2 ∈ D_2, spravedlivo neravenstvo 2∏ k=1 R(D_k, c_k) 6

4ρ^2_0(1 − ρ^2_0)^2 (1 + ρ^2_0)^2

= 0, 3606 . . . , (15)

gde ρ^2_0 = √ 5−2. Ravenstvo v (15) imeet tol~ko v sluqae, kogda c_1+ c_2 = 0, |c_1| = ρ_0, a oblasti D_1, D_2 – sootvetstvu¸wie polukrugi.

AnalogiqnaØ zadaqa dlØ treh oblasteæ v kruge U do nastoØwego vremeni ostavalas~ nerexennoæ.

Teorema 3. Pust~ c1, c2, c3 – l¸bye toqki kruga U . V semeæstve

vseh troek nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_k v kruge U , c_k ∈ D_k, k = 1, 2, 3, imeet mesto toqnoe neravenstvo 3∏ k=1 R(D_k, c_k) 6 ( 4 3 )_3

r^3_0(1 − r^3_0)^3 (1 + r^3_0)^3

= 0, 1440 . . . , (16)

gde r^3_0 = √ 10 − 3. Ravenstvo v (16) realizuetsØ tol~ko v tom sluqae, kogda toqki c_k ØvlØ¸tsØ koncami treh otrezkov dliny r_0, vyhodØwih iz naqala pod ravnymi uglami drug k drugu, a oblastØmi

O SV˚ZI RAZLIQNYH ZADAQ 127 D_k slußat krugovye sektory rastvora 2π/3, soderßawie toqki c_k na svoih bissektrisah.

Pri dokazatel~stve teoremy 3 ispol~zuetsØ sledu¸wee prostoe utverßdenie.

Lemma. �kstremal~naØ troæka toqek c1, c2, c3 rassmatrivaemoæ

zadaqi udovletvorØet uslovi¸

c_1 + c_2 + c_3 = 0. (17)

Dokazatel~stvo. Pust~ c1, c2, c3 i D1, D2, D3 – ffkstremal~nye

sistema toqek i sistema oblasteæ. Pust~ pri drobno-lineænom otobraßenii f(z) = (z + a)/(1 + az) kruga U v sebØ toqki c_k i oblasti D_k perehodØt v toqki c^′_k i oblasti D^′_k. Imeem 3∏ k=1 R(D^′_k, c^′_k) = 3∏ k=1 |f^′(c_k)|R(D_k, c_k) 6 3∏ k=1 R(D_k, c_k). Tak kak 3∏ k=1 |f^′(c_k)| = 3∏ k=1 |1 − a^2| |1 + ac_k|^2

= 1 − 2 Re{a(c_1 + c_2 + c_3)} + O(a^2),

i arg a moßno vybrat~ proizvol~no, to spravedlivo ravenstvo (17).

2. Dokazatel~stvo teoremy 3. OstanovimsØ lix~ na osnovnyh

momentah dokazatel~stva. Pust~ c_1, c_2, c_3 – sistema toqek i D_1, D_2, D_3, c_k ∈ D_k, k = 1, 2, 3, – sistema oblasteæ, dlØ kotoryh dostigaetsØ maksimum proizvedeniØ 3∏ k=1 R(D_k, c_k) (18)

v rasmatrivaemom semeæstve.

Preßde vsego pokaßem, qto c_1, c_2, c_3 ne mogut leßat~ na odnom diametre. Deæstvitel~no, pust~ vse toqki c_k leßat na intervale (−1, 1). V silu usloviØ (17) moßem sqitat~, qto

c_1 = r_1, c_2 = −r_2, c_3 = −r_3, r_k ¿ 0, r_1 = r_2 + r_3, r_2 < r_3. (19)

128 G. V. KUZ^MINA

Pri otobraßenii w = f(z) = − z + i z − i toqkam c_k sootvetstvu¸t toqki w_k pravoæ poluokrußnosti |w| = 1, Re w > 0, a toqkam c^′_k, simmetriqnym s c_k otnositel~no okrußnosti |z| = 1, sootvetstvu¸t toqki w^′_k, simmetriqnye s w_k otnositel~no mnimoæ w-osi. Po teoreme V. N. Dubinina [4] dlØ konformnyh radiusov f-obrazov oblasteæ D_k i D^′_k, gde D^′_k-oblast~, simmetriqnaØ s D_k otnositel~no okrußnosti |z| = 1, imeem 3∏ k=1 R(f(D_k), w_k)R(f(D^′_k ), w^′_k) 6 ( 2 3 )_6 (20)

i Øsno, qto ravenstvo v (20) dostigaetsØ tol~ko v sluqae simmetrii oblasteæ f(D_k ) i f(D^′_k ) otnositel~no mnimoæ osi. Sledovatel~no, 3∏ k=1 R(f(D_k ), w_k) = 3∏ k=1 R(D_k, w_k)|f^′(c_k)| 6 ( 2 3 )_3 , otkuda_3 ∏ k=1 R(D_k, c_k) 6 ( 2 3 )_3 · 1 8 3∏ k=1 (1 + r^2_k). (21)

Ispol~zuØ (19), nahodim 3∏ k=1 (1 + r^2_k) = (1 + r^2_1)(1 + r^2 + r^2_3 + r^2r^2_3)

= (1 + r^2_1)(1 + r^2_1 − 2r_2r_3 + r^2r^2_3) 6 (1 + r^2_1)^2. Pri r^2_1 6 0, 9 iz (21) teper~ poluqaem 3∏ k=1 R(D_k, c_k) 6 ( 2 3 )_{2/3} · 1 8 · 3, 61 < 0, 1440.

Pust~ teper~ r^2_1 > 0, 9. RassmatrivaØ otobraßeniØ f_k(z) = (z − c_k)/(1 − c_kz), oqevidno, imeem 3∏ k=1 R(D_k, c_k) < 3∏ k=1 R(U, c_k) = 3∏ k=1 |f^′_k(c_k)|^{−1}

O SV˚ZI RAZLIQNYH ZADAQ 129 = 3∏ k=1 (1 − r^2_k) < 1 − r^2_1 < 0, 1440.

Sledovatel~no, toqki c_k ne leßat na odnom diametre. Oqevidno takße, qto c_k ≠ 0 pri k = 1, 2, 3.

Itak, v silu lemmy §2.1 dostatoqno sqitat~, qto c_1 = r_1, c_2 = r_2e^{iλ1π} , c_3 = r_3e^{i(λ1+λ2)π} = r_3e^{−iλ3π} , gde 0 < r_k < 1, 0 < λ_k < 1 pri k = 1, 2, 3, i vypolnØ¸tsØ usloviØ r_1 + r_2 cos πλ_1 + r_3 cos πλ_3 = 0, r_2 sin πλ_2 = r_3 sin πλ_3, λ_1 + λ_2 + λ_3 = 2. (22) Pust~ Δ_k, k = 1, 2, 3, – sektor kruga U rastvora πλ_k, graniqnye radiusy kotorogo soderßat toqki c_k i c_{k+1} (c_4 = c_1), Δ^′_k – oblast~, simmetriqnaØ s Δ_k otnositel~no okrußnosti |z| = 1. Pust~

f_1(z) = z^{1/λ1} , f_2(z) = (e^{−iλ1π} z)^{1/λ2} , f_3(z) = (e^{iλ3π} z)^{1/λ3} – otobraßeniØ sootvetstvu¸wih uglov na verhn¸¸ poluploskost~ Im w > 0. Pri otobraßenii f_k(z) sektoru Δ_k sootvetstvuet verhniæ polukrug |w| < 1, Im w > 0, a toqkam c_k i c_{k+1} – toqki w_{k,1} = ρ_{k,1} i w_{k,2} = −ρ_{k,2}, gde ρ_{k,1} = r^{1/λk}_k , ρ_{k,2} = r^{1/λk}_{k+1} . Rassmotrim zadaqu o maksimume proizvedeniØ 2∏ j=1 R(D_{k,j}, w_{k,j})R(D^′_{k,j}, 1/w_{k,j}) v semeæstve vseh sistem D_{k,1}, D_{k,2}, D^′_{k,1}, D^′_{k,2} nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ na C , gde w_{k,j} ∈ D_{k,j}, 1/w_{k,j} ∈ D^′_{k,j}, j = 1, 2. Pust~ D^∗_{k,1}, D^∗_{k,2}, D^{′∗}_{k,1}, D^{′∗}_{k,1} – ffkstremal~naØ sistema oblasteæ fftoæ zadaqi i pust~ ρ^∗_k(w)|dw| – ffkstremal~naØ metrika problemy modulØ, opredelØ¸weæ ukazannyæ maksimum. Togda metrika ρ(z)|dz|, zadannaØ v oblasti U \ {c_1, c_2, c_3} usloviem ρ(z)|dz| = { ρ^∗_k(f_k(z))|f^′_k(z)| |dz| pri z ∈ Δ_k, k = 1, 2, 3, 0 pri ostal~nyh z ∈ U \ {c_1, c_2, c_3},

130 G. V. KUZ^MINA

ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸weæ maksimum proizvedeniØ (18) v rassmatrivaemom semeæstve sistem oblasteæ.

Kak netrudno ubedit~sØ, imeet mesto ravenstvo 2∏ j=1 R(D^∗_{k,j}, w_{k,j})R(D^{′∗}_{k,j}, 1/w_{k,j})

= (ρ_{k,1} + ρ_{k,2})^4[(1 − ρ^2_{k,1})(1 − ρ^2_{k,2})]^2 ρ^2_{k,1}ρ^2_{k,2}(1 + ρ_{k,1}ρ_{k,2})^4

, k = 1, 2, 3. (23)

Tak kak oblast~ D^{′∗}_{k,j} simmetriqna s D^∗_{k,j} otnositel~no okruß- nosti |w| = 1, to R(D^{′∗}_{k,j}, 1/w_{k,j}) = 1/ρ^2_{k,j}R(D^∗_{k,j}, w_{k,j}) i iz (22) poluqaem

F_k := 2∏ j=1 R(D^∗_{k,j}, w_{k,j})

= (ρ_{k,1} + ρ_{k,2})^2(1 − ρ^2_{k,1})(1 − ρ^2_{k,2}) (1 + ρ_{k,1}ρ_{k,2})^2

, k = 1, 2, 3. (24)

V silu ukazannyh vyxe ffkstremal~no-metriqeskih soobraßeniæ imeem neravenstvo 3∏ k=1 R(D_k, c_k) 6 3∏ k=1 |f^′_k(c_k) f^′_k(c_{k+1})|^{−1/2}F^{1/2}_k ,

sledovatel~no,_3 ∏ k=1 R(D_k, c_k) 6 F, gde F = λ_1λ_2λ_3r^{1− 12 (1/λ1+1/λ3)} 1 ·r^{1− 12 (1/λ2+1/λ1)} 2 r^{1− 12 (1/λ3+1/λ2)}

3 [F_1F_2F_3]^{1/2}, (25)

F_k, k = 1, 2, 3, opredelØ¸tsØ ravenstvami (24).

Takim obrazom, dokazatel~stvo teoremy 3 svelos~ k issledovani¸ funkcii F pri usloviØh (22) i k dokazatel~stvu, qto naibol~xee znaqenie fftoæ funkcii pri ukazannyh usloviØh dostigaetsØ v sluqae

λ_k = 2π/3, r_k = [√ 10 − 3 ]_{1/3} pri k = 1, 2, 3.

O SV˚ZI RAZLIQNYH ZADAQ 131

�ta qast~ dokazatel~stva ne predstavlØet principial~nyh zatrudneniæ, no svØzana s gromozdkimi vykladkami. My predpolagaem opublikovat~ polnoe dokazatel~stvo v serii “Preprinty POMI”^{∗)}

Literatura

1. E. G. Emel~Ønov, O svØzi dvuh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, Zap.

nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 91–98.

2. G. V. Kuz~mina, K voprosu ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ sfery, Zap. nauqn. semin. LOMI 185 (1990), 72–95.

3. A. ı. Solynin, Rexenie odnoæ izoperimetriqeskoæ zadaqi Polia–Sege, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 140–153.

4. V. N. Dubinin, RazdelØ¸wee preobrazovanie oblasteæ i zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 48–66.

5. G. V. Kuz~mina, K zadaqe o maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov nenalega¸wih oblasteæ, Zap. nauqn. semin. LOMI 100 (1980), 131–145.

6. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. MIAN 139 (1980), 1–240.

Postupilo 5 noØbrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:kuzmina@pdmi.ras.ru

�)Posle okonqaniØ raboty nad stat~eæ avtor poluqil preprint E. V. Kost¸qenko “Zadaqa ob ffkstremal~nom razbienii kruga na tri nenalega¸- wie oblasti”, Vladivostok, 1998 (Preprint DVO RAN. Institut prikladnoæ matematiki; No. 18). V fftom preprinte kratko izlaga¸tsØ osnovnye momenty dokazatel~stva teoremy 3. Dokazatel~stvo, predloßennoe E. V. Kost¸qenko, osnovyvaetsØ na principial~no drugih soobraßeniØh i ispol~zuet vyqisleniØ na �VM.