Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 252, 1998 g.

S. E. Kozlov SV˚ZNOSTI LEVI–QIVITA NA VYROȷDENNYH PSEVDORIMANOVYH MNOGOOBRAZI˚H

Vvedenie. V fizike pri postroenii teoriæ ob¨edinennyh

vzaimodeæstviæ, vkl¸qa¸wih gravitaci¸, ispol~zovalis~ modeli bolee qem qetyrehmernyh gladkih mnogoobraziæ M^n (n > 4), snabßennyh nekotorymi dopolnitel~nymi strukturami. Pri fftom na takih mnogoobraziØh voznikali sloeniØ so sloØmi, izometriqnymi qetyrehmernomu prostranstvu Minkovskogo R^4_{1,3} (sm. [1]). Odna iz pervyh popytok postroeniØ pØtimernoæ teorii, ob¨edinØ¸weæ OTO �ænxteæna i teori¸ fflektromagnetizma prinadleßit (Kaluca [2], 1921). RØd avtorov, v qastnosti, R.I.Pimenov [3], ispol~zovali matematiqesku¸ strukturu, poluqivxu¸ nazvanie polurimanovoæ geometrii. V naibolee polnoæ rabote [3] dlØ takoæ struktury dano aksiomatiqeskoe opredelenie, predpolaga¸wee vypolnenie semi aksiom ([3], 3, §1). Pomimo togo, qto sami po sebe ffti aksiomy dostatoqno sloßny, ih formulirovki vkl¸qa¸t nazvaniØ ob¨ektov, v svo¸ oqered~ opredelØemyh aksiomatiqeski. Obzor rabot po polurimanovoæ geometrii moßno naæti v [3], 3, §2.

Na gladkom mnogoobrazii M rassmotrim vyroßdennoe skalØrnoe proizvedenie g postoØnnoæ signatury. Pod vyroßdennost~¸ ponimaetsØ, qto T ?_{x M := rad TxM = {X ∈ TxM | g(X, Y ) = 0, ∀Y ∈ TxM } ≠ 0.} (1) Pust~ signatura formy g est~ (0 · · · 0; + · · · +; − · · · −), gde koliqestvo nuleæ ravno p ∈ [1, n), koliqestvo pl¸sov q_+ , koliqestvo minusov q�, q = q_+ + q�, p + q = n = dim M . Takoe mnogoobrazie estestvenno nazvat~ vyroßdennym psevdorimanovym mnogoobraziem. Na kasatel~nom prostranstve T_xM takogo mnogoobraziØ inducirovana struktura (sm. p.1.2), blizkaØ k strukture poluevklidova prostranstva (sm. [3], s.44), voznika¸weæ na kasatel~- nyh prostranstvah, polurimanovyh mnogoobraziæ.

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96-01-00431. 134

SV˚ZNOSTI VYROȷDENNYH METRIK 135 Esli q_+ = 1, q� ¿ 1, to v terminologii raboty [4], kasatel~- noe prostranstvo T_xM nadelØetsØ otnoxeniem priqinnosti metriqeskoæ lineænoæ kinematiki (sm. p.1.4.), kak i v sluqae psevdorimanova mnogoobraziØ tipa (+ − −−) obweæ teorii otnositel~nosti.

V nastoØweæ zametke sformulirovany neobhodimye i dostatoqnye usloviØ suwestvovaniØ svØznosti Levi–Qivita na mnogoobraziØh s vyroßdennoæ metrikoæ. V sluqae vypolneniØ fftih usloviæ polnost~¸ opisano semeæstvo takih svØznosteæ i dokazany nekotorye ih svoæstva.

1.1. DlØ udobstva qitatelØ napomnim opredelenie poluevkli-

dova prostranstva. Pust~ v vektornom prostranstve E^n vydeleno podprostranstvo E^p ⊂ E^n, p ∈ [1, n), i v faktorprostranstve E^n�^p = E^n/E^p zadana nevyroßdennaØ, simmetriqnaØ, bilineænaØ forma g : E^n�^p × E^n�^p → R, a v sloe E^p zadana analogiqnaØ forma g_0 : E^p × E^p → R. Togda struktura ((E^n, E^p), (g, g_0)) nazyvaetsØ poluevklidovym prostranstvom.

1.2. Pust~ M^n est~ vyroßdennoe psevdorimanovo prostran-

stvo tipa (p, q) i x ∈ M^n. Forma g induciruet v prostranstve

T_xM := T_xM/T ?_x M (2)

nevyroßdennoe skalØrnoe proizvedenie g ([5], 3, 2.7). Pri fftom dlØ fflementov X = X + T ?_x M, Y = Y + T ?_x M, X, Y ∈ T_xM faktorprostranstva T_xM g(X, Y ) = ⟨X, Y ⟩ := ⟨X, Y ⟩. (3) Prostranstvo T_xM kanoniqeski izometriqno prØmoæ ortogonal~noæ summe ([5], 3, 2.6, 3, 2.7)

T_xM = T_xM ⊕ T ?_x M. (4)

Takim obrazom, na prostranstve T_xM voznikaet struktura ( (T_xM, T ?_x M ), (g, 0) ) neskol~ko bolee prostaØ, qem struktura poluevklidova prostranstva, opredelennaØ v 1.1.

1.3. Mnoßestvo T M^n := {(x, X)|x ∈ M^n, X ∈ T xM^n} estestven-

nym sposobom nadelØetsØ strukturoæ (2n − p)-mernogo gladkogo mnogoobraziØ (sm. p.2.1.). Opredelim otobraßenie p : (x, X) → x. Togda troæka ξ(M ) := (T M^n, p, M^n) (5)

136 S. E. KOZLOV ØvlØetsØ (n−p)-mernym, lokal~no–trivial~nym, vektornym rassloeniem nad M^n. Deæstvitel~no, dlØ l¸boæ koordinatnoæ okrestnosti (U, φ) na M^n diffeomorfizm h : U × R^k → p�^1(U ), h(x, a) = a^i∂_i(x) ØvlØetsØ izomorfizmom na x × R^k.

Tak kak na kaßdom sloe p�^1(x) zadana metrika g, to rassloenie ξ(M ) ØvlØetsØ psevdorimanovym vektornym rassloeniem nad mnogobraziem M^n.

1.4. Pust~ mnogoobrazie M imeet tip (p, 1, q�), q� ¿ 1. DlØ

toqki x ∈ M opredelim lineænoe otobraßenie proekcii Pr : T_xM → T_xM, Pr X = X kasatel~nogo prostranstva na svoe faktorprostranstvo. DlØ vybrannoæ signatury metriki g prostranstvo T_xM ØvlØetsØ mnogomernym prostranstvom Minkovskogo s metrikoæ g. Togda po metrike g stroitsØ psevdonorma f (sm. [4], 5.6.4), prevrawa¸waØ T_xM v metriqesku¸ lineænu¸ kinematiku. Tak kak g(X, Y ) = g(X, Y ), to, polagaØ po opredeleni¸ f(X) := f(X), my poluqaem psevdonormu na T_xM , kotoraØ induciruet v fftom prostranstve strukturu metriqeskoæ lineænoæ kinematiki.

2.1. Sloenie T ?M na mnogoobrazii M . Dalee vezde bu-

dem rassmatrivat~ vyroßdennoe psevdorimanovo mnogoobrazie M tipa (p, q).

Predloßenie. p-mernoe raspredelenie x → T ?_x M na mnogoobra-

zii M ØvlØetsØ gladkim.

Dokazatel~stvo. V okrestnosti toqki x0 ∈ M vvedem taku¸ si-

stemu koordinat {x^i}, qto ∂_α(x_0) ∈ T_x0 M, α ∈ [1, p]. Postroim funkcii a^i_α(x), i ∈ [p + 1, n] tak, qtoby vektora X_α = ∂_α + a^i_α∂_i ∈ T ?_{x M} . DlØ fftogo neobhodimo

⟨∂_α + a^i_α∂_i, ∂_j⟩ = 0 ⇐⇒ g_{αj} + a^i_αg_{ij} = 0. (6)

Tak kak det(g_{ij}(x_0)) ≠ 0 i a^i_α(x_0) = 0, to v nekotoroæ okrestnosti toqki x_0 uslovie (6) odnoznaqno opredelØet nabory gladkih funkciæ a^i_α(x) i p lineæno nezavisimyh vektorov X_α(x). Pri fftom Lin{X_α(x)} ⊃ T ?_x M , pofftomu Lin{X_α(x)} = T ?_x M i raspredelenie x → T ?_x M gladkoe. �

Sledstvie. Mnoßestvo T M ØvlØetsØ gladkim mnogoobraziem, a

struktura ξ(M ) gladkim rassloeniem nad M .

SV˚ZNOSTI VYROȷDENNYH METRIK 137

2.2. Uslovie cikliqnosti. Budem govorit~, qto mnogoobra-

zie M tipa (p, q) udovletvorØet uslovi¸ cikliqnosti, esli dlØ l¸bogo vektornogo polØ x → V_x ∈ T ?_x M proizvodnaØ Li tenzornogo polØ g L_V g = 0. (7)

Predloßenie. Pust~ na mnogoobrazii M suwestvuet svØznost~

Levi–Qivita ∇. Togda M udovletvorØet uslovi¸ cikliqnosti.

Dokazatel~stvo. DlØ proizvodnoæ Li spravedlivy formuly

(sm., napr., [6]): L_V f = V f, gde f – funkciØ na M ; dlØ vektornyh poleæ X, Y i tenzornogo polØ g tipa (0, 2) L_V X = [V, X], (L_V g)(X, Y ) = V g(X, Y ) − g(L_V X, Y ) − g(X, L_V Y ). Ispol~zuØ ffti formuly, toßdestvo Riqqi i ravenstvo nul¸ tenzora kruqeniØ svØznosti ∇, nahodim (L_V g)(X, Y ) = V ⟨X, Y ⟩ − ⟨[V, X], Y ⟩ − ⟨x, [V, Y ]⟩ = = ⟨∇_V X, Y ⟩ + ⟨X, ∇_V Y ⟩ − ⟨∇_V X − ∇_X V, Y ⟩− −⟨X, ∇_V Y − ∇_Y V ⟩ = X⟨V, Y ⟩− −⟨V, ∇_X Y ⟩ + Y ⟨X, V ⟩ − ⟨V, ∇_Y X⟩ = 0. Poslednee ravenstvo imeet mesto v silu prinadleßnosti polØ V k raspredeleni¸ T ?M . �

2.3. Pust~ na mnogoobrazii M vypolneno uslovie cikliqno-

sti. Togda dlØ polØ V vdol~ raspredeleniØ T ?M i proizvol~- nyh vektornyh poleæ X, Y spravedlivo V ⟨X, Y ⟩ = ⟨[V, X], Y ⟩ + ⟨X, [V, Y ]⟩. (8) Pust~ pole X prinadleßit raspredeleni¸ T ?M . Togda iz (8) sleduet, qto [V, X]_x ∈ T ?_x M , to est~ raspredelenie T ?M invol¸tivno. Znaqit po teoreme Frobeniusa ffto raspredelenie integriruemo. Pofftomu v okrestnosti kaßdoæ toqki x_0 ∈ M moßno vvesti takie koordinaty {x^i}, qto ∂_α(x) ∈ T ?_x M g_{αa} = 0, α ∈ [1, p], a ∈ [1, n], det(g_{ij}) ≠ 0, i, j ∈ [p + 1, n]. (9) Tak kak skobka Li dlØ koordinatnyh vektornyh poleæ obrawaetsØ v nol~, to iz (8) sleduet ∂g_{ij} ∂x^α = 0. (10)

138 S. E. KOZLOV

Predloßenie. Pust~ na mnogoobrazii M tipa (p, q) vypolneno

uslovie cikliqnosti. Togda dlØ kaßdoæ toqki x ∈ M naædetsØ ee otkrytaØ okrestnost~ U ∋ x, v kotoroæ suwestvuet svØznost~ Levi–Qivita ∇_U .

Dokazatel~stvo. Rassmotrim okrestnost~ U , v kotoroæ vypol-

neny ravenstva (9), (10). Poloßim, po opredeleni¸, Γ^c_{ab} = 0, esli hotØ by odin iz indeksov a, b, c ne prevoshodit p i

Γ^k_{ij} = 1 2 ( ∂g_{im} ∂x^j + ∂g_{jm} ∂x^i − ∂g_{ij} ∂x^m ) g^{mk}, i, j, k, m ∈ [p + 1, n]. (11) PostroennaØ svØznost~ simmetriqna, a proverka spravedlivosti toßdestva Riqqi niqem ne otliqaetsØ ot rimanova sluqaØ. � Zametim, qto moßno proizvesti takoæ vybor okrestnosti U , pri kotorom ffta okrestnost~ izometriqeski diffeomorfna proizvedeni¸ M^q_q+_{,q}� × ~M^p

U = M^q_q+_{,q}� × ~M^p (otoßdestvlenie). Pri fftom ∇_U = ∇_M × ∇f_M , (12) gde ∇_M est~ edinstvennaØ svØznost~ Levi–Qivita na psevdorimanovom mnogoobrazii M^q_q+_{,q}�, a svØznost~ ∇f_M – trivial~naØ svØznost~ na parallelezuemom mnogoobrazii ~M^p.

2.4. Teorema. DlØ suwestvovaniØ svØznosti Levi–Qivita na

vyroßdennom psevdorimanovom mnogoobrazii M neobhodimo i dostatoqno, qtoby ffto mnogoobrazie udovletvorØlo uslovi¸ cikliqnosti.

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~ sleduet iz predloßeniØ 2.2.

Pust~ vypolneno uslovie (7). Rassmotrim ne bolee qem sqetnoe, lokal~no koneqnoe pokrytie {U } mnogoobraziØ M , na kaßdom fflemente kotorogo U opredelena svØznost~ Levi–Qivita ∇_U . Pust~ {φ_U } – podqinennoe fftomu pokryti¸ razloßenie edinicy. Opredelim svØznost~

∇ := ∑ U φ_U ∇_U . (13)

Simmetriqnost~ svØznosti ∇ i toßdestvo Riqqi proverØ¸tsØ fflemenrtarno. �

SV˚ZNOSTI VYROȷDENNYH METRIK 139

3.1. Pust~ ∇^1 i ∇^2 – dve svØznosti Levi–Qivita na mno-

goobrazii M . V toqke x ∈ M opredelim bilineænu¸ formu ω_x : (X, Y ) → ω_x(X, Y ) ∈ T ?_x M : ω_x(X, Y ) := ∇^1_X Y − ∇^2_X Y, (14)

gde X ∈ T_xM , a Y est~ vektornoe pole na M .

Iz formuly KoxulØ sleduet, qto

ω_x(X, Y ) ∈ T ?_x M. (15)

Iz opredeleniØ svØznosti Levi–Qivita neposredstvenno vyteka¸t svoæstva formy ω_x:

1) bilineænost~ po oboim argumentam;

2) simmetriqnost~; (16) 3) dlØ l¸boæ funkcii f na M spravedlivo

ω_x((fX)_x , Y_x) = ω(X_x, (fY )_x) = f(x)ω_x(X_x, Y_x).

Svoæstva (16) pozvolØ¸t opredelit~ simmetriqnoe tenzornoe pole ω : x → ω_x so znaqeniØmi formy ω_x v T ?_x M .

3.2. Pust~ ∇ svØznost~ Levi–Qivita, a ω tenzornoe pole na

M , udovletvorØ¸wee trebovaniØm (16). Togda, kak legko proverit~, operaciØ ~∇_X Y = ω(X, Y ) + ∇_X Y ØvlØetsØ svØznost~¸ Levi–Qivita na M . Takim obrazom, mnoßestvo ∇(M ) svØznosteæ Levi–Qivita na M moßet byt~ “parametrizovano” tenzornymi polØmi ω.

4.1. SvØznost~ na rassloenii ξ(M ). Oboznaqim qerez B(M )

mnoßestvo seqeniæ kasatel~nogo rassloeniØ T M (mnoßestvo vektornyh poleæ na M ), a qerez S(M ) –mnoßestvo seqeniæ rassloeniØ ξ(M ). Pust~ X ∈ B(M ), Y ∈ S(M ). Lokal~no seqenie Y moßno predstavit~ v vide Y_x = Y_x + T ?_x M , gde Y ∈ B(M ). Opredelim operaci¸ ∇ : B(M ) × S(M ) → S(M )

∇(X, Y ) = ∇_X Y := (∇_xY ), (17)

gde ∇ ∈ ∇(M ).

140 S. E. KOZLOV

Predloßenie. OperaciØ ∇ opredelena korrektno, to est~ ne za-

visit ot vybora polØ Y i svØznosti ∇ ∈ ∇(M ).

Dokazatel~stvo. Pust~ dlØ nekotorogo^~Y ∈ B(M ) Y x =^~Yx + T ?_{x M} . Togda_( ~_{Y − Y )x ∈ T} ?_{x M} . Ispol~zuØ formulu KoxulØ i uslovie cikliqnosti, nahodim, qto dlØ l¸bogo Z ∈ B(M ) ⟨∇_X ~Y − ∇_X Y, Z⟩ = ⟨∇_X ( ~Y − Y ), X⟩ = ( ~Y − Y )⟨Z, X⟩− −⟨X, [( ~Y − Y ), Z]⟩−⟨Z, [ ~Y − Y, X]⟩ = (L_( e_Y �_{Y )} g)(X, Z) = 0. Tem samym (∇_X ~Y − ∇_X Y )_x ∈ T ?_x M i (∇_X ~Y ) = (∇_X Y ).

Pust~ ∇^1 ∈ ∇(M ). Togda (∇^1_X Y − ∇_X Y )_x = (ω(X, Y ))_x ∈ T ?_x M i (∇^1_X Y ) = (∇_X Y ). �

4.2. Teorema. OperaciØ ∇ ØvlØetsØ svØznost~¸ na psevdorima-

novom vektornom rassloenii ξ(M ), sohranØ¸weæ skalØrnoe proizvedenie v sloØh. Inymi slovami, vypolneny sledu¸wie svoæstva operacii ∇:

1) R-lineænost~ po kaßdomu iz argumentov iz B(M ) i S(M ).

2) DlØ gladkoæ funkcii f na M i seqeniæ X ∈ B(M ), Y ∈ S(M ) vypolneno toßdestvo Leæbnica ∇_X (fY ) = X(f)Y + f∇_X Y . 3) DlØ X ∈ B(M ), ∇Z ∈ S(M ). Spravedlivo toßdestvo Riqqi X⟨Y , Z⟩ = ⟨∇_X , Z⟩ + ⟨Y , ∇_X Z⟩. Dokazatel~stvo. Svoæstva 1), 2) srazu sledu¸t iz svoæstv

svØznosti ∇ ∈ ∇(M ) i lineænosti operatora Pr : X → X. Dokaßem 3). X⟨Y , Z⟩ = X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇_X Y, Z⟩ + ⟨Y, ∇_X Z⟩ = ⟨∇_X Y , Z⟩+ +⟨Y , ∇_X Y ⟩ = ⟨∇_X Y , Z⟩ + ⟨Y , ∇_X Z⟩. � Literatura

1. T. Isse, Unification of gravity, gange and Higgs fields by confined quantum fields.

Progr. Theor. Phys. Suppl. 114 (1993), 109.

2. Th. I. Kaluza, Zum Unitätsproblem der Physik. Sitzungsber. Press. Ak. (1921), 966.

SV˚ZNOSTI VYROȷDENNYH METRIK 141 3. R. I. Pimenov, Prostranstva kinematiqeskogo tipa (matematiqeskaØ teoriØ prostranstva-vremeni). Zap. nauqn. semin. LOMI 6 (1968), 1–496.

4. V. R. Krym, Lineænye prostranstva kinematiqeskogo tipa. Zap. nauqn.

semin. POMI 246 (1997), 152–173.

5. �. Artin, GeometriqeskaØ algebra. M., Nauka, 1969. 6. S. Sternberg, Lekcii po differencial~noæ geometrii. M., Mir, 1970.

Kozlov S. E. Levi–Chivita connections on degenerate psedu-Rieman-nian manifolds.

Smooth manifolds with bilinear symmetric degenerate form with constant signature in every tangent space are studied . Such manifolds are used in physics for constructing theories of united interactions including gravitation. Necessary and sufficient conditions for existence of a Levi– Chivita connection on such a manifold are established.

Postupilo 12 dekabrØ 1997 g. Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet