V. A. Egorov, V. I. PozdnØkov

FUNKCIONAL^NY` ZAKON POVTORNOGO LOGARIFMA DL˚ USEQENNYH SUMM 1. Vvedenie

Pust~ {X_n}_n¿_1 – posledovatel~nost~ nezavisimyh simmetriqnyh sluqaænyh veliqin

U_n = n∑ j=1 X_j, V_n = n∑ j=1 X^2_j ,

V_n → ∞ p.n.

Ispol~zuØ tol~ko ffto uslovie, Marcinkeviq ([7], s. 27–28) poluqil verhn¸¸ ocenku v zakone povtornogo logarifma so sluqaænoæ normirovkoæ v sledu¸weæ forme

limsup n→∞ U_n √ 2V_n ln2 V_n 6

1 p.n. , (1)

gde ln_2 x = ln ln x. Levu¸ qast~ (1) inogda nazyva¸t samonormalizovannoæ summoæ. My pokaßem qto verhnØØ ocenka (1) moßet byt~ perenesena na funkcional~nu¸ formu zakona povtornogo logarifma (Teorema 1). Bolee togo, my poluqili analogiqnyæ rezul~tat dlØ useqennyh summ

S_n = n∑ j=1 X_j I{X^2_j 6 b_n}, T_n = n∑ j=1 X^2_j I{X^2_j 6 b_n},

gde b_n 6 ∞ – neubyva¸waØ nesluqaænaØ (inogda sluqaænaØ) posledovatel~nost~ (Teorema 2, razdel 1). Krome togo, my dokaßem funkcional~nyæ zakon povtornogo logarifma dlØ useqennyh summ S_n v usloviØh, podobnyh uslovi¸ Kolmogorova. Sleduet

�ta rabota qastiqno podderßana grantami Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh Issledovaniæ No. 95-01-01260 i No. 96-01-00549. 126

FUNKCIONAL^NY` ZAKON 127 zametit~, qto useqennye summy S_n, n > 1, ne obrazu¸t kumulØtivnu¸ posledovatel~nost~ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Pofftomu, nesmotrØ na nekotoru¸ pohoßest~ naxego dokazatel~stva na dokazatel~stvo, ispol~zuemoe dlØ klassiqeskoæ shemy summirovaniØ, v nih ime¸tsØ suwestvennyye razliqiØ.

Useqennye summy interesny sami po sebe i v svØzi s issledovaniem tak nazyvaemyh urezannyh summ, t.e. summ nabl¸deniæ za vyqetom nekotorogo qisla kraænih absol¸tnyh porØdkovyh statistik. Issledovanie urezannyh summ qasto svoditsØ k issledovani¸ useqennyh summ. Urezannye i useqennye summy primenØ¸tsØ v razliqnyh oblastØh matematiqeskoæ statistiki i intensivno izuqa¸tsØ v asimptotiqeskoæ teorii veroØtnosteæ (sm., naprimer, Griffin [3, 4], Hesler i Mffæson [5]).

2. Rezul~taty

Opredelenie (sm., naprimer, Staut [8]). Xar Xtrassena K ffto mnoßestvo funkciæ g iz C[0, 1], takih, qto g(0) = 0, g absol¸tno nepreryvna,_1 ∫ 0 [ g^′(t) ]_2 dt 6 1. Horoxo izvestno, qto K kompaktno v C[0, 1] (sm. Staut [8]).

Teorema 1. Pust~ {Xn}n¿1 – posledovatel~nost~ simmetriqnyh

nezavisimyh sluqaænyh veliqin,

U_n = n∑ j=1 X_j , V_n = n∑ j=1 X^2_j , v_n = √ 2V_n ln2 V_n, U0 = V0 = 0.

Rassmotrim semeæstvo funkciæ {h_n}_n¿_1, gde h_n(t) = U_k/v_n dlØ t = t_{k,n} = V_k/V_n, 0 6 k 6 n, i h_n(t) opredelØetsØ posredstvom lineænoæ interpolØcii meßdu toqkami t_{k,n}, 0 6 k 6 n. Togda, pri uslovii, qto V_n → ∞ p.n., posledovatel~nost~ funkciæ {h_n}_n¿_1 p.n. otnositel~no kompaktna v C[0, 1] i mnoßestvo predel~nyh toqek fftoæ posledovatel~nosti p.n. soderßitsØ v xare K.

�ta teorema vytekaet iz pervoæ qasti sledu¸weæ niße teoremy (pri b_n = ∞ dlØ vseh n).

Teorema 2. Pust~ {Xn}n¿1 – posledovatel~nost~ nezavisimyh

simmetriqnyh sluqaænyh veliqin, b_n neubyva¸waØ qislovaØ po-

128 V. A. EGOROV, V. I. POZDN˚KOV sledovatel~nost~, b_n 6 ∞,

S_n = n∑ j=1 X_j I{X^2_j 6 b_n}, T_n = n∑ j=1 X^2_j I{X^2_j 6 b_n},

B_n = E T_n = D S_n, a_n = √ 2B_n ln2 B_n,

a^′_n = √ 2T_n ln2 T_n, T0 = S0 = B0 = 0.

Pust~ f_n – nepreryvnaØ kusoqno-lineænaØ funkciØ, takaØ, qto pri t_{k,n} = B_k/B_n, 0 6 k 6 n, f_n(t_{k,n}) = S_k/a_n, 0 6 k 6 n, i h_n – takaØ ße kusoqno-lineænaØ funkciØ, prinima¸waØ pri t^′_{k,n} = T_k/T_n, znaqeniØ S_k/a^′_n, 0 6 k 6 n.

1) Esli

T_n → ∞ p.n.,

to s veroØtnost~¸ edinica posledovatel~nost~ funkciæ {h_n}_n¿_1 otnositel~no kompaktna v C[0, 1], i mnoßestvo predel~nyh toqek fftoæ posledovatel~nosti leßit v xare Xtrassena K.

2) Esli B_n → ∞, B_n/B_{n+1} → 1, b_n = o ( B_n ln2 B_n ) , pri n → ∞, to

i)^{Tn}_{Bn} → 1 p.n.

ii) s veroØtnost~¸ edinica posledovatel~nost~ funkciæ {h_n}_n¿_1 p.n. otnositel~no kompaktna v C[0, 1] i predel~noe mnoßestvo fftoæ posledovatel~nosti p.n. sovpadaet s mnoßestvom K;

iii) s veroØtnost~¸ edinica posledovatel~nost~ funkciæ {f_n}_n¿_1 p.n. otnositel~no kompaktna v C[0, 1] i predel~noe mnoßestvo fftoæ posledovatel~nosti p.n. sovpadaet s mnoßestvom K.

Zameqanie. Privodimoe niße dokazatel~stvo pozvolØet zame-

nit~ qislovu¸ posledovatel~nost~ {b_n}_n¿_1 na posledovatel~- nost~ sluqaænyh veliqin, kotoraØ polnost~¸ opredelØetsØ posledovatel~nost~¸ {X^2_j }_j¿_1. V qastnosti, moßno poloßit~ b_n =

| X_{n,n−k} |, n = 1, 2, . . ., v pervoæ qasti Teoremy 2, gde X_{n,n−k} –

absol¸tnye porØdkovye statistiki, k – postoØnno.

FUNKCIONAL^NY` ZAKON 129

3. Dokazatel~stva

Naxe dokazatel~stvo ispol~zuet sledu¸wu¸ ide¸. Pri fiksirovannoæ posledovatel~nosti {X^2_j }_j¿_1 my moßem rassmatrivat~ posledovatel~nost~ {X_j }_j¿_1 kak posledovatel~nost~ sluqaænyh veliqin s simmetriqnym raspredeleniem Bernulli (sm. V. A. Egorov, V. I. PozdnØkov [2], A. Zigmund [7]). Pofftomu my moßem dokazyvat~ sil~nye teoremy sledu¸wim obrazom. Snaqala my dokazyvaem, qto sootvetstvu¸waØ uslovnaØ vero- Øtnost~ (pri uslovii, qto {X^2_j }_j¿_1 fiksirovany) nekotorogo sobytiØ A p.n. ravna edinice. Zatem, ispol~zuØ teoremu Fubini, my zakl¸qaem, qto sobytie A spravedlivo s veroØtnost~¸ edinica. Iz fftih rassußdeniæ sleduet, qto, ne umalØØ obwnosti, moßno predpolagat~, qto {X_j }_j¿_1 ØvlØetsØ posledovatel~nost~¸ nezavisimyh simmetriqnyh sluqaænyh veliqin s raspredeleniem Bernulli.

My naqnem s dokazatel~stva nekotoryh vspomogatel~nyh utverßdeniæ. PredloßeniØ razdelØ¸t teoremu 2 na tri utverßdeniØ, tehniqeskie rezul~taty my nazyvaem lemmami. My sohranØem nekotorye ranee vvedennye oboznaqeniØ dlØ sootvetstvu¸wih harakteristik. My ispol~zuem niße obwu¸ shemu dokazatel~stva Qovera (sm. Qover [1], Staut [8]). Pust~ {x_n}_n¿_1 – posledovatel~nost~ neotricatel~nyh qisel, b_n – neubyva¸waØ posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel,

B_n = n∑ j=1 x^2_j I { x^2_j 6 b_n}.

Pust~ (Ω, F , P ) – veroØtnostnoe prostranstvo, {ξ_j }_j¿_1 – posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, opredelennyh na Ω, takih, qto

P (ξ_j = x_j) = P (ξ_j = −x_j ) = 1/2, j = 1, 2, . . . .

Poloßim

S_n = n∑ j=1 ξ_j I {ξ^2_j 6 b_n}, a_n = √ 2B_n ln2 B_n.

Sleduet otmetit~, qto priraweniØ summ S_n nezavisimy v dannom sluqae, hotØ v obwem sluqae ffto ne tak.

130 V. A. EGOROV, V. I. POZDN˚KOV

Pust~ posledovatel~nost~ funkciæ {f_n}_n¿_1 opredelena kak i v teoreme 2, no s ispol~zovaniem opredelennyh vyxe veliqin

S_n, B_n, a_n, n = 0, 1, . . ..

Lemma 1. Pust~

I ⊂ N , S_I = ∑ i∈I ξ_i, B_I = D S_I = ∑ i∈I x^2_i < ∞. Togda dlØ l¸bogo δ > 0 dlØ vseh I spravedlivo neravenstvo

P (S_I > x) 6 E |S_l|^{2p} x^{2p} 6 C (2p e (1 + δ)B_I x^2 )_p (x > 0), gde C zavisit tol~ko ot δ.

Po suwestvu, ffta lemma ØvlØetsØ izvestnym neravenstvom Marcinkeviqa, no ona predstavlØet i samostoØtel~nyæ interes, poskol~ku v neæ dlØ simmetriqnyh sluqaænyh veliqin poluqena asimptotiqeski toqnaØ ocenka postoØnnyh v neravenstvah dlØ momentov summ narasta¸wego porØdka. Sleduet otmetit~, qto ispol~zovanie v naxih issledovaniØh vmesto lemmy 1 izvestnyh ocenok tipa RozentalØ–Nagaeva–Fuka ili ocenok iz raboty I. F. Pinelisa i S. A. Uteva [9] privelo by k bolee grubomu rezul~tatu, qem zakon povtornogo logarifma.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno ustanovit~ fftu ocenku dlØ |I| <

∞. Poskol~ku (E | X |^p )^{1/p} vozrastaet po p, moßno dokazyvat~ Lemmu 1 tol~ko dlØ natural~nyh p. Pust~ r = (r_1, r_2, . . . ) – vektor proizvol~noæ razmernosti s neotricatel~nymi celymi komponentami, dlØ kotorogo ∑ i r_i = p. Oqevidno, ne bolee p kompo-

nent vektora r otliqny ot nulØ. Opredelim dlØ takih r

I_p(r) = (_{2p} 2r ) e^p (_p r ) (2p)^p

, I_p = max_r I_p(r),

r^∗ = (r^∗_1, r^∗_2, . . . ), I_p (r^∗) = I_p, gde (_p r ) = p!( ∏ i r_i!). Ne umalØØ obwnosti, moßno predpoloßit~,

qto r^∗_1 > 1. Togda dlØ r^{∗∗} = (r^∗_1 − 1, r^∗_2, . . . ), my imeem I_p I_{p−1} 6

I_p(r^∗) I_p(r^{∗∗}) = e(2p − 1)(p − 1)^{p−1} 2p^p(2r1 − 1) 6

FUNKCIONAL^NY` ZAKON 131 e ( 1 − 1 2p )( 1 − 1 p )_{p−1} → 1 pri p → ∞. Iz fftogo sleduet, qto dlØ l¸bogo δ > 0

I_p 6 C(1 + δ)^p,

gde postoØnnaØ C zavisit tol~ko ot δ. Pofftomu ( 2p 2r )

6 C^{( 2p(1 + δ)}_e^{)p(p}_r^).

Ispol~zuØ simmetri¸ sluqaænyh veliqin {ξ_j}_{j∈I} , poluqim

E (S_I )^{2p} = ∑ (2p 2r )( x^{2r1}_{i1} · x^{2r2}_{i2} · . . . · x^{2rp}_{ip} )

6

C ( 2p(1 + δ) e )_p · ∑ (p r ) · ( x^{2r1}_{i1} · x^{2r2}_{i2} · . . . · x^{2rp}_{ip} ) =

C (2p(1 + δ) e )_p · B^p_I . Zdes~ summirovanie vedetsØ po vsem naboram indeksov r_1, r_2, . . . ,

r_p, takih, qto r_i > 0, i 6 p, r_1 + r_2 + . . . r_p = p, i po vsem uporØdo-

qennym mnoßestvam indeksov i_1, i_2, . . .i_p iz I. �

Lemma 2. Pust~ Bn → ∞. Togda

limsup n→∞ S_n a_n 6

1 p.n. (2)

Dokazatel~stvo. Opredelim nr = nr (c) dlØ kaßdogo c > 1 sle-

du¸wim obrazom

n_r = min ( n : n > n_{r−1}, B_{n+1} > c^r ) . Togda dlØ r > 1 B_{nr+1} B_{nr +1} < c, B_{nr+1} > B_{nr+1} > c^r. (3)

DlØ dokazatel~stva fftogo zametim, qto vtoroe neravenstvo v (3) neposredstvenno sleduet iz opredeleniØ posledovatel~nosti n_r .

132 V. A. EGOROV, V. I. POZDN˚KOV Pervoe neravenstvo trivial~no, esli B_{nr+1} 6 c^{r+1}. Esli vypolneno protivopoloßnoe neravenstvo, to n_{r+1} − 1 6 n_r. Pofftomu

n_{r+1} = n_r + 1. Sledovatel~no, v fftom sluqae B_{nr+1} B_{nr+1} = 1 < c, t.e. (3) takße spravedlivo.

Teper~ dostatoqno pokazat~, qto dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet

c > 1, takoe, qto ∑ r P ( max n_r<n6n_{r+1} S_n > (1 + ε) a_{nr +1} ) < ∞. V silu neravenstva Levi i Lemmy 1 (s p = ln_2 B_{nr+1}, x = (1 +

ε)a_{nr +1}) dlØ l¸bogo δ > 0, fftot rØd ograniqen veliqinoæ C ∑ r ( 2 ln_2 B_{nr+1} e (1 + δ)B_{nr+1}

(1 + ε)2 2B_{nr}+1 ln2 B_{nr} +1

)_{ln2 Bnr +1} , gde postoØnnaØ C zavisit tol~ko ot δ. Pust~ teper~ c > 1 i δ > 0 takovy, qto_{(1 +}

ε)^2 c(1 + δ) > 1. Togda v silu (3) posledniæ rØd shoditsØ i iz lemmy BorelØ– Kantelli sleduet (2). �

Lemma 3. Pust~ {Yi}i¿1 – nezavisimye simmetriqnye sluqaænye

veliqiny, a > 0, m > 1, l_i i p_i – takie celye qisla, qto 1 6 l_i 6 p_i 6 m, 1 6 i 6 m. Togda P ( max 16i6m | | | p_i∑

k=l_i Y_k | | | > a )

6 4P^{( |}^{m∑}_{k=1} Yk^| > a/2^).

Dokazatel~stvo. �ta lemma neposredstvenno sleduet iz nera-

venstva Levi. �

Lemma 4. DlØ l¸boæ funkcii g ∈ K suwestvuet skol~ ugodno

bol~xoe m, takoe, qto m−1∑ ν=2 [ g (ν + 1 m ) − g ( ν m ) ]_2 m = γ < 1. (4)

FUNKCIONAL^NY` ZAKON 133

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto suwestvu¸t g ∈ K i m0,

takie, qto dlØ vseh m > m_0 m−1∑ ν=2 [ g ( ν + 1 m ) − g ( ν m ) ]_2 m > 1. Togda v silu neravenstva Xvarca

1 6^{m−1∑}_{ν=0}^[ g^{( ν + 1}_m^) − g^{( ν}_m^{) ]2} m 6 m−1∑ ν=0

ν+1 m∫ ν m [ g^′(t) ]_2 dt = 1∫ 0 [ g^′(t) ]_2 dt 6 1. Takim obrazom, v neravenstve Xvarca imeet mesto ravenstvo.

Sledovatel~no, g – kusoqno-lineænaØ funkciØ s izlomami v toqkah ν/m, ν = 1, . . . , m − 1. Vyberem m^′ > m tak, qtoby dlØ

ν = 1, . . . , m − 1 i ν^′ = 1, . . . , m^′ − 1, ν^′/m^′ ≠ ν/m. Togda my vidim,

qto g – lineænaØ funkciØ. Bolee togo, g(t) ≡ 2t ili g(t) ≡ −2t. No ffta funkciØ dolßna udovletvorØt~ sootnoxeni¸ (4). � Niße my predpolagaem, qto vse utverßdeniØ o sluqaænyh funkciØh spravedlivy s veroØtnost~¸ edinica. Pofftomu dlØ uproweniØ formul my inogda ne budem pisat~ vyraßeniØ “p.n.” ili “poqti navernoe.”

Predloßenie 1. Pust~ Bn → ∞. Pust~ fn ∈ C[0, 1] – takaØ ku-

soqno lineænaØ funkciØ, qto pri t_{k,n} = B_k/B_n, ona opredelØetsØ ravenstvami f_n(t_{k,n}) = S_k/a_n, 0 6 k 6 n. Togda mnoßestvo funkciæ {f_n}_n¿_1 ravnostepenno nepreryvno.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto dlØ l¸bogo ε > 0

suwestvuet n_0 = n_0(ω), δ_ε > 0 takoe, qto n > n_0

| f_n(t) − f_n(t^′) |6 ε, (5)

esli tol~ko | t − t^′ |< δ_ε (t, t^′ ∈ [0, 1]) i n > n_0. Poskol~ku f_n – kusoqno-lineænaØ funkciØ, dostatoqno proverit~, qto dlØ l¸- bogo ε > 0 suwestvu¸t takie δ > 0 i n_0, qto dlØ n > n_0

a) esli | B_j − B_i |6 B_nδ, to | |f_n(^{Bj}_{Bn} ) − f_n(^Bi_{Bn} ) | | 6^ε_2 ,

b) esli | B_{i+1} −B_i |> B_nδ, to mnoßestvo funkciæ | f^′_n(t) | ravnomerno ograniqeno po vsem t ∈ [ B_i/B_n, B_{i+1}/B_n ] i n > n_0.

134 V. A. EGOROV, V. I. POZDN˚KOV

Po Lemme 2 dlØ n > n_0 i t ∈ [ B_i/B_n, B_{i+1}/B_n ] | f^′_n(t) |= | S_{i+1} − S_i | a_n / B_{i+1} − B_i B_n 6 9 δ pri vypolnenii usloviæ punkta b). �to oznaqaet, qto b) spravedlivo. Pofftomu, esli a) takße spravedlivo, to my moßem poloßit~, naprimer, δ_ε = (δε/18) v (5).

Dokaßem teper~ punkt a). Pust~ q = q_ε takovo, qto ε^2 2^{q−7} =

γ > 1. My pokaßem, qto moßno vzØt~ δ = 2^{−q}. Pust~ i < j 6 n i | B_j − B_i |6 B_n 2^{−q}. Nam nußno pokazat~, qto dlØ n > n_0 | S_j − S_i |6 ε 2 a_n. (6)

Opredelim

A_n = { ω : max

0<B_j −B_i6B_n 2�^q j6n | S_j − S_i |> ε 2 a_n } . Oqevidno, (6) sleduet iz usloviØ P ( lim sup A_n ) = 0. (7)

Oboznaqim

n_r = min ( n : n > n_{r−1}, B_{n+1} > 2^r ) , n_0 = 0.

Togda v silu (3) my imeem dlØ r > 1 B_{nr+1} B_{nr+1} < 2, B_{nr+1} > B_{nr+1} > 2^r. (8)

Opredelim

D_r = { ω : max

0<B_j −B_i6B_{nr+1} 2�^q j6nr+1 | S_j − S_i |> ε 2 a_{nr +1} } . Oqevidno,

limsup n→∞ A_n ⊂ limsup r→∞ D_r . Pofftomu (7) sleduet iz usloviØ

P (lim sup D_r ) = 0. (9)

FUNKCIONAL^NY` ZAKON 135 Razob~em mnoßestvo {B_k}_k6_{nr+1} na 2^q − 1 nepereseka¸wihsØ podmnoßestv I(r, ν) sledu¸wim obrazom I(r, ν) = { B_k : (ν − 1)B_{nr+1} 2^{−q} 6 B_k 6 (ν + 1)B_{nr+1} 2^{−q} } (ν = 1, 2, . . . , 2^q − 1).

Opredelim dlØ ν = 1, 2, . . . , 2^q − 1

D^{(ν)}_r = { ω : max B_j ,B_i∈I(r,ν) i<j<n_{r+1} | S_j − S_i |> ε 2 a_{nr+1} } . Togda D_r ⊆ 2^q−1⋃ ν=1 D^{(ν)}_r ,

P (limsup D_r ) 6 2^q−1∑ ν=1 P (limsup D^{(ν)}_r ).

Pofftomu sootnoxenie (9) sleduet iz usloviØ:

P (limsup D^{(ν)}_r ) = 0, ν = 1, 2, . . . , 2^q − 1. (10)

V silu Lemmy 3

P (D^{(ν)}_r ) 6 4P (H^{(ν)}_r ), gde j_ν = max { k : B_k 6 (ν + 1) B_{nr+1} 2^{−q} } , i_ν = min { k : B_k > (ν − 1) B_{nr+1} 2^{−q} } , H^{(ν)}_r = { ω :| S_{jν} − S_{iν} |> 1 4 εa_{nr+1} } . Teper~ iz (8) i Lemmy 1 (s p = ln_2 B_{nr +1}, x =^1_4 εa_{nr+1}) sleduet, qto P (H^{(ν)}_r ) 6

( 2 ln_2 B_{nr +1} e 26^{−q} B_{nr+1} ε^2 2B_{nr+1} ln_2 B_{nr +1}

)_{ln2 Bnr +1}

6

exp ( − (1 + ln γ) ln_2 2^r ) . Sledovatel~no, ∑ r P (H^{(ν)}_r ) < ∞.

Pofftomu (10) sleduet iz lemmy BorelØ–Kantelli. �

136 V. A. EGOROV, V. I. POZDN˚KOV

Sledstvie 1. Mnoßestvo {fn}n¿1 ravnomerno ograniqeno i, sle-

dovatel~no, (sm. Predloßenie 1) otnositel~no kompaktno.

Pust~ J – mnoßestvo neotricatel~nyh celyh qisel, zavisØwee ot natural~nyh n i m sledu¸wim obrazom: 1) 0, n ∈ J; 2) esli B_{k+1} −B_k > B_n/m, k < n, to k, k+1 ∈ J; (11) 3) esli k ∈ J, i p = max{j 6 n : B_j − B_k < B_n/m}, to p ∈ J. Togda mnoßestvo J soderßit M (n) + 1 6 2m + 1 fflementov.

Pust~ k(ν) = k(ν, m, n), ν = 0, 1, . . . , M (n) – uporØdoqennye fflementy iz J. DlØ kaßdoæ funkcii g ∈ C[0, 1] opredelim operator

Π_{m,n}g sledu¸wim obrazom: Π_{m,n} g(t_{ν,n}) = g (t_{ν,n}), gde t_{ν,n} = B_k(_ν)/B_n, ν = 0, 1, 2, . . . , M (n). Π_{m,n}g(t) opredelØetsØ posredstvom lineænoæ interpolØcii me-

ßdu toqkami t_{ν,n} i t_{ν+1,n} dlØ t ∈ [t_{ν,n}, t_{ν+1,n} ], ν = 0, 1, 2, . . . ,M (n)−1.

Sledstvie 2. DlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet takoe m0 = m0(ω),

qto ‖Π_{m,n} f_n − f_n‖ < ε dlØ m, n > m_0. Zdes~ (‖ ‖ – standartnaØ norma v C[0, 1]).

Dokazatel~stvo. Pust~ ε > 0, B_{k(ν)} B_n < t 6^{Bk(ν+1)}_{Bn} . UqityvaØ Predloßenie 1, opredelenie operatora Π_{m,n} i opredelenie funkcii f_n, imeem

esli

B_{k(ν+1)} − B_{k(ν)} > B_n/m, k < n, to k(ν + 1) = k(ν) + 1

i Π_{m,n} f_n(t) − f_n(t) = 0;

esli B_{k(ν+1)} − B_{k(ν)} < B_n/m, k < n, to | |Π_{m,n} f_n(t) − f_n(t) | | 6 sup_{|t−t0|<1/m}^| fn(t) − fn(t^′) | 6 ε dlØ vseh dostatoqno bol~xih m i n. �

FUNKCIONAL^NY` ZAKON 137

Sledstvie 3. DlØ l¸bogo ε > 0 suwestvu¸t takie δ > 0 i n0 =

n_0(ω), qto ‖f_n − f_n0 ‖ < ε, esli n, n^′ > n_0 i | 1 − B_n0/B_n |< δ.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno ocenit~ fn(t) − fn0(t) tol~ko v iz-

lomah kusoqno-lineænyh funkciæ f_n i f_n0.

Pust~ t = B_k/B_n, 0 6 k 6 min(n, n^′). Togda

f_n(t) − f_n0(t^′) = f_n(t) ( 1 − √ B_n ln_2 B_n B_n0 ln_2 B_n0 ) , gde t^′ =^{Bn}_{Bn}0 t =^{Bk}_{Bn}0 . Po Sledstvi¸ 1 pravaØ qast~ fftogo ravenstva moßet byt~ sdelana skol~ ugodno maloæ, esli δ > 0 dostatoqno malo. Pofftomu, ispol~zuØ Predloßenie 1, my zakl¸qaem, qto raznost~

f_n(t) − f_n0(t) = f_n(t) − f_n0(t^′) + f_n0(t^′) − f_n0(t)

moßet byt~ sdelana skol~ ugodno maloæ, esli δ > 0 dostatoqno malo.

Esli t = B_k/B_n, n^′ < k 6 n, to 0 6 1 − t < δ i

f_n(t) − f_n0(t) = f_n(t) − f_n(1) + f_n0 (1) − f_n0(t) + f_n(1) − f_n0(1),

f_n(1) − f_n0(1) = f_n(1) − f_n ( B_n0 B_n )√ B_n ln_2 B_n

B_n0 ln_2 B_n0 . Iz fftih formul, PredloßeniØ 1 i SledstviØ 1 vytekaet trebuemaØ ocenka. Ostal~nye sluqai rassmatriva¸tsØ analogiqno. �

Predloßenie 2. Pust~ Bn → ∞. Togda mnoßestvo predel~nyh

toqek posledovatel~nosti {f_n}_n¿_1 soderßitsØ v K.

Dokazatel~stvo. Pust~ Kε oboznaqaet ε-okrestnost~ mnoßestva

K. Dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet takoe

n_0, qto f_n ∈ K_{3ε}, esli n > n_0. Pust~ c > 1. Opredelim posle-

dovatel~nost~ n_r tak, kak ffto sdelano v Lemme 2. V silu (3)

1 − B_n/B_{nr} < ε, esli n_{r−}1 < n 6 n_r i c − 1 < ε. Pofftomu s uqe-

tom SledstviØ 3 dostatoqno dokazat~, qto suwestvuet takoe r_0, qto f_{nr} ∈ K_{2ε} dlØ vseh r > r_0. Nakonec, ispol~zuØ Sledstvie 2, poluqim, qto nam dostatoqno pokazat~, qto suwestvuet takoe r_0, qto dlØ m, r > r_0 Π_{m,nr} ∈ K_ε. (12)

138 V. A. EGOROV, V. I. POZDN˚KOV PrinimaØ vo vnimanie, qto |g| 6 1 dlØ g ∈ K, poluqim, qto (12) vytekaet iz neravenstva 1∫ 0 [ d dt Π_{m,nr} f_{nr} (t) ]_2

dt 6 (1 + ε)^2, r > r0. (13)

Pust~

C_r = { ω : 1∫ 0 [ d dt Π_{m,nr} f_{nr} (t) ]_2

dt > (1 + ε)^2 } . V silu lemmy BorelØ–Kantelli sootnoxenie (13) vytekaet iz usloviØ ∑ r P (C_r) < ∞. (14)

Oqevidno, C_r opredelØetsØ formuloæ

C_r = { ω : M(n_r)−1 ∑ ν=0 [S_k(_ν+1) − S_k(_ν)]2

[B_k(_ν+1) − B_k(_ν)]

> (1 + ε)^2 2 ln_2 B_{nr} } =

= { ω : M(n_r)−1 ∑ ν=0 S̃2_ν B̃_ν > (1 + ε)2 2 ln2 B_{nr} } , gde k(ν) i M (n_r ) opredeleny ranee (sm. opredelenie Π_{m,nr} ),

S̃_ν = S_k(_ν+1) − S_k(_ν), B̃_ν = B_k(_ν+1) − B_k(_ν).

Pust~ δ > 0, t = 1/2(1 + δ). Togda my imeem

E exp ( t S̃2_ν B̃_ν ) = ( 1 + t + t^2 2 E S̃4_ν B̃2_ν + . . . ) . Ispol~zuØ Lemmu 1, poluqim E S̃2^p_ν B̃^p_ν 6 [ 2p e ( 1 + δ 2 )]_p ∼ (2 + δ)^p p! (2pπ)1^/2

pri p → ∞. Pofftomu suwestvuet postoØnnaØ A > 0, zavisØwaØ tol~ko ot δ, takaØ, qto dlØ τ = t · (2 + δ) = 1 − δ/(2 + 2δ) i dlØ vseh ν

E exp ( t ( S̃2_ν B̃_ν ))

6 C^{∞∑}_{i=0} τ^i = A.

FUNKCIONAL^NY` ZAKON 139 Po ffksponencial~nomu neravenstvu Qebyxeva

P (C_r) 6 A^{M(nτ )} exp ( − (1 + ε)2 1 + δ ln2 B_{nτ} +

M (n_r) 2(1 + δ) ) . Vyberem takie ε > 0, δ > 0, qto

(1 + ε)2

1 + δ > 1. Togda (14) vytekaet iz privedennoæ vyxe ocenki i ocenok (3).

�

Predloßenie 3. Predpoloßim, qto Bn → ∞, Bn/Bn+1 → 1,

b_n = o ( B_n ln2 B_n ) . (K)

Togda predel~noe mnoßestvo dlØ posledovatel~nosi {f_n}_n¿_1 sovpadaet s xarom Xtrassena K.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku Bn+1/Bn → 1, dlØ l¸byh m, n > n0

posledovatel~nost~ k(ν) opredelØetsØ pervym i tret~im punktami (11). Pofftomu

a) ne umalØØ obwnosti, moßno predpoloßit~, qto M (n) = m+1 dlØ vseh dostatoqno bol~xih n;

b) B_k(_m+1)/B_k(_m) → 1 (n → ∞). (Vozmoßno, B_k(_m+1) = B_k(_m)); c) max 16ν6m | | | B_{k(ν)} B_{nr} − ν m | | | → 0 pri r → ∞;

d) dlØ l¸boæ funkcii g ∈ K i dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet

n_0 = n_0(ω), takoe, qto ‖ Π_{m,n} f_n − f_n ‖ < ε/4, ‖ Π_{m,n} g − g ‖ < ε/4 (15) dlØ vseh m, n > n_0.

Takim obrazom, v silu d) i PredloßeniØ 2, dostatoqno pokazat~, qto

‖ Π_{m,nτ} f_{nτ} − Π_{m,nτ} g ‖ < ε/2 beskoneqno qasto,

140 V. A. EGOROV, V. I. POZDN˚KOV gde n_r – takaØ celoqislennaØ posledovatel~nost~, qto B_{nτ} ∼ m^r dlØ nekotorogo dostatoqno bol~xogo celogo m. V silu PredloßeniØ 1, privedennogo vyxe punkta b) i usloviæ f_n(0) = g(0) = 0 my imeem max 06t6Bk(2)/Bn_τ | | | Πm,n_τ fn_τ (t) − g(t) | | |+ + max B_{k(m)} /B_{nτ} 6t6B_{k(m+1)} /B_{nτ} | | | Πm,n_τ fn_τ (t) − g(t) | | | < ε/4. (16) Pofftomu nam dostatoqno ustanovit~, qto P ( lim sup G_r ) = 1, gde G_r = { ω : | | |Πm,n_τ fn_τ ( B_{k(ν+1)} B_{nτ} ) − Π_{m,nτ} f_{nτ} (B_{k(ν)} B_{nτ} ) −

−Π_{m,nτ} g ( B_{k(ν+1)} B_{nτ} ) + Π_{m,nτ} g ( B_{k(ν)} B_{nτ} )| | < ε 4m dlØ ν = 2, . . . , m − 1 } , k(ν) = k(ν, m, n_r), ν = 1, 2, . . . , m. Predpoloßim, qto usloviØ (4), (15), (16) vypolneny. Togda v silu punkta c) dostatoqno ustanovit~, qto P ( limsup L_r ) = 1, (17) gde L_r = { ω : | | | S̃_ν √ 2mB̃_ν ln2 B̃_ν − g ( ν + 1 m ) + g ( ν m )| | <

< ε 8m dlØ ν = 2, . . . , m − 1 }

(^~S_ν i^~B_ν opredeleny v Predloßenii 2).

Sleduet zametit~, qto sobytiØ {L_r }_{r>r0} nezavisimy, esli

r_0 dostatoqno veliko. Sledovatel~no, v silu lemmy BorelØ–

Kantelli ostaetsØ pokazat~, qto ∑ r P (L_r) = ∞. (18)

FUNKCIONAL^NY` ZAKON 141

Qtoby dokazat~ (18), rassmotrim nezavisimye sobytiØ

L^{(ν)}_r = { ω : | | | S̃_ν √ 2B̃_ν ln2 B̃_ν − g_ν √ m | | | < ε 8 √ m } , dlØ ν = 2, . . . , m − 1, gde g_ν = g((ν + 1)/m) − g(ν/m). Togda

P (L^{(ν)}_r ) > P ( S̃_ν √ 2B̃_ν ln2 B̃_ν > |g_ν| √ m ) −

−P ( S̃_ν √ 2B̃_ν ln2 B̃_ν > |g_ν| √ m + ε 8 √ m ) . Ispol~zuØ uslovie (K) i pokazatel~nye ocenki (sm., naprimer, [6]), my poluqim, qto dlØ l¸byh μ > 0 i dostatoqno bol~- xih r P ( L^{(ν)}_r ) >^( ln^~Bν^{)−(1+μ)g2ν m} −^( ln^~Bν^{)−(1−μ)(|gν | √m+ε/8√m)2} . Pust~ μ > 0 takovo, qto dlØ l¸bogo ν

(1 + μ) g2_ν m < ( 1 − μ)(|g_ν| √ m + ε/(8 √ m) )_2

i (1 + μ)γ < 1, gde γ < 1 opredeleno v Lemme 4. Togda^~B_ν ∼

B_{nτ} /m ∼ m^{r−1}, i, prinimaØ vo vnimanie Lemmu 4, my vidim,

qto suwestvu¸t postoØnnye c_1, c_2, takie, qto P ( L^{(ν)}_r ) > c1 r^{−(1+μ)g2ν m} i P (L_r) > c_2 r^{−(1+μ)} P^m

�1_{ν=2 g}2_{ν m}

= c2 r^−(1+^μ)^γ .

Uslovie (18) i, sledovatel~no, Predloßenie 3 vyteka¸t iz poslednego neravenstva. �

Dokazatel~stvo teoremy 2. Ispol~zuØ tehniku, kratko opi-

sannu¸ vsled za formulirovkoæ Teoremy 2 (sm. takße Egorov, PozdnØkov [2]), my nemedlenno poluqaem 1) iz Predloßeniæ 1 i 2, punkt i) dokazan v [2], ii) neposredstvenno sleduet iz i) i Pred-

loßeniØ 3. Qtoby dokazat~ iii), rassmotrim ~h_n =^a

0_n

a_n hn. Poskol~-

ku^a

0_n

a_n → 1 p.n. i mnoßestvo {hn}n>1 p.n. ravnomerno ograniqeno,

my imeem

‖ h_n − ~h_n ‖ → 0 p.n. pri n → ∞.

142 V. A. EGOROV, V. I. POZDN˚KOV Pofftomu mnoßestvo predel~nyh toqek posledovatel~nosti

{~h_n}_n¿_1 sovpadaet s mnoßestvom predel~nyh toqek posledova-

tel~nosti {h_n}_{n>1}. V silu i)

ε_n = 2 max_k6_n | | | T_k T_n − B_k B_n | | | → 0, n → ∞ p.n. Pofftomu

lim_n max_t | | ~h_n(t) − f_n(t) | | 6 lim_n max_{|t−s|<εn}^{| ~}hn(t) −^~hn(s)^| = 0 p.n. v silu ravnostepennoæ nepreryvnosti mnoßestva {~h_n}_{n>1}. � Literatura

1. J. Chover, On Strassen’s version of log log Law. — Z. Wahrscheinlichkeitstheorie.

Verw. Geb. 8 (1967), 83–90.

2. V. A. Egorov, V. I. PozdnØkov, Sil~nye predel~nye teoremy dlØ useqennyh summ. — Vestn. SPGU 1(4) (1994), 34–38.

3. P. Griffin, The influence of extremes on the law of the iterated logarithm. — Probab. Th. Rel. Fields 77 (1988), 241–270.

4. P. Griffin, Non-classical law of the iterated logarithm behavior for trimmed sums.

— Probab. Th. Rel. Fields 78 (1988), 293–319.

5. E. Haeusler, D. Mason, A law of the iterated logarithm for sums of extreme values from a distribution with a regularly varying upper tail. — Ann. Probab. 15 (1987), 932–953.

6. M. Loffv, TeoriØ veroØtnosteæ. IL., M. (1962).

7. J. Marcinkiewicz, Collected papers. Ed. by A. Zygmund, Warszawa, Panstwowe wydawnictwo naukowe (1964).

8. W. F. Stout, Almost sure convergence. NY: Academic Press (1974).

9. I. F. Pinelis, S. A. Utev, Ocenki momentov summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Teor. veroØtn. i ee prim. 29(3) (1984), 554–557.

Egorov V. A., Pozdnjakov V. I. Functional law of the iterated logarithm for truncated sums.

We obtain the functional law of the iterated logarithm (the FLIL) for truncated sums Sn = ∑n j=1 Xj I{X 2 j 6 bn} of independent symmetric random variables Xj, 1 6 j 6 n, bn 6 ∞. Considering the random normalization by

T^1/^2n = ( n∑ j=1 X^2j I{X^2j 6 bn} )_1/_2

we get the upper estimate in the FLIL using only the condition that Tn → ∞ a.s. These results are useful for studing trimmed sums.

Postupilo 16 oktØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet