A. A. Ivanov

BITOPOLOGII PROIZVEDENI` I OTNOXENI`

Vvedenie

Proizvedeniem dvuh mnoßestv X i Y my, kak obyqno, budem nazyvat~ mnoßestvo X × Y = {(x, y)|x ∈ X, y ∈ Y }, otnoxeniem ße X/Y fftih mnoßestv (v ukazannom porØdke) my budem nazyvat~ zdes~, dlØ kratkosti, mnoßestvo vseh odnoznaqnyh otobraßeniæ X v Y (obyqno zto mnoßestvo oboznaqaetsØ qerez C(X, Y ) ili Y^X ). Izvestno, qto meßdu fftimi teoretiko-mnoßestvennymi operaciØmi imeetsØ opredelennaØ svØz~, a imenno dlØ proizvol~no fiksirovannyh mnoßestv X, Y, Z suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu otobraßeniØmi F : X × Y −→ Z i G : X −→ Y /Z �to sootvetstvie opredelØetsØ usloviem F (x, y) = z ⇐⇒ G(x)(y) = z dlØ l¸byh x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z Deæstvitel~no, esli otobraßenie F opredeleno, to opredeleno i otobraßenie G, tak kak togda dlØ l¸bogo x ∈ X opredeleno otobraßenie G(x) : Y −→ Z, znaqenie kotorogo G(x)(y) = F (x, y) dlØ l¸bogo y ∈ Y . S drugoæ storony, esli opredeleno otobraßenie G, to opredeleno i otobraßenie F : X × Y −→ Z, znaqenie kotorogo F (x, y) = G(x)(y) dlØ l¸byh x ∈ X, y ∈ Y .

Tak opredelennaØ svØz~ meßdu proizvedeniØmi mnoßestv i ih otnoxeniØmi pozvolØet sopostavlØt~ topologiqeskim i bitopologiqeskim strukturam na proizvedeniØh X × Y mnoßestv sootvetstvu¸wie struktury na otnoxeniØh, to est~ na C(Y, Z), i obratno (dlØ preßneæ teorii my budem pol~zovat~sØ starymi 217

218 A. A. IVANOV

oboznaqeniØmi). V topologiqeskoæ situacii takogo roda sopostavlenie qastiqno osuwestvlØlos~ pri opredelenii rasweplØ- ¸wih i sovmestno nepreryvnyh topologiæ na C(X, Y ). V fftoæ situacii vse mnoßestva rassmatrivalis~ s zadannymi na nih topologiqeskimi strukturami, topologiqeskaØ struktura na proizvedenii mnoßestv ØvlØlas~ vsegda proizvedeniem zadannyh na fftih mnoßestvah topologiqeskih struktur, a otnoxenie C(X, Y ) topologiqeskih prostranstv sostoØlo iz nepreryvnyh otobraßeniæ (sm. [1]).

Napomnim sootvetstvu¸wie opredeleniØ iz stat~i [1]. Pust~ A – nekotoroe semeæstvo topologiqeskih prostranstv.

TopologiqeskaØ struktura τ na mnoßestve C(Y, Z) nazyvaetsØ A-rasweplØ¸weæ, esli dlØ kaßdogo topologiqeskogo prostranstva X ∈ A nepreryvnost~ l¸bogo otobraßeniØ F : X × Y −→ Z vleqet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ G :

X −→ C_τ (Y, Z), gde C_τ (Y, Z) – mnoßestvo C(Y, Z), rassmatri-

vaemoe s fiksirovannoæ na nem topologiqeskoæ strukturoæ τ . TopologiqeskaØ struktura τ na mnoßestve C(Y, Z) nazyvaetsØ A-sovmestno nepreryvnoæ, esli dlØ kaßdogo topologiqeskogo prostranstva X ∈ A nepreryvnost~ l¸bogo otobraßeniØ

G : X −→ C_τ (Y, Z) vleqet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego oto-

braßeniØ F : X × Y −→ Z. Esli A ØvlØetsØ semeæstvom vseh topologiqeskih prostranstv, to prosto govorØt o rasweplØ¸weæ ili sovmestno nepreryvnoæ topologii na mnoßestve C(Y.Z). Netrudno zametit~, qto A-rasweplØ¸waØ topologiqeskaØ struktura na C(Y, Z) i A-sovmestno nepreryvnaØ topologiqeskaØ struktura na C(Y, Z) opredeleny, dlØ fiksirovannoæ sistemy A, v obwem sluqae, neodnoznaqno. Deæstvitel~no, esli τ – topologiqeskaØ struktura na C(Y, Z), to pri umen~xenii τ sohranØetsØ, oqevidno, ee A-rasweplØemost~, a pri uveliqenii τ sohranØetsØ ee A-sovmestnaØ nepreryvnost~.

Rassmotrim, teper~, v nekotorom smysle obratnu¸ zadaqu postroeniØ topologiqeskih struktur na proizvedeniØh mnoßestv po zaranee fiksirovannomu tipu τ (Y, Z) topologiqeskih struktur na otnoxeniØh Y /Z topologiqeskih prostranstv. Edinstvennym uslovim, kotoroe nam ponadobitsØ, ffto mul~tiplikativnost~ takih topologiqeskih struktur po vtoromu argumentu. Zadaqu moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

Oboznaqim qerez (X × Y )_τ proizvedenie mnoßestva toqek pro-

BITOPOLOGII PROIZVEDENI` 219

stranstva X na mnoßestvo toqek prostranstva Y , rassmatrivaemoe s opredelennoæ na ztom proizvedenii topologiqeskoæ strukturoæ τ . Pust~ fiksirovany topologiqeskie prostranstva X, Y i nekotoroe semeæstvo A topologiqeskih prostranstv. Topologiqesku¸ strukturu τ budem nazyvat~ A-rasweplØ¸weæ, esli dlØ kaßdogo topologiqeskogo prostranstva Z ∈ A iz nepreryvnosti l¸bogo otobraßeniØ F : (X × Y )_τ −→ Z sleduet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ G : X −→ Y /Z. Topologiqesku¸ strukturu τ budem nazyvat~ A-sovmestno nepreryvnoæ, esli dlØ kaßdogo topologiqeskogo prostranstva Z ∈ A iz nepreryvnosti l¸bogo otobraßeniØ G : X −→ Y /Z sleduet nepreryvnost~ otobraßeniØ F : (X × Y )_τ −→ Z.

�ti konstrukcii dlØ otnoxeniæ i dlØ proizvedeniæ, v obwem, analogiqny, no v pervom, uße predstavlennom v literature, variante A-rasweplØ¸wie topologiqeskie struktury i Asovmestno nepreryvnye topologiqeskie struktury opredelØ¸tsØ na qastnyh, a vo vtorom – na proizvedeniØh. Zametim, srazu, qto obe ffti konstrukcii osuwestvimy i v bitopologiqeskoæ situacii.

OsnovnaØ cel~ stat~i sostoit v izloßenii fflementov sootvetstvu¸weæ bitopologiqeskoæ teorii, no fftomu budet predxestvovat~ suwestvennoe rasxirenie ishodnoæ topologiqeskoæ teorii.

§1. Topologiqeskie struktury na proizvedeniØh

V fftom paragrafe budut rassmatrivat~sØ, v osnovnom, svoæstva topologiqeskih struktur na proizvedeniØh, pofftomu my budem govorit~ qasto o A-rasweplØemosti i o A-sovmestnoæ nepreryvnosti, ne ogovarivaØ, pri fftom, qto ime¸tsØ v vidu imenno proizvedeniØ, a ne qastnye. My budem takße imet~ v vidu, qto topologiqeskie prostranstva X i Y fiksirovany, a Z ∈ A – proizvol~no.

1. Prosteæxie svoæstva. Poqti neposredstvnno iz opredeleniæ A- rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ struktury na proizvedenii i A-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ struktury na proizvedenii sleduet:

(1) Svoæstvo topologiqeskoæ struktury byt~ A-rasweplØ¸- weæ sohranØetsØ pri ee sußenii.

(2). Svoæstvo topologiqeskoæ struktury byt~ A-sovmestno

220 A. A. IVANOV

nepreryvnoæ sohranØetsØ pri ee rasxirenii.

(3). Svoæstvo topologiqeskoæ struktury byt~ A-rasweplØ¸- weæ i ee svoæstvo byt~ A-sovmestno nepreryvnoæ sohranØ¸tsØ pri sußenii sistemy A. V qastnosti, esli τ ØvlØetsØ rasweplØ- ¸weæ ili sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ, to ona budet A-rasweplØ¸weæ ili A-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ dlØ l¸boæ sistemy A topologiqeskih prostranstv.

(4). Naimen~xaØ A-sovmestno nepreryvnaØ topologiqeskaØ struktura vsegda suwestvuet. My budem oboznaqat~ ee qerez τ (A). (5). Esli A = ∪A_i|i ∈ I, to τ (A) = ∩τ (A_i)|i ∈ I. (6). τ (A) = ∩τ ({Z})|Z ∈ A. (7). Esli A = ∩A_i|i ∈ I, to τ (A) ⊂ sup{τ (A_i)|i ∈ I}. 2. �kvivalentnye semeæstva topologiqeskih prostranstv. Budem govorit~, qto semeæstva A i A^0 ffkvivalentny, esli svoæstvo topologiqeskih struktur byt~ A-rasweplØ¸wimi ffkvivalentno ih svoæstvu byt~ A^0-rasweplØ¸wimi i, odnovremenno, svoæstvo topologiqeskih struktur byt~ A-sovmestno nepreryvnymi ffkvivalentno ih svoæstvu byt~ A^0-sovmestno nepreryvnymi. �kvivalentnost~ fftih semeæstv budem zapisyvat~ sootnoxeniem A ∼ A^0.

Teorema. Kaßdoe semeæstvo A topologiqeskih prostranstv ffk-

vivalentno odnofflementnomu semeæstvu.

Dokazatel~stvo. Neobhodimo zametit~, preßde vsego, qto privodimoe zdes~ dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu sootvetstvu¸weæ teoremy v [1] s toæ razniceæ, qto vmesto svobodnogo ob¨edineniØ figuriru¸wih tam topologiqeskih prostranstv nam nado budet rassmotret~ ih prØmoe proizvedenie.

Deæstvitel~no, pust~ T_{sp} – mnoßestvo vseh ne A-rasweplØ¸- wih topologiæ i T_{jc} – mnoßestvo vseh ne A-sovmestno nepreryvnyh topologiæ na X × Y . DlØ kaßdoæ topologiqeskoæ struktury τ ∈ T_{sp} v A naædetsØ v A takoe topologiqeskoe prostranstvo Z^{sp}_τ , qto τ – ne Z^{sp}_τ -rasweplØ¸waØ topologiqeskaØ struktura na X × Y . Analogiqno, dlØ kaßdoæ topologiqeskoæ struktury τ ∈ T_{jc} naædetsØ v A takoe prostranstvo Z^{jc}_τ , qto τ – ne

Z^{jc}_τ -sovmestno nepreryvnaØ topologiqeskaØ struktura na X × Y .

Pust~ A_0 = {Z^{sp}_τ |τ ∈ T_{sp}} ∪ {Z^{jc}_τ |τ ∈ T_{jc}}.

BITOPOLOGII PROIZVEDENI` 221

Pust~ Z(A) – prØmoe proizvedenie vseh topologiqeskih prostranstv iz A_0. Dokaßem, qto A ∼ {Z(A)}.

Pust~ τ – proizvol~naØ A-rasweplØ¸waØ topologiqeskaØ struktura na X × Y , F : (X × Y )_τ −→ Z(A) – nepreryvnoe otobraßenie i Z_0 ∈ A_0. Togda kompoziciØ F s proekcieæ pr_{Z0} prØmogo proizvedeniØ Z(A) = Q Z|Z ∈ A_0 na Z_0 takße ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem pr_{Z0} F : (X × Y )_τ −→ Z_0 i, tak kak Z_0 ∈ A, sootvetstvu¸wee otobraßenie G_{Z0} : X −→ X/Z_0 takße ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem. Zametim teper~, qto v silu naxego predpoloßeniØ o mul~tiplikativnosti klassa topologiqeskih struktur, fiksiruemyh na otnoxeniØh Y /Z topologiqeskih prostranstv, topologiqeskoe prostranstvo Y /Z(A) ØvlØetsØ prØmym proizvedeniem topologiqeskih prostranstv Y /Z, vzØtym po vsem

Z ∈ A_0. Ots¸da sleduet, v silu nepreryvnosti G_Z : X −→ Y /Z

dlØ kaßdogo Z ∈ A_0, qto G : X −→ Y /Z(A) – nepreryvnoe otobraßenie. Tem samym dokazano, qto τ ØvlØetsØ Z(A)-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y .

Pust~, teper~, τ ØvlØetsØ Z(A)-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y . Predpoloßim, qto vmeste s tem τ ne ØvlØetsØ A-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ. Togda τ ∈ T_{sp} i pofftomu ne ØvlØetsØ Z^{sp}-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ, sledovatel~no naædetsØ takoe nepreryvnoe otobraßenie F_Zsp_τ : (X × Y )_τ −→ Z_τ sp , qto G_Zsp_τ : X −→ Y /Z^{sp}_τ ne ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem. No togda i otobraßenie G : X −→ Y /Z(A) ne budet nepreryvnym otobraßeniem, qto protivoreqit uslovi¸. Naxe predpoloßenie neverno i potomu τ ØvlØetsØ v deæstvitel~nosti A- rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X ×Y . Tem samym dokazano, qto τ ØvlØetsØ A-ras-weplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y togda i tol~ko togda, kogda ona ØvlØetsØ Z(A)-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y .

Dokaßem teper~ analogiqnoe utverßdenie otnosØweesØ k sovmestnoæ nepreryvnosti.

Pust~ τ – proizvol~naØ A-sovmestno nepreryvnaØ topologiqeskaØ struktura na X × Y, G : X −→ Y /Z(A) – nepreryvnoe otobraßenie i Z_0 ∈ A_0. Tak kak Z_0 ØvlØetsØ odnim iz somnoßiteleæ prØmogo proizvedeniØ Z(A), to G_{Z0} : Z −→ Y /G_{Z0} – takße nepreryvnoe otobraßenie. No togda, v silu A-sovmestnoæ nepreryvnosti τ i F_{Z0} : (X × Y )_τ −→ Z_0 – nepreryvnoe oto-

222 A. A. IVANOV

braßenie. Tak kak Z_0 – proizvol~nyæ fflement sistemy A_0, to i

F : (X × Y )_τ −→ Z(A) – nepreryvnoe otobraßenie. Tem samym

dokazano, qto τ ØvlØetsØ i Z(A)-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y .

Pust~, teper~, τ ØvlØetsØ Z(A)-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na X ×Y . Predpoloßim, qto vmeste s tem τ ne ØvlØetsØ A-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ. Togda τ ∈ T_{jc} i pofftomu ne ØvlØetsØ Z^{jc}-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ, sledovatel~no naædetsØ takoe nepreryvnoe otobraßenie G_Zsp_τ : X −→ Y /Z^{sp}_τ , qto

F_Z^{sp}_τ : (X × Y )_τ −→ Z^{sp}_τ ne ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeni-

em. No togda i otobraßenie F : (X × Y )_τ −→ Z(A) ne budet nepreryvnym otobraßeniem, qto protivoreqit uslovi¸. Naxe predpoloßenie neverno i potomu τ ØvlØetsØ v deæstvitel~nosti A- sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y . Tem samym dokazano, qto τ ØvlØetsØ A-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y togda i tol~ko togda, kogda ona ØvlØetsØ Z(A)-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y . Tem samym dokazano, qto A ∼ Z(A).

Iz fftoæ teoremy i sootvetstvu¸weæ teoremy v [1] sleduet, qto pri izuqenii A-rasweplØ¸wih i izuqenii A-sovmestno nepreryvnyh topologiqeskih struktur, kak dlØ proizvedeniæ tak i dlØ otnoxeniæ topologiqeskih prostranstv, moßno ograniqit~- sØ odnofflementnymi sistemami A to est~ rassmatrivat~ proizvol~no fiksirovannye troæki X, Y, Z topologiqeskih prostranstv.

§2. Topologiqeskie struktury na otnoxeniØh 1. Obobwenie klassiqeskoæ teorii. Rassmotrim proizvol~- no fiksirovannu¸ troæku X, Y, Z topologiqeskih prostranstv i otobraßeniØ F : X × Y −→ Z, G : X −→ X/Y, v kotoryh F (x, y) = G(x)(y). V fftom sluqae ( a k nemu svoditsØ, kak my ubedilis~, proizvol~nyæ sluqaæ, v kotorom rassmatriva¸tsØ proizvol~nye sistemy A topologiqeskih prostranstv X ili Z) topologiqeskaØ struktura τ na X/Y nazyvalas~ X-ras-weplØ¸weæ, esli iz nepreryvnosti l¸bogo otobraßeniØ F sleduet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ G : X −→

BITOPOLOGII PROIZVEDENI` 223

(X/Y )_τ . Sootvetstvenno, topologiqeskaØ struktura τ na (X/Y )

nazyvalas~ X-sovmestno nepreryvnoæ, esli iz nepreryvnosti l¸bogo otobraßeniØ G : X −→ (X/Y )_τ sleduet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ F . V fftom opredelenii obyqno predpolagalos~, qto X × Y – standartnoe proizvedenie topologiqeskih prostranstv X i Y . Odnako, kogda my perehodim k formulirovke ponØtiØ rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ struktury i ponØtiØ sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ struktury dlØ proizvedeniæ, to my ne moßem vospol~zovat~sØ standartnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na otnoxenii X/Y , ee prosto net. Pofftomu nam prihoditsØ snaqala dogovarivat~sØ o fiksacii takih topologiqeskih struktur na otnoxeniØh X/Y . Tol~ko posle fftogo my govorim, qto topologiqeskaØ struktura τ na X × Y ØvlØetsØ Z-rasweplØ¸weæ, esli iz nepreryvnosti otobraßeniØ

F : (X × Y )_τ −→ Z sleduet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego

emu otobraßeniØ G : X −→ X/Y . Sootvetstvenno, topologiqeskaØ struktura τ na X ×Y nazyvaetsØ Z-sovmestno nepreryvnoæ, esli iz nepreryvnosti otobraßeniØ G sleduet nepreryvnost~ otobraßeniØ F : (X × Y )_τ −→ Z.

V svØzi s fftim voznikaet estestvennoe ßelanie vvesti i v teori¸ A-rasweplØ¸wih i A-sovmestno nepreryvnyh topologiqeskih struktur na otnoxeniØh Y /Z topologiqeskih prostranstv proizvol~no fiksirovannye topologiqeskie struktury τ (X, Y ) na proizvedeniØh X × Y . Pri fftom neobhodimo, koneqno, qtoby takaØ fiksaciØ byla svobodno additivna po pervomu argumentu. Pri fftom uslovii teorema ffkvivalentnosti l¸boæ sistemy A odnofflementnoæ sisteme ostanetsØ, kak netrudno dokazat~, spravedlivoæ.

2. Topologiqeskie struktury na proizvedeniØh i na otnoxeniØh. My moßem teper~ rassmatrivat~ topologiqeskie struktury na proizvedeniØh i topologiqeskie struktury na otnoxeniØh v ramkah edinoæ teorii. V fftoæ teorii voznikaet, preßde vsego, problema izuqeniØ svØzi meßdu topologiqeskimi strukturami na proizvedeniØh mnoßestv i topologiqeskimi strukturami na otnoxeniØh mnoßestv. Fiksiruem, naprimer, troæku X, Y, Z topologiqeskih prostranstv i rassmotrim minimal~nye Z-sovmestno nepreryvnye topologiqeskie struktury na proizvedeniØh X × Y (oni vsegda suwestvu¸t) i maksimal~- nye X-rasweplØ¸wie topologiqeskie struktury na otnoxeniØh

224 A. A. IVANOV

Y /Z (oni takße vsegda suwestvu¸t). Esli τ – kakaØ-to topolo-

giqeskaØ struktura na Y /Z, to qerez τ^� my budem oboznaqat~ minimal~nu¸ sovmestno nepreryvnu¸ topologiqesku¸ strukturu na X × Y , sootvetstvu¸wu¸ topologiqeskomu prostranstvu

(Y /Z)_τ , esli ße τ – kakaØ-to topologiqeskaØ struktura na X ×Y ,

to qerez τ_� my budem oboznaqat~ maksimal~nu¸ rasweplØ¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu na Y /Z, sootvetstvu¸wu¸ topologiqeskomu prostranstvu (X × Y )_τ .

Itak, fiksiruem troæku X, Y, Z topologiqeskih prostranstv i nekotoru¸ topologiqesku¸ strukturu τ na Y /Z, dlØ kotoroæ mnoßestvo nepreryvnyh otobraßeniæ G : X −→ (X/Y )_τ ne pusto. Eæ sootvetstvuet topologiqeskaØ struktura τ^� na X × Y , a topologiqeskoæ strukture τ^� sootvetstvuet topologiqeskaØ struktura (τ^�)_� na Y /Z. Imeet mesto sledu¸wee sootnoxenie

(τ^�)_� ⊂ τ

Deæstvitel~no, τ^� – minimal~naØ topologiqeskaØ struktura na

X × Y , otnositel~no kotoroæ nekotoraØ sistema otobraßeniæ F : X×Y −→ Z sostoit iz nepreryvnyh otobraßeniæ. �to te oto-

braßeniØ, dlØ kotoryh sootvetstvu¸wie otobraßeniØ G : X −→

(Y /Z)_τ nepreryvny. No vozmoßno, qto ffta sistema ne isqerpy-

vaet vse nepreryvnye otobraßeniØ F : (X ×Y )_τ� −→ Z i pofftomu mnoßestvo vseh nepreryvnyh otobraßeniæ G : X −→ (Y /Z)_{(τ}�_{)�} xire, qem mnoßestvo vseh nepreryvnyh otobraßeniæ G : X −→

(Y /Z)_τ . Ots¸da neposredstvenno sleduet dokazyvaemoe vkl¸qe-

nie. Analogiqno dokazyvaetsØ vkl¸qenie τ ⊂ (τ�)�. 3. Dvoæstvennye topologiqeskie struktury. Rassmotrim sluqaæ, kogda (τ^�)_� = τ . Oboznaqim v fftom sluqae τ^� qerez τ i τ qerez τ . Togda ishodnoe ravenstvo primet sledu¸wiæ vid

τ � = τ

S drugoæ storony, my budem imet~ v prinØtyh nami oboznaqeniØh ravenstvo τ = τ^� = τ^�, to est~

τ � = τ

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda τ = (τ_�)^�. Oboznaqim v fftom sluqae τ_� qerez τ i τ qerez τ. Togda ishodnoe ravenstvo primet

BITOPOLOGII PROIZVEDENI` 225

sledu¸wiæ vid

τ � = τ

S drugoæ storony, my budem imet~ v prinØtyh nami oboznaqeniØh ravenstvo τ = τ_� = τ_�, to est~

τ � = τ

Takim obrazom v oboih rassmotrennyh nami sluqaØh my prihodim k odnim i tem ße sootnoxeniØm τ � = τ, τ� = τ Topologiqeskie struktury τ na X ×Y i τ na Y /Z, meßdu kotorymi ime¸t mesto ffti sootnoxeniØ, my budem nazyvat~ dvoæstvennymi drug drugu.OkazyvaetsØ spravedlivy sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. DlØ l¸boæ troæki X, Y, Z topologiqeskih prostranstv

suwestvu¸t dvoæstvennye drug drugu topologiqeskie struktury τ i τ na X × Y i Y /Z, sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo. Pust~ τ – proizvol~naØ topologiqeskaØ struktura na Y /Z, dlØ kotoroæ mnoßestvo nepreryvnyh otobraßeniæ G : X −→ (Y /Z)_τ ne pusto. Togda (τ^�)_� ⊂ τ . Esli pri fftom (τ^�)_� = τ , to my uße naxli dvoæstvennye topologiqeskie struktury τ^� i τ , esli ße vkl¸qenie strogoe, to my rassmotrim vkl¸qeniØ (((τ^�)_�)^�)_� ⊂ (τ^�)_� ⊂ τ ili, v drugih oboznaqeniØh, (τ^�_1 )_� ⊂ τ_1 ⊂ τ . Esli pervoe vkl¸qenie ne strogoe, to est~

(τ^�_1 )_� = τ_1, to my naxli dvoæstvennye topologiqeskie struktury τ �_1 i τ_1, esli ße oba vkel¸qeniØ strogie, to my moßem snova po-

vtorit~ fftu proceduru, stroØ posledovatel~no topologiqeskie struktury τ, τ_1, . . . , τ_n. Esli takaØ posledovatel~nost~ okaßetsØ koneqnoæ, to est~ (τ^�_n)_� = τ_n, to my opØt~ poluqim dvoæstvennye topologiqeskie struktury τ^�_n i τ_n, esli ße ffta posledovatel~- nost~ beskoneqna, to my rassmotrim topologiqesku¸ strukturu τ_ω = inf{τ_n|n ∈ N} i tak dalee v sootvetstvii s pricipom transfinitnogo postroeniØ. No takaØ procedura transfinitnogo postroeniØ strogo ubyva¸wih topologiqeskih struktur ne moßet imet~ skol~ ugodno bol~xu¸ mownost~ i potomu dolßna budet na kakom-to xage zakonqit~sØ topologiqeskoæ strukturoæ τ i my poluqim v koneqnom sqete dvoæstvennye topologiqeskie struktury τ = τ^� i τ .

226 A. A. IVANOV

Zameqanie. Sobstveno govorØ, dokazatel~stvo fftoæ teoremy moßno sdelat~ trivial~nym, vzØv v kaqestve ishodnoæ topologiqeskoæ struktury τ trivial~nu¸ strukturu na Y /Z. Togda kaßdoe otobraßenie G : X −→ (Y /Z)_τ budet nepreryvnym otobraßeniem i, sledovatel~no, τ^� – naimen~xaØ topologiqeskaØ struktura na X × Y , dlØ kotoroæ kaßdoe otobraßenie

F : (X × Y )_τ� −→ Z – nepreryvno. Netrudno soobrazit~, qto

topologiqeskie struktury τ^� i τ budut togda dvoæstvennymi drug drugu. Ishodnoe dokazatel~stvo pozvolØet nam naqinat~ s l¸boæ topologiqeskoæ struktury τ na Y /Z lix~ by mnoßestvo nepreryvnyh otobraßeniæ G : X −→ (Y /Z)_τ ne bylo pusto.

4. Primery. V predyduwem razdele my priveli primer dvoæstvennyh topologiqeskih struktur, v kotorom struktura na Y /Z trivial~na. Seæqas my rassmotrim i netrivial~nye primery.

V fftih primerah X = Y = Z = R – qislovaØ prØmaØ s obyqnoæ topologieæ, X×Y = R^2, Y /Z = R/R-mnoßestvo vseh nepreryvnyh vewestvennyh funkciæ,

F : R^2 −→ R, G : R −→ R/R, My rassmotrim tri varianta, kaßdyæ iz kotoryh opisyvaetsØ zadaniem sootvetstvu¸weæ topologiqeskoæ struktury τ na R/R.

1). TopologiqeskaØ struktura τ na R/R trivial~na. V fftom sluqae τ^� est~ proizvedenie diskretnoæ topologiqeskoæ struktury na obyqnu¸ topologiqesku¸ strukturu qislovoæ prØmoæ.

2). TopologiqeskaØ struktura τ na R/R opredelØetsØ potoqeqnoæ shodimost~¸ nepreryvnyh funkciæ. V fftom sluqae τ^� opredelØetsØ shodimost~¸ posledovatel~nosteæ, stacionarnyh hotØ by po odnoæ iz koordinat ee toqek.

3). τ – kompaktno otkrytaØ topologiØ na mnoßestve vseh nepreryvnyh funkciæ. V fftom sluqae τ^� – obyqnaØ topologiØ qislovoæ ploskosti.

§3. Bitopologiqeskie struktury na proizvedeniØh i otnoxeniØh

1. Osnovnye opredeleniØ. Bitopologiqeskim prostranstvom my budem nazyvat~ zdes~ proizvol~nu¸ paru (X, β), gde X – mnoßestvo, a β – topologiqeskaØ struktura na mnoßestve X × X.

BITOPOLOGII PROIZVEDENI` 227

Takim obrazom (X × X, β) – topologiqeskoe prostranstvo. Qasto my budem pisat~ X vmesto (X, β). Otobraßenie f : X −→ X^0 my budem nazyvat~ binepreryvnym otobraßeniem bitopologiqeskogo prostranstva (X, β) v bitopologiqeskoe prostranstvo (X^0, β^0), esli f ×f : (X ×X, β) −→ (X^0 ×X^0, β^0) –nepreryvnoe otobraßenie.

Pust~ X, Y, Z – proizvol~no fiksirovannye bitopologiqeskie prostranstva, F : X × Y −→ Z i G : X −→ Y /Z – ne obØzatel~no binepreryvnye otobraßeniØ, svØzannye sootnoxeniem

F (x, y) = G(x)(y), kak i v topologiqeskoæ teorii s toæ razniceæ,

qto zdes~ Y /Z – mnoßestvo vseh binepreryvnyh otobraßeniæ bitopologiqeskogo prostranstva Y v bitopologiqeskoe prostranstvo Z. Takie otobraßeniØ F i G my budem nazyvat~ sootvetstvu¸wimi drug drugu.

My moßem vvesti, teper~, ponØtie A-rasweplØ¸weæ bitopologiqeskoæ struktury i ponØtie A-sovmestno nepreryvnoæ bitopologiqeskoæ struktury, kak dlØ proizvedeniæ tak i dlØ otnoxeniæ.

Fiksiruem na kaßdom proizvedenii X × Y bitopologiqeskih prostranstv novu¸ bitopologiqesku¸ strukturu tak, qtoby ffta fiksaciØ byla additivnoæ po pervomu argumentu. Fiksiruem, zatem, nekotoryæ klass A bitopologiqeskih prostranstv.

Budem govorit~, qto bitopologiqeskaØ struktura β na Y /Z ØvlØetsØ A-rasweplØ¸weæ bitopologiqeskoæ strukturoæ na otnoxenii, esli dlØ l¸bogo X ∈ A iz binepreryvnosti otobraßeniØ F : X × Y −→ Z sleduet binepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ G : X −→ (Y /Z)_β .

Budem govorit~, qto bitopologiqeskaØ struktura β na Y /Z ØvlØetsØ A-sovmestno nepreryvnoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ na otnoxenii, esli dlØ l¸bogo X ∈ A iz binepreryvnosti otobraßeniØ G : X −→ (Y /Z)_β sleduet binepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ F : X × Y −→ Z.

Fiksiuem na kaßdom otnoxenii Y /Z bitopologiqeskih prostranstv novu¸ bitopologiqesku¸ strukturu tak, qtoby ffta fiksaciØ byla mul~tiplikativnoæ po vtoromu argumentu. Fiksiruem, zatem, nekotoryæ klass A bitopologiqeskih prostranstv.

Budem govorit~, qto bitopologiqeskaØ struktura β na X × Y ØvlØetsØ A-rasweplØ¸weæ bitopologiqeskoæ strukturoæ na proizvedenii, esli dlØ l¸bogo Z ∈ A iz binepreryvnosti otobra-

228 A. A. IVANOV

ßeniØ F : (X × Y )_β −→ Z sleduet binepreryvnost~ sootvetstvu- ¸wego otobraßeniØ G : X −→ Y /Z.

Budem govorit~, qto bitopologiqeskaØ struktura β na X × Y ØvlØetsØ A-sovmestno nepreryvnoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ na proizvedenii, esli iz binepreryvnosti otobraßeniØ G : X −→ Y /Z sleduet binepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ F : (X × Y )_β −→ Z. 2. Dvoæstvennye bitopologiqeskie struktury. TeoriØ ArasweplØemosti i A-sovmestnoæ nepreryvnosti bitopologiqeskih struktur ØvlØetsØ toqnym analogom sotvetstvu¸weæ topologiqeskoæ teorii, kak dlØ proizvedeniæ tak i dlØ otnoxeniæ prostranstv, pofftomu my srazu pereædem k dvoæstvennym bitopologiqeskim strukturam. Fiksiruem troæku X, Y, Z bitopologiqeskih prostranstv i rassmotrim minimal~nye Zsovmestno nepreryvnye bitopologiqeskie struktury na proizvedeniØh X × Y (oni vsegda suwestvu¸t) i maksimal~nye XrasweplØ¸wie bitopologiqeskie struktury na otnoxeniØh Y /Z (oni takße vsegda suwestvu¸t). Esli β – kakaØ-to bitopologiqeskaØ struktura na Y /Z, to qerez β^� my budem oboznaqat~ minimal~nu¸ Z-sovmestno nepreryvnu¸ bitopologiqesku¸ strukturu na X × Y , sootvetstvu¸wu¸ bitopologiqeskomu prostranstvu (Y /Z)_β, esli ße β – kakaØ-to bitopologiqeskaØ struktura na X × Y , to qerez β_� my budem oboznaqat~ maksimal~nu¸ XrasweplØ¸wu¸ bitopologiqesku¸ strukturu na Y /Z, sootvetstvu¸wu¸ bitopologiqeskomu prostranstvu (X × Y )_β . V obwem sluqae my imeem opØt~ sootnoxeniØ

(β^�)_� ⊂ β, β ⊂ (β_�)^�.

Esli kakoe-nibud~ iz fftih vkl¸qeniæ ØvlØetsØ ravenstvom, to vvedØ sootvetstvu¸wie oboznaqeniØ my poluqaem sootnoxeniØ β� = β, β� = β Bitopologiqeskie struktury β na X × Y i β na Y /Z my budem nazyvat~ dvoæstvennymi drug drugu .

�to ponØtie dvoæstvennosti bitopologiqeskih struktur k soßaleni¸ ne ØvlØetsØ obobweniem vvedennogo v 1.3 ponØtiØ dvoæstvennosti topologiqeskih struktur. Delo v tom, qto prostranstva X × Y i Y /Z igra¸t raznu¸ rol~ i, v sootvetstvii s fftim,

BITOPOLOGII PROIZVEDENI` 229

bitopologiqeskie struktury β i β ime¸t razliqnye svoæstva. S odnoæ storony, imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

Pust~ X, Y, Z – razloßimye bitopologiqeskie prostranstva i β – proizvol~naØ bitopologiqeskaØ struktura na Y /Z, togda β^� – razloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura na X × Y .

Deæstvitel~no, β^� – naimen~xaØ bitopologiqeskaØ struktura na X × Y , dlØ kotoroæ F : (X × Y )_β� −→ Z nepreryvno, esli nepreryvno otobraßenie G : X −→ (Y /Z)_β . Takim obrazom β^� – naimen~xaØ bitopologiqeskaØ struktura na X × Y , dlØ kotoroæ dannaØ sovokupnost~ otobraßeniæ F : (X × Y )_β� −→ Z sostoit iz nepreryvnyh otobraßeniæ. Tak kak Z – razloßimoe bitopologiqeskoe prostranstvo, to ego struktura ØvlØetsØ razloßimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ i pofftomu ee F -proobraz ØvlØetsØ razloßimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ na X × Y . No toqnaØ nißnØØ granica razloßimyh bitopologiqeskih struktur ØvlØetsØ razloßimoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ, otkuda i sleduet dokazyvaemoe utverßdenie. Iz spravedlivosti fftogo utverßdeniØ neposredstvenno sleduet, qto v rassmatrivaemoæ situacii β – razloßimaØ bitopolgiqeskaØ struktura.

S drugoæ storony, netrudno postroit~ primer, kogda v fftoæ situacii β – nerazloßimaØ bitopologiqeskaØ struktura. Takim obrazom teoriØ dvoæstvennosti bitopologiqeskih struktur na proizvedeniØh i na otnoxeniØh suwestvenno bogaqe topologiqeskoæ teorii.

Literatura

1. D. N. Georgiu, S. D. Iliadis, B. K. ,Papadopulos, Topologii prostranstv funkciæ.. — Zap. nauqn. semin. POMI 208 (1993), 82–97. Ivanov A. A. Bitopologies of products and ratios.

The purpose of the paper is to extend the concepts of splitting and jointly continuous topologies of function spaces on products of spaces, to present a resultant new theory of duality between topologies on function spaces and topologies on products of spaces, to generalize these theories on bitopological spaces. The author proceed from the well known in literature definitions.

Postupilo 25 sentØbrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN