N. K. Kosovskiæ, A. V. Tixkov GRADUIRUEMYE LOGIQESKIE ZNAQENI˚ DL˚ PREDSTAVLENI˚ ZNANI`

(REZUL^TATY DOLOȷENY 6 MA˚ 1996 G.)

Opisany sekvencial~nye isqisleniØ dlØ soderßawih sravneniØ predloßeniæ logik Posta, a takße izuqeny obwie pervonaqal~nye svoæstva fftih isqisleniæ, prednaznaqennyh dlØ predstavleniØ znaniæ v personal~nom komp~¸tere.

§1. Predikatnye logiki Posta so sravneniØmi

PredlagaetsØ ispol~zovat~ celye qisla v kaqestve logiqeskih znaqeniæ dlØ graduiruemogo predstavleniØ znaniæ. PredstavlØemye v informacionnyh sistemah znaniØ udobno graduirovat~, naprimer, po stepeni pervooqerednosti ih ispol~zovaniØ. DlØ fftih celeæ predlagaetsØ ispol~zovat~ logiki Posta [1], dopolnennye sravneniØmi logiqeskih znaqeniæ predikatnyh formul. Formuliru¸tsØ sekvencial~nye isqisleniØ dlØ takih logik. Stat~Ø ØvlØetsØ dal~neæxim razvitiem [2]. Predlagaemye logiki sposobny na praktike zamenit~ neqetkie i nepreryvnye logiki [3, 4], poskol~ku konstantu 1 moßno interpretirovat~ (ne menØØ samih logik) kak oqen~ malu¸ edinicu izmereniØ stepeni istinnosti.

Predlagaemye isqisleniØ udobno primenØt~ pri analize aksiomatiqeskih sistem, prisvoiv raznym predikatam raznye urovni oqevidnosti (istinnosti). Togda v ramkah odnoæ aksiomatiqeskoæ teorii moßno soedinit~ neskol~ko, naprimer, geometri¸ bez predikata parallel~nosti s evklidovoæ geometrieæ. �ti dve aksiomatiqeskie sistemy vydelØ¸tsØ na osnove neotricatel~nyh logiqeskih znaqeniæ utverßdeniæ (evklidova geometriØ) i maksimal~nogo poloßitel~nogo logiqeskogo znaqeniØ utverßdeniæ (geometriØ bez predikata parallel~nosti).

Analogiqnym obrazom moßno ispol~zovat~ razliqnye logiqeskie znaqeniØ dlØ predikatov razliqnyh nauk, soediniv neskol~ko nauk v edinu¸ ierarhiqesku¸ sistemu. Naprimer, moß- 135

136 N. K. KOSOVSKI`, A. V. TIXKOV no predloßit~, qtoby logiqeskie znaqeniØ u specifiqeskih predikatov nauk vozrastali by v sledu¸weæ posledovatel~nosti: sociologiØ, psihologiØ, filosofiØ, drugie gumanitarnye nauki, estestvennye nauki, naqina¸wiesØ biologieæ i zakanqiva- ¸wiesØ himieæ, fizikoæ, matematikoæ i, nakonec, matematiqeskoæ logikoæ.

DlØ predstavleniØ znaniæ predlagaetsØ ispol~zovat~ tol~ko qisla, legko predstavimye v personal~nom komp~¸tere (celye qisla tipa integer). Fiksiruem poloßitel~noe celoe qislo I. AtomarnaØ formula isqisleniØ SP_I , sootvetstvu¸waØ logike Posta P_I , predstavlØet soboæ logiqesku¸ konstantu ili atomarnu¸ formulu klassiqeskogo isqisleniØ predikatov. Logiqeskie znaqeniØ atomarnyh formul i konstant – celye qisla iz segmenta [−⌊I/2⌋, ⌈I/2⌉ − 1]. Skaßem, qto fftot segment ØvlØetsØ segmentom logiqeskih znaqeniæ dlØ SP_I .

Logiqeskie znaqeniØ kon¨¸nkcii i diz¨¸nkcii opredelØ¸tsØ sootvetstvenno kak minimum i maksimum logiqeskih znaqeniæ argumentov. OperaciØ otricaniØ Lukaseviqa sootvetstvuet odnomestnomu minusu pri neqetnom Ii dopolnitel~no umen~xaetsØ na edinicu pri qetnom I. Material~naØ implikaciØ (x ⇒ y) imeet logiqeskoe znaqenie max(−[x], [y]), gde [x], [y] - logiqeskie znaqeniØ x i y sootvetstvenno. Tradicionnym obrazom moßno opredelit~ i ffkvivalentnost~.

Logiqeskoe znaqenie vyraßeniØ ∃xA ravno max_x [A(x)]. Logiqeskoe znaqenie vyraßeniØ ∀hA ravno min_x [A(x)].

Vse logiqeskie znaqeniØ, bol~xie nulØ, ØvlØ¸tsØ istinnymi ili dostovernymi (bol~xeæ ili men~xeæ stepeni (ili urovnØ) dostovernosti). Vse logiqeskie znaqeniØ, men~xie nulØ, ØvlØ- ¸tsØ loßnymi. Pri neqetnom Ilogiqeskoe znaqenie, ravnoe nul¸, nazyvaetsØ paradoksal~nym. Paradoksal~noe (nulevoe) logiqeskoe znaqenie ime¸t l¸bye paradoksy, naprimer, paradoks lßeca. Pri qetnom Inul~ ØvlØetsØ minimal~no istinnym logiqeskim znaqeniem.

PredstavlØ¸t interes atomarnye formuly, kotorye mogut byt~ bolee ili menee dostovernymi. Primerami mogut byt~ ispol~zovany uslovie “x ne men~xe y” (logiqeskoe znaqenie ravno raznosti argumentov libo blißaæxee iz qisel −⌊I/2⌋i ⌈I/2⌉ − 1, esli raznost~ vyhodit za predely logiqeskih znaqeniæ dlØ SP_I ) i “x bol~xe y” (logiqeskoe znaqenie ravno raznosti argumen-

GRADUIRUEMYE LOGIQESKIE ZNAQENI˚ 137 tov, umen~xennoæ na edinicu ili, opØt~ ße, blißaæxee iz qisel

−⌊I/2⌋i ⌈I/2⌉ − 1, esli raznost~, umen~xennaØ na edinicu, vyho-

dit za predely logiqeskih znaqeniæ dlØ SP_I ). Takim obrazom udaetsØ razliqit~ predikaty, sovpada¸wie pri tradicionnoæ neqetkoæ interpretacii.

Predikatnye formuly isqisleniØ SP_I opredelØ¸tsØ kak obyqno s ispol~zovaniem otricaniØ, kon¨¸nkcii, diz¨¸nkcii, qetyrehmestnoæ svØzki

if(B 6 A)then C else D fi, i kvantorov, naqinaØ s atomarnyh for-

mul isqisleniØ SP_I . Uslovnoe vyraßenie interpretiruetsØ kak v Øzykah programmirovaniØ.

Pust~ znak sravneniØ odnogo iz sledu¸wih vidov ≤, <, =, ∈ ispol~zuetsØ meßdu predikatnymi formulami (posledniæ znak – meßdu predikatnoæ formuloæ i koneqnym mnoßestvom predikatnyh formul). Taku¸ formulu budem nazyvat~ logiqeskim sravneniem isqisleniØ SP_I ili kratko – sravneniem.

Logiqeskie znaqeniØ sravneniæ opredelØ¸tsØ obyqnym obrazom (v klassiqeskoæ dvuznaqnoæ logike).

PredikatnaØ formula so sravneniØmi isqisleniØ SP_I opredelØetsØ tak ße, kak predikatnaØ formula SP_I , no atomarnymi formulami dlØ nee slußat sravneniØ. Logiqeskie svØzki i kvantory interpretiru¸tsØ kak v klassiqeskoæ dvuznaqnoæ logike.

§2. Aksiomy i pravila vyvoda sekvencial~nogo isqisleniØ SPI

SekvenciØ predstavlØet soboæ slovo, sostoØwee iz znaka sekvencii → i koneqnogo spiska predikatnyh formul so sravneniØmi (qlenov sekvencii).

Formul~nym obrazom sekvencii ØvlØetsØ diz¨¸nkciØ interpretaciæ predikatnyh formul so sravneniØmi. InterpretaciØ sekvencii, soderßaweæ tol~ko znak →, loßna.

DlØ opredeleniØ togo, ØvlØetsØ li sekvenciØ aksiomoæ SP_I , vyqerknem iz qlenov sekvencii vse neatomarnye predikatnye formuly so sravneniØmi, dalee iz ostavxihsØ sravneniæ vyqerknem soderßawie binarnye logiqeskie svØzki, kvantory i znaki =, ∈. Posle fftogo stroitsØ sistema lineænyh neravenstv. Neqetnoe qislo logiqeskih otricaniæ pered formuloæ zamenØetsØ na odno otricanie, qetnoe – udalØetsØ. Logiqeskie otricaniØ zamenØ¸tsØ unarnymi minusami pri neqetnom Ii dopol-

138 N. K. KOSOVSKI`, A. V. TIXKOV nitel~no umen~xa¸tsØ na edinicu pri qetnom I. IshodnaØ sekvenciØ ØvlØetsØ aksiomoæ, esli i tol~ko esli ffta sistema nesovmestna v celyh qislah iz segmenta [−⌊I/2⌋, ⌈I/2⌉ − 1].

Naprimer, sekvenciØ → (A 6 B)(B < A) ØvlØetsØ aksiomoæ. PonØtie vyvoda v SP_I , vyvodimoæ sekvencii v SP_I opredelØetsØ kak obyqno. PredikatnaØ formula A nazyvaetsØ vyvodimoæ v SP_I , esli v SP_I vyvodima sekvenciØ → (0 6 A).

DlØ vseh IisqisleniØ SP_I ime¸t odni i te ße pravila vyvoda. FormuliruØ pravila, budem pol~zovat~sØ propisnymi kursivnymi bukvami dlØ oboznaqeniØ predikatnyh formul, propisnymi polußirnymi bukvami – dlØ oboznaqeniØ predikatnyh formul so sravneniØmi i bukvoæ Γ dlØ oboznaqeniØ pustogo spiska ili koneqnogo (byt~ moßet pustogo) spiska formul so sravneniØmi.

• Pravilo dlØ perestanovki qlenov sekvencii. • Pravila dlØ otricaniØ vnutri sravneniØ. → Γ (B < A) → Γ (¬A < ¬B) (¬ < ¬) , → Γ (¬B < A) → Γ (¬A < B) (¬ <) , → Γ (A < ¬B) → Γ (B < ¬A) (< ¬), i analogiqnye pravila s zamenoæ < na 6.

• Pravila dlØ otricaniØ vne sravneniØ. → Γ (B < A) → Γ ¬(A 6 B) ¬(6),^{→ Γ (B} 6^{A)} → Γ ¬(A < B) ¬(<), → Γ A → Γ ¬¬A (¬¬). • Pravila dlØ kon¨¸nkcii i diz¨¸nkcii vnutri sravneniØ. → Γ (A < C) (B < C) → Γ ((A&B) < C) (& <), → Γ (C < A) → Γ (C < B) → Γ (C < (A&B)) (< &), → Γ (A < C) → Γ (B < C) → Γ ((A ∨ B) < C) (∨ <), → Γ (C < A) (C < B) → Γ (C < (A ∨ B)) (< ∨), i analogiqnye pravila s zamenoæ < na 6, a tak ße pravila

GRADUIRUEMYE LOGIQESKIE ZNAQENI˚ 139 • Pravila dlØ kon¨¸nkcii i diz¨¸nkcii vne sravneniæ.

→ Γ A → Γ B → Γ A&B^{(&), → Γ} AB → Γ A ∨ B^{(∨),} → Γ ¬A¬B → Γ ¬(A&B) (¬&), → Γ ¬A → Γ ¬B → Γ ¬(A ∨ B) (¬∨). • Pravila dlØ uslovnogo vyraßeniØ.

→ Γ (B 6 A) (D 6 E) → Γ (A < B) (C 6 E) → Γ (if(B 6 A)then C else D fi 6 E) (if 6), → Γ (B 6 A) (E 6 D) → Γ (A < B) (E 6 C) → Γ (E 6 if(B 6 A)then C else D fi (6 if), → Γ (B 6 A) (D < E) → Γ (A < B) (C < E) → Γ (if(B 6 A)then C else D fi < E) (if <), → Γ (B 6 A) (E < D) → Γ (A < B) (E < C) → Γ (E < if(B 6 A)then C else D fi) (< if). • Pravila dlØ ravenstva i neravenstva.

→ Γ (A 6 B) → Γ (B 6 A) → Γ (A = B)

(=), → Γ (B < A)(A < B) → Γ ¬(A = B) ¬(=). • Pravila dlØ prinadleßnosti i neprinadleßnosti.

→ Γ (X_0 = X_1)(X_0 = X_2) . . . (X_0 = X_m) → Γ (X_0 ∈ {X_1, X_2, . . . , X_m}) (∈), → Γ ¬(X_0 = X_1) → Γ ¬(X_0 = X_2) . . . → Γ ¬(X_0 = X_m) → Γ ¬(X_0 ∈ {X_1, X_2, . . . , X_m}) ¬(∈).

140 N. K. KOSOVSKI`, A. V. TIXKOV

• Kvantornye pravila vnutri sravneniØ. → Γ ([A]^x_T < B) (∀xA < B) → Γ (∀xA < B) (∀ <), → Γ (B < [A]^x_y) → Γ (B < ∀xA) (< ∀), → Γ ([A]^x_y < B) → Γ (∃xA < B) (∃ < B), → Γ (B < [A]^x_T ) (B < ∃xA) → Γ (B < ∃xA) (< ∃), i analogiqnye pravila s zamenoæ < na 6. • Kvantornye pravila vne sravneniæ.

→ Γ [A]^x_y → Γ ∀xA (∀), → Γ [A]^x_T ∃xA → Γ ∃xA (∃), → Γ ∃x¬A → Γ ¬(∀xA) ¬(∀), → Γ ∀x¬A → Γ ¬(∃xA) ¬(∃). Kvantornye pravila ime¸t standartnye ograniqeniØ: predmetnaØ peremennaØ y i term T svobodny dlØ podstanovki v A i A vmesto svobodnogo vhoßdeniØ x i, krome fftogo, peremennaØ y ne vhodit svobodno v zakl¸qeniØ pravil (∃ 6), (∃ <), (6 ∀), (< ∀) i (∀).

Isqislenie prednaznaqeno dlØ vyvoda sekvenciæ, oblada¸- wih svoæstvom qistoty peremennyh, t.e. teh sekvenciæ, kotorye ne ime¸t svobodnyh i svØzannyh vhoßdeniæ kakoæ-libo odnoæ peremennoæ.

§3. Osnovnye svoæstva isqisleniæ SPI

Lemma 1. DlØ l¸bogo koneqnogo I > 1 v predloßennoæ interpre-

tacii sekvenciæ vse aksiomy ØvlØ¸tsØ istinnymi i zakl¸qeniØ pravil fftogo isqisleniØ ØvlØ¸tsØ istinnymi, esli posylki istinny.

IdeØ dokazatel~stva. Aksiomy istinny, poskol~ku ih opredelenie praktiqeski sovpadaet s ponØtiem istinnosti interpretacii.

Voz~mem, naprimer, pravilo → Γ (A < C) (B < C) → Γ ((A&B) < C) (& <).

GRADUIRUEMYE LOGIQESKIE ZNAQENI˚ 141 Pust~ sekvenciØ → Γ nevyvodima. Togda esli posylka istinna, to A < C, ili B < C, i, sledovatel~no, minimum iz A, B men~xe S. DlØ drugih pravil utverßdenie lemmy dokazyvaetsØ analogiqno.

Lemma 2 (o dopustimosti pravila utonqeniØ). Pravilo !�!� do-

pustimo.

IdeØ dokazatel~stva. Dokazatel~stvo analogiqno tradicionnomu dokazatel~stvu dlØ logiki pervogo porØdka.

Formulu Φ moßno dobavit~ ko vsem aksiomam v vyvode → Γ, predvaritel~no preobrazovav vyvod v vyvod s qistymi peremennymi. V rezul~tate poluqitsØ vyvod → ΓΦ.

Teorema 1. Vse pravila SPI obratimy.

Dokazatel~stvo. Obratimost~ pravil (≺ ∃) (∀ ≺), gde ≺ oznaqa-

et libo <, libo 6, a takße pravila (∃) sleduet iz dopustimosti pravila utonqeniØ.

Pravila (¬ ≺) i (≺ ¬) obratny sami sebe.

Dopustimost~ ostal~nyh obratnyh pravil dokaßem indukcieæ po dline vyvoda posylki.

Baza indukcii. Posylka – aksioma. DlØ pravil → Γ (¬A ≺ ¬B) → Γ (B ≺ A) (¬ ≺ ¬)�. baza indukcii oqevidna, poskol~ku neravenstva −A ≺ −B i B ≺ A pri neqetnom Ii neravenstva −A − 1 ≺ −B − 1 i B ≺ A pri qetnom Isovpada¸t.

Rassmotrim ostavxiesØ pravila udaleniØ svØzok, pravila

(∃ ≺)�, (≺ ∀)� i (∀)� udaleniØ kvantorov, mogut byt~ predsta-

vleny v sledu¸wem vide:

→ ΓΦ → ΓΨ , gde Ψ – ffto spisok formul, a formula Φ soderßit kvantor ili svØzku, kotoraØ dolßna byt~ udalena. Esli posylka fftogo pravila – aksioma, to po opredeleni¸ aksiomy → Γ – toße aksioma, a znaqit i → ΓΨ takße ØvlØetsØ aksiomoæ.

142 N. K. KOSOVSKI`, A. V. TIXKOV

Indukcionnyæ perehod. DlØ kaßdogo obratnogo pravila provodim sledu¸wee rassußdenie. Esli na poslednem xage bylo primeneno sootvetstvu¸wee prØmoe pravilo, to ono primenØlos~ k sekvencii, vyvodimost~ kotoroæ trebuetsØ ustanovit~. Esli na poslednem xage vyvoda bylo primeneno kakoe-libo drugoe pravilo, to dopustimost~ obratnogo pravila sleduet iz indukcionnogo predpoloßeniØ. Teorema dokazana.

Teorema 2. Pust~ A – formula klassiqeskoæ logiki pervogo porØd-

ka, ne soderßawaØ logiqeskih konstant. Esli sekvenciØ → (0 6 A) vyvodima v SP_I pri nekotorom I> 1, to formula A dokazuema v klassiqeskoæ dvuznaqnoæ logike pervogo porØdka.

IdeØ dokazatel~stva. Vyvod formuly (0 6 A) v SP_I zamenim na vyvod v sekvencial~nom isqislenii klassiqeskoæ logiki, kotoroe soderßit pravila dlØ kon¨¸nkcii, diz¨¸nkcii, otricaniØ i kvantorov (v tom qisle pravila dlØ teh ße svØzok i kvantorov pod otricanie) i dva pravila perestanovki qlenov sekvencii (v antecedente i sukcedente). Pravila dlØ svØzok i kvantorov poluqa¸tsØ iz sootvetstvu¸wih pravil dlØ SP_I . Snaqala otbrasyvaetsØ → Γ. Zatem vyraßeniØ vida (A 6 B)(A 6 D) i

(A 6 C)(B 6 C) zamenØ¸tsØ na vyraßeniØ vida ΓA → ΔBD

i ΓAB → ΔC sootvetstvenno, a vyraßeniØ vida (A 6 B) – na

ΓA → ΔB, gde Γ i Δ oboznaqa¸t spiski formul. Pri fftom sredi A, B, C, D udalØ¸tsØ formuly, ne uqastvu¸wie v zapisi glavnoæ

formuly s vvodimoæ logiqeskoæ svØzkoæ ili kvantorom.

Naprimer, pravilo (6 ∨) sootvetstvuet pravilu Γ → ΔAB Γ → Δ(A ∨ B) (→ ∨), a pravilo (∀ 6) – pravilu Γ [A]^x_T ∀xA → Δ Γ ∀xA → Δ (∀ →). Aksiomy budut tol~ko vida ΓP → ΔP , ΓP ¬P → Δ, Γ → ΔP ¬P .

Moßno dokazat~, qto v vyvode → (0 6 A) ne soderßitsØ ni odnoæ aksiomy, dlØ kotoroæ nerazreximost~ sistemy neravenstv iz opredeleniØ aksiomy zavisit ot I(naprimer, sekvenciØ → (A 6

B)(B 6 C) dlØ I = 2 ØvlØetsØ aksiomoæ, a dlØ I = 3 – net).

GRADUIRUEMYE LOGIQESKIE ZNAQENI˚ 143 ImeØ vyvod A v SP_I my moßem poluqit~ vyvod v tol~ko qto opisannom isqislenii. �to moßet byt~ dokazano indukcieæ po dline ishodnogo vyvoda.

§4. Teorema o sloßnosti zadaqi raspoznavaniØ aksiom

Teorema 3 (o raspoznavanii aksiom). Zadaqa raspoznavaniØ ak-

siom razrexaetsØ algorifmom klassa LIN − SP ACE s polinomial~noæ vremennoæ sloßnost~¸.

Dokazatel~stvo. V sisteme neravenstv, sootvetstvu¸weæ iz-

uqaemoæ sekvencii, dobavim dlØ kaßdogo neravenstva x_{i1} ≺ x_{i2} neravenstvo −x_{i2} ≺ −x_{i1}. Krome fftogo, dlØ kaßdoæ peremennoæ x zapixem po dva neravenstva x < ⌈I/2⌉ i −⌊I/2⌋−1 < x. Oqevidno, qto poluqitsØ ffkvivalentnaØ ishodnoæ sistema i dlina zapisi uveliqitsØ ne bolee, qem lineæno. V itoge poluqaem sistemu S

8>
>
>
><
>
>
>:

x_{11} ≺_1 x_{12}

−x_{12} ≺_1 −x_{11}

x_{21} ≺_2 x_{22}

−x_{22} ≺_2 −x_{21} . . . x_{n1} ≺_n x_{n2} −x_{n2} ≺_n −x_{n1}, gde dlØ kaßdogo i vypolnØetsØ ≺_i∈ {<, 6}.

Sistema S 1. Sistema S soderßit cikl x_1 ≺_{i1} x_2 ≺_{i2} . . . ≺_{ir} x_1, pri nekotorom r ¿ 1. Pri fftom hotØ by odno iz neravenstv strogoe.

2. Pust~ S soderßit cikl x_1 6 x_2 6 . . . 6 x_r 6 x_1.

2.1a. Pri qetnom I, r ¿ 2 i x_i (2 6 i 6 r) ravnom −x_1. 2.1b. Pri neqetnom I, r ¿ 2 i x_i (2 6 i 6 r) ravnom nul¸ ili

−x_1 sistema, poluqennaØ zamenoæ vseh fflementov cikla

nulem, nesovmestna.

2.2. Esli takoæ cikl soderßit tol~ko odnu konstantu i ne soderßit x i −x ni dlØ kakogo x, to sistema, poluqennaØ zamenoæ vseh fflementov cikla fftoæ konstantoæ, nesovmestna.

2.3. Esli takoæ cikl ne soderßit ni odnoæ konstanty i ni odnoæ pary x i −x, to sistema, poluqennaØ zamenoæ vseh fflementov cikla na novu¸ peremennu¸, nesovmestna.

144 N. K. KOSOVSKI`, A. V. TIXKOV

3. Sistema soderßit cepoqku x_1 ≺_{i1} x_2 ≺_{i2} . . . ≺_{ir}�_1 x_r, gde x_1 i

x_r i tol~ko oni ØvlØ¸tsØ konstantami, i x_r < x_1.

4. S soderßit cepoqku x1 ≺i_1 x2 ≺i_2 . . . ≺i_{r�1} xr, gde xi poparno

razliqny, x_1 i x_r i tol~ko oni ØvlØ¸tsØ konstantami, i dlina cepoqki, izmerØemaØ v koliqestve znakov ‘ < ‘, ne men~xe x_r −

x_1.

UsloviØ 2.1b, 2.2 i 2.3 pozvolØ¸t pereæti k bolee prostoæ ffkvivalentnoæ sisteme.

Pofftomu dalee sqitaem, qto sistema ne soderßit ciklov iz usloviæ bc.1b, 2.2 i 2.3.

L¸boe iz usloviæ 2.1a, 1, 3, 4 oqevidnym obrazom vleqet nesovmestnost~ S: pervyæ sluqaæ nevozmoßen po opredeleni¸ otricaniØ v SP_I s qetnym I, vo vtorom imeem x_i 6 x_j i pri fftom

x_i > x_j, vo tret~em – ravenstvo dvuh razliqnyh konstant, i, na-

konec, v qetvertom – situaci¸ tipa 2 < x < 3 dlØ celogo x.

Pust~, naprotiv, ni odno iz usloviæ 1 – 4 ne vypolnØetsØ. Togda S imeet rexenie. Deæstvitel~no, poskol~ku ciklov net, peremennye i konstanty sistemy predstavlØ¸t soboæ qastiqno uporØdoqennu¸ strukturu, poroßdennu¸ strogimi i nestrogimi neravenstvami. Pri fftom rasstoØnie meßdu l¸boæ paroæ konstant dostatoqno, qtoby razmestit~ cepoqku celoqislennyh peremennyh, leßawu¸ meßdu fftimi konstantami so znakom strogogo neravenstva. NaqinaØ, naprimer, s peremennyh, naibol~xih, otnositel~no naxego qastiqnogo porØdka, netrudno podobrat~ dlØ nih znaqeniØ, ne naruxa¸wie fftot porØdok. �ti znaqeniØ budut rexeniem.

Predstavim sistemu S v vide orientirovannogo grafa. Peremennye i konstanty rassmatriva¸tsØ kak verxiny (x i −x – raznye verxiny), a kaßdomu neravenstvu x ≺ y – dugu iz y v x. Dugi dlØ strogih i nestrogih neravenstv budem razliqat~.

ProizvoditsØ poisk cikla obhodom grafa v glubinu, ispol~- zuØ stek i pomeqaØ vstreqa¸wiesØ verxiny i dugi. Esli doædem do pomeqennoæ verxiny, to cikl naæden. Process zakanqivaetsØ, kogda net puti iz tekuweæ verxiny vse verxiny proædeny. Dopolnitel~naØ pamØt~ budet rashodovat~sØ tol~ko na stek i pometki pofftomu, algoritm ispol~zuet tol~ko lineænu¸ pamØt~. Qislo xagov proporcional~no qislu verxin, umnoßennomu na qislo dug, qto, oqevidno, ne prevoshodit nekotorogo polinoma

GRADUIRUEMYE LOGIQESKIE ZNAQENI˚ 145 ot dliny zapisi grafa. �tot algorifm poiska cikla ffffektivnee po vremeni i pamØti algorifma poiska sil~no svØznyh komponent orientirovannogo grafa, predloßennogo v [5, gl. 5], kotoryæ takße moßno ispol~zovat~ dlØ poiska ciklov.

Esli cikl naæden, to, vozvrawaØs~ po vhodØwim dugam, proverØem usloviØ 1 – 2.3. V sluqaØh 1 i 2.1a algorifm zakonqit rabotu – sistema nesovmestna, v ostal~nyh sluqaØh sootvetstvu- ¸wie zameny uniqtoßat cikl.

Proceduru poiska cikla, vozmoßno, pridetsØ povtorit~ neskol~ko raz, s kaßdym razom uniqtoßaØ kakoæ-nibud~ cikl, no ne bolee, qem qislo verxin v grafe. �to daet polinomial~nu¸ verhn¸¸ ocenku na qislo xagov algoritma.

Esli ni odin iz ciklov ne opredelil nesovmestnost~ sistemy, ili ni odnogo cikla ne naxlos~, to ostaetsØ proverit~ usloviØ 3 i 4 uße dlØ acikliqeskogo grafa.

DlØ sluqaØ 3 dostatoqno soverxit~ obhod vseh puteæ, veduwih iz kaßdoæ verxiny-konstanty, sravnivaØ vstreqaemye konstanty s pervonaqal~noæ.

Uslovie 4 predpolagaet poisk puti meßdu verxinami-kons-tantami, soderßawego naibol~xee koliqestvo dug, sootvetstvu- ¸wih strogim neravenstvam. Algoritm obhod grafa v xirinu naqinaet rabotu s konstanty A i pomeqaet verxiny i dugi. Esli v odnu iz tekuwih verxin vhodØt ne menee dvuh dug, to udalØem te, kotorye zakanqiva¸t put~ s men~xim qislom dug dlØ strogih neravenstv. �tot put~ moßno opredelit~, vozvrawaØs~ po oqeredi po vhodØwim dugam vsemi pomeqennymi putØmi. Posle udaleniØ naqinaem obhod snaqala s verxiny A. Takim obrazom, obhod v xirinu, vozmoßno, pridetsØ prodelat~ neskol~ko raz, no ne bolee, qem qislo dug v grafe. �to pokazyvaet, qto dannaØ procedura polinomial~na po vremeni, a pamØt~ rashoduetsØ tol~ko na spisok tekuwih verxin i dva qisla dlØ nahoßdeniØ naibol~xego puti. Posledniæ iz fftih obhodov privedet iz A v B trebuemym putem. Vernuvxis~ po vhodØwim dugam, sravnivaem koliqestvo dug dlØ strogih neravenstv c raznost~¸ A i B.

Poskol~ku fftot algoritm potrebuetsØ primenit~ O(m^2) raz, gde m – qislo razliqnyh konstant v grafe, maxina T~¸ringa polinomial~na po vremennoæ sloßnosti. Teorema dokazana.

146 N. K. KOSOVSKI`, A. V. TIXKOV

§5. Teorema o sloßnosti procedury vyvoda

Teorema 4. DlØ kaßdogo natural~nogo qisla Ipri I > 1 al-

gorifm proverki vyvodimosti propozicional~nyh utverßdeniæ SP_I suwestvuet, prinadleßit klassu PSPACE i ispol~zuet 2^{Cn} xagov maxiny T~¸ringa pri nekotorom C, gde n – dlina sekvencii.

Dokazatel~stvo. IdeØ poiska vyvoda sekvencii zakl¸qaetsØ v

udalenii binarnyh logiqeskih svØzok iz formul fftoæ sekvencii primeneniem pravil, obratnyh k pravilam dlØ fftih svØzok (ffti pravila dopustimy soglasno teoreme 1), i dal~neæxem raspoznavanii aksiom v poluqivxihsØ sekvenciØh.

V dereve vyvoda kaßdyæ vnutrenniæ uzel pomeqen sekvencieæ, ØvlØ¸weæsØ zakl¸qeniem pravila vvedeniØ kakoæ-to svØzki, a ego synov~Ø pomeqeny posylkami fftogo pravila. Koren~ pomeqen ishodnoæ sekvencieæ; list~Ø pomeqeny sekvenciØmi, ne soderßawimi binarnyh logiqeskih svØzok. Vnutrenniæ uzel dereva sootvetstvuet nekotoroæ vvodimoæ svØzke. IshodnaØ sekvenciØ vyvodima, esli pometki vseh list~ev dereva – aksiomy.

Opisanie maxiny T~¸ringa. Maxina T~¸ringa budet trehlentoqnoæ.

Na pervoæ lente maxiny T~¸ringa zapisyvaetsØ ishodnaØ sekvenciØ.

VtoraØ lenta otvoditsØ pod registry, po dva na kaßdu¸ svØzku. V pervyæ registr kaßdoæ svØzki budet zaneseno qislo posylok v pravile, vvodØwem fftu svØzku. Vo vtorom registre budet leßat~ nomer posylki pravila, vyvodimoæ v dannyæ moment. Registrovye pary uporØdoqiva¸tsØ v sootvetstvii so skoboqnoæ strukturoæ ishodnoæ sekvencii.

Tret~Ø lenta budet soderßat~ tekuwu¸ sekvenci¸. Algorifm obhodit vse list~Ø dereva, vozvrawaØs~ posle kaßdogo lista obratno k korn¸. Vtoroæ registr kaßdogo vnutrennego uzla ukazyvaet nomer posylki pravila, kotoru¸ trebuetsØ vyvesti. ImeØ na tret~eæ lente sekvenci¸ – pometku fftogo uzla, primenØetsØ obratnoe pravilo i tem samym dostigaetsØ prodvißenie na xag po puti k listu.

DoædØ do lista, zapuskaem algorifm raspoznavaniØ aksiom, Esli on vydaet otricatel~nyæ rezul~tat, to ishodnaØ sekvenciØ nevyvodima. Inaqe pereustanavlivaem peremennye registry

GRADUIRUEMYE LOGIQESKIE ZNAQENI˚ 147 tak, qtoby oni ukazyvali na put~ k sledu¸wemu listu. Sravnenie so vtorym registrom vnutrennego uzla pri fftom pokaßet, vse li posylki pravila dlØ fftogo uzla vyvedeny.

Esli udastsØ oboæti vse list~Ø i dokazat~, qto ih pometki – aksiomy, to ishodnaØ sekvenciØ vyvodima.

Dokazatel~stvo korrektnosti algorifma.

Dokazatel~stvo provedem indukcieæ po obwemu koliqestvu svØzok vo vseh formulah ishodnoæ sekvencii.

Baza indukcii. Esli ishodnaØ sekvenciØ ne soderßit svØzok, to korrektnost~ dannogo algorifma ffkvivalentna korrektnosti algorifma raspoznavaniØ aksiom.

Indukcionnyæ perehod. Pust~ my vyvodim sekvenci¸ u kotoroæ ⊙ – samaØ vnexnØØ svØzka. Vyvodimost~ naxeæ sekvencii ffkvivalentna odnovremennoæ vyvodimosti vseh posylok pravila vvedeniØ ⊙ . VremØ raboty maxiny T~¸ringa moßno razbit~ na tri sostoØniØ: uqastki vyvoda posylok; v sluqae bolee qem odnoæ posylki uveliqenie peremennogo registra svØzki ⊙ v promeßutkah meßdu fftimi uqastkami (esli algorifm do fftoæ stadii doxel, t.e. vse predxestvu¸wie posylki pravila okazalis~ vyvodimymi); i uniqtoßenie registrovoæ pary svØzki ⊙ (opØt~ ße, esli ranee ne vyØsnilos~, qto sekvenciØ nevyvodima). Oqevidno, qto rabota algorifma na kaßdoæ iz posylok i rabota algorifma proverØ¸wego vyvodimost~ tol~ko posylki pravila prodelyvaetsØ odna i ta ße. Legko ubedit~sØ, qto algorifm korrektno perehodit ot odnoæ posylki pravila k drugoæ. Teper~ primenØem indukcionnoe predpoloßenie (posylki ime- ¸t po kraæneæ mere na odnu svØzku men~xe) i zakl¸qaem, qto na kaßdoæ iz posylok pravila maxina rabotaet verno, a znaqit rabotaet verno i v celom. Korrektnost~ algorifma dokazana.

VerhnØØ ocenka pamØti, ispol~zuemoæ maxinoæ T~¸ringa. DlØ dokazatel~stva teoremy ostalos~ pokazat~, qto maksimal~nyæ ispol~zuemyæ ob¨em pamØti vseh treh lent ne prevyxaet O(n), gde n – dlina vhodnoæ formuly. Pust~ l(x) oboznaqaet dlinu x.

Posqitaem rashoduemu¸ pamØt~ dlØ kaßdoæ lenty. PervaØ lenta soderßit ishodnu¸ sekvenci¸ i ostaetsØ neizmennoæ.

VtoraØ lenta potrebuet po dva registra na kaßdoe vhoßdenie logiqeskoæ svØzki v sekvenci¸: dlina odnogo registra ravna

148 N. K. KOSOVSKI`, A. V. TIXKOV dline zapisi qisla posylok pravila, kotoroe budet primeneno dlØ vvedeniØ fftoæ svØzki v vyvode sekvencii. VerhnØØ ocenka pamØti dlØ vtoroæ lenty – O(n), gde n – dlina vhodnoæ formuly.

Tret~Ø lenta soderßit tekuwu¸ sekvenci¸. VloßennaØ kon¨- ¸nkciØ v levoæ qasti sravneniØ i vloßennaØ diz¨¸nkciØ v pravoæ qasti sravneniØ poroßdaet povtoreniØ formuly C v pravilah (& <), (& 6), (< ∨), (6 ∨). Ostal~nye svØzki libo ne dopuska¸t vloßeniØ, libo zapis~ zakl¸qeniæ pravil dlØ nih bol~xe zapisi kaßdoæ posylki. Takim obrazom, tret~Ø lenta potrebuet pamØti, ne bol~xeæ qem polinomial~noæ ot dliny ishodnoæ formuly.

Poskol~ku zadaqa raspoznavaniØ aksiom rexaetsØ lineænoæ po pamØti maxinoæ T~¸ringa po teoreme 3, ispol~zovanie algorifma raspoznavaniØ aksiom kak podprogrammy ne uhudxit polinomial~nu¸ verhn¸¸ ocenku na ispol~zuemu¸ pamØt~.

Poskol~ku bolee, qem dvuhposyloqnoe pravilo ¬(∈) primenØetsØ tol~ko na samom vnexnem urovne vloßennosti formul, obwee qislo sekvenciæ v list~Øh dereva vyvoda ne prevoshodit 2^{Cn} pri nekotorom C. Po teoreme 3 algorifm raspoznavaniØ aksiom polinomialen po vremeni, pofftomu verhnØØ ocenka qisla xagov algorifma vyvodimosti moßet byt~ poluqena s ispol~zovaniem neravenstv:

2^{Cn}p(n) 6 2^{Cn+C1 log n} 6 2^{C2n}

pri nekotoryh C_1 i S_2. Teorema dokazana.

Rabota qastiqno podderßana grantovym centrom pri Novosibirskom gosuniversitete, grantom RGNF No. 97-05-12048 i federal~noæ celevoæ programmoæ “GosudarstvennaØ podderßka integracii vysxego obrazovaniØ i fundamental~noæ nauki na 1997–2000 gody” po kompleksnomu proektu ”Razvitie i podderßka sistemy Uqebno-nauqnyh centrov SPbGU”. Registracionnyæ No. 326.53.

Literatura

1. E. L. Post, Introduction to a general theory of elementary proposition. — Amer.

J. Math. 43, No 3 (1921), 163–185 .

2. N. K. Kosovskiæ, Urovnevye logiki. — Zap. nauqn. semin. POMI 220 (1995), 72–82 .

GRADUIRUEMYE LOGIQESKIE ZNAQENI˚ 149 3. L. I. Volgin, V. I. Levin, Nepreryvnye logiki, teoriØ i primenenie.

Tallinn (1991) .

4. L. A. Zadeh, Fuzzy logic, neural network and soft computing. — Comm. ACM 37 (1994), 77–89 .

5. A. Aho, Dß. Hopkroft, Dß. Ul~man, Postroenie i analiz vyqislitel~-

nyh algoritmov. Mir, M. (1978) .

Kossovski N. K., Tishkov A. V. Gradable logical values for knowlege representation.

The paper is devoted to the description of sequent calculuses with the possibility of comparison of Post’s logics’ sentences and to study their main properties. These calculuses may be applied for computer representation of knowedge.

Postupilo 19 fevralØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet