V. A. Xarafutdinov OBRATNA˚ ZADAQA OB OPREDELENII ISTOQNIKA V STACIONARNOM URAVNENII PERENOSA NA RIMANOVOM MNOGOOBRAZII

Pust~ (M, g) kompaktnoe rimanovo mnogoobrazie s graniceæ i τ_M = (T M, p, M ) ego kasatel~noe rassloenie. Toqki T M oboznaqa¸tsØ parami (x, ξ), gde x ∈ M , ξ ∈ T_xM . Esli (x^1, . . . , x^n) lokal~naØ sistema koordinat, opredelennaØ na U ⊂ M , to koordinaty vektora ξ ∈ T_xM ØvlØ¸tsØ komponentami razloßeniØ

ξ = ξ^{i ∂}_{∂xi} . Semeæstvo (x^1, . . . , x^n, ξ^1, . . . , ξ^n) ustanavlivaet lokal~-

nu¸ koordinatnu¸ sistemu na T M s oblast~¸ p^{−1}(U ). Tol~ko takie koordinatnye sistemy rassmatriva¸tsØ na T M . Legko videt~, qto vektornoe pole na T M , opredelennoe v koordinatnoæ forme uravneniem H = ξ^i ∂ ∂x^i − Γ^i_{jk}(x)ξ^j ξ^k ∂ ∂ξ^i ne zavisit ot vybora koordinat; zdes~Γ^i_{jk} est~ simvoly KristoffelØ. H nazyvaetsØ geodeziqeskim vektornym polem i odnoparametriqeskaØ gruppa G^t diffeomorfizmov T M , poroßdennaØ H, nazyvaetsØ geodeziqeskim potokom. Mnogoobrazie ΩM =

{(x, ξ) ∈ T M | |ξ|^2 = g_{ij}ξ^iξ^j = 1} ediniqnyh vektorov est~ inva-

riant otnositel~no G^t, pofftomu H moßno rassmatrivat~ kak differencial~nyæ operator pervogo porØdka H : C^∞(ΩM ) →

C^∞(ΩM ).

Fiksiruem dve (kompleksnye) funkcii ε ∈ C^∞(M ) i σ ∈

C^∞(M × [−1, 1]), kotorye my budem rassmatrivat~ kak poglowe-

nie i diagramma rasseØniØ, sootvetstvenno. Uravnenie (H + ε(x))u(x, ξ) = 1 w_{n−1} ∫ ΩxM σ(x; ⟨ξ, ξ^′⟩)u(x, ξ^′)dw_x(ξ) + f(x) (1) na ΩM nazyvaetsØ (stacionarnym, lineænym, s ediniqnoæ skorost~¸) uravneniem perenosa. Zdes~ Ω_xM = ΩM ∩T_xM – ediniqnaØ sfera v x, dw_x – forma ob¨ema na Ω_xM i w_{n−1} = 2π^{n/2}/Γ(n/2) – 236

OBRATNA˚ ZADAQA 237 ee ob¨em. Koneqno, uravnenie moßno rassmatrivat~ dlØ istoqnika f(x, ξ), zavisØwego ot oboih argumentov, no nax glavnyæ rezul~tat poluqaetsØ v sluqae izotropnogo istoqnika f = f(x).

Granica ∂ΩM mnogoobraziØ ΩM est~ ob¨edinenie 2-h podmnogoobraziæ ∂_±ΩM = {(x, ξ) ∈ ΩM |x ∈ ∂M, ±⟨ξ, ν(x)⟩ ¿ 0}, gde ν est~ ediniqnyæ vektor vnexneæ normali k granice, ⟨, ⟩ est~ skalØrnoe proizvedenie v metrike g.

Qtoby naæti rexenie uravneniØ (1) nußno znat~ vhodØwiæ potok u|_∂�_{ΩM} . My budem rassmatrivat~ tol~ko sluqaæ odnorodnogo graniqnogo usloviØ

u|_∂�_{ΩM} = 0. (2)

GraniqnaØ zadaqa (1)–(2) imeet edinstvennoe rexenie pri nekotorom uslovii na geometri¸ (M, g), kotoroe obsußdaetsØ niße i pri nekotorom predpoloßenii na malost~ diagrammy rasseØniØ otnositel~no pogloweniØ; my ne budem obsußdat~ poslednee predpoloßenie. V fftoæ rabote nas interesuet obratnaØ zadaqa opredeleniØ istoqnika f. Dannymi dlØ obratnoæ zadaqi ØvlØetsØ ishodØwiæ potok

u|_{∂+ΩM} = u_0. (3)

Qtoby sformulirovat~ predpoloßeniØ, pri kotoryh dokazyvaetsØ edinstvennost~ obratnoæ zadaqi, nam nußno dat~ nekotorye opredeleniØ.

Napomnim, qto v kaßdoæ toqke x ∈ ∂M opredelØetsØ vtoraØ kvadratiqnaØ forma granicy II (ξ, ξ) = ⟨∇_ξν, ξ⟩. Granica nazyvaetsØ strogo vypukloæ, esli ffta forma poloßitel~no opredelennaØ na T_x(∂M ) dlØ kaßdogo x ∈ ∂M . Nazovem (M, g) kompaktnym dissipativnym rimanovym mnogoobraziem (kratko KDRM), esli granica strogo vypukla i dlØ kaßdogo (x, ξ) ∈ ΩM maksimal~- naØ geodeziqeskaØ γ_{x,ξ}(t), udovletvorØ¸waØ naqal~nym uslovi- Øm γ_{x,ξ}(0) = x i γ̇_{x,ξ}(0) = ξ opredelØetsØ na koneqnom promeßutke

[τ_−(x, ξ), τ_+(x, ξ))]. Napomnim, qto geodeziqeskaØ γ : [a, b] → M na-

zyvaetsØ maksimal~noæ, esli ona ne moßet byt~ prodolßena na otrezok [a − ε_1, b + ε_2] pri ε_i ¿ 0 i ε_1 + ε_2 > 0. Zametim, qto sovmestno s opredeleniem KDRM, my opredelili dve funkcii

τ_± : ΩM → R.

238 V. A. XARAFUTDINOV

DlØ kompaktnogo mnogoobraziØ N i celogo k ¿ 0 oboznaqim qerez H^k(N ) Gil~bertovo prostranstvo funkciæ na N , kotorye ime¸t lokal~no kvadratiqno-integriruemye proizvodnye do porØdka k vkl¸qitel~no v l¸boæ lokal~noæ koordinatnoæ sisteme. V qastnosti, H^0(N ) = L_2(N ).

GovorØt, qto uravnenie

d^2y dt^2 + A(t)y = 0 (a 6 t 6 b; y = (y_1, . . . , y_n))

ne imeet pary soprØßennyh toqek na otrezke [a, b], esli ne imeetsØ nikakogo netrivial~nogo rexeniØ uravneniØ, kotoroe obrawaetsØ v nul~ v dvuh razliqnyh toqkah otrezka.

ZadavaØ funkcii ε ∈ C^∞(M ) i σ ∈ C^∞(M × [−1, 1]), opredelim funkci¸ k = k[ε, σ] sledu¸wim obrazom. DlØ n = dim M ¿ 3 razloßim σ(x, μ) v rØd Fur~e po polinomam Gegenbauffra σ(x, μ) = ∞∑ k=0 σ_k(x)C^{(n/2−1)} k (μ) (4)

i poloßim

k(x) = max_k¿_1 | | n − 2 n + 2k − 2 σ_k(x) − ε(x) | | . (5) DlØ n = 2 formuly (4), (5) zamenØ¸tsØ sledu¸wimi

σ(x, cos θ) = ∞∑ k=0 σ_k(x)e^{ikθ}, k(x) = max_k¿_1 |σ_k(x) − ε(x)|. (6)

Zametim, qto k ne zavisit ot σ_0; v qastnosti, k = |ε|, esli σ(x, μ) ne zavisit ot vtorogo argumenta.

Teper~ moßno sformulirovat~ nax glavnyæ rezul~tat.

Teorema 1. Pust~ (M, g) kompaktnoe dissipativnoe rimanovo

mnogoobrazie razmernosti n ¿ 2, ε ∈ C^∞(M ) i σ ∈ C^∞(M × [−1, 1]) dve kompleksnye funkcii. Predpoloßim, qto dlØ kaßdogo (x, ξ) ∈ ΩM uravnenie D^2y dt^2 +^kR(t)y = 0 (7)

OBRATNA˚ ZADAQA 239 ne imeet pary soprØßennyh toqek na geodeziqeskoæ γ = γ_{x,ξ} : [τ_−(x, ξ), τ_+(x, ξ)]→ M . Zdes~ D/dt = γ̇^i∇_i est~ operator kovari-

antnogo differencirovaniØ vdol~ γ i^kR(t) : T_{γ(t)} → T_{γ(t)} est~ lineænyæ operator, q~Ø matrica v lokal~nyh koordinatah opredelØetsØ ravenstvom k R^p_k(t) = [g^{pi}(R_{ijkl} + k^2(g_{ik}g_{jl} − g_{il}g_{jk}))]_{x=γ(t)}γ̇^j (t)γ̇^l(t), (8)

gde (R_{ijkl}) tenzor krivizny i funkciØ k opredelØetsØ formulami (5)–(6). Togda kaßdaØ funkciØ f ∈ H^1(M ) vosstanavlivaetsØ edinstvennym obrazom na osnovanii sleda (3) rexeniØ graniqnoæ zadaqi (1)–(2) i sledu¸waØ ocenka ustoæqivosti

‖f‖_{L2(M )} 6 C‖u_0‖_H1_{(∂+ ΩM )} (9)

imeet mesto s postoØnnoæ C, nezavisØweæ ot f.

Sformuliruem nekotorye sledstviØ iz fftoæ teoremy, otnosØwiesØ k sluqaØm, kogda, libo integral rasseØniØ otsutstvuet, libo metrika ØvlØetsØ �vklidovoæ.

V sluqae σ ≡ 0 graniqnaØ zadaqa (1), (2) imeet toqnoe rexenie, kotoroe daetsØ formuloæ u_0(x, ξ) = I^ε(x, ξ) ≡ ≡ 0∫ τ� (x,ξ) f(γ_{x,ξ} (t)) exp − 0∫ t ε(γ_{x,ξ} (s))ds dt, ((x, ξ) ∈ ∂_+ ΩM ), (10) gde γ_{x,ξ} : [τ_−(x, ξ), 0] → M – maksimal~naØ geodeziqeskaØ, udovletvorØ¸waØ naqal~nym usloviØm γ_{x,ξ}(0) = x i γ̇_{x,ξ} (0) = ξ. Opera- tor I^ε : C^∞(M ) → C^∞(∂_+ ΩM ), (11)

opredelennyæ formuloæ (10), nazyvaetsØ ffksponencial~nym Xluqevym preobrazovaniem, svØzannym s pogloweniem ε. Ono igraet glavnu¸ rol~ v zadaqah ffmissionnoæ tomografii. Netrudno pokazat~, qto ono moßet byt~ rasxireno do ograniqennogo operatora

I^ε : H^k(M ) → H^k(∂_+ ΩM )

dlØ kaßdogo k ¿ 0.

240 V. A. XARAFUTDINOV

Sledstvie 1. Pust~ (M, g) est~ KDRM i ε ∈ C^∞(M ). Predpolo-

ßim, qto dlØ kaßdogo (x, ξ) ∈ ΩM , uravnenie (7) pri k R^p_k(t) =^εR^p_k(t) = [g^{pi}(R_{ijkl} + |ε|^2(g_{ik}g_{jl} − g_{il}g_{jk}))]_{x=γ(t)}γ̇^j (t)γ̇^l(t)

ne imeet pary soprØßennyh toqek na geodeziqeskoæ γ = γ_{x,ξ} : [τ_−(x, ξ), τ_+(x, ξ)] → M . Togda operator

I^ε : H^1(M ) → H^1(∂_+ ΩM ) (12)

ØvlØetsØ in¨ektivnym i ocenka ustoæqivosti

‖f‖_{L2 (M )} 6 ‖I^εf‖_H1_{(∂+ΩM )} (13)

imeet mesto s postoØnnoæ C, nezavisØweæ ot f.

Kratko obsudim rol~ krivizny v Teoreme 1 i Sledstvii 1. DlØ ε ≡ σ ≡ 0 (7) ØvlØetsØ klassiqeskim uravneniem ˚kobi

D^2y dt^2 + R(γ̇, y)γ̇ = 0

i operator (11) nazyvaetsØ X-luqevym preobrazovaniem. Pri zadannom KDRM otsutstvie soprØßennyh toqek dlØ uravneniØ ˚kobi ffkvivalentno predpoloßeni¸, qto kaßdye dve toqki soedineny edinstvennoæ geodeziqeskoæ. Horoxo izvestno, qto esli vse krivizny seqeniØ ne poloßitel~ny, to uravnenie ˚kobi ne imeet pary soprØßennyh toqek na kaßdoæ geodeziqeskoæ. Koneqno, kogda pravaØ qast~ (8) skladyvaetsØ so slagaemym, soderßawim k^2, poslednee trebovanie moßet okazat~sØ nepravil~nym; no obwaØ tendenciØ ostaetsØ spravedlivoæ: qem bol~xe okazyvaetsØ otricatel~naØ krivizna seqeniØ, tem bol~xie znaqeniØ k dopuska¸tsØ bez naruxeniØ usloviæ Teoremy 1. Drugimi slovami, bol~xie znaqeniØ pogloweniØ i rasseØniØ mogut byt~ kompensirovany otricatel~nymi znaqeniØmi krivizny.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda M est~ oblast~ v R^n i g sovpadaet s Evklidovoæ metrikoæ. V fftom sluqae klassiqeskoe uravnenie perenosa imeet vid ξ^i ∂u(x, ξ) ∂x^i +ε(x)u(x, ξ) = 1 w_{n−1} ∫ |ξ0_{|=1} σ(x; ⟨ξ, ξ^′⟩)u(x, ξ^′)dξ^′ +f(x) (14)

OBRATNA˚ ZADAQA 241 i sistema (7) privodit k skalØrnomu uravneni¸

d^2y dt^2 + k^2y = 0. (15)

Takim obrazom, my poluqaem

Sledstvie 2. Pust~ M ograniqennaØ oblast~ v R^n s gladkoæ

strogo vypukloæ graniceæ, funkcii ε ∈ C^∞(M ) i σ ∈ C^∞(M × [−1, 1]) takie, qto uravnenie (15) ne imeet pary soprØßennyh toqek na kaßdom prØmolineænom otrezke γ : [a, b] → M ; zdes~ k = k[ε, σ] opredelØetsØ ravenstvami (5), (6). Togda, kaßdaØ funkciØ f ∈ H^1(M ) vosstanavlivaetsØ odnoznaqno na osnove sleda (3) rexeniØ graniqnoæ zadaqi (14), (2) i imeet mesto ocenka ustoæqivosti (9).

Nakonec, dlØ σ ≡ 0 graniqnaØ zadaqa (14), (2) imeet toqnoe rexenie i my poluqaem utverßdenie ob obratimosti ffksponencial~nogo X-luqevogo preobrazovaniØ v �vklidovom prostranstve, kotoroe moßet byt~ zapisano v vide I^εf(x, ξ) = ∞∫ −∞ f(x + tξ) exp − ∞∫ t ε(x + sξ)ds dt (x ∈ R^n, 0 ≠ ξ ∈ R^n), (16)

pri fftom predpolagaetsØ, qto funkcii f i ε dolßny byt~ prodolßeny nulem vne M .

Izvestno neskol~ko usloviæ, kotorye ØvlØ¸tsØ dostatoqnymi dlØ otsutstviØ soprØßennyh toqek skalØrnogo uravneniØ. Samoe prosteæxee iz nih obespeqivaet otsutstvie soprØßennyh toqek dlØ uravneniØ (15) pri uslovii, qto neravenstvo

k_0diamM < π (17)

imeet mesto, gde k_0 = sup_{x∈M} k(x), diam M = sup_{x,y∈M} |x − y|. D. Finq [1] dokazal obratimost~ operatora (16) v predpoloßenii, qto neravenstvo (17), pravaØ qast~ kotorogo zamenØetsØ na 5.37, vypolnØetsØ. V predyduweæ rabote [2] avtor poluqil rezul~tat, kotoryæ ØvlØetsØ bolee grubym, qem Teorema 1, no

242 V. A. XARAFUTDINOV podhodØwim dlØ bolee obwego sluqaØ, kogda diagramma rasseØniØ σ(x, ξ, ξ^′) zavisit ot vseh treh argumentov.

Literatura

1. D. V. Finch, Uniqueness for the attenuated X-ray transform in the physical range.

— Inverse Problems 2 no. 2 (1986), 197–203.

2. V. A. Xarafutdinov, ObratnaØ zadaqa dlØ opredeleniØ istoqnika v stacionarnom uravnenii perenosa dlØ refragiru¸weæ sredy. — Sibirskiæ matematiqeskiæ ßurnal 35, ˝ 4 (1994), 937–945.

Sharafutdinov V. A. Inverse problem on determining a source in the stationary transport equation on a Riemannian manifold.

On a compact Riemannian manifold the transport equation with unknown right-hand side is given. The right-hand side of the equation is recovered by values of the outcoming flow. Assumptions are formulated under which the uniqueness of a solution to the inverse problem is proved.

Postupilo 10 oktØbrØ 1995 g.

Institut Matematiki Novosibirsk, 630090, RossiØ