N. ˚. Kirpiqnikova, V. B. Filippov

DIFRAKCI˚ VOLNY XEPQUWE` GALEREI VBLIZI LINII RAZRYVA KRIVIZNY

1^0. IstoriØ razvitiØ metodov rexeniØ zadaq difrakcii i

rasprostraneniØ voln nasqityvaet neskol~ko vekov. �to ne udivitel~no poskol~ku poqti vse tehniqeskie novovvedeniØ svØzany s processom volnovogo rasprostraneniØ. S nim postoØnno ime- ¸t delo v takih oblastØh kak optika, radioinßeneriØ, fflektronika, teplotehnika, navigaciØ, seæsmorazvedka, akustika i t.d. Trudno naæti oblast~ tehniki, ne svØzannu¸ s voprosami difrakcii i rasprostraneniØ voln. Davno bylo pokazano, qto ves~ ogromnyæ spektr zadaq volnovogo rasprostraneniØ moßet byt~ sveden k rassmotreni¸ nebol~xogo qisla osnovnyh matematiqeskih modeleæ. Tak oblasti optiki, radioinßenerii, navigacii svodØtsØ k rassmotreni¸ uravneniæ Maksvella s temi ili drugimi dopolnitel~nymi usloviØmi. Zadaqi akustiki svodØtsØ k rassmotreni¸ volnovogo uravneniØ ili uravneniØ Gel~mgol~ca. L¸bye prodvißeniØ v rexenii fftih model~nyh zadaq, kak pravilo, privodØt k bol~xomu qislu novyh tehniqeskih i nauqnyh razrabotok.

Rassmotrenie fftih model~nyh zadaq privelo k sozdani¸ bol~- xogo qisla metodov kak analitiqeskih, tak i qislennyh. No bol~xaØ qast~ fftih metodov otnositsØ k issledovani¸ zadaq s gladkimi ob¨ektami. �to libo gladkie tela libo sredy s gladko menØ¸wimisØ harakteristikami. DlØ fftih zadaq sozdano bol~- xoe koliqestvo kak analitiqeskih (preimuwestvenno asimptotiqeskih metodov), tak i qislennyh metodov.

Gorazdo huße obstoit delo s rexeniØmi model~nyh zadaq v teh sluqaØh, kogda granicy, sredy i t.d. ime¸t osobennosti. �timi osobennostØmi mogut byt~ rebra, trewiny, linii soprØßeniæ (linii razryva krivizny, proizvodnyh ot krivizn i t.d.).

DlØ takih zadaq udaetsØ issledovat~ rexenie libo v prostyh sluqaØh (kogda moßno naæti toqnoe rexenie) libo opisat~ rexenie s ne oqen~ bol~xoæ toqnost~¸ (asimptotiqeskie meto- 95

96 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV

dy, metod Kirhgofa, metod geometriqeskoæ teorii difrakcii), libo vyqislit~ rexenie dlØ sluqaev, kogda volnovoe qislo ne slixkom veliko (qislennye metody).

V poslednee vremØ nametilos~ nekotoroe prodvißenie v razvitii asimptotiqeskih i qislennyh metodov dlØ ukazannogo klassa zadaq. Suwestvennyæ vklad v razvitie fftih metodov vnesli i avtory predlagaemoæ stat~i [1, 2, 3].

Tak v rabote N. V. Sivickoæ i V. B. Filippova [2] rassmotrena zadaqa o povedenii voln xepquweæ galerei, nabega¸wih na vertikal~nu¸ granicu skaqka pokazatelØ prelomleniØ v akustiqeskoæ srede. DlØ odnorodnoæ uprugoæ sredy v stat~e N. ˚. Kirpiqnikovoæ i V. B. Filippova [3] izuqalos~ povedenie voln tipa xepquweæ galerei, uderßivaemyh kriviznoæ poverhnosti i nabega¸wih na poluploskost~.

Sintez rezul~tatov fftih rabot pomog avtoram rexit~ zadaqu o povedenii pripoverhnostnyh voln xepquweæ galerei pri perehode qerez lini¸ razryva ffffektivnogo radiusa krivizny, leßawu¸ na svobodnoæ ot naprØßeniæ poverhnosti neodnorodnogo uprugogo tela. Rassmotren sluqaæ trehmernoæ sredy, neodnorodnoæ po koordinatam x, z i odnorodnoæ lix~ v napravlenii osi y.

2^0. Pereædem k postanovke zadaqi. Rassmotrim neodnorodnoe

izotropnoe uprugoe vypukloe telo Ω ∈ R^3 = {(x, y, z)}, z ¿ 0, ograniqennoe poverhnost~¸ ∂Ω, na kotoroæ otsutstvu¸t naprØßeniØ. Poverhnost~ ∂Ω sostoit iz dvuh nepreryvno perehodØwih drug v druga gladkih cilindriqeskih poverhnosteæ ∂Ω^− (z ¿ 0, x 6 0) i ∂Ω^+ (z ¿ 0, x ¿ 0) s odnoæ obrazu¸weæ, parallel~noæ osi y. Pri perehode qerez os~ y – lini¸ soprØßeniØ poverhnosteæ

∂Ω^−, ∂Ω^+ kasatel~naØ ploskost~ k poverhnosti ∂Ω izmenØetsØ

nepreryvno, a ffffektivnyæ radius krivizny normal~nogo seqeniØ fftoæ poverhnosti v kaßdoæ toqke osi y imeet razryv pervogo roda, veliqina kotorogo ne zavisit ot koordinaty y.

Faktiqeski issledovan kvazidvumernyæ sluqaæ neodnorodnoæ uprugoæ sredy, parametry Lame kotoroæ ne zavisØt ot koordinaty y, i vse rassmotreniØ provodØtsØ, naprimer, v ploskosti x, z, y = y_0. Oboznaqim qerez L_b luq, raspoloßennyæ v ploskosti x, z i celikom leßawiæ na poverhnosti ∂Ω. Pod luqami ponima¸tsØ ffkstremali integrala Ferma ∫ ds/b, gde ds – fflement dliny du-

DIFRAKCI˚ VOLNY XEPQUWE` GALEREI 97

gi krivoæ, po kotoroæ proishodit integrirovanie, b – skorost~ rasprostraneniØ uprugih popereqnyh voln v Ω.

Pust~ vblizi gladkoæ svobodnoæ ot naprØßeniæ poverhnosti ∂Ω, ograniqiva¸weæ neodnorodnoe uprugoe telo, so storony, naprimer, levoæ ee qasti ∂Ω^− pri sootvetstvu¸wih usloviØh mogut sosredotaqivat~sØ dva vida popereqnyh voln tipa xepquweæ galerei razliqnoæ polØrizacii: volny [4], u kotoryh smewenie qastic proishodit po napravleni¸ normali k poverhnosti ∂Ω, i volny [5], u kotoryh smewenie qastic proishodit perpendikulØrno ploskosti normal~nogo seqeniØ poverhnosti vdol~ luqa

L_b, kak u voln LØva.

RassmatrivaetsØ zadaqa difrakcii voln xepquweæ galerei na linii razryva ffffektivnogo radiusa krivizny, nabega¸wih so storony poverhnosti ∂Ω^− na vypuklu¸ poverhnost~ ∂Ω^+ . Pri perehode qerez fftu lini¸ (os~ y) kasatel~naØ ploskost~ k poverhnosti ∂Ω, sostoØweæ iz dvuh qasteæ ∂Ω^− i ∂Ω^+, izmenØetsØ nepreryvno, a ffffektivnyæ radius krivizny normal~nogo seqeniØ poverhnosti vdol~ luqa L_b na fftoæ linii imeet razryv pervogo roda.

Vektor smeweniæ u uprugoæ sredy v oblasti, ograniqennoæ

∂Ω^−, vyberem v vide summy prodol~noæ u_a i popereqnoæ u_b voln,

udovletvorØ¸wih usloviØm otsutstviØ naprØßeniØ na granice. Prodol~naØ volna srazu ubyvaet pri udalenii ot granicy vglub~ tela. PopereqnaØ ße volna sosredotoqena v nekotorom pripoverhnostnom ob¨emnom volnovode vblizi luqa L_b.

3^0. Privedem neobhodimye nam v dal~neæxem izvestnye re-

zul~taty. Pust~ q^1, q^2, q^3 – krivolineænye koordinaty v Ω. UravneniØ teorii uprugosti v proizvol~noæ krivolineænoæ sisteme koordinat ime¸t vid [4] σ_{ij} √ g ∂G^{ij} ∂q^r + 2 ∂ ∂q^i (σ_{rj} G^{ij} √ g) − 2ρG_{ir} √ g ∂^2u^{(i)} ∂t^2 = 0, i, j, r = 1, 2, 3, (1) zdes~ kak obyqno po vsem povtorØ¸wimsØ indeksam proizvoditsØ summirovanie, t – vremØ, qerez σ_{ij} oboznaqeny komponenty tenzora naprØßeniæ. V obwem sluqae izotropnoæ neodnorodnoæ sredy komponenty σ_{ij} tenzora naprØßeniæ svØzany s komponentami vektora smeweniæ u = (u^{(1)}, u^{(2)}, u^{(3)}) sledu¸wimi sootno-

98 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV

xeniØmi σ_{ij} = λ √ g G_{ij} ∂ ∂q^r ( √ gu^{(r)}) + μ [ ∂G_{ij} ∂q^r u^{(r)} + G_{ri} ∂u^{(r)} ∂q^j + G_{rj} ∂u^{(r)} ∂q^i ] , r, i, j, k = 1, 2, 3, (2) gde λ(q^1, q^2, q^3), μ(q^1, q^2, q^3) – parametry Lame, ρ(q^1, q^2, q^3) – plotnost~ sredy. �lement dliny ds v sisteme koordinat q^1, q^2, q^3 opredelØetsØ ravenstvom ds^2 = G_{ij}dq^idq^j. Matrica ‖G_{ij}‖ iz komponent metriqeskogo tenzora v prostranstve q^1, q^2, q^3 obratna matrice ‖ G^{ij} ‖ , g = det ‖G_{ij}‖. Zdes~ funkcii λ, μ, ρ predpolaga¸tsØ differenciruemymi dostatoqnoe qislo raz.

V rassmatrivaemom nami sluqae λ, μ, ρ i skorost~ popereqnyh voln b = μ/ρ ØvlØ¸tsØ funkciØmi dvuh peremennyh.

Vvedem v okrestnosti poverhnosti ∂Ω sledu¸wu¸ krivolineænu¸ sistemu koordinat. Za koordinatnu¸ lini¸ q^1 voz~mem luq L_b, tak qto parametr q^1 = τ harakterizuet poloßenie toqki

M_1 na luqe

τ (M_0, M_1) = M1∫ M0 ds b , gde M_0 – nekotoraØ fiksirovannaØ toqka luqa s koordinatami

(τ_0, α_0 = y_0), priqem τ 6 0 dlØ toqek poverhnosti ∂Ω^−, parametr q^2 = α – rasstoØnie do luqa L, provedennoe ortogonal~no luqu

L na ∂Ω, t.e. v rassmatrivaemom sluqae α ≡ y, a parametr q^3 = ν est~ rasstoØnie ot proizvol~noæ toqki M tela Ω do poverhnosti ∂Ω po normali k neæ tak, qto vnutrennim toqkam Ω sootvetstvu- ¸t znaqeniØ ν > 0. Inogda nam budet udobno vmesto parametra τ ispol~zovat~ parametr s = bτ – dlinu dugi luqa L_b.

Radius-vektor R(M ) proizvol~noæ toqki M vblizi poverhnosti ∂Ω tela Ω imeet vid

R(M ) = r(τ ) + αe_α + νn(τ ),

gde R = r(τ ) + αe_α – parametriqeskoe uravnenie poverhnosti ∂Ω, e_α – ort vdol~ osi y, n(τ ) – ort normali k poverhnosti ∂Ω, napravlennyæ vnutr~ tela Ω.

DIFRAKCI˚ VOLNY XEPQUWE` GALEREI 99

DlØ komponent metriqeskogo tenzora imeem

G_{ττ} = g_{ττ} − 2νb_{ττ} + ν^2(n^′_τ , n^′_τ ), G_{τν} = 0,

G_{τα} = 0, G_{αν} = 0, G_{αα} = 1, G_{νν} = 1,

gde g_{ττ} i b_{ττ} – kofffficienty sootvetstvenno pervoæ i vtoroæ kvadratiqnyh form Gaussa dlØ poverhnosti ∂Ω.

Vvidu togo, qto stroØtsØ rexeniØ, oscilliru¸wie vblizi luqa L_b na poverhnosti ∂Ω i ffksponencial~no zatuha¸wie pri udalenii ot ∂Ω, neobhodimo potrebovat~ vypolneniØ neravenstva

k(τ ) + 1 b ∂b ∂ν | | ν=0 > 0, (3)

kotoroe moßno perepisat~ v vide ∂ ∂ν ( G_{ττ} b^2 )| | ν=0 < 0. Iz poluqennyh niße formul budet sledovat~ fiziqeskiæ smysl neravenstva (3). Pri ego vypolnenii vnutri tela Ω vblizi ∂Ω sosredotaqiva¸tsØ volny tipa xepquweæ galerei. V formule (3) qerez k(τ ) oboznaqena krivizna normal~nogo seqeniØ poverhnosti ∂Ω vdol~ luqa L_b v toqke s koordinatami (τ, α_0 = y_0, 0) ravnaØ

k(τ ) = b_{ττ} b^2 = − (r^′_τ , n^′_τ ) b^2 , gde r^′_τ /b – ediniqnyæ vektor kasatel~noæ k luqu L_b, napravlennyæ v storonu vozrastaniØ parametra τ . Veliqina K(τ ) ravnaØ

K(τ ) = ( k(τ ) + 1 b ∂b ∂ν )

igraet rol~ ffffektivnoæ krivizny normal~nogo seqeniØ poverhnosti ∂Ω vdol~ luqa L_b, a obratnaØ eæ veliqina R = (K)^{−1} obyqno nazyvaetsØ sootvetstvenno ffffektivnym radiusom krivizny. Esli skorost~ b postoØnna, to uslovie (3) oznaqaet, qto centr krivizny normal~nogo seqeniØ poverhnosti vdol~ krivoæ leßit s toæ storony, gde ν > 0. Sledovatel~no ffffekt sosredotoqennosti rexeniØ v sloe po ν voznikaet vnutri uprugogo tela. Kraevye usloviØ otsutstviØ naprØßeniæ na granice ∂Ω tela Ω zapixutsØ sledu¸wim obrazom σ_{iν} | ν=0 = 0, i = τ, α, ν, (4)

100 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV

gde tenzor naprØßeniæ σ_{ij} opredelen vyxe.

Vektor smeweniæ u, udovletvorØ¸wiæ uravneniØm (1), (2) i graniqnym usloviØm otsutstviØ naprØßeniæ (4) berem v vide summy prodol~noæ u_a i popereqnoæ u_b qasteæ polØ, uqtØ dve razliqnye polØrizacii popereqnoæ qasti volnovogo polØ,

u = u_a + u_b, u = (u^τ , u^α, u^ν). (5)

Sleduet zametit~, qto v oblasti Ω asimptotiqeski suwestvennu¸ rol~ igra¸t popereqnye smeweniØ sredy, odnako na svobodnoæ ot naprØßeniØ granice ∂Ω^−, τ 6 0, neobhodimo uqityvat~ i prodol~nye smeweniØ, dlØ togo qtoby udovletvorit~ vo vseh priblißeniØh po obratnym stepenØm bol~xogo parametra ω^γ , 0 < γ 6 1, ne tol~ko uravneniØm (1), (2), no i graniqnym usloviØm (4). Na granice sostavlØ¸wie u_a i u_b v sluqae popereqnogo smeweniØ napravlennogo po normali ime¸t asimptotiqeski odinakovyæ porØdok.

KaßdaØ volna sostoit iz prodol~noæ u_a i popereqnoæ u_b komponent, rasprostranØ¸wihsØ po poverhnosti ∂Ω s odnoæ i toæ ße fazovoæ skorost~¸

v^{(p,q)}_{ph} = b(τ, y_0, 0) + ω^{−2/3} ξψ^2b^3 2 − ω^{−1}2M b^5ψ^3 + O(ω^{−4/3}).

Zdes~ neizvestnye funkcii ψ, M i qislo ξ budut opredeleny niße.

Prodol~naØ komponenta u_a pri udalenii ot granicy zatuhaet po zakonu exp(−ωνM ), gde M = √ 1 g_{ττ} − 1 a^2 | | Lb , t. e. imeet kompleksnyæ ffækonal τ_a = τ + iν √ b^{−2} − a^{−2} i harakte-

rizuet luqevu¸ qast~ polØ v asimptotiqeskom razloßenii.

PopereqnaØ komponenta u_b pri vypolnenii usloviØ (3) sosredotoqivaetsØ vblizi granicy ∂Ω v sloe po ν porØdka ω^{−2/3}, obrazuØ ffffekt xepquweæ galerei. Pri udalenii ot fftogo sloØ vglub~ tela Ω popereqnaØ komponenta ffksponencial~no ubyvaet, stremØs~ k nul¸, podobno ubyvani¸ v(x) pri x → ∞, t. e. vedet sebØ harakterno volnam pograniqnogo sloØ i opredelØet difrakcionnu¸ qast~ polØ smeweniæ, v otliqie ot luqevoæ qasti

DIFRAKCI˚ VOLNY XEPQUWE` GALEREI 101

polØ u_a. Glubina proniknoveniØ prodol~noæ volny znaqitel~no men~xe glubiny proniknoveniØ popereqnoæ.

My privedem dve formuly dlØ vektora smeweniæ u, sootvetstvu¸wie dvum razliqnym polØrizaciØm popereqnoæ sostavlØ- ¸weæ u_b. V pervom sluqae smewenie v glavnom proishodit v ploskosti normal~nogo seqeniØ poverhnosti ∂Ω^− vdol~ luqa L_b po normali k poverhnosti. Smewenie dlØ vtorogo sluqaØ proishodit perpendikulØrno ploskosti normal~nogo seqeniØ poverhnosti ∂Ω^− vdol~ luqa L_b.

OgraniqivaØs~ lix~ pervymi otliqnymi ot nulØ kofffficientami asimptotiqeskogo razloßeniØ prodol~noæ sostavlØ¸weæ vektora smeweniæ, zapixem luqevu¸ qast~ polØ v vide u_a = e^{−iω(t−τ )}e^{Φ(τ,α,ω)} ( V^τ_a , ω^{−1/2}V^α_a , V^ν_a ) ω^{−1/3} e^{−ωνM} , gde fazovaØ funkciØ Φ(τ, ω) imeet vid Φ(τ, ω) = iω^{1/3}φ(τ )(−ξ) + 2i τ∫ τ0 M b^4ψ^3(τ )dτ, (6)

a sostavlØ¸wie V^i_a , i = ν, τ, α ravny sootvetstvenno

V^ν_a = iM V^τ_a , V^τ_a = 2v^′(−ξ)ψ(τ ),

priqem sostavlØ¸waØ V^α_a ØvlØetsØ funkcieæ ot V^τ_a , V^ν_a , kotoru¸ my ne privodim, tak kak ona ne ispol~zuetsØ niße. V ravenstve (6) vvedeny novye funkcii

φ(τ ) = 1 2 τ∫ τ0 ψ^2(τ )b^2(τ )dτ, (7)

ψ^3(τ ) = − 1 b^2 ∂ ∂ν ( G_{ττ} b^2 )| |_{ν=0} = 2 b^2R | |_{ν=0} > 0, (8)

priqem parametr ξ opredelen dlØ rassmatrivaemyh smeweniæ po raznomu: libo ξ = x_p < 0, gde {x_p}, p = 1, 2, . . . , – korni funkcii �æri v(x) dlØ smeweniæ odnogo tipa, libo fftot ße parametr

ξ = x^′_p < 0, gde {x^′_p}, p = 1, 2, . . . , – korni proizvodnoæ funkcii

�æri v^′(x) dlØ smeweniæ drugogo tipa.

Podqerknem, qto v privedennyh vyxe formulah funkciØ M = √ 1 g_{ττ} − 1 a^2 | | Lb = √ 1 b^2 − 1 a^2

102 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV

vsegda poloßitel~na, tak kak prodol~naØ skorost~ a rasprostraneniØ voln bol~xe popereqnoæ skorosti b.

PredstavlØ¸wie difrakcionnu¸ qast~ polØ vektory u^{(ν)}_b , u^{(α)}_b v sootvetstvii s dvumØ polØrizaciØmi ime¸t sledu¸wie vyraßeniØ u^{(ν)}_b = e^{−iω(t−τ )}e^{Φ(τ,ω)} ( ω^{−1/3}V^τ , ω^{−1/3}V^α, V^ν ) , (9) u^{(α)}_b = e^{−iω(t−τ )}e^{Φ(τ,ω)} ( ω^{−1/3}W^τ , W^α, ω^{−1/3}W^ν ) . (10)

Zdes~ fazovaØ funkciØ Φ(τ, ω) opredelØetsØ formuloæ (6).

My rassmatrivaem kvazidvumernyæ sluqaæ, kogda komponenta vektora smeweniØ vdol~ koordinaty α ≡ y uqityvaetsØ, no pri fftom sam vektor smeweniØ i vse vvedennye vyxe funkcii ot fftoæ koordinaty α ≡ y ne zavisØt. Vvidu fftogo opustim niße koordinatu α ≡ y iz argumentov rassmatrivaemyh funkciæ v formulah (3), (6)–(8).

Iz formul (9), (10) sleduet, qto glavnymi qlenami iskomyh asimptotik ØvlØ¸tsØ sostavlØ¸wie V^ν, W^α. �ti sostavlØ¸wie udovletvorØ¸t odnomu i tomu ße paraboliqeskomu uravneni¸ ( 2i ω b^2 ∂ ∂τ + ∂^2 ∂ν^2 − ω^2 2ν b^2R(τ ) ) U = 0. (11)

DlØ U = V^νe^{Φ(τ,ω)} iz usloviæ otsutstviØ naprØßeniæ na ∂Ω imeem graniqnoe uslovie Dirihle V^ν | ν=0 = 0, (12)

a dlØ U = W^αe^{Φ(τ,ω)} – graniqnoe uslovie Neæmana ∂W^α ∂ν | |_{ν=0} = 0. (13)

Vvidu sosredotoqennosti rexeniØ vblizi granicy ∂Ω sleduet uqityvat~ predel~noe uslovie otnositel~no funkcii U U | ν→∞ → 0. (14) SostavlØ¸wie V^ν , W^α voln xepquweæ galerei ØvlØ¸tsØ rexeniØmi kraevyh zadaq Xturma–LiuvillØ dlØ uravneniØ (11),

DIFRAKCI˚ VOLNY XEPQUWE` GALEREI 103

graniqnyh usloviæ libo (12), libo (13) i predel~nogo usloviØ (14) po peremennoæ ν. V kaßdom sluqae graniqnyh usloviæ (13) ili (14) asimptotiqeski glavnymi ØvlØ¸tsØ volny xepquweæ galerei

U^{wg} ∼ exp { i ( ω 2b(τ ) )_{1/3} (−ξ) τ∫ τ0 b(τ )K(τ )^{2/3}dτ } A_0(τ )×

×v (( ω b(τ ) )_{2/3} (2K(τ ))^{1/3}ν − ξ ) , (15)

priqem veliqina ξ v sluqae smeweniØ, sootvetstvu¸wego graniqnomu uslovi¸ (12), ravna odnomu iz korneæ funkcii �æri

v(x) nomera p, a dlØ graniqnogo usloviØ (13) – p-mu korn¸ proiz-

vodnoæ funkcii �æri. Funkcional~nyæ mnoßitel~ A_0(τ ) moßet byt~ zapisan v vide

A_0(τ ) = A_p^6 √ b(τ )R(τ_0) b(τ_0)R(τ ) , τ = τ∫ τ0 d s b(s), A_p = const .

4^0. Pereædem teper~ k issledovani¸ zadaqi difrakcii voln

xepquweæ galerei, nabega¸wih so storony cilindriqeskoæ poverhnosti ∂Ω^− na cilindriqesku¸ poverhnost~ ∂Ω^+ s obweæ obrazu¸weæ (os~ y). V zavisimosti ot polØrizacii pada¸wego polØ vblizi ∂Ω^−, rasseØnnoe pole budet udovletvorØt~ sootvetstvenno libo uslovi¸ Dirihle (12), libo kraevomu uslovi¸ Neæmana (13) na granice tela ∂Ω^+ .

Rassmotrim snaqala predel~nu¸ (po peremennoæ τ ) zadaqu Dirihle dlØ neizvestnoæ funkcii U vblizi ∂Ω^+ ( 2i ω b^2 ∂ ∂τ + ∂^2 ∂ν^2 − ω^22 ν b^2 K(τ ) ) U = 0, (16)

U | ∂Ω = 0, (17) (U − U^{wg}) | τ→−∞ → 0, (18) priqem v poslednem sootnoxenii funkciØ U^{wg}, opredelena formuloæ (15).

104 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV

Vvedem v okrestnosti linii skaqka krivizny (0, y_0, 0) rastØnutye koordinaty σ^+ , σ^−, ζ^+, ζ^− po formulam

σ^{+(−)} = ( ω 2b )^{1/3}bK^{+(−)}(0)^{2/3}τ, (19)

ζ^{+(−)} = ( ω b )_{2/3} (2K^{+(−)}(0))^{1/3}ν, (20)

pri fftom znaki +(−) sootvetstvu¸t znakam ∂Ω^{+(−)} .

Vblizi toqki (0, y_0, 0) uravnenie (11) v koordinatah (σ, y, ζ), opredelennyh formulami (19), (20), pereædet v sledu¸wee: ( i ∂ ∂σ + ∂^2 ∂ζ^2 − ζ ) U = 0. (21)

Rexenie uravneniØ (21) imeet sledu¸wiæ vid: U^{wg} = exp{iσ(−ξ)}A_0 (τ )v(ζ − ξ), v(−ξ) = 0. (22) Volna xepquweæ galerei, opredelØemaØ v glavnom priblißenii formuloæ (22), nabegaet na granicu perehoda cilindriqeskoæ poverhnosti ∂Ω^− s cilindriqeskoæ poverhnost~¸ ∂Ω^+ . ˚sno, qto sprava ot fftoæ linii σ^+ ¿ 0, ζ^+ ¿ 0 formula (22) perestaet byt~ rexeniem zadaqi.

Iz fiziqeskih soobraßeniæ, a takße iz rassmotreniØ analogiqnyh fftalonnyh zadaq, sleduet oßidat~, qto volna otraßennaØ ot granicy skaqka krivizny i iduwaØ obratno budet veliqinoæ vtorogo porØdka malosti, sledovatel~no v pervom priblißenii e¸ moßno prenebreq~.

V fftom predpoloßenii rexenie zadaqi (v glavnom priblißenii) moßno naæti sledu¸wim sposobom.

V okrestnosti granicy volna posle vydeleniØ glavnogo oscilliru¸wego mnoßitelØ exp{−iω(t − τ )} budet udovletvorØt~ paraboliqeskomu uravneni¸ (21) i, estestvenno, graniqnomu uslovi¸ U | ∂Ω+ = 0.

Togda dlØ rexeniØ U sprava ot toqki razryva poluqim sledu¸wu¸ zadaqu: ( i ∂ ∂σ + ∂^2 ∂ζ^2 − ζ ) U = 0, ζ = ζ^+ > 0, σ = σ^+ > 0,

U = 0, ζ = ζ^+ = 0, σ = σ^+ > 0, (24)

DIFRAKCI˚ VOLNY XEPQUWE` GALEREI 105

U = U^{wg}, ζ = ζ^+ > 0, σ = σ^+ = 0,

gde U^{wg} rexenie sleva ot toqki (0, y_0, 0), opredelennoe formuloæ (22) pri τ^− = σ^− = 0.

5^0. DlØ issledovaniØ rexeniØ zadaqi (24) postroim funkci¸

Grina G(σ, ζ, ζ^′) smexannoæ zadaqi, udovletvorØ¸weæ usloviØm: ( i ∂ ∂σ + ∂^2 ∂ζ^2 − ζ ) G(σ, ζ, ζ^′) = 0, σ > 0, ζ > 0,

G(σ, ζ, ζ^′) = 0, σ > 0, ζ = 0, (25) G(σ, ζ, ζ^′) = ∂l(ζ − ζ^′), σ = 0, ze > 0. Vs¸du niße pri upominanii o funkcii Grina budem sqitat~, qto σ = σ^+ , ζ = ζ^+ , ζ^′ = (ζ^′)^+ .

Togda rexenie zadaqi (24) budet davat~sØ kvadraturoæ: U (σ, ζ) = ∞∫ 0 U^{wg}(σ, ζ^′)G(σ, ζ, ζ^′)dζ^′. (26) Funkci¸ Grina zadaqi (25) G^D(σ, ζ; 0, ζ^′) budem iskat~ metodom obobwennoæ funkcii Grina [6], t. e. v vide superpozicii sobstvennyh funkciæ tipa voln xepquweæ galerei.

ProvodØ rØd preobrazovaniæ, okonqatel~no dlØ funkcii Grina G^D(σ, ζ; 0, ζ^′) poluqim formulu v sluqae, esli peremennye ζ, ζ^′ prinadleßat rassmatrivaemomu pograniqnomu slo¸ i, sledovatel~no, udovletvorØ¸t uslovi¸ ζ = O(ω^ϵ), ζ^′ = O(ω^ϵ), ϵ < 2/3. �ta formula budet v glavnom priblißenii sledu¸weæ:

G^D(σ, ζ; 0, ζ^′) = = ( 2b ω )_{1/3} eiσ(−ξ) 2[v^′(−ξ)]^2 v(ζ − ξ)v(ζ^′ − ξ) 1 6√ R^+ (τ )R^+ (0)

. (27)

Pust~ ζ^′ prinadleßit pograniqnomu slo¸, a ζ nahoditsØ vne sloØ – v zone teni, v tom qisle na skol~ ugodno bol~xom rassto- Ønii ot granicy ∂Ω. Vvedem v oblasti teni dlØ toqki s koordinatami (s, ν) drugie koordinaty (q, r). Provedem iz toqki (τ, ν) kasatel~nu¸ i normal~ k granice ∂Ω, pust~ q – znaqenie dliny dugi v toqke kasaniØ, a r – dlina kasatel~noæ. Poloßenie toqki moßno harakterizovat~ takße luqevymi koordinatami τ_1 = q +r,

106 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV

i q. �ti koordinaty ortogonal~ny. Pri ν → 0 stremØtsØ k nul¸ takße s − q i r. Ispol~zuØ estestvennoe uravnenie granicy, moßno naæti svØz~ koordinat s, ν s luqevymi koordinatami pri

ν → 0 (r → 0): s = q + r − 1 3ρ^2 r^3 + 7 24 ρ^′ ρ^3 r^4 + . . . ,

ν 1 2ρ r^2 − ρ^′ 6ρ^2 r^3 + 2ρ^{′2} − ρρ^{′′} − 3 24ρ^3 r^4 . . . , zdes~ ρ – radius krivizny normal~nogo seqeniØ poverhnosti vdol~ luqa L_b v toqke (q, 0).

FunkciØ Grina G^D(σ, ζ; 0, ζ^′) v glavnom dlØ sluqaØ takogo raspoloßeniØ toqek priobretaet vid:

G^D(σ, ζ; 0, ζ^′) = (ρ(q))^{1/6} e^{−iπ/4} √ b √ 2ωr[v^′(−ξ)]^2 e^{iσ(−ξ)} v(ζ^′ − ξ). (28) Pust~ teper~ obe toqki ζ, ζ^′ nahodØtsØ vne pograniqnogo sloØ.

Ih poloßenie budem harakterizovat~ dlinami kasatel~nyh r, r^′, provedennyh iz fftih toqek k granice, i toqkami kasaniØ s = q,

s^′ = q^′. FunkciØ Grina, sootvetstvu¸waØ zadaqe Dirihle, dlØ

dannogo poloßeniØ toqek poluqaetsØ vida:

G^D(σ, ζ; 0, ζ^′) =

(ρ(q)ρ(q^′))^{1/6}b^{2/3} 2^{1/3}(ω)^{2/3} √ r[v^′(−ξ)]^2 e^{−iσξ} . (29) Rassmotrim teper~ postroenie funkcii Grina zadaqi Neæmana dlØ razliqnogo poloßeniØ toqek ζ, ζ^′. V sootvetstvii s formulami (27)–(29) predstavim razliqnye vyraßeniØ dlØ funkciæ Grina zadaqi Neæmana dlØ treh sluqaev raspoloßeniØ toqek ζ,

ζ^′:

G^N (σ, ζ; 0, ζ^′) = ( 2b ω )_{1/3} eiσζ_1 2(−ξ)[v(−ξ)]^2 v(ζ^′ − ξ^′)v(ζ − ξ^′). (30)

G^N (σ, ζ; 0, ζ^′) = (ρ(q))^{1/6} e^{−iπ/4} √ b √ 2ωr(−ξ)[v(−ξ^′)]^2 e^{−iσξ0} v(ζ^′ − ξ^′). (31)

G^N (σ, ζ; 0, ζ^′) =

(ρ(q)ρ(q^′))^{1/6}b^{2/3} 2^{1/3}ω^{2/3} √ r(−ξ^′)[v(−ξ^′)]^2 e^{−iσξ0} . (32)

DIFRAKCI˚ VOLNY XEPQUWE` GALEREI 107

VozvrawaØs~ k formulam zadaqi (24), nahodim, qto rexenie sprava ot toqki skaqka krivizny budet v glavnom priblißenii opredelØt~sØ ravenstvom U (σ, ζ) = A(0) +∞∫ 0 v ( ζ^{′ 3} √ R^+ (0) R^−(0) − ξ ) G^D(σ, ζ; 0, ζ^′)dζ^′, (33) gde dlØ razliqnyh poloßeniæ toqek ζ i ζ^′ funkciØ G^D(σ, ζ; 0, ζ^′) opredelena formulami (27), (28), (29).

Proanaliziruem povedenie intensivnosti volnovogo processa U (σ, ζ) v okrestnosti granicy posle perehoda qerez toqku soprØßeniØ (0, y_0, 0) na poverhnosti ∂Ω^+ , t.e. pri uveliqenii σ^+ ot nulØ. DlØ fftogo naædem dlØ funkcii (32) razloßenie vblizi granicy ∂Ω U (σ, ζ) = U (σ, ζ) | |_{ζ=0} + ∂U ∂ζ | |_{ζ=0}ζ + . . . . (34)

V silu graniqnyh usloviæ dlØ zadaqi Dirihle (vektor smeweniæ polØrizovan po normali k poverhnosti ∂Ω) pervoe slagaemoe v pravoæ qasti formuly (34) ravno toßdestvenno nul¸, a dlØ zadaqi Neæmana (vektor smeweniæ polØrizovan vdol~ osi y) - vtoroe slagaemoe ravno toßdestvenno nul¸. V svØzi s fftim po analogii s teorieæ rasprostraneniØ fflektromagnitnyh voln [7] pervyæ otliqnyæ ot nulØ kofffficient pravoæ qasti formuly (34), t.e.^{∂U}_{∂ζ} | |_{ζ=0} v zadaqe Dirihle i U (σ, ζ) | |_{ζ=0} = U (σ, 0) v zadaqe Neæmana, budem nazyvat~ poverhnostnym tokom vdol~ granicy dlØ volnovogo processa.

Togda poverhnostnyæ tok vdol~ granicy, opredelØemyæ volnoæ xepquweæ galerei i sootvetstvu¸wiæ zadaqe Dirihle, budet harakterizovat~sØ sledu¸wim vyraßeniem dlØ vtorogo sluqaØ raspoloßeniØ toqek (formula (28) dlØ funkcii Grina)

Ψ(σ) = ∂U ∂ζ | |_{ζ=0} =

= A(0) ∞∫ 0 (ρ(q))^{5/3}e^{−iπ/4} b^{1/2} √ 2ωr^5[v^′(−ξ)]^2 ( b ω )^{2/3}e^{−iσξ} v(ζ^′ −ξ)dζ^′. PoslednØØ formula pokazyvaet, qto veliqina rassmatrivaemogo poverhnostnogo toka volnovogo processa bystro ubyvaet pri

108 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV

smewenii ot toqki (0, y_0, 0) vpravo, t.e. pri vozrastanii r (kak

O(r^{−5/2})).

Analogiqnym obrazom moßet byt~ rexena zadaqa Neæmana. Zdes~ volna soskal~zyvaniØ budet v okrestnosti toqki (0, y_0, 0) ravna U^{wg}(σ, ζ) = U^{wg}(0)e^{−iσξ0} v(ζ − ξ^′) v(−ξ^′) , gde ξ^′ – koren~ proizvodnoæ v^′(t) funkcii �æri v(t).

Sdelaem nekotorye okonqatel~nye vyvody.

FunkciØ Grina v sluqae zadaqi Neæmana budet opredelØt~sØ formulami (30)–(32).

Rexenie sprava ot toqki (0, y_0, 0) plavno perehodit v rexenie sleva ot fftoæ toqki.

Tok na granice, svØzannyæ s zadaqeæ Neæmana, ubyvaet gorazdo medlennee, qem tok, svØzannyæ s zadaqeæ Dirihle, t.e. pri udalenii ot toqki razryva budet preobladat~ odna polØrizaciØ (kotoroæ sootvetstvuet zadaqa Neæmana). Pole na l¸- byh rasstoØniØh ot granicy moßno naæti dvumØ sposobami: libo prodolßaØ rexeniØ, naædennye v okrestnosti granicy za ee predely; libo ispol~zuØ formulu Grina.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (96-01-00666).

Literatura

1. V. B. Philippov, Diffraction by nonplanar screen. — Wave Notion 3 (1981), 78–81.

2. N. V. SivickaØ, V. B. Filippov, O rasprostranenii voln xepquweæ galerei v srede s vertikal~noæ graniceæ razdela.. — Zap. nauqn. semin. LOMI. 179 (1989), 147–151.

3. N. ˚. Kirpiqnikova, V. B. Filippov, Povedenie poverhnostnyh voln pri perehode qerez lini¸ soprØßeniØ na granice uprugogo odnorodnogo izotropnogo tela. — Zap. nauqn. semin. POMI 230 (1995), ???.

4. N. ˚. Kirpiqnikova, O rasprostranenii sosredotoqennyh vblizi luqeæ poverhnostnyh voln v neodnorodnom uprugom tele proizvol~noæ formy. — 1971 CXV, 127–145.

5. V. M. Babiq, N. ˚. Kirpiqnikova, O rasprostranenii voln LØva vdol~ poverhnosti uprugogo neodnorodnogo tela proizvol~noæ formy. Sbornik “Problemy matematiqeskogo analiza”, Vyp. 2. Izd-vo LGU, (1969) S. 134-140.

6. V. I. Smirnov, Kurs vysxeæ matematiki. t. IV, q. 2, M., Nauka, (1981) 550s.

7. V. A. Fok, Problemy diffrakcii i rasprostraneniØ fflektromagnitnyh voln. M.: Izd–vo “Sovetskoe radio”, (1970) 520s.

DIFRAKCI˚ VOLNY XEPQUWE` GALEREI 109 Kirpichnikova N. Ya., Philippov V. B. Diffraction of the whispering gallery waves near the line of the curvature jump.

A nonhomogeneous elastic body with a stress-free boundary is considered. The boundary consists of two smooth cylindrical surfaces with a continuous tangent plane but a discontinuity of the curvature on the junction line.

The behaviour of the two kinds of the whispering gallery transversal surface waves passing through the junction line is studied. The displacement vector of the first kind (the Dirichlet boundary condition) wave is normal to the boundary and the displacement vector of the second kind (the Neumann boundary condition) wave is tangent to the boundary and normal to the ray, similar to the displacement vector of the Love waves.

Postupilo 30 sentØbrØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova