Predislovie

Rabota posvØwena vyqislitel~nym metodam rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric obwego vida (regulØrnyh i singulØrnyh), zavisØwih ot odnogo i dvuh parametrov.

�timi zadaqami ØvlØ¸tsØ sledu¸wie. DlØ odnoparametriqeskih matric:

• vyqislenie vseh ili qasti osobyh toqek (nuleæ i pol¸- sov) i im sootvetstvu¸wih strukturnyh indeksov, sobstvennyh vektorov i ßordanovyh cepoqek;

• vyqislenie polinomial~nyh rexeniæ minimal~nyh indeksov i minimal~nyh bazisov nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ.

DlØ dvuhparametriqeskih matric:

• razdelenie nepreryvnogo i diskretnogo spektrov; • vyqislenie toqek diskretnogo spektra i im sootvtetsvu- ¸wih sobstvennyh vektorov i ßordanovyh cepoqek;

• vyqislenie polinomial~nyh rexeniæ, minimal~nyh indeksov i minimal~nyh bazisov nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ.

Priveden obzor nekotoryh izvestnyh metodov rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ odnoparametriqeskih polinomial~nyh matric i puqkov matric; osnovannyh, kak pravilo, na primenenii fflementarnyh ortogonal~nyh matric, dana ih klassifikaciØ. Opisan obwiæ podhod k postroeni¸ metodov, osnovannyæ na rangovoæ faktorizacii matriqnogo operatora. Tak, na primere ΔW -q algoritmov (q = 0, 1, 2) i ih primeneniæ k rexeni¸ spektral~nyh zadaq matric i sistem lineænyh i nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ s q-parametrami prodemonstrirovan obwiæ podhod postroeniØ metodov i algoritmov, kotoryæ moßet byt~ induktivno po qislu parametrov prodolßen na mnogoparametriqeskie (q > 2) zadaqi.

Voprosy qislennoæ stabil~nosti i ocenka oxibok okrugleniØ metodov ne rassmatriva¸tsØ. No osnovnymi remeslami, ispol~zuemymi dlØ postroeniØ predlagaemyh metodov i algoritmov, ØvlØ¸tsØ horoxo zarekomendovavxie sebØ v vyqislitel~- noæ praktike k vliØni¸ oxibok okrugleniØ matricy ploskih vraweniæ i otraßeniæ i stroØwiesØ na ih baze unimodulØrnye treugol~nye matricy. Krome togo dlØ singulØrnoæ matricy vybrana strategiØ izolirovaniØ regulØrnoæ i singulØrnoæ 7

8 V. N. KUBLANOVSKA˚ ee qasteæ s posledu¸wim vyqisleniem dlØ kaßdoæ iz nih spektral~nyh harakteristik. Vse ffto pozvolØet uprostit~ rexenie zadaqi, izbeßat~ neopredelennost~ i dobit~sØ luqxeæ qislennoæ stabil~nosti v vyqislenii spektral~nyh harakteristik. Pri postroenii metodov xiroko ispol~zu¸tsØ svoæstva ponißa¸wih podprostranstv i isqerpyvanie izvestnyh spektral~- nyh harakteristik. NarØdu s ffkvivalentnymi preobrazovani- Ømi primenØ¸tsØ bolee obwie preobrazovaniØ perehoda k tak nazyvaemym soglasovannym puqkam, obespeqiva¸wie isqerpyvanie spektral~nyh harakteristik bez predvaritel~nogo ih vyqisleniØ.

Material stat~i moßno razbit~ na dve qasti. V pervoæ qasti, vkl¸qa¸weæ glavy 1–3, predstavleny metody rexeniØ zadaq dlØ odnoparametriqeskih polinomial~nyh matric. Vo vtoroæ qasti, vkl¸qa¸weæ glavy 4–8, rassmotreny metody rexeniØ zadaq dlØ dvuhparametriqeskih polinomial~nyh matric, a takße dlØ odno- i dvuhparametriqeskih racional~nyh matric.

V glave 1 privedeny izvestnye teoretiqeskie rezul~taty ob odnoparametriqeskih matricah, kotorye ispol~zu¸tsØ pri opisanii metodov rexeniØ spektral~nyh zadaq.

V glave 2 rassmotreny metody rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ puqkov postoØnnyh matric kak regulØrnyh, tak i singulØrnyh. Dana sistematizaciØ metodov, opisany principy ih postroeniØ.

Pri fftom my ne rassmatrivaem metodov rexeniØ spektral~- nyh zadaq dlØ puqkov simmetriqnyh matric i iteracionnyh metodov rexeniØ qastiqnoæ problemy dlØ regulØrnyh puqkov s uqetom ih razreßennosti, hotØ poslednie ime¸t bol~xu¸ praktiqesku¸ znaqimost~. Metody rexeniØ fftih zadaq xiroko osveweny v literature (sm. napr. [69, 183, 267, 275, 17]).

V glave 3 privedeny metody rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh matric obwego vida. PredlagaetsØ novyæ podhod k postroeni¸ metodov, ne trebu¸wiæ linearizacii zadaqi. �tot podhod osnovan na rangovoæ faktorizacii singulØrnyh polinomial~nyh matric. Predlaga¸tsØ algoritmy rangovoæ faktorizacii i ih primenenie k rexeni¸ spektral~nyh zadaq. Rassmotreny algoritmy vyqisleniØ strukturnyh indeksov koneqnogo sobstvennogo znaqeniØ i pol¸sno-nulevoæ struktury osoboæ toqki polinomial~noæ matricy na beskoneqnosti. PrivoditsØ kratkoe opisanie principov postroeniØ izvestnyh metodov rexeniØ problemy sobstvennyh znaqeniæ dlØ regulØr-

METODY I ALGORITMY 9 nyh polinomial~nyh matric. Rassmotreny sposoby isqerpyvaniØ izvestnyh spektral~nyh harakteristik (singulØrnyh i regulØrnyh).

V glave 4 da¸tsØ nekotorye svedeniØ v spektral~nyh harakteristikah dvuhparametriqeskih polinomial~nyh matric. PonØtiØ ponißa¸wih podprostranstv i soglasovannyh puqkov obobwa¸tsØ na sluqaæ puqkov polinomial~nyh matric. PrivodØtsØ algoritmy postroeniØ ponißa¸wih podprostranstv i soglasovannyh puqkov, a tak ße algoritmy isqerpyvaniØ odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ special~nogo vida.

Glava 5 posvØwena algoritmam rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ singulØrnyh puqkov polinomial~nyh matric: razdeleni¸ nepreryvnogo i diskretnogo spektrov, vyqisleni¸ toqek diskretnogo spektra i im sootvetstvu¸wih sobstvennyh vektorov i ßordanovyh cepoqek. Rassmotreny sposoby raskrytiØ funkcional~nogo opredelitelØ.

V glave 6 predstavleny metody rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ dvuhparametriqeskih polinomial~nyh matric proizvol~- nyh stepeneæ po oboim parametram. Rassmotreny dva podhoda. Pervyæ podhod osnovan na linearizacii zadaqi, t.e. perehodu k soprovoßda¸wim puqkam polinomial~nyh matric. Vtoroæ podhod osnovan na rangovoæ faktorizacii dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. Rassmotreny razliqnye vidy rangovoæ faktorizacii i algoritmy ih postroeniØ. Metod rangovoæ faktorizacii primenØetsØ k postroeni¸ minimal~nogo bazisa nul~- prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ, k vyqisleni¸ toqek diskretnogo spektra, k vydeleni¸ regulØrnogo Ødra.

V glave 7 predloßeny metody rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ odno- i dvuhparametriqeskih racional~nyh matric. Privedena klassifikaciØ nekotoryh faktorizaciæ, sposoby postroeniØ nesokratimyh faktorizaciæ i, v qastnosti, minimal~noæ nesokratimoæ faktorizacii. Privedeny metody rexeniØ spektral~nyh zadaq (vyqislenie osobyh toqek, postroenie bazisov nul~prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ).

V glave 8 rassmatrivaetsØ primenenie metodov rexeniØ spektral~nyh zadaq k rexeni¸ parametriqeskih zadaq algebry. Predloßeny algoritmy vypolneniØ operaciæ nad skalØrnymi polinomami ot odnoæ i dvuh peremennyh; algoritmy vypolneniØ nekotoryh operaciæ nad matriqnymi polinomami; metody rexeniØ lineæno-algebraiqeskih sistem s polinomial~nymi i racional~nymi matricami, v qastnosti, vyqislenie psevdoobratnoæ

10 V. N. KUBLANOVSKA˚ matricy; metody rexeniØ sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot odnoæ i dvuh peremennyh. Predloßen sposob ocenki neustranimoæ pogrexnosti polinomial~nogo i racional~nogo vidov.

V konce privoditsØ bibliografiØ stateæ, ime¸wih otnoxenie k rexeni¸ upomØnutyh vyxe spektral~nyh zadaq i ih primeneni¸. Pri fftom my ne pretenduem na isqerpyva¸wiæ spisok vseh rabot v fftoæ oblasti.

Avtor blagodarit V. B. Hazanova za neizmennoe vnimanie k ee rabote i uqastie v sovmestnyh stat~Øh, a takße gluboko priznatelen kollegam po rabote T. ˚. Kon~kovoæ, V. N. Simonovoæ i N. B. Sciborskoæ za okazannu¸ imi neocenimu¸ pomow~ v ffksperimental~noæ proverke na �VM bol~xinstva iz predlagaemyh algoritmov.

METODY I ALGORITMY 11

Glava 1. Nekotorye svedeniØ ob odnoparametriqeskih polinomal~nyh i racional~nyh matricah

Osnovnymi ob¨ektami issledovaniæ ØvlØ¸tsØ λ-matricy dvuh vidov: racional~naØ matrica R(λ), kak fflement C^{m×n}(λ)–prostranstva m × n matric nad polem racional~nyh funkciæ, i ee qastnyæ sluqaæ polinomial~naØ matrica D(λ), kak fflement

C^{m×n}[λ]-prostranstva m × n matric nad kol~com skalØrnyh po-

linomov. DlØ D(λ) ispol~zuetsØ takße zapis~

D(λ) = C_sλ^s + C_{s−1}λ^{s−1} + · · · + C_0

v vide matriqnogo polinoma celoæ stepeni s ¿ 1 i, v qastnosti, pri s = 1 zapis~ v vide puqka matric D(λ) = A − λB. Zdes~ C_k (k = 0, 1), A i B sut~ fflementy C^{m×n} prostranstva

m × n matric nad polem kompleksnyh qisel.

Pod slovami “λ-matrica” ponimaetsØ l¸baØ iz matric R(λ) ili D(λ). Razliqa¸tsØ singulØrnye i regulØrnye λ-matricy. SingulØrnoæ nazyvaetsØ λ-matrica, dlØ kotoroæ vypolnØetsØ odno iz usloviæ: m ≠ n ili pri m = n opredelitel~ λ-matricy toßdestvenno otnositel~no λ raven nul¸. V protivnom sluqae λ-matrica nazyvaetsØ regulØrnoæ.

V glave privodØtsØ izvestnye teoretiqeskie poloßeniØ dlØ λ-matric.

V §1.1 daetsØ opisanie spektral~nyh harakteristik i formulirovka spektral~nyh zadaq, metody i algoritmy rexeniØ kotoryh rassmatriva¸tsØ v 1 qasti knigi.

V §1.2 vvodØtsØ v rassmotrenie ponißa¸wie podprostranstva i issledu¸tsØ ih svoæstva.

V §1.3 vvodØtsØ v rassmotrenie soglasovannye puqki i issledu¸tsØ ih svoæstva. Oni v nekotorom smysle obobwa¸t ponØtie ffkvivalentnyh puqkov i budut ispol~zovat~sØ v posledu¸wih glavah pri konstruirovanii algoritmov rexeniØ spektral~nyh zadaq.

V §1.4 privedeny sposoby linearizacii polinomial~nyh matric, pozvolØ¸wie rexenie spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh matric stepeni s > 1 svodit~ k rexeni¸ analogiqnyh zadaq dlØ puqkov matric. Ukazana svØz~ meßdu spektral~nymi harakteristikami.

12 V. N. KUBLANOVSKA˚

V §1.5 rassmatriva¸tsØ nekotorye faktorizacii postoØnnyh matric. V qastnosti, rassmotreno ΔW -0 razloßenie i algoritmy, ego rkalizu¸wie. Issledovany svoæstva rangovogo seqeniØ ΔW -0 razloßeniØ, privedeno ego primenenie k rexeni¸ nekotoryh vspomogatel~nyh zadaq, na kotryh baziru¸tsØ mnogie algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ puqka matric.

§1.1. Spektral~nye harakteristiki λ-matric [10, 225, 214, 235]

DlØ opredeleniØ spektral~nyh harakteristik λ-matricy rassmotrim ih prosteæxie (kanoniqeskie) formy. Privedenie λmatric k kanoniqeskoæ forme osuwestvlØetsØ s pomow~¸ ffkvivalentnyh i strogo ffkvivalentnyh preobrazovaniæ.

Preobrazovanie vida

^W (λ)R(λ)W (λ) = R_1(λ) ^W (λ)D(λ)W (λ) = D_1(λ)

nazyvaetsØ ffkvivalentnym, esli ^W (λ) i W (λ) unimodulØrnye matricy, i strogo ffkvivalentnym, esli ^W i W ne osobennye postoØnnye (ne zavisØwie ot λ) matricy.

1.1.1. Kanoniqeskie formy Smita. Osobye toqki i ih pol¸s no-nulevaØ struktura.

Teorema 1.1. L¸baØ λ-matrica razmerov m × n ranga ρ ffkvivalentna

a) kanoniqeskoæ forme Smita–Milana vida

^W (λ)R(λ)W (λ) = block diag

{ e_1(λ)

f_1(λ) , · · · , e_ρ(λ) f_ρ(λ) , 0_{uv} } (1.1.1)

v sluqae racional~noæ λ-matricy R(λ).

b) kanoniqeskoæ forme Smita vida

^W (λ)D(λ)W (λ) = block diag {m_1(λ), . . . , m_ρ(λ), 0_{vu}} (1.1.2)

v sluqae polinomial~noæ λ-matricy R(λ).

Zdes~ W (λ) i ^W (λ) unimodulØrnye n×n i m×m matricy, sootvetstvenno. SkalØrnye polinomy e_1(λ), . . . , e_ρ(λ); f_1(λ), . . . , f_ρ(λ);

m_1(λ), . . . , m_ρ(λ), vhodØwie v kaßdu¸ iz ukazannyh grupp, ØvlØ-

¸tsØ vzaimno prostymi i normirovany tak, qto kofffficient pri starxeæ stepeni λ kaßdogo polinoma raven edinice, pri fftom delØtsØ bez ostatka sledu¸wie skalØrnye polinomy e_{i+1}(λ)

METODY I ALGORITMY 13 na e_i(λ); f_i(λ) na f_{i+1}(λ); m_{i+1}(λ) na m_i(λ) i := 1, . . . , ρ; 0_{vu} – nulevaØ v × u matrica, gde qisla v = m − ρ, u = n − ρ sovpada¸t s razmernostØmi levogo i pravogo nul~-prostranstv λ-matricy.

Nenulevye fflementy v kanoniqeskih formah (1.1.1) i (1.1.2) nazyva¸tsØ invariantnymi mnoßitelØmi λ-matricy. Toqka λ =

λ_j , v kotoroæ, po kraæneæ mere, odin iz invariantnyh mnoßite-

leæ obrawaetsØ v nul~ (v beskoneqnost~) nazyvaetsØ koneqnym nulem (koneqnym pol¸som) λ-matricy. V oboih sluqaØh ffta toqka nazyvaetsØ osoboæ.

DlØ vvedeniØ ponØtiØ pol¸sno-nulevoæ struktury osoboæ toqki kaßdyæ iz invariantnyh mnoßiteleæ zapixem v vide e_i(λ) f_i(λ) = r_i(λ) ( λ − λ_j )_{σij} (i = 1, . . . , ρ), (1.1.3)

gde r_i(λ) – racional~naØ funkciØ, dlØ kotoroæ λ = λ_j ne ØvlØetsØ osoboæ toqkoæ.

Nabor neubyva¸wih qisel { σ_{1j}, . . . , σ_{ρj} } ≡ S [ R; λ_j ] (1.1.4)

nazyvaetsØ naborom strukturnyh indeksov λ-matricy v ee osoboæ toqke λ_j . Qislo σ_{ij} < 0 opredelØ¸t pol¸snu¸ strukturu, qisla σ_{ij} > 0 opredelØ¸t nulevu¸ strukturu osoboæ toqki λ_j ; ravenstvo nul¸ σ_{ij} ukazyvaet na otsutstvie osobennosti v toqke

λ = λ_j.

Pol¸sno-nulevaØ struktura λ-matricy v toqke λ = ∞ polagaetsØ (po opredeleni¸) ravnoæ pol¸sno-nulevoæ strukture v toqke λ = 0 matric R(λ) = λ^sR ( 1 λ ) , D(λ) = λ^sD ( 1 λ ) (1.1.5)

sootvetstvenno dlØ racional~noæ i polinomial~noæ λ-matricy.

DlØ polinomial~nyh matric naravne s nazvaniØmi osobaØ toqka tipa nul~ i ee strukturnye indeksy budut ispol~zovany nazvaniØ sobstvennoe znaqenie i ego fflementarnye deliteli.

Kak sleduet iz (1.1.2) i (1.1.3), kaßdomu koneqnomu sobstvennomu znaqeni¸ λ_j s naborom fflementarnyh deliteleæ (λ −

λ_j )^{σij} (i = 1, . . . , ρ) vzaimno odnoznaqno sootvetstvuet koneq-

naØ osobaØ toqka λ_j tipa nul~ s naborom strukturnyh indeksov S[D, λ_j ] = [σ_{1j}, . . . , σ_{ρj}]. Takogo sootvetstviØ net dlØ beskoneqnoæ osoboæ toqki. Tak po opredeleni¸ matrica D(λ) imeet

14 V. N. KUBLANOVSKA˚ beskoneqnyæ fflementarnyæ delitel~ stepeni t_{i∞}, esli D(λ) imeet fflementarnyæ delitel~ λ^{ti∞} . SvØz~ meßdu strukturnymi indeksami σ_{i∞} beskoneqnoæ osoboæ toqki i stepenØmi beskoneqnyh fflementarnyh deliteleæ t_{i∞} zadaetsØ sootnoxeniem σ_{i∞} = t_{i∞} − s, (1, . . . , ρ). (1.1.6) Ots¸da sleduet, qto naliqie beskoneqnogo sobstvennogo znaqeniØ ewe ne garantiruet suwestvovanie osobennosti tipa nul~ matricy D(λ) v toqke λ = ∞.

1.1.2. Kanoniqeskie formy dlØ puqka matric.

DlØ puqka matric D(λ) = A − λB, krome kanoniqeskih form Smita iz p. 1.1.1, ime¸t mesto kanoniqeskaØ forma ȷordana– Veæerxtrassa i kanoniqeskaØ forma Kronekera.

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ

Teorema 1.2. L¸boæ regulØrnyæ puqok D(λ) = A−λB strogo ffkvivalenten kanoniqeskoæ forme ȷordana–Veæerxtrassa vida ^W D(λ)W = block diag {J − λI, I − λP }. (1.1.7) Zdes~ ^W i W – postoØnnye neosobennye matricy porØdka n;

I – ediniqnaØ n × n matrica, J – bloqno-diagonal~naØ matrica s ßordanovymi blokami vida

J_t(λ_∗) = λ_∗ 1 λ_∗ 1

... ... ... 1 λ_∗ ;

N – bloqno-diagonal~naØ nil~potentnaØ matrica s blokami P_t =

J_t(0). Bloku J_t(λ_∗) sootvetstvuet koneqnyæ fflementarnyæ deli-

tel~ (λ − λ_∗)^t; bloku P_t sootvetstvuet beskoneqnyæ fflementarnyæ delitel~ puqka D(λ), t.e. drugimi slovami, fflementarnyæ delitel~ matricy B puqka D(λ), sootvetstvu¸wiæ ee nulevomu sobstvennomu znaqeni¸.

Teorema 1.3. L¸boæ m×n singulØrnyæ puqok D(λ) = A−λB ranga

ρ strogo ffkvivalenten kanoniqeskoæ forme Kronekera vida

^W D(λ)W = block diag {S(λ), T (λ), ^D_ρ(λ)}. (1.1.8)

METODY I ALGORITMY 15 Zdes~ ^W i W – postoØnnye m × m i n × n neosobennye matricy; ^D_ρ(λ) – regulØrnyæ ρ × ρ puqok, ime¸wiæ formu ȷordana– Veæerxtrassa; S(λ) = block diag {L_{ε1} , . . . , L_{εq} }; T (λ) = block diag

{L^T_{η1} , . . . , L^T_{ηr} }. Bloki L_ε i L^T_η ime¸t razmery ε × (ε + 1) i (η + 1)η

sootvetstvenno i vid

L_ε(λ) = −λ 1 −λ 1 ... ... −λ 1 ,

L^T_η (λ) =

−λ 1 −λ 1 ... ... ... −λ 1

,

im sootvetstvu¸t pravyæ minimal~nyæ indeks ε i levyæ minimal~nyæ indeks η.

1.1.3. Sobstvennye vektory i ßordanovy cepoqki vektorov.

Kaßdomu koneqnomu fflementarnomu delitel¸ (λ − λ_∗)^t polinomial~noæ m × n matricy

D(λ) = λ^sC_s + λ^{s−1}C_{s−1} + · · · + C_0

otveqaet pravaØ x_1, . . . , x_t i levaØ y_1, . . . , y_t ßordanovy cepoqki vektorov, udovletvorØ¸wie sootnoxeniØm l∑ k=0 1 k! D^{(k)}(λ_∗)x_{l−k+1} = 0, l∑ k=0 y^H_{t−l+k} 1 k! D^{(k)}(λ_∗) = 0,

l = 0, 1, . . . , t − 1 (1.1.9)

(indeksy u levoæ ßordanovoæ cepoqki pronumerovany v obratnom porØdke*), priqem sistemy D(λ_∗)z = − t∑ k=1 1 k! D^{(k)}(λ_∗)x_{t−k+1},

z^H D(λ_∗) = − t∑ k=1 y^H_k 1 k! D^{(k)}(λ_∗)

*Zdes~ simvol D^{(k)}(λ∗) oznaqaet^{dk}_{dλk} D(λ) pri λ = λ∗

16 V. N. KUBLANOVSKA˚ nesovmestny.

DlØ puqka D(λ) = A − λB sootnoxeniØ (1.1.9) ime¸t vid

(A − λ_∗B)x_1 = 0; (A − λ_∗B)x_i = Bx_{i−1} i = 2, . . . , t y^H_t (A − λ_∗B) = 0; y^H_i (A − λ_∗B) = y^H_{i−1}B i = 2, . . . , t (1.1.10)

priqem sistemy (A − λ_∗B)η = Bx_t i η^H (A − λ_∗B) = y^H_t B nesovmestny.

Kaßdomu beskoneqnomu fflementarnomu delitel¸ matricy

D(λ) otveqa¸t pravaØ i levaØ ßordanovy cepoqki, udovletvo-

rØ¸wie sootnoxeniØm l∑ k=0 C_{s−k}x_{l−k+1} = 0 l∑ k=0 y^H_{t−l+k} C_{s−k} = 0 l = 0, 1, . . . , t − 1 (1.1.11)

priqem sistemy C_sη = −^t ∑ k=1 C_{s−k}x_{t−k+1} i η^H C_s = −^t ∑ k=1 y^H_k C_{s−k} nesovmestny.

DlØ puqka D(λ) = A − λB sootnoxeniØ (1.1.11) ime¸t vid Bx_1 = 0 Bx_i = Ax_{i−1} i = 2, . . . , t y^H_1 B = 0 y^H_i B = y^H_{i−1}A i = 2, . . . , t

(1.1.12)

priqem sistemy Bη = Ax_t i η^H B = y^H_t A nesovmestny.

Vektory x_1 i y_t, udovletvorØ¸wie uravneniØm

D(λ_∗)x_1 = 0 y^H_t D(λ_∗) = 0 dlØ λ_∗ < ∞

C_sx_1 = 0 y^H_t C_s = 0 dlØ λ_∗ = ∞ (1.1.13)

nazyva¸tsØ sootvetstvenno pravym i levym sobstvennym vektorom, sootvetstvu¸wim sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗.

V sluqae puqka D(λ) = A − λB sobstvennye vektory x_1 i y_t udovletvorØ¸t uravneniØm

(A − λ_∗B)x_1 = 0 y^H_t (A − λ_∗B) = 0 dlØ λ_∗ < ∞

Bx_1 = 0 y^H_t B = 0 dlØ λ_∗ = ∞. (1.1.14)

PonØtie sobstvennyh vektorov i ßordanovyh cepoqek moßno vvesti i dlØ racional~noæ matricy. Tak pust~ v osoboæ toqke

METODY I ALGORITMY 17

λ_j matrica R(λ) imeet tol~ko nulevu¸ osobennost~: S[R, λ_j ] = { σ_{1j}, . . . , σ_{ρj} } . Togda dlØ kaßdogo σ_{ij} > 0 moßno postroit~ pravu¸ i levu¸ ßordanovy cepoqki dliny σ_{ij}, opredelØemye formulami (1.1.9)–(1.1.14).

RegulØrnoæ qast~¸ singulØrnoæ λ-matricy ranga ρ nazovem porØdka ρ regulØrnu¸ λ-matricu, ime¸wu¸ s singulØrnoæ λmatriceæ odinakovye nabory koneqnyh osobyh toqek i im sootvetstvu¸wie strukturnye indeksy, tak qto kanoniqeskaØ forma regulØrnoæ qasti sovpadaet s kanoniqeskoæ formoæ bez nulevyh diagonal~nyh fflementov sootvetstvu¸weæ eæ singulØrnoæ λ-matricy.

Pod regulØrnoæ qast~¸ singulØrnogo puqka A − λB ranga ρ budem ponimat~ tak ße regulØrnyæ puqok porØdka ρ, kanoniqeskaØ forma ȷordana–Veæerxtrassa kotorogo sovpadaet s blokom ^D_ρ(λ) v forme Kronekera (1.1.8) rassmatrivaemogo puqka.

1.1.4. Minimal~nye bazisy i minimal~nye indeksy [169, 317].

Pust~ vektory

x_i(λ) = λ^{si} x_{si} + λ^{si−1}x_{si−1} + · · · + x_{0i} i = 1, . . . , q (1.1.15)

obrazu¸t polinomial~nyæ bazis v vektornom prostranstve

C^n(λ) nad polem racional~nyh funkciæ. Zdes~ ||x_{si} || ≠ 0 i

||x_{0i} || ≠ 0, tak qto celoe qislo s_i est~ indeks vektora x_i(λ);^q ∑ i=1 s_i – porØdok polinomial~nogo bazisa (1.1.15).

Minimal~nym bazisom nazyvaetsØ bazis, ime¸wiæ minimal~- nyæ porØdok, a ego indeksy nazyva¸tsØ minimal~nymi.

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

1^0. V l¸bom vektornom prostranstve nad polem racional~nyh funkciæ suwestvuet minimal~nyæ polinomial~nyæ bazis.

2^0. Indeksy minimal~nyh bazisov odnogo i togo ße vektornogo prostranstva sovpada¸t.

3^0. DlØ togo, qtoby polinomial~nyæ bazis (1.1.15) byl minimal~nym, neobhodimo i dostatoqno, qtoby kaßdaØ iz matric [ x_1(λ), . . . , x_q(λ) ] ∈ C^{n×q}[λ] i [ x_{s1} , . . . , x_{sq} ] ∈ C^{n×q}, obrazovannyh sootvetstvenno iz polinomial~nyh vektorov bazisa (1.1.15) i kofffficientov pri starxih stepenØh λ v fftih vektorah, imela polnyæ stolbcovyæ rang.

18 V. N. KUBLANOVSKA˚

Nas budut interesovat~ pravoe N_c i levoe N_r nul~-prostranstva λ-matricy, sostoØwie iz pravyh i levyh polinomial~nyh rexeniæ ee, minimal~nye bazisy i minimal~nye indeksy fftih nul~-prostranstv.

Polinomial~nymi rexeniØmi (pravym x(λ) i levym y(λ)) matricy D(λ) nazyva¸tsØ polinomial~nye vektory iz nul~- prostranstv N_c i N_r, udovletvorØ¸wie pri l¸bom λ uravneniØm

D(λ)x(λ) = 0 y^H (λ)D(λ) = 0. (1.1.16)

Vektornye kofffficienty polinomial~nyh rexeniæ x(λ) = x_0 +

λx_1 + · · ·+ λ^tx_t i y(λ) = y_0 + λy_1 + · · ·+ λ^ty_t svØzany sootnoxeniØmi

C_0x_0 = 0, y^H_0 C_0 = 0,

C_1x_0 + C_0x_1 = 0, y^H_0 C_1 + y^H_1 C_0 = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . Csx_0 +C_{s−1}x_1 +. . .+Cs−txt = 0, y^H_0 Cs +y^H_1 C_{s−1} +. . .+y^H_t Cs−t = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . Csxt = 0, y^H_t Cs = 0. (1.1.17)

1.1.5. Svoæstva unimodulØrnyh matric, privodØwih λ-mat-ricu k kanoniqeskoæ forme [316].

Niße budet ustanovleno, qto vyqislenie spektral~nyh harakteristik racional~noæ matricy svoditsØ k vyqisleni¸ analogiqnyh spektral~nyh harakteristik polinomial~noæ matricy. Pofftomu v dal~neæxem izloßenii pod λ-matriceæ, kak pravilo, budem imet~ v vidu polinomial~nu¸ matricu.

Otmetim svoæstva unimodulØrnyh matric W (λ) i ^W (λ), uqastvu¸wih v privedenii D(λ) k kanoniqeskoæ forme Smita (1.1.2). DlØ opredelennosti rassmotrim svoæstva stolbcov

W_j (λ) (j = 1, . . . , n) matricy W (λ). Vse skazannoe analogiqno

rasprostranØetsØ na stroki matricy ^W (λ).

Teorema 1.4. Pust~ (λ − λ∗)^t est~ fflementarnyæ delitel~ matricy D(λ), vhodØwiæ v invariantnyæ mnoßitel~ m_j (λ) (j 6 ρ) kanoniqeskoæ formy (1.1.2). Togda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

Vektory

x_{∗i+1} = 1 i! d^i dλ^i W_j (λ_∗) (i = 0, 1, . . . , t − 1) (1.1.18)

METODY I ALGORITMY 19 obrazu¸t pravu¸ ßordanovu cepoqku dliny t, otveqa¸wu¸ fftomu fflementarnomu delitel¸.

Vektory W_j (λ) (j = ρ + 1, . . . , n) ØvlØ¸tsØ pravymi polinomial~nymi rexeniØmi matricy D(λ) i obrazu¸t unimodulØrnyæ bazis nul~-prostranstva N_c[D] iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ D(λ). Priqem suwestvuet takaØ unimodulØrnaØ matrica W (λ), qto fftot bazis budet minimal~nym.

Vektory vida (1.1.18), poroßdaemye polinomial~nymi rexeniØmi W_j (λ) (j > ρ) pri l¸bom znaqenii λ_∗, udovletvorØ¸t sootnoxeniØm (1.1.9) bez ograniqeniØ na indeks i. V dal~neæxem ffti vektory budem nazyvat~ parazitiqeskoæ ßordanovoæ cepoqkoæ matricy D(λ).

SootnoxeniØ (1.1.9) i (1.1.18) sootvetstvenno mogut byt~ zapisany dlØ j 6 ρ v vide d^k dλ^k [ D(λ_∗)q_j (λ_∗) ] = 0, k = 0, 1, . . ., t − 1; d^t dλ^t [ D(λ_∗)q_j(λ_∗) ] ≠ 0;

(1.1.19)

i dlØ j > ρ v vide d^k dλ^k [ D(λ_∗)q_j(λ_∗) ] = 0, k = 0, 1, . . .; d^{t+1} dλ^{t+1} [ q_j(λ) ] = 0;

(1.1.20)

priqem (1.1.20) imeet mesto dlØ l¸boæ toqki λ = λ_∗. Zdes~ oboznaqeno q_j(λ) ≡ W_j (λ). Vektor q_j(λ) iz (1.1.19) nazovem poroßda- ¸wim vektorom vysoty t, otveqa¸wim fflementarnomu delitel¸

(λ − λ_∗)^t matricy D(λ). Vektor q_j(λ), udovletvorØ¸wiæ (1.1.20)

pri l¸bom λ_∗, nazovem poroßda¸wim vektorom matricy D(λ), sovpada¸wim s ee polinomial~nym rexeniem indeksa t.

1.1.6. Balansnye sootnoxeniØ meßdu spektral~nymi harakteristikami [90, 155, 156, 316].

Mnoßestvo vseh osobyh toqek s ih strukturnymi indeksami i mnoßestvo sootvetstvu¸wih im sobstvennyh vektorov i ßordanovyh cepoqek budem otnosit~ k regulØrnym spektral~nym (skalØrnym i vektornym) harakteristikam λ-matricy.

Mnoßestvo minimal~nyh indeksov i minimal~nyh bazisov nul~-prostranstv iz pravyh i levyh polinomial~nyh rexeniæ

20 V. N. KUBLANOVSKA˚ λ-matricy budem otnosit~ k singulØrnym spektral~nym harakteristikam (skalØrnym i vektornym) λ-matricy. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

•Strogo ffkvivalentnye preobrazovaniØ λ-matricy sohranØ- ¸t vse ee skalØrnye spektral~nye harakteristiki.

•�kvivalentnye preobrazovaniØ λ-matricy sohranØ¸t tol~- ko koneqnye osobye toqki i sootvetstvu¸wie im strukturnye indeksy.

Pri oboih vidah preobrazovaniæ a) sohranØ¸tsØ rang matricy, razmernosti pravogo i levogo nul~-prostranstv;

b) meßdu vektornymi spektral~nymi harakteristikami ustanavlivaetsØ vzaimnoodnoznaqnoe sootvetstvie.

Meßdu skalØrnymi spektral~nymi harakteristikami λ-mat-ricy ime¸t mesto sledu¸wie “balansnye” sootnoxeniØ:

a) dlØ racional~noæ m × n matricy R(λ) ranga ρ

γ_p[R] = γ_z [R] + ε[R] + η[R]. (1.1.21)

b) dlØ polinomial~noæ m × n matricy D(λ) ranga ρ stepeni s:

β_c[D] + β_∞[D] + ε[D] + η[D] = ρs. (1.1.22)

Zdes~ γ_p[R] – summa otricatel~nyh strukturnyh indeksov vseh osobyh toqek R(λ); γ_z[R] – summa poloßitel~nyh strukturnyh indeksov vseh osobyh toqek R(λ); β_c[D] – summa vseh koneqnyh fflementarnyh deliteleæ D(λ); β_∞[D] – summa vseh beskoneqnyh fflementarnyh deliteleæ D(λ); ε[R], ε[D] – summy vseh pravyh minimal~nyh indeksov matric R(λ) i D(λ) sootvetstvenno; η[R],

η[D] – summy vseh levyh minimal~nyh indeksov matric R(λ) i D(λ) sootvetstvenno;

1.1.7. Bloqnye spektral~nye harakteristiki i ih svoæstva [87].

Niße vvodØtsØ bloqnye spektral~nye harakteristiki, kak-to: matriqnoe rexenie polinomial~noæ matricy, bloqnoe sobstvennoe znaqenie i bloqnyæ sobstvennyæ vektor, kotorye budut polezny pri rexenii nekotoryh spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~noæ matricy i, v qastnosti, v zadaqe isqerpyvaniØ spektral~nyh harakteristik.

METODY I ALGORITMY 21 PostoØnnye matricy S i T razmerov n × n i m × m, udovletvorØ¸wie sootvetstvenno uravneniØm

C_sS^s + C_{s−1}S^{s−1} + · · · + C_0 = 0

T^sC_s + T^{s−1}C_{s−1} + · · · + C_0 = 0

(1.1.23)

nazyva¸tsØ pravym S i levym T matriqnym rexeniem D(λ).

Matrica Λ ∈ C^{l×l} nazyvaetsØ pravym bloqnym sobstvennym znaqeniem porØdka l (1 6 l 6 n) dlØ D(λ), esli suwestvuet matrica X ∈ C^{n×l} polnogo stolbcovogo ranga takaØ, qto Λ ØvlØetsØ pravym matriqnym rexeniem m × l matricy D_X (λ) ≡ D(λ)X, t.e. imeet mesto ravenstvo

C_0X + C_1XΛ + · · · + C_sXΛ^s = O. (1.1.24)

Matrica X, udovletvorØ¸waØ (1.1.24), nazyvaetsØ pravym bloqnym sobstvennym vektorom, otveqa¸wim bloqnomu sobstvennomu znaqeni¸ Λ.

Pravoe bloqnoe sobstvennoe znaqenie M matricy D(μ) =

μ^sD(μ^{−1}) nazyvaetsØ pravym obratnym bloqnym sobstvennym

znaqeniem D(λ). V fftom sluqae iz (1.1.24) imeem

C_0XM^s + C_1XM^{s−1} + · · · + C_sX = O.

Matrica X, udovletvorØ¸waØ fftomu sootnoxeni¸, nazyvaetsØ pravym bloqnym sobstvennym vektorom, otveqa¸wim obratnomu bloqnomu sobstvennomu znaqeni¸ M .

Pri l = 1 matrica X ØvlØetsØ vektorom x, a matrica Λ (matrica M ) est~ skalØr λ_∗ (skalØr μ_∗); tak qto imeem

D(λ_∗)x = 0 ( D(μ_∗)x = 0 ) . Sledovatel~no, x ØvlØetsØ sobstvennym vektorom, sootvetstvu- ¸wim sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗ matricy D(λ) (sobstvennomu znaqeni¸ μ_∗ matricy D(μ), ili znaqeniem pravogo polinomial~nogo rexeniØ matricy D(λ) pri λ = λ_∗ (matricy D(μ) pri

μ = μ_∗).

Pri l = n matrica XΛX^{−1} (matrica XM X^{−1}) ØvlØetsØ pravym matriqnym rexeniem matricy D(λ) (matricy D(μ)).

Analogiqno vvodØtsØ levye bloqnye harakteristiki. DlØ matriqnyh rexeniæ spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

22 V. N. KUBLANOVSKA˚

Teorema 1.5 (Teorema Bezu). Esli S, T – pravoe i levoe matriqnye rexeniØ D(λ) stepeni s > 1, to suwestvu¸t polinomial~nye matricy F (λ), H(λ) razmera m × n stepeni s − 1 takie, qto D(λ) = H(λ) ( λI_n − S ) = ( λI_m − T ) F (λ), (1.1.25) gde F (λ) = s−1∑ k=0 λ^kF_k, F_{i−1} = s−i∑ k=0 T^kC_{k+i}, i = 1, . . . , s,

H(λ) = s−1∑ k=0 λ^kH_k, H_{i−1} = s−i∑ k=0 C_{k+i}S^k , i = 1, . . . , s. UsloviØ suwestvovaniØ matriqnyh rexeniæ sformulirovany v sledu¸weæ teoreme [87].

Teorema 1.6. DlØ suwestvovaniØ u D(λ) pravogo matriqnogo rexeniØ S porØdka n neobhodimo i dostatoqno, qtoby bazis prostranstva C^n mog byt~ obrazovan iz naqal~nyh vektorov nekotoryh ßordanovyh i parazitiqeskih ßordanovyh cepoqek D(λ).

Suwestvuet sledu¸waØ svØz~ meßdu spektral~nymi harakteristikami polinomial~nyh matric D(λ), H(λ) i matricy S razloßeniØ (1.1.25):

1. Levye minimal~nye indeksy i beskoneqnye fflementarnye deliteli polinomial~nyh matric D(λ) i H(λ) sovpada¸t.

2. Esli (λ − λ_∗)^t – fflementarnyæ delitel~ D(λ), a (λ − λ_∗)^r – fflementarnyæ delitel~ matricy S (0 6 r 6 t), to (λ−λ_∗)^{t−r} est~ fflementarnyæ delitel~ H(λ).

3. Esli t – minimal~nyæ indeks pravogo polinomial~nogo rexeniØ D(λ), poroßda¸wego pri λ = λ_∗ parazitiqesku¸ ßordanovu cepoqku, sovpada¸wu¸ s ßordanovoæ cepoqkoæ dlØ fflementarnogo delitelØ (λ−λ_∗)^r matricy S (0 6 r 6 t+1), to sootvetstvu¸wiæ minimal~nyæ indeks H(λ) raven t − r + 1.

Rassmotrim bolee obwiæ sluqaæ razloßeniØ D(λ). Teorema 1.7. Pust~ D(λ) = H(λ)F (λ), gde D(λ) i H(λ) – m × n polinomial~nye matricy obwego vida, F (λ) – regulØrnaØ n × n polinomial~naØ matrica stepeni s^′, dlØ kotoroæ q(λ) est~ pravyæ poroßda¸wiæ vektor vysoty r, sootvetstvu¸wiæ fflementarnomu delitel¸ (λ − λ_∗)^r .

METODY I ALGORITMY 23 Togda levye minimal~nye indeksy i sootvetstvu¸wie im polinomial~nye rexeniØ D(λ) i H(λ) sovpada¸t, i imeet mesto odno iz sledu¸wih utverßdeniæ.

1. Vektor q(λ) ØvlØetsØ dlØ D(λ) pravym poroßda¸wim vektorom vysoty t (t ¿ r), sootvetstvu¸wim fflementarnomu delitel¸ (λ − λ_∗)^t, i pri t > r matrica H(λ) imeet fflementarnyæ delitel~ (λ − λ_∗)^{t−r}.

2. Vektor q(λ) sovpadaet s pravym polinomial~nym rexeniem indeksa t ¿ r − 1 matricy D(λ); pri fftom H(λ) imeet pravoe polinomial~noe rexenie indeksa ne vyxe t − r + s^′.

DlØ bloqnyh sobstvennyh znaqeniæ i bloqnyh sobstvennyh vektorov spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

1^0. Esli ~x_1, . . . , ~x_r – pravaØ ßordanova cepoqka bloqnogo sobstvennogo znaqeniØ Λ, sootvetstvu¸waØ ego fflementarnomu delitel¸ (λ − λ_∗)^r, to vektory x_i = X ~x_i, i = 1, . . . , r, ØvlØ¸tsØ naqal~nymi vektorami ili ßordanovoæ cepoqki D(λ), otveqa¸weæ fflementarnomu delitel¸ (λ − λ_∗)^t (t ¿ r), ili parazitiqeskoæ ßordanovoæ cepoqki D(λ), poroßdennoæ pri λ = λ_∗ ee pravym polinomial~nym rexeniem minimal~nogo indeksa t ¿ r−1.

2^0. Odna i ta ße matrica Λ moßet byt~ odnovremenno i pravym i levym bloqnym sobstvennym znaqeniem dlØ D(λ). Primerom moßet slußit~ tak nazyvaemoe polnoe bloqnoe sobstvennoe znaqenie, vse fflementarnye deliteli kotorogo ØvlØ¸tsØ fflementarnymi delitelØmi D(λ).

3^0. Esli Λ – polnoe bloqnoe sobstvennoe znaqenie puqka D(λ) =

−λB +A, to suwestvuet pravoe X i levoe Y bloqnye sobstvennye vektory takie, qto vypolneno sootnoxenie

Y^H BX = I. (1.1.26)

4^0. Esli Λ_1 ∈ C^{l1 ×l1} i Λ_2 ∈ C^{l2 ×l2} – pravoe i levoe bloqnye sobstvennye znaqeniØ puqka D(λ) = −λB + A, otveqa¸wie razliqnym fflementam ego spektral~noæ struktury, to suwestvu¸t sootvetstvu¸wie im pravyæ X_1 i levyæ Y_2 bloqnye sobstvennye vektory, kotorye udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

Y^H_2 BX_1 = Y^H_2 AX_1 = O. (1.1.27)

24 V. N. KUBLANOVSKA˚

SootnoxeniØ (1.1.26) i (1.1.27) moßno obobwit~ na sluqaæ polinomial~noæ matricy stepeni s > 1: s∑ k=1 [^{s−k}∑ i=0 Λ^iY^H C_{k+i} ] XΛ^{k−1} = s∑ k=1 Λ^{k−1}Y^H s−k∑ i=0 C_{k+i}XΛ^i = I;

(1.1.28) s∑ k=1 [^{s−k}∑ i=0 Λ^i_2Y^H_2 C_{k+i} ] X_1Λ^{k−1}_1 = s∑ k=1 Λ^{k−1}_2 Y^H_2 s−k∑ i=0 C_{k+i}X_1Λ^i_1 = O.

(1.1.29)

1.1.8. Spektral~nye zadaqi dlØ λ-matric.

DlØ λ-matric budem rassmatrivat~ rexenie sledu¸wih spektral~nyh zadaq.

. Vyqislenie vseh ili qasti osobyh toqek . Vyqislenie sobstvennyh vektorov i ßordanovyh cepoqek . Vyqislenie pol¸sno nulevoæ struktury osoboæ toqki . Vyqislenie minimal~nyh indeksov . Vyqislenie minimal~nyh bazisov nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ

V posledu¸wih glavah pri rassmotrenii algoritmov rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ prostoty budem rassmatrivat~ polinomial~nye i racional~nye matricy nad polem vewestvennyh qisel i opredelØt~, kak pravilo, tol~ko pravye spektral~nye harakteristiki ih. Vse skazannoe bez truda perenositsØ na sluqaæ kompleksnyh matric i levyh spektral~nyh harakteristik.

§1.2. Ponißa¸wie podprostranstva

V paragrafe vvodØtsØ v rassmotrenie, tak nazyvaemye, ponißa¸wie podprostranstva i ustanavliva¸tsØ ih svoæstva. PonØtie ponißa¸wego podprostranstva dlØ puqka matric obobwaet ponØtie invariantnogo podprostranstva dlØ matric. Oni igra- ¸t tu ße rol~, qto i invariantnye podprostranstva: znanie ponißa¸wih podprostranstv pozvolØet ot proizvol~nogo puqka perehodit~ k strogo ffkvivalentnomu emu puqku kvazitreugol~- noæ formy, qto v svo¸ oqered~, pozvolØet svodit~ rexenie spektral~nyh zadaq dlØ zadannogo puqka k puqkam men~xih razmerov, isqerpyvat~ iz puqka izvestnye spektral~nye harakteristiki.

1.2.1. Ponißa¸wie podprostranstva dlØ regulØrnogo puqka [103, 287, 289].

METODY I ALGORITMY 25 Pust~ D(λ) = A − λB – regulØrnyæ puqok porØdka n; X – podprostranstvo razmernosti l v n-mernom vektornom prostranstve

C^n nad polem kompleksnyh qisel; Y = AX + BX.

GovorØt, qto para X, Y obrazuet paru pravyh ponißa¸wih (deflating) podprostranstv regulØrnogo puqka D(λ), esli

dim Y = dim X. (1.2.1)

Para U, V levyh ponißa¸wih podprostranstv opredelØetsØ kak pravaØ para dlØ puqka D^H (λ) = A^H − λB^H .

Pust~ unitarnye matricy Z = [Z_1, Z_2] i P = [P_1, P_2] takovy, qto stolbcy matric Z_1 i P_1 obrazu¸t unitarnye bazisy nekotoryh podprostranstv X i Y odinakovoæ razmernosti. Obrazuem puqok ^D(λ) = P^H D(λ)Z = [ ^ D_{11}(λ) ^D_{12}(λ) ^D_{21}(λ) ^D_{22}(λ) ] (1.2.2)

gde D_{ij} (λ) = P^H_i D(λ)Z_j = ^A_{ij} − λ ^B_{ij} i, j = 1, 2.

Spravedliva teorema.

Teorema 1.8. DlØ togo, qtoby para X, Y ØvlØlas~ paroæ pravyh ponißa¸wih podprostranstv dlØ regulØrnogo puqka D(λ) neobhodimo i dostatoqno, qtoby matricy ^A_{21} i ^B_{21} byli nulevymi matricami ( ^A_{21} = ^B_{21} = O). Pri fftom ime¸t mesto sledu¸wie svoæstva.

1. Ob¨edinenie spektrov puqkov ^D_{11}(λ) i ^D_{22}(λ) obrazu¸t spektr puqka D(λ).

2. Pravye i levye pary ponißa¸wih podprostranstv vzaimno svØzany: esli unitarnye matricy Z i P takovy, qto Z_1, P_1 – pravaØ para, to P_2, Z_2 – levaØ para.

3. Esli pravaØ para Z_1, P_1 otveqaet qasti spektra puqka D(λ), kotoraØ opredelØetsØ blokom ^D_{11}(λ), to levaØ para Z_2, P_2 sootvetstvuet spektru bloka ^D_{22}(λ).

1.2.2. Ponißa¸wie podprostranstva dlØ singulØrnogo puqka [155, 119, 156].

Pust~ D(λ) = A − λB – singulØrnyæ m × n puqok; ~X i ~Y – podprostranstva razmernosti l i k sootvetstvenno v prostranstvah

C^n i C^m, priqem ~Y = A ~X + B ~X. GovorØt, qto ~X i ~Y obrazu¸t paru ponißa¸wih (reducing) podprostranstv puqka D(λ), esli

dim ~Y = dim ~X − dim N_c, (1.2.3)

26 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde N_c – nul~-prostranstvo iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ puqka D(λ).

Pust~ unitarnye m × m i n × n matricy ~Z = [ ~Z_1, ~Z_2] i

~Q = [ ~Q_1, ~Q_2] takovy, qto ~Z_1 i ~Q_1 obrazu¸t unitarnye bazisy

nekotoryh podprostranstv ~X i ~Y sootvetstvenno. Kak i v sluqae regulØrnogo puqka, obrazuem puqok ~D(λ) = ~Q^H D(λ) ~Z = [ ~ D_{11}(λ) ~D_{12}(λ) ~D_{21}(λ) ~D_{22}(λ) ] , gde ~D_{ij} (λ) = ~Q^H_i D(λ) ~Z_j ≡ ~A_{ij} − λ ~B_{ij} , i, j = 1, 2. S uqetom sootvetstvu¸wih razmerov unitarnyh matric ~Q i ~Z i ih blokov spravedliva teorema, analogiqnaØ teoreme 1.8.

Teorema 1.9. DlØ togo, qtoby para podprostranstv^~X,^~Y ØvlØlas~ paroæ pravyh ponißa¸wih podprostranstv dlØ singulØrnogo puqka D(λ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby ~A_{21} i ~B_{21} byli nulevymi matricami ( ~A_{21} = ~B_{21} = O). Pri fftom ime¸t mesto sledu¸wie svoæstva.

1. Ob¨edinenie spektrov puqkov ~D_{11}(λ) i ~D_{22}(λ) sovpadaet so spektrom singulØrnogo puqka D(λ).

2. Vse pravye minimal~nye indeksy D(λ) opredelØ¸tsØ blokom

~D_{11}(λ); a vse levye minimal~nye indeksy D(λ) opredelØ¸tsØ blokom ~D_{22}(λ).

3. Pravye i levye pary ponißa¸wih podprostranstv vzaimosvØzany: esli unitarnye matricy Z i Q takovy, qto Z_1, Q_1 – pravaØ para, to Q_2, Z_2 – levaØ para.

4. Esli pravaØ para otveqaet qasti spektral~nyh harakteristik puqka D(λ), kotorye opredelØ¸tsØ blokom ~D_{11}(λ), to levaØ para otveqaet spektral~nym harakteristikam, kotorye opredelØ¸tsØ blokom ~D_{22}(λ).

PonØtie ponißa¸wih podprostranstv i dokazatel~stvo teorem 1.2.1 i 1.2.2 dlØ puqka D(λ) s postoØnnymi matricami bylo vvedeno v [287, 155].

§1.3. Soglasovannye puqki i ih spektral~nye svoæstva [44] 1.3.1. Opredelenie.

Pri konstruirovanii algoritmov rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh matric narØdu s ffkvivalentnymi i

METODY I ALGORITMY 27 strogo ffkvivalentnymi puqkami budut ispol~zovat~sØ, tak nazyvaemye, soglasovannye puqki.

Dva puqka D(λ) = A−λB i D_1(λ) = A_1 −λB_1 nazyva¸tsØ soglasovannymi (sprava), esli ih matricy svØzany, tak nazyvaemym, bazovym sootnoxeniem vida

AB_1 = BA_1, (1.3.1)

ili, qto to ße, sootnoxeniem [A, −B] [ B_1 A_1 ] = 0. (1.3.2)

Iz (1.3.2) sleduet, qto stolbcy matricy [ B_1 A_1 ] prinadleßat pra-

vomu nul~-prostranstvu postoØnnoæ matricy [A, −B]. Soglaso-

vanie puqkov budet polnym, esli stolbcy matricy [ B_1 A_1 ] obra-

zu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva matricy [A, −B]. V protivnom sluqae soglasovanie puqkov nazyvaetsØ nepolnym (qastiqnym). V dal~neæxem, esli ne ogovoreno, budem imet~ delo s polnym soglasovaniem. Pri fftom slova “sprava” i “polnym” budem opuskat~. Zametim, qto soglasovannye regulØrnye puqki ØvlØ¸tsØ takße strogo ffkvivalentnymi, esli oni odnogo i togo ße porØdka i ime¸t kaßdyæ odnu iz matric (naprimer, B i B_1) neosobennoæ.

Deæstvitel~no, pust~ B i B_1 – neosobennye matricy. Togda iz (1.3.1) imeem B^{−1}A = A_1B^{−1}_1 , tak qto B^{−1}D(λ) = D_1(λ)B^{−1}_1 , t.e. D(λ) = BD_1(λ)B^{−1}_1 .

1.3.2. Spektral~nye svoæstva soglasovannyh puqkov*.

1^0 Meßdu pravymi polinomial~nymi rexeniØmi x(λ) i y(λ) soglasovannyh puqkov D(λ) i D_1(λ) suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie

x(λ) = W_+y(λ), y(λ) = W^H_0 [x(λ), λx(λ)]^B. (1.3.3)

Pri fftom stepen~ y(λ) na edinicu bol~xe stepeni x(λ); puqok D_1(λ) ne imeet pravyh polinomial~nyh rexeniæ nulevoæ stepe- ni. *Svoæstva soglasovannyh puqkov s postoØnnymi matricami byli issledovany v [77] i v rabotah avtora v svØzi s izuqeniem svoæstv AB-algoritma i ego modifikaciæ

28 V. N. KUBLANOVSKA˚ Zdes~ i niße W_0 – unitarnyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy A ≡ [A, −B], W_+ – matrica, sostavlennaØ iz pervyh n strok matricy W_0.

2^0 Meßdu minimal~nymi bazisami puqkov D(λ) i D_1(λ) suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie: X(λ) ≡ [ x_1(λ), . . . , x_N (λ) ] = W_+Y (λ), (1.3.4)

Y (λ) = [ y_1(λ), . . . , y_N (λ) ] , Y (λ) = W^H_0 [ X(λ), λX(λ) ]_B . Pri fftom kaßdyæ pravyæ minimal~nyæ indeks puqka D_1(λ) na edinicu bol~xe pravogo minimal~nogo indeksa puqka D(λ), kaßdyæ levyæ minimal~nyæ indeks puqka D_1(λ) na edinicu men~xe sootvetstvu¸wego levogo minimal~nogo indeksa puqka D(λ). Zdes~ qerez X(λ) i Y (λ) oboznaqeny matricy, stolbcy kotoryh sostavlØ¸t minimal~nye bazisy iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ puqkov D(λ) i D_1(λ), sootvetstvenno.

3^0 Sobstvennye znaqeniØ puqkov D(λ) i D_1(λ) sovpada¸t, a meßdu sootvetstvu¸wimi im sobstvennymi vektorami suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie:

x_∗ = W_+y_∗, y_∗ = W^H_0 ( x_∗, λ_∗x_∗ )_B . (1.3.5)

Zdes~ x_∗ i y_∗ sut~ sobstvennye vektory, sootvetstvu¸wie odnomu i tomu ße sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗ puqkov D(λ) i D_1(λ).

4^0 Meßdu pravymi ßordanovymi cepoqkami vektorov, sootvetstvu¸wih odnomu i tomu ße sobstvennomu znaqeni¸ puqkov D(λ) i D_1(λ), suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie

x_k = W_+y_k y_k = W^H_0 [ x_k x_{k−1} ] k = 1, . . . , t (x_0 ≡ 0). (1.3.6) Zdes~ oboznaqeny x_1, . . . , x_t – ßordanova cepoqka vektorov puqka

D(λ); y_1, . . . , y_t – sootvetstvu¸waØ eæ ßordanova cepoqka vekto-

rov puqka D_1(λ).

§1.4. Sposoby linearizacii polinomial~nyh matric [90, 155, 287]

Pust~

D(λ) = C_sλ^s + C_{s−1}λ^{s−1} + · · · + C_0 (1.4.1)

polinomial~naØ m × n matrica.

METODY I ALGORITMY 29 Podobno tomu, kak dlØ skalØrnyh polinomov vvoditsØ soprovoßda¸waØ matrica, sobstvennye znaqeniØ kotoroæ ØvlØ¸tsØ kornØmi skalØrnogo polinoma, dlØ polinomial~nyh matric obwego vida (regulØrnyh i singulØrnyh) mogut byt~ vvedeny sootvetstvu¸wie im lineænye puqki, nazyvaemye soprovoßda¸- wimi.

Niße rassmatriva¸tsØ nekotorye vidy lineænyh soprovoßda¸wih D(λ) puqkov i ustanavlivaetsØ svØz~ meßdu spektral~- nymi harakteristikami fftih puqkov i matricy D(λ). 1.4.1. Odnostoronnie soprovoßda¸wie puqki.

Rassmotrim puqki sledu¸wego vida:

D_L(λ) = λI_n −I_n ... ...

... ... λI_n −I_n C_0 C_1 . . . C_{s−2} C_{s−1} + λC_s

D_R(λ) = λI_m . . . . . . . . . C_0 −I_m ... C_1

... ... . . ... λI_m C_{s−2} −I_m C_{s−1} + λC_s

(1.4.2)

Oni nazyva¸tsØ sootvetstvenno levym i pravym soprovoßda¸- wimi puqkami dlØ polinomial~noæ matricy (1.4.1). Lemma 1.10. Ime¸t mesto sledu¸wie ffkvivalentnye sootnoxe- niØ block diag { D(λ), I_{n(s−1)} } = P_L(λ)D_L(λ)Q_L(λ)

block diag { D(λ), I_{m(s−1)} } = P_R(λ)D_R(λ)Q_R(λ). (1.4.3)

Zdes~ P_L(λ), Q_L(λ), P_R(λ), Q_R(λ) – matricy, osuwestvlØ¸wie ffkvivalentnye preobrazovaniØ (1.4.3). Privedem vid pervyh bloqnyh strok matric P_L(λ) i P_R(λ) i pervyh bloqnyh stolbcov matric Q_L(λ) i Q_R(λ):

P_{L1}(λ) = [ B_1(λ), . . . , B_{s−1}(λ), I_m ] , Q_{L1}(λ) = [ I_n, λI_n, . . . , λ^{s−1}I_n ]_B , P_{R1}(λ) = [ I_m, λI_m, . . . , λ^{s−1}I_m ] , Q_{R1}(λ) = [ B_1(λ), . . . , B_{s−1}(λ), I_n ]_B , gde B_k(λ) =^{s−k} ∑ l=0 λ^lC_{k+l}.

30 V. N. KUBLANOVSKA˚

Teorema 1.11. Meßdu spektral~nymi harakteristikami polinomial~noæ matricy D(λ) i ee soprovoßda¸wih puqkov D_L(λ) i D_R(λ) suwestvuet vzaimnoodnoznaqnoe sootvetstvie:

1. Koneqnye (i beskoneqnye) fflementarnye deliteli sovpada- ¸t; ßordanovy cepoqki, otveqa¸wie fflementarnym delitelØm vida (λ − λ_∗)^t (ili μ^t), svØzany sootnoxeniØmi

a) x_{lL} = l−1∑ k=0 1 k! Q^{(k)}_{L1} (λ_∗)x_{l−k}, y^H_{t−l+1,L} l−1∑ k=0 y_{t−l+k+1} 1 k! P^{(k)}_L (λ_∗), l = 1, . . . , t; b) x_{lR} = l−1∑ k=0 1 k! Q^{(k)}_{R1} (λ_∗)x_{i−k}, y^H_{t−l+1,R} = l−1∑ k=0 y^H_{t−l+k+1} 1 k! P^{(k)}_{R1} (λ_∗), l = 1, . . . , t. Zdes~ x_{lL}, y_{t−l+1,L} (l = 1, . . . , t) – ßordanovy cepoqki puqka D_L(λ);

x_{lR}, y_{t−l+1,R} (l = 1, . . . , t) – ßordanovy cepoqki puqka D_R(λ); x_{lk}, y_{t−l+k+1} (l = 1, . . . , t) – ßordanovy cepoqki matricy D(λ).

2. Levye minimal~nye indeksy puqka D_L(λ) i pravye minimal~- nye indeksy puqka D_R(λ) sovpada¸t s sootvetstvu¸wimi minimal~nymi indeksami polinomial~noæ matricy D(λ). Pravye minimal~nye indeksy puqka D_L(λ) i levye minimal~nye indeksy puqka D_R(λ) bol~xe sootvetstvu¸wih minimal~nyh indeksov polinomial~noæ matricy D(λ) na veliqinu (s − 1). Polinomial~nye rexeniØ svØzany sootnoxeniem

x_L(λ) = Q_{L1}(λ)x(λ), y^H_L (λ) = y^H (λ)P_{L1}(λ)

x_R(λ) = Q_{R1}(λ)x(λ), y^H_R (λ) = y^H (λ)P_{R1}(λ)

(1.4.4)

3. Summa kratnosti spektra t_σ i minimal~nyh porØdkov ε i η bazisov nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ polinomial~noæ matricy D(λ) ravna proizvedeni¸ ee ranga na stepen~, t.e. spravedlivo sledu¸wee ravenstvo t_σ + ε + η = ρs. (1.4.5)

1.4.2. Dvuhstoronniæ soprovoßda¸wiæ puqok.

Lineænyæ puqok ^D(λ) = −C_s λC_s λC_s − C_{s−1} λC_{s−1} . . . . . . . . . . . . . . . −C_s λC_s − C_{s−1} . . . λC_3 − C_2 λC_2 λC_s λC_{s−1} . . . λC_2 λC_1 + C_0

(1.4.6)

METODY I ALGORITMY 31 nazyvaetsØ dvustoronnim soprovoßda¸wim puqkom dlØ polinomial~noæ matricy D(λ) vida (1.4.1).

Lemma 1.12. Dvustoronniæ soprovoßda¸wiæ puqok (1.4.6) ffkvivalenten bloqno diagonal~noæ matrice: ^P (λ) ^D(λ) ^Q(λ) =

= block diag C_s . . . C_s . . . C_1 C_s C_{s−1} . . . C_0 , D(λ) . (1.4.7)

Oboznaqim ^P_s(λ) i ^Q_s(λ) – poslednie bloqnu¸ stroku i bloqnyæ stolbec matric ^P (λ) i ^Q(λ).

Teorema 1.13. Spektral~nye harakteristiki soprovoßda¸wego puqka D_B (λ) i polinomial~noæ matricy D(λ) svØzany sledu¸wimi sootnoxeniØmi:

1. Koneqnye fflementarnye deliteli sovpada¸t. ȷordanlovy cepoqki, otveqa¸wie fflementarnym delitelØm vida (λ−λ_∗)^t, svØzany sootnoxeniØmi ^x_l = l−1∑ k=0 1 k! ^Q^{(k)}_s (λ_∗)x_{l−k},

^y^H_{t−l+1} = l−1∑ k=0 y^H_{t−l+k+1} 1 k! ^P^{(k)}_s (λ_∗).

2. Esli μ^t – beskoneqnyæ fflementarnyæ delitel~ matricy D(λ) s sootvetstvu¸wimi ßordanovymi cepoqkami x_l, y_l (l = 1, . . . , t), to vektory ^x_l = l−1∑ k=0 1 k! ^Q^{(k)}_s (0)x_{l−k}, ^y^H_{t−l+1} = l−1∑ k=0 y^H_{t−l+k+1} 1 k! ^P^{(k)}_s (0), l = 1, . . . , t oblada¸t sledu¸wimi svoæstvami:

vektory ^x_l, ^y_{t−l+1} l = 1, . . . , t (t < s) ØvlØ¸tsØ polinomial~- nymi rexeniØmi nulevoæ stepeni puqka ^D(λ);

pri t ¿ s vektory ^x_s, . . . , ^x_t i ^y_1, . . . , ^y_{t−s+1} obrazu¸t pravu¸ i levu¸ ßordanovy cepoqki, otveqa¸wie beskoneqnomu fflementarnomu delitel¸ μ^{t−s+1} puqka ^D(λ).

32 V. N. KUBLANOVSKA˚

3. Esli x(λ) =^ε ∑ l=0 λ^lx_l – pravoe polinomial~noe rexenie matri-

cy D(λ) indeksa ε, to vektornye kofffficienty polinomial~nogo vektora ^Q_s(λ)x(λ) =^{ε+s−1} ∑ l=0 λ^l ^x_l ime¸t sledu¸wie svoæstva:

vektory ^x^{[1]}(λ) ≡^s ∑ l=0 λ^l ^x_l, ^x^{[k]}(λ) ≡ ^x_{ε+k−1}, k = 2, . . . , s ØvlØ- ¸tsØ pravymi polinomial~nymi rexeniØmi puqka D_B (λ) (pervyæ – indeksa ε, ostal~nye – nulevogo indeksa).

4. Esli y(λ) = η∑ l=0 λ^ly_l est~ levoe polinomial~noe rexenie matricy D(λ) indeksa η, to vektornye kofffficienty polinomial~nogo vektora

y^H (λ) ^P_s(λ) = η+s−1∑

l=0 λ^l ^y^H_l ime¸t sledu¸wie svoæstva:

vektory ^y^{[1]}(λ) ≡^η ∑ l=0 λ^l ^y_l, ^y^{[k]} ≡ ^y_{η+k−1} (k = 2, . . . , s) ØvlØ¸tsØ

levymi polinomial~nymi rexeniØmi puqka ^D(λ) (pervyæ – indeksa η, ostal~nye – nulevogo indeksa).

1.4.3. Drugie sposoby postroeniØ soprovoßda¸wih puqkov.

Rassmotrim odnostoronnie soprovoßda¸wie puqki, postroennye ne v terminah kofffficientov matriqnogo polinoma D(λ). Vvedem v rassmotrenie vektor Λ = (λ^sx, . . . , x)^T i postoØnnu¸ matricu A = [C_s, . . . , C_0], bloqnye stolbcy kotoroæ sut~ kofffficienty matriqnogo polinoma D(λ). Togda uravnenie

D(λ)x = 0 (1.4.8)

moßno zapisat~ v sledu¸wem ffkvivalentnom vide

AΛ = 0. (1.4.9)

Oboznaqim qerez Q – matricu, stolbcy kotoroæ obrazu¸t ortonormal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy A. Predstavim Q v bloqnom vide Q = [ Q_s, Q_{s−1}, . . . , Q_0 ]_B ,

METODY I ALGORITMY 33 gde Q_k (k = s, . . . , 0) sut~ n × d matricy, d = dim N_c[A], i vvedem v rassmotrenie matricy Q_+ i Q_−, sostavlennye iz s pervyh i s poslednih strok Q

Q_+ = [ Q_s, . . . , Q_1 ] i Q_− = [ Q_{s−1}, . . . , Q_0 ] . Rassmotrim uravnenie [ Q_+ − λQ_− ] y = 0, (1.4.10)

i ustanovim svØz~ meßdu spektral~nymi harakteristikami ishodnoæ matricy D(λ) i puqka Q_+ − λQ_−.

1) Pust~ (λ_∗, x_∗) est~ sobstvennaØ para uravneniØ (1.4.8). Togda vektor Λ_∗ = (λ^s_∗x_∗, . . . , x_∗)^B prinadleßit pravomu nul~- prostranstvu Q matricy A, tak qto suwestvuet takoæ vektor y_∗, qto imeet mesto ravenstvo

Qy_∗ = Λ_∗. (1.4.11)

Oqevidno, y_∗ est~ rexenie pereopredelennoæ sovmestnoæ sistemy s matriceæ Q polnogo stolbcovogo ranga, tak qto imeem

y_∗ = Q^T Λ_∗.

UqityvaØ stroenie vektora Λ_∗, ravenstvo (1.4.11) zapixem v vide ( Q_∗ − λ_∗Q_− ) y_∗ = 0. (1.4.12)

Ots¸da sleduet, qto (λ_∗, y_∗) est~ sobstvennaØ para puqka Q_+ − λQ_−. Obratno, pust~ (λ_∗, y_∗) est~ sobstvennaØ para puqka Q_+ −λQ_−, t.e. imeet mesto ravenstvo (1.4.12). Zapixem ego v razvernutom vide

Q_1y_∗ = λ_∗Q_0y_∗

Q_2y_∗ = λ_∗Q_1y_∗ = λ^2_∗Q_0y_∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q_sy_∗ =λ_∗Q_{s−1}y_∗ = · · · = λ^s_∗Q_0y_∗. (1.4.13)

Oboznaqim Q_0y_∗ = x_∗. Esli

Q_0y_∗ ≠ 0, (1.4.14)

t.e. y_∗ ne prinadleßit pravomu nul~-prostranstvu poslednego bloka Q_0 matricy Q, to iz (1.4.13) sleduet, qto vektor Λ_∗ =

(λ^s_∗x_∗, . . . , x_∗)^T prinadleßit Q : A Λ_∗ = 0. Ots¸da sleduet, qto (λ_∗, x_∗) est~ sobstvennaØ para D(λ).

Iz skazannogo vyxe vytekaet spravedlivost~ utverßdeniØ.

34 V. N. KUBLANOVSKA˚

Teorema 1.14. Kaßdoæ sobstvennoæ pare (λ∗, x∗) matricy D(λ) sootvetstvuet edinstvennaØ sobstvennaØ para (λ_∗, y_∗) puqka Q_+ − λQ_− i, naoborot, kaßdoæ sobstvennoæ pare (λ_∗, y_∗) puqka Q_+ − λQ_− sootvetstvuet pri vypolnenii usloviØ Q_0y_∗ ≠ 0 edinstvennaØ sobstvennaØ para (λ_∗, Q_0y_∗) matricy D(λ). Zameqanie.

Uslovie (1.4.14) vsegda imeet mesto, esli D(λ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang.

Pust~ x(λ) est~ polinomial~noe rexenie D(λ), tak qto pri l¸bom λ imeet mesto toßdestvo D(λ)x(λ) = 0 ili, drugimi slovami, pri l¸bom λ vektor Λ(λ) = (λ^sx(λ), . . . ,

x(λ))^T prinadleßit Q = ker A, tak qto naædetsØ vektor y(λ) ta-

koæ, qto pri l¸bom λ imeet mesto toßdestvo

Qy(λ) = Λ(λ). (1.4.15)

�to est~ pereopredelennaØ sovmestnaØ sistema s matriceæ Q polnogo stolbcovogo ranga, sostavlennoæ iz ortonormirovannyh stolbcov, tak qto y(λ) = Q^T Λ(λ) dlØ l¸bogo λ.

V silu stroeniØ vektora Λ(λ) ravenstvo (1.4.15) moßno zapisat~ v vide ( Q_+ − λQ_− ) y(λ) = 0. (1.4.16)

Otkuda sleduet, qto y(λ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie puqka Q_+ − λQ_−, priqem y(λ) opredelØetsØ odnoznaqno iz (1.4.15).

Obratno, pust~ (1.4.16) imeet mesto pri l¸bom λ i Q_0y(λ) ≠ 0, t.e. ne vse kofffficienty polinomial~nogo rexeniØ y(λ) prinadleßat pravomu nul~-prostranstvu matricy Q_0. Togda rassußdaØ, kak i v sluqae 1), poluqim, qto vektor x(λ) pri l¸bom λ udovletvorØet uravneni¸ (1.4.8), t.e. x(λ) est~ polinomial~noe rexenie matricy D(λ). Iz privedennyh rassußdeniæ sleduet spravedlivost~ utverßdeniØ.

Teorema 1.15. Kaßdomu pravomu polinomial~nomu rexeni¸ x(λ) matricy D(λ) odnoznaqno sootvetstvuet pravoe polinomial~- noe rexenie y(λ) = Q^T ( λ^sx (λ), . . . , λx(λ), x(λ) )_T puqka Q_+ − λQ_−.

Obratno, kaßdomu pravomu polinomial~nomu rexeni¸ y(λ) puqka Q_+ − λQ_− pri vypolnenii usloviØ, qto po kraæneæ mere, odin iz kofffficientov y(λ) ne prinadleßit pravomu nul~-prostranstvu

METODY I ALGORITMY 35 matricy Q_0 (poslednemu bloku matricy Q), odnoznaqno sootvetstvuet pravoe polinomial~noe rexenie x(λ) ≡ Q_0y(λ) matricy D(λ). §1.5. Nekotorye razloßeniØ postoØnnyh matric

Niße privodØtsØ razloßeniØ postoØnnyh matric, kotorye budut ispol~zovany pri postroenii algoritmov rexeniØ spektral~nyh zadaq.

1.5.1. SingulØrnoe razloßenie [10, 178, 179]. Teorema 1.16. DlØ l¸boæ m × n matricy A ranga ρ suwestvu- ¸t unitarnye matricy U i V porØdkov m i n, sootvetstvenno, takie qto imeet mesto razloßenie

A = U ΣV^H = U_1Σ_ρV^H_1 , (1.5.1)

nazyvaemoe singulØrnym razloßeniem matricy A.

Zdes~ Σ = block diag {Σ_ρ, 0}, Σ_ρ = diag {σ_1, . . . , σ_ρ}, σ_1 ¿ σ_2 ¿

· · · ¿ σ_ρ > 0, σ_i – singulØrnye qisla matricy A; 0 – nulevaØ (m − ρ) × (n − ρ) matrica; U = [U_1, U_0] i V = [V_1, V_0] – unitarnye

matricy s blokami U_1, U_0 i V_1, V_0 sootvetstvenno razmerov m×ρ, m × (m − ρ) i n × ρ, n × (n − ρ). Razloßenie (1.5.1) moßet byt~ osuwestvleno razliqnymi sposobami. Privodim odnu iz versiæ SV D algoritma, realizu¸weæ razloßenie (1.5.1).

Algoritm sostoit iz dvuh fftapov. Na pervom ishodnaØ matrica A za koneqnoe qislo xagov privoditsØ k dvuhdiagonal~noæ matrice J_0:

P AQ = P_n . . . P_2P_1AQ_1Q_2 . . . Q_{n−2} = α_1 β_2 α_2 β_3

... ... α_{n−1} β_n α_n = J_0

gde matricy otraßeniØ P_k i Q_k stroØtsØ iz usloviØ posledovatel~nogo annulirovaniØ sootvetstvenno poddiagonal~nyh fflementov stolbca s nomerom k i fflementov stroki s nomerom k, naqinaØ s nomera (k + 2).

Na vtorom fftape s pomow~¸ QR algoritma osuwestvlØetsØ privedenie matricy J_0 k diagonal~nomu vidu. DlØ qego stroitsØ posledovatel~nost~ matric J_{i+1} = S^H_i J_iT_i, i = 0, 1, . . . Kaßdyæ xag preobrazovaniØ osnovan na neØvnom primenenii QR

36 V. N. KUBLANOVSKA˚ algoritma so sdvigom dlØ trehdiagonal~noæ matricy M_i = J^H_i J_i s sohraneniem u matricy J_{i+1} dvuhdiagonal~noæ formy . Preobrazovanie osuwestvlØetsØ s pomow~¸ matric vraweniØ

J_{i+1} = ~T^{(i)H}_{n−1,n} . . . ~T^{(i)H}_{23} ~T^{(i)H}_{12} J_iT^{(i)}_{12} T^{(i)}_{23} . . . T^{(i)}_{n−1,n}.

Zdes~ pervyæ stolbec T^{(i)}_{12} (sovpada¸wiæ s pervym stolbcom rezul~tiru¸weæ matricy T_i) opredelØetsØ iz usloviØ kolleniarnosti ego pervomu stolbcu matricy [M_i − s_iI]. Parametr sdviga

s_i vybiraetsØ kak sobstvennoe znaqenie nißnego minora 2-go po-

rØdka matricy.

1.5.2. Normalizovannoe razloßenie (N D) [80, 178, 237].

Teorema 1.17. DlØ l¸boæ m×n – matricy A ranga ρ suwestvu¸t unitarnaØ matrica Q porØdka n i matrica perestanovok porØdka m takie, qto imeet mesto razloßenie vida θAQ = L = [ L_0, O ] , (1.5.2)

nazyvaemoe normalizovannym razloßeniem matricy A.

Zdes~ θ – matrica perestanovok, O nulevaØ m×(n−ρ) – matrica,

L_0 = {l_{ij} } – levaØ trapeceidal~naØ m × ρ matrica polnogo stolb-

covogo ranga, fflementy kotoroæ udovletvorØ¸t neravenstvam |l_{11}| ¿ |l_{22}| ¿ · · · ¿ |l_{ρρ}|; |l_{ii}| ¿ |l_{ji}| dlØ j ¿ i. Postroenie razloßeniØ (1.5.2) osuwestvlØetsØ s pomow~¸ N D algoritma* za koneqnoe qislo xagov.

Tipiqnyæ xag k N D algoritma sostoit v vypolnenii sledu- ¸wih operaciæ.

(1) VypolnØetsØ takaØ perestanovka stroki k so strokoæ i

(i ¿ k) preobrazuemoæ matricy, qtoby na meste veduweæ (k-oæ)

stoØla stroka, summa s_k kvadratov moduleæ fflementov v pozici- Øh (k, j), j = k, . . . , n kotoroæ byla maksimal~noæ.

(2) Annuliru¸tsØ fflementy veduweæ stroki v poziciØh (k, j),

(j = k + 1, . . . , n) s pomow~¸ pravostoronnego umnoßeniØ na ce-

poqku matric ploskih vraweniæ ili na matricu otraßeniØ.

Vypolnenie operaciæ (1), (2) prekrawaetsØ, kogda s_k = 0. �to oznaqaet, qto rang matricy ρ = k−1, preobrazuemaØ matrica sovpadaet s matriceæ L. Parallel~no idet vyqislenie unitarnoæ

*Razloßenie (1.5.2) i ND algoritm, ego realizu¸wiæ, sovpada¸t s algoritmom QR razloßeniØ [178], primenennom k matrice A^H .

METODY I ALGORITMY 37 matricy Q, dlØ qego stolbcy ediniqnoæ matricy podverga¸tsØ tem ße preobrazovaniØm, qto i stolbcy matricy A dlØ privedeniØ ee k vidu L.

1.5.3. ΔW -0 razloßenie.

DlØ dal~neæxego celesoobrazno ob¨edinit~ oba singulØrnoe i normalizovannoe razloßenie, zapisav ih v vide tak nazyvaemogo ΔW -0 razloßeniØ: AW = [ Δ, O^] ili A = ΔS. (1.5.3)

Zdes~ O – nulevaØ m×(n−ρ) matrica, Δ – matrica m×ρ polnogo stolbcovogo ranga W = [W_1, W_0] – unitarnaØ n × n matrica s blokami W_1 i W_0 razmerov n × ρ i n × (n − ρ) sootvetstvenno,

S = W^H_1 – matrica ρ × n polnogo stroqnogo ranga. V sluqae

singulØrnogo razloßeniØ W = V , W_1 = V_1, W_0 = V_0, Δ = U Σ_ρ. V sluqae normalizovannogo razloßeniØ W = Q, W_1 = Q_1, W_0 = Q_0,

Δ = θ^T L_0.

ΔW -0 razloßenie moßet byt~ vyqisleno s pomow~¸ SV D algoritma, realizu¸wego singulØrnoe razloßenie matricy A, ili s pomow~¸ N D algoritma, realizu¸wego normalizovannoe razloßenie matricy A.

V dal~neæxem na l¸boæ iz fftih algoritmov budem ssylat~sØ kak na ΔW -0 algoritm.

1.5.4. Primenenie ΔW -0 algoritma.

Rassmotrim rexenie nekotoryh vspomogatel~nyh zadaq, osnovannoe na primenenii ΔW -0 algoritma. 1.5.4.1. Rangovoe seqenie prostranstva.

Rangovoe seqenie vektornogo prostranstva C^n, v kotorom deæstvuet m×n matriqnyæ operator A ranga ρ, poluqaetsØ iz bloqnogo razbieniØ unitarnoæ matricy W razloßeniØ (1.5.3):

C^n = W_1 ⊕ W_0, W_1 = im A^H , W_0 = ker A.

1.5.4.2. Postroenie unitarnogo dopolneniØ podprostranstva do polnogo prostranstva.

Pust~ matrica M_1 opredelØet vloßenie podprostranstv M_1 ⊆

C_n i pust~ ΔW -0 razloßenie ρ × n matricy M^H_1 , polnogo stroq-

nogo ranga, imeet vid

M^H_1 W^{(1)} = [ Δ^{(1)}, O ] , gde W^{(1)} ≡ [W_{11}, W_{10}], W_{11} = im M_1, W_{10} = [M^H_1 ]. Togda stolbcy matricy W_{10} obrazu¸t bazis unitarnogo dopolneniØ M_1 do C^n.

38 V. N. KUBLANOVSKA˚

1.5.4.3. Postroenie unitarnogo dopolneniØ odnogo podprostranstva do drugogo.

Pust~ matricy M_1 i M_2 opredelØ¸t vloßenie podprostranstv

M_1 ⊆ M_2 ⊆ C^n.

Posledovatel~noe vypolnenie ΔW -0 razloßeniØ snaqala dlØ matricy M^H_1 :

M^H_1 W^{(1)} = [ Δ^{(1)}, O ] (gde W^{(1)} = [W_{11}, W_{10}], W_{11} = im M_1, W_{10} = ker M^H_1 ), a zatem dlØ matricy M^H_3 = [W_{10}, M_2]^H :

M^H_3 W^{(3)} = [ Δ^{(3)}, O ] (gde W^{(3)} = [W_{31}, W_{30}], W_{31} = im M_3, W_{30} = N_c[M^H_3 ]) pozvolØet nahodit~ W_{30}, t.e. bazis unitarnogo dopolneniØ podprostranstva

M_2 do podprostranstva M_1.

1.5.4.4. Vyqislenie unitarnogo bazisa podprostranstva.

Pust~ X = [x_1, . . . , x_q] est~ n×q matrica. DlØ vyqisleniØ unitarnogo bazisa W_1 podprostranstva X ⊆ C^n sleduet primenit~ ΔW -0 razloßenie k matrice X^H . Imeem

X^H W = [ Δ, O^].

Zdes~ 0 est~ q × (n − ρ) – nulevaØ matrica (ρ − rank X), Δ est~

q × ρ matrica, W = [W_1, W_0] – unitarnaØ matrica. Blok W_1 est~ n × ρ – matrica, stolbcy kotoroæ obrazu¸t iskomyæ unitarnyæ

bazis X.

1.5.4.5. Vyqislenie unitarnogo bazisa pereseqeniØ nul~- prostranstv matriqnyh operatorov.

Pust~ trebuetsØ postroit~ unitarnyæ bazis pereseqeniØ pravyh nul~-prostranstv matric A_1, . . . , A_q razmerov m_1 ×

n, . . . , m_q × n. DlØ fftogo sleduet sformirovat~ matricu A = [A_1 . . . A_q]^B razmerov N × n, (N = m_1 + · · · + m_q ) i osuwestvit~ ee

ΔW -0 razloßenie. Imeem

AW =^[Δ, O^].

Zdes~ O – nulevaØ N × (n − ρ) matrica, ρ = rank A, Δ – matrica

N × ρ polnogo ranga ρ, W = [W_1, W_0], tak qto stolbcy n × (n − ρ)

matricy W_0 obrazu¸t iskomyæ bazis.

METODY I ALGORITMY 39

1.5.4.6. Postroenie ponißa¸wih podprostranstv dlØ matric i puqkov matric.

Pust~ A est~ n×n osobennaØ matrica. V kaqestve ponißa¸wego podprostranstva beretsØ matrica W_0 iz razloßeniØ (1.5.3), stolbcy kotoroæ obrazu¸t unitarnyæ bazis N_c[A], t.e., unitarnyæ bazis invariantnogo podprostranstva, sootvetstvu¸wego nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ matricy A. Imeem W^H AW = [ W^H_1 AW_1 O W^H_0 AW_1 O ] ≡ [ A_{11} O A_{21} O ] , gde A_{11} est~ ρ × ρ matrica, sobstvennye znaqeniØ kotoroæ sovpada¸t s sobstvennymi znaqeniØmi matricy A, za iskl¸qeniem (n − ρ) nulevyh sobstvennyh znaqeniæ, voxedxih v nulevoæ blok A_{22} = W^H_0 AW_0. Unitarnye matricy Z i P , preobrazu¸wie puqok D(λ) = A − λB v ffkvivalentnyæ puqok ^D(λ) = P^H D(λ)Z kvazitreugol~noæ formy (teorema 1.8), mogut byt~ vyqisleny vypolneniem sledu¸wih operaciæ.

(1) NahoditsØ unitarnaØ matrica W , osuwestvlØ¸waØ ΔW -0 razloßenie matricy B. Imeem BW = [ Δ, O^], W =^[W1, W0^],

gde W_0 obrazuet unitarnyæ bazis N_c[B].

(2) NahoditsØ unitarnaØ matrica ^W , osuwestvlØ¸waØ ΔW -0 razloßenie matricy ^A ≡ [AW_0]^H . Imeem ^A^W = [ ^Δ, O], ^W = [^W_1, ^W_0], ^W_0 obrazuet unitarnyæ bazis pravogo nul~-prostranstva ^A.

Tak postroennye unitarnye matricy W i ^W tol~ko porØdkom sledovaniØ blokov Z_1, Z_2 i P_1, P_2 otliqa¸tsØ ot iskomyh matric Z i P , a imenno, Z = [W_0, W_1], P = [^W_1, ^W_0]. Legko proverit~ spravedlivost~ ravenstva W^H D(λ)W ≡ ^D(λ) = [ ^ D_{12}(λ) ^D_{11}(λ) ^D_{22}(λ) ^D_{21}(λ) ] = [ ^ D_{12}(λ) ^D_{11}(λ) ^D_{22}(λ) O ] . Podprostranstva X = W_0 i Y = ^W_1 obrazu¸t paru ponißa¸wih podprostranstv dlØ puqka D(λ) = A − λB. Tak qto ob¨edinenie spektrov blokov ^D_{11}(λ) i ^D_{22}(λ) daet spektr D(λ).

40 V. N. KUBLANOVSKA˚

Pust~ D(λ) est~ m × n singulØrnyæ puqok ranga ρ < n 6 m. V kaqestve pary ~X, ~Y ponißa¸wih podprostranstv moßno vzØt~ l¸bye iz dvuh par ~X = N_c[A] ≡ ~W_0a, ~Y = im B~W_0a, gde W_0a – unitarnyæ bazis N_c[A], ili ~X = N_c[B] ≡ ~W_0 b, ~Y = im[A~W_0 b ] , gde W_0b – unitarnyæ bazis N_c[B].

DlØ opredelennosti sqitaem ~X = N_c[B] ≡ ~W_0, ~Y = im[AW_0]. V kaqestve unitarnyh matric ~Z i ~Q teoremy 1.9 (s toqnost~¸ do perestanovok bloqnyh komponent) moßno vzØt~ sootvetstvenno matricy ~W^{(1)} i ~W^{(2)}, osuwestvlØ¸wie ΔW -0 razloßenie matric A i (B~W_0a)^H . Imeem

A~W^{(1)} = [ ^ Δ^{(1)}, O ] , ~W^{(1)} = [~ W^{(1)}_1 , ~W^{(1)}_0 ] ; ( A~W_0a )_H ~ W^{(2)} = [ ^ Δ^{(2)}, O ] , ~W^{(2)} = [~ W^{(2)}_1 , ~W^{(2)}_0 ] . UqityvaØ, qto stolbcy matricy ~W^{(1)}_0 obrazu¸t unitarnyæ bazis N_c[A], stroki matricy [~W^{(2)}_0 ]^H obrazu¸t unitarnyæ bazis

N_r [BW_0a], legko proverit~ spravedlivost~ ravenstva [~ W^{(2)} ]_H D(λ)~W^{(1)} = [ ~ D_{12}(λ) ~D_{11}(λ) ~D_{22}(λ) ~D_{21}(λ) ] = [ ~ D_{12}(λ) ~D_{11}(λ) ~D_{22}(λ) O ] , gde D_{21}(λ) – nulevaØ matrica.

Podprostranstva X = W^{(2)}_0 i Y = W^{(2)}_1 obrazu¸t paru ponißa¸wih podprostranstv dlØ singulØrnogo puqka D(λ) = A − λB, tak qto ob¨edinenie sootvetstvu¸wih spektral~nyh harakteristik blokov ~D_{11}(λ) i ~D_{22}(λ) daet ves~ spektr, pravye i levye minimal~nye indeksy ishodnogo puqka D(λ). 1.5.4.7. Postroenie soglasovannyh puqkov.

Pust~ D(λ) = A−λB – ishodnyæ m×n puqok. Nikakih ograniqeniæ na sootnoxeniØ qisel m i n ne nakladyvaetsØ. TrebuetsØ postroit~ soglasovannyæ s D(λ) puqok D_1(λ) = A_1 − λB_1 takoæ, qtoby vypolnØlos~ bazovoe sootnoxenie

AB_1 = BA_1,

METODY I ALGORITMY 41 ili drugimi slovami, stolbcy matricy [B_1, A_1]^B ØvlØlis~ unitarnym bazisom pravogo nul~-prostranstva matricy A = [A, −B]. DlØ postroeniØ D_1(λ) nado vypolnit~ sledu¸wie operacii. (1) Poluqit~ unitarnyæ bazis W_0 pravogo nul~-prostranstva matricy A, primeniv k A algoritm ΔW -0 razloßeniØ. Imeem

AW =^[Δ, O^],

gde W = [W_1, W_0] – unitarnaØ porØdka 2n matrica s blokami W_1 i W_0 sootvetstvenno razmerov 2n × ρ i 2n × (2n − ρ); ρ – rank A.

(2) Zapisat~ matricu W_0 v bloqnom vide W_0 = [_{B1} A_1 ] , gde B_1 i

A_1 – matricy razmerov n × (2n − ρ).

Iskomyæ, soglasovannyæ s D(λ), puqok budet A_1 −λB_1 ≡ D_1(λ).

1.5.5. Kosinus–sinusnoe razloßenie (CSD) [232, 234, 294].

Teorema 1.18. Pust~ Q = [Q1Q2]^B – matrica iz ortonormirovannyh stolbcov s blokami Q_1, Q_2 razmerov m × n. Togda suwestvu¸t unitarnye matricy U i V porØdka m i unitarnaØ matrica W porØdka n takie, qto imeet mesto razloßenie [ U^H V^H ] [ Q_1 Q_2 ] W = [ Σ_c Σ_s ] , (1.5.4)

nazyvaemoe kosinus–sinusnoe razloßenie.

Zdes~ m × n – matricy Σ_c, Σ_s ime¸t vid

Σ_c = [ Om−n,n_C^]_{, Σs =}^[ S Om−n,n ] , pri n 6 m, Σ_c = [Om,n−m C^], Σs =^[S Om,n−m^], pri n > m; (1.5.5) C = diag { c_1, . . . , c_t } , 0 6 c1 6 · · · 6 ct 6 1,

S = diag { s_1, . . . , s_t } , 1 ¿ s1 ¿ · · · ¿ st ¿ 0,

t = min { m, n } , C^2 + S^2 = I. (1.5.6)

Privodim konstruktivnoe dokazatel~stvo [228] razloßeniØ (1.5.4), opisyvaØ CSD-algoritm, ego realizu¸wiæ. StroitsØ singulØrnoe razloßenie matricy Q_1

Q_1 = U Σ_cW^H ,

42 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde diagonal~naØ matrica Σ_c imeet vid (1.5.5) s fflementami, udovletvorØ¸wimi (1.5.6).

Iz ravenstva Q^H_1 Q_1 + Q^H_2 Q_2 = I sleduet, qto ^Q^H_2 ^Q_2 (gde

^Q_2 = Q_2W ) est~ diagonal~naØ matrica I − C^2, tak qto isko-

maØ unitarnaØ matrica V otliqaetsØ ot ^Q_2 lix~ normirovkoæ stolbcov: v_i = ^q^{(2)}_i /||^q^{(2)}_i ||, gde ^q^{(2)}_i – stolbcy matricy ^Q_2. UqityvaØ, qto ||^q^{(2)}_i ||^2 = 1 − c^2_i , imeem V^H ^Q_2 = V^H Q_2W = Σ_s, gde

s^2_i = 1 − c^2_i .

Zametim, qto matrica V moßet byt~ poluqena primeneniem QR-razloßeniØ k matrice ^Q_2.

1.5.6. Obobwennoe singulØrnoe razloßenie (GSV D) [144, 242, 247, 293].

Teorema 1.19. Pust~ [A, B]^B – matrica ranga ρ s blokami A, B razmerov m × n. Togda suwestvu¸t unitarnye matricy U i V porØdka m i neosobennaØ matrica X porØdka n takie, qto imeet mesto razloßenie vida [ U^H V^H ] [ A B ] X = [ Σ_a Σ_b ] = [ Om,n−ρ Σc Om,n−ρ Σs ] , (1.5.7)

nazyvaemoe obobwennym singulØrnym razloßeniem.

Zdes~ m × ρ – matricy Σ_c, Σ_s ime¸t vid

Σ_c = [ Om−ρ,ρ_C^]_{, Σs =}^[ S Om−ρ,ρ ] , pri ρ 6 min{m, n}, Σ_c = [Om,ρ−m C^],Σs =^[S Om,ρ−m^], pri n ¿ ρ > m; (1.5.8) C = diag { c_1, . . . , c_t } , 0 6 c1 6 · · · 6 ct 6 1,

S = diag { s_1, . . . , s_t } , 1 ¿ s1 ¿ · · · ¿ st ¿ 0,

t = min { m, ρ } , C^2 + S^2 = I. (1.5.9)

Privodim konstruktivnoe dokazatel~stvo razloßeniØ (1.5.5), opisyvaØ GSV D algoritm, ego realizu¸wiæ.

StroitsØ singulØrnoe razloßenie matricy [A B]^B : [ A B ] = QΣZ, Σ = block diag

{O, Σρ^}, (1.5.10)

gde Σ_ρ = diag {σ_1, . . . , σ_ρ}, 0 < σ_1 6 . . . 6 σ_ρ, Z – unitarnaØ matrica porØdka n, Q – 2m × n – matrica iz ortonormirovannyh stolbcov.

METODY I ALGORITMY 43 Matrica Q predstavlØetsØ v bloqnom vide Q = [_{P1 Q1} P_2 Q_2 ] s blokami Q_1, Q_2 razmerov m × ρ.

VypolnØetsØ kosinus–sinusnoe razloßenie matricy [Q_1 Q_2]^B: [ Q_1 Q_2 ] = [ U V ] [ Σ_c Σ_s ] W^H , (1.5.11)

gde matricy Σ_c, Σ_s ime¸t v zavisimosti ot sootnoxeniØ ranga ρ s razmerami m, n ukazannyæ vyxe vid (1.5.8), (1.5.9).

Iz (1.5.10) i (1.5.11) poluqaem [ A B ] Z = [ Om,n−ρ Q1Σρ Om,n−ρ Q2Σρ ] = = [ U V ][ Σ_a Σ_b ][ I_{n−ρ} Σ_ρW^H ] . (1.5.12)

Poloßiv X ≡ Z [_{In−ρ} W Σ^{−1}_ρ ] , poluqim trebuemoe razloßenie (1.5.7).

1.5.6.1. Geometriqeskie svoæstva.

Oboznaqim qerez r_1 i p_1 – qislo nulevyh diagonal~nyh fflementov sootvetstvenno matric C i S, h_1 = dim N_c(A), t =

min{m, ρ}; x_i, i = 1, . . . , n – stolbcy matricy X; u_i, v_i, i = 1, . . . , m

– stolbcy matric U, V sootvetstvenno. Togda iz razloßeniØ (1.5.7) imeem:

1. N_c ( [_A B ] ) = [x_1 . . . x_{n−ρ}], dim N_c ( [_A B ] ) = n − ρ; 2. N_r(A) = [u_1 . . . u_{m−t+r1} ], dim N_r (A) = m − t + r_1; 3. N_r(B) = [v_{t−p1+1} . . . v_m], dim N_r (B) = m − t + p_1; 4. N_c(A) = [x_1 . . . x_{n−t+r1} ], dim N_c(A) = n − t + r_1 = h_1, N_c(A) \ N_c ( [_A B ] ) = [x_{n−ρ+1} . . . x_{n−t+r1} ], dim N_c(A) \ N_c ( [_A B ] ) = ρ − t + r_1;

5. N_c(B) = N_c ( [_A B ] ) ⊕[x_{n−ρ+t−p1+1} . . . x_n], dim N_c(B) = n−t+p_1, N_c(B)\N_c ( [_A B ] ) = [x_{n−ρ+t−p1+1} . . . x_n], dim N_c(B)\N_c ( [_A B ] ) = ρ−t+p_1 . 1.5.7. Obobwennoe QZ-razloßenie (RGQZD) [194, 196].

Teorema 1.20. Pust~ [A B]^B – matrica ranga ρ s blokami A, B razmerov m × n. Togda suwestvu¸t unitarnye matricy U i V

44 V. N. KUBLANOVSKA˚ porØdka m i unitarnaØ matrica Q porØdka n takie, qto imeet mesto razloßenie vida [ U^H V^H ] [ A B ] Q = [ T_a T_b ] = [ Om,n−ρ Ra Om,n−ρ Rb ] , (1.5.13)

nazyvaemoe obobwennym QZ razloßeniem.

Zdes~ m × ρ – matricy R_a, R_b ime¸t vid

R_a = [ Om−ρ,ρ_{Rc}^]_{, Rb =}^[ Rs Om−ρ,ρ ] , pri ρ 6 min {m, n}, R_a = [Om,ρ−m Rc^], Rb =^[Rs Om,ρ−m^], pri n ¿ ρ > m; (1.5.14) gde R_c, R_s – pravye treugol~nye matricy porØdka ρ, udovletvorØ¸wie sootnoxeni¸

||R^H_c R_c + R^H_s R_s||_F = ||Σ^2_ρ||, (1.5.15)

Σ_ρ = diag {σ_1, . . . , σ_ρ}, σ_i – nenulevye singulØrnye qisla matricy [A B]^B .

Konstruktivnoe dokazatel~stvo razloßeniØ (1.5.13) osnovano na primenenii razloßeniØ (1.5.12) matricy [A B]^B : [ U^H V^H ] [ A B ] Z = [ Σ_a Σ_b ] = [ I_{n−ρ} Σ_ρW^H ] . (1.5.16)

DlØ nevyroßdennoæ matricy Σ_ρW^H porØdka ρ vypolnØetsØ QR – razloßenie Σ_ρW^H = R_ρQ_ρ, gde R_ρ – verhnØØ treugol~naØ, a Q_ρ – unitarnaØ matrica porØdka ρ. Podstanovka fftogo razloßeniØ v (1.5.16) daet s uqetom (1.5.8) [ U^H V^H ] [ A B ] Z = [ Om,n−ρ Ra Om,n−ρ Rb ] [ I_{n−ρ} Q_ρ ] , gde R_a = Σ_cR_ρ, R_b = Σ_sR_ρ, tak qto matrica Q = Z [_{In−ρ} Q^H_ρ ] . Iz cepoqki ravenstv

R^H_a R_a + R^H_b R_b = R^H_ρ C^2R_ρ + R^H_ρ S^2R_ρ = R^H_ρ R_ρ = = ( W^H Σ_ρQ^H_ρ )_H ( W^H Σ_ρQ^H_ρ ) = Q_ρΣ^2_ρQ^H_ρ

i ravenstva ||Q^H_ρ Σ^2_ρQ_ρ||_F = ||Σ^2_ρ||_F sleduet spravedlivost~ (1.5.13).

METODY I ALGORITMY 45

1.5.7.1. Geometriqeskie svoæstva.

Pust~ r_1 i p_1 – qislo nulevyh diagonal~nyh fflementov matric

Σ_c i Σ_s sootvestvenno, h_1 = dim N_c(A), t = min{m, ρ}; q_i, i = 1, . . . , n – stolbcy matricy Q; u_i, v_i, i = 1, . . . m – stolbcy matric

U , V sootvetstvenno. Togda iz razloßeniØ (1.5.13) imeem:

1. N_c ( [_A B ] ) = [q_1 . . . q_{n−ρ}], dim N_c ( [_A B ] ) = n − ρ; 2. N_r(A) = [u_1 . . . u_{m−t+r1} ], dim N_r (A) = m − t + r_1; 3. N_r(B) = [v_{t−p1+1} . . . v_m], dim N_r (B) = m − t + p_1; 4. N_c(A) = [q_1 . . . q_{n−t+r1} ], dim N_c(A) = n − t + r_1 = h_1, N_c(A) \ N_c ( [_A B ] ) = [q_{n−ρ+1} . . . q_{n−t+r1} ], dim N_c(A) \ N_c ( [_A B ] ) = ρ − t + r_1. 1.5.8. Obobwennoe normalizovannoe razloßenie (GN D). Teorema 1.21. Pust~ [A B] – matrica ranga ρ s blokami A, B razmerov m×n. Togda suwestvu¸t unitarnye matricy U i V porØdka n i unitarnaØ matrica W porØdka ρ i m × ρ – matrica L polnogo stolbcovogo ranga takie, qto imeet mesto razloßenie vida [ A B ] = LW [ Σ_c Σ_s ] [ U^H V^H ] (1.5.17) ili W^H L^+ [ A B ] [ U V ] = [ Σ_c Σ_s ] , nazyvaemoe obobwennym normalizovannym razloßeniem.

Zdes~ ρ × n – matricy Σ_c, Σ_s ime¸t vid

Σ_c = [Oρ,n−ρ C^], Σs =^[S Oρ,n−ρ^], pri ρ 6 min{m, n}, Σ_c = [ Oρ−n,n_C^]_{, Σs =}^[ S Oρ−n,n ] , pri m ¿ ρ > n, (1.5.18)

C = diag { c_1, . . . , c_t } , 0 6 c1 6 · · · 6 ct 6 1,

S = diag { s_1, . . . , s_t } , 1 ¿ s1 ¿ · · · ¿ st > 0, t = min { ρ, n } , C^2 + S^2 = I. (1.5.19)

Privodim konstruktivnoe dokazatel~stvo razloßeniØ (1.5.17).

46 V. N. KUBLANOVSKA˚

StroitsØ normalizovannoe razloßenie matricy [A B]: θ [ A B ] = L_0Q^H_0 , [ A B ] = L [ Q^H_1 Q^H_2 ] , (1.5.20)

gde θ – m × m – matrica perestanovok, L_0 – levaØ trapeceidal~- naØ m × ρ matrica, L = θ^T L_0, Q_0 = [Q_1 Q_2]^B – matrica, sostavlennaØ iz ortogonal~nyh stolbcov s blokami Q_1, Q_2 razmerov

n × ρ. VypolnØetsØ kosinus–sinusnoe razloßenie vida (1.5.7)

matricy [Q_1 Q_2]^B:

Q_1 = U Σ_cW^H , Q_2 = V Σ_sW^H , (1.5.21)

gde matricy Σ_c, Σ_s ime¸t v zavisimosti ot sootnoxeniØ ranga ρ s razmerami m, n ukazannyæ vid (1.5.18), (1.5.19). Podstanovka (1.5.21) v (1.5.20) daet razloßenie vida (1.5.17).

1.5.8.1. Geometriqeskie svoæstva.

Pust~ r_1 i p_1 – qislo nulevyh diagonal~nyh fflementov matric C i S sootvestvenno, t = min{ρ, n}; u_i, v_i, i = 1, . . . n – stolbcy matric U , V sootvetstvenno, y_i, i = 1, . . . , ρ – stroki matricy

Y = W^H L^+. Togda iz razloßeniØ (1.5.17) imeem:

1. N_r(L) = N_r (A) ∩ N_r(B), dim N_r(L) = m − ρ; 2. N_c(A) = [u_1 . . . u_{n−t+r1} ], dim N_c(A) = n − t + r_1; 3. N_c(B) = [v_{t−p1+1} . . . v_n], dim N_c(B) = n − t + p_1; 4. N_r(A) = N_r (L) ⊕ [y^H_1 . . . y^H_{ρ−t+r1} ], dim N_r(A) = m − t + r_1,

N_r (A) \ N_r(L) = [y^H_1 . . . y^H_{ρ−t+r1} ], dim N_r(A) \ N_r (L) = ρ − t + r_1;

5. N_r(B) = N_r(L) ⊕ [y^H_{t−p1+1} . . . y^H_ρ ], dim N_r (B) = n − t + p_1,

N_r (B) \ N_r (L) = [y^H_{t−p1+1} . . . y^H_ρ ], dim N_r (B) \ N_r (L) = ρ − t + p_1;

METODY I ALGORITMY 47

Glava 2. Rexenie spektral~nyh zadaq dlØ puqka matric

Rassmatriva¸tsØ metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq razdel~no dlØ regulØrnyh i singulØrnyh puqkov. Osnovnoe vnimanie udeleno metodam, osnovannym na primenenii fflementarnyh ortogonal~nyh matric (ploskih vraweniæ i otraßeniæ).

V §2.1 rassmatrivaetsØ vyqislenie sobstvennyh znaqeniæ regulØrnogo puqka. Predlaga¸tsØ dva metoda, rexa¸wie polnu¸ problemu sobstvennyh znaqeniæ, i razliqnye varianty metoda iterirovaniØ podprostranstv, rexa¸wiæ qastiqnu¸ problemu. My ne ostanavlivaemsØ na metodah vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ dlØ puqkov special~nogo vida i, v tom qisle, dlØ puqkov s simmetriqnymi matricami, hotØ poslednie ØvlØ¸tsØ naibolee interesnymi v praktiqeskih priloßeniØh. DlØ qislennogo rexeniØ spektral~nyh zadaq simmetriqnyh puqkov razrabotano i realizovano na �VM bol~xoe qislo algoritmov. Oni xiroko osvØweny v literature (sm., naprimer, [69, 182]).

V §2.2 rassmatriva¸tsØ algoritmy vyqisleniØ strukturnyh indeksov dlØ koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ regulØrnogo puqka i pol¸sno-nulevaØ struktura puqka na beskoneqnosti.

V §2.3 predlaga¸tsØ metody analiza kronekerovskoæ kanoniqeskoæ formy singulØrnogo puqka (vyqisleniØ minimal~nyh indeksov i vydeleniØ regulØrnogo bloka puqka).

V §2.4 rassmatriva¸tsØ algoritmy vydeleniØ regulØrnogo bloka kak puqka polnogo ranga, tak i proizvol~nogo singulØrnogo puqka, otliqnye ot algoritmov §2.3.

V §2.5 rassmotreny algoritmy postroeniØ vektornyh spektral~nyh harakteristik: sobstvennyh vektorov i ßordanovyh cepoqek, algoritmy postroeniØ minimal~nogo bazisa iz polinomial~nyh rexeniæ.

V §2.6 predlaga¸tsØ algoritmy vyqisleniØ polinomial~nyh rexeniæ puqka i nahoßdeniØ minimal~nogo bazisa iz nih.

V §2.7 predlaga¸tsØ algoritmy isqerpyvaniØ naædennyh spektral~nyh harakteristik puqka.

V dal~neæxem dlØ prostoty rassußdeniæ algoritmy vyqisleniØ spektral~nyh harakteristik budut rassmotreny tol~- ko dlØ vewestvennyh λ-matric. Pri opisanii algoritmov budet rassmatrivat~sØ opredelenie tol~ko pravyh spektral~nyh harakteristik. Vse skazannoe analogiqno perenositsØ kak na λmatricy s kompleksnymi fflementami, tak i na vyqislenie levyh

48 V. N. KUBLANOVSKA˚ spektral~nyh harakteristik λ-matric.

§2.1. Vyqislenie sobstvennyh znaqeniæ regulØrnogo puqka

Pust~ D(λ) = A − λB regulØrnyæ n × n puqok vewestvennyh matric. Niße opisyva¸tsØ dva algoritma (QZ algoritm i AB algoritm), rexa¸wie polnu¸ problemu sobstvennyh znaqeniæ

D(λ), t.e. vyqislenie vseh sobstvennyh znaqeniæ . Oba algorit-

ma invariantny k tak nazyvaemoæ treugol~no–hessenbergovoæ forme puqka, kogda odna iz matric puqka ØvlØetsØ treugol~noæ, drugaØ – poqti treugol~naØ, t.e., imeet formu Hessenberga.

V punkte 2.1.1 privoditsØ algoritm preobrazovaniØ proizvol~nogo regulØrnogo puqka k treugol~no–hessenbergovoæ forme. V punktah 2.1.2 i 2.1.3 privoditsØ kratkoe opisanie algoritmov QZ i AB. Oba algoritma osnovany na ispol~zovanii fflementarnyh ortogonal~nyh matric ploskih vraweniæ i otraßeniæ.

V punkte 2.1.4 privodØtsØ iteracionnye metody rexeniØ qastiqnoæ problemy sobstvennyh znaqeniæ regulØrnogo lineænogo puqka obwego vida.

2.1.1. Privedenie puqka k treugol~no–hessenbergovoæ forme [237].

Treugol~no–hessenbergovoæ formoæ puqka nazyvaetsØ puqok, u kotorogo odna iz matric ØvlØetsØ pravoæ (levoæ) treugol~noæ, drugaØ – pravaØ (levaØ) poqti treugol~naØ. V dal~neæxem dlØ opredelennosti budem govorit~ o puqkah pravoæ treugol~no– hessenbergovoæ formy, opuskaØ slovo pravyæ.

V punktah 2.2 i 2.3 budut rassmotreny iteracionnye metody vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ regulØrnogo puqka matric. Vaßnym svoæstvom fftih metodov ØvlØetsØ invariantnost~ ih k treugol~no–hessenbergovoæ forme puqka. Pofftomu voznikaet potrebnost~ v koneqnom algoritme, preobrazu¸wem proizvol~nyæ regulØrnyæ puqok v ffkvivalentnyæ puqok treugol~no– hessenbergovoæ formy.

Sledu¸waØ teorema garantiruet vozmoßnost~ takogo preobrazovaniØ, a ee dokazatel~stvo ØvlØetsØ i algoritmom.

Teorema 2.1. L¸boæ regulØrnyæ puqok D(λ) = A − λB porØdka n s pomow~¸ fflementarnyh ortogonal~nyh matric (ploskih vrawe-

METODY I ALGORITMY 49 niæ) za koneqnoe qislo xagov moßet byt~ preobrazovan v puqok D_l(λ) = Q^T D(λ)Z treugol~no-hessenbergovoæ formy.

Zdes~ Q^T i Z – rezul~tiru¸wie ortogonal~nye matricy. Dokazatel~stvo provoditsØ konstruktivno, opisyvaØ algoritm postroeniØ D_l (λ). Bez umaleniØ obwnosti sqitaem, qto matrica B ishodnogo puqka D_0(λ) = A − λB ØvlØetsØ verhneæ treugol~noæ. V protivnom sluqae s pomow~¸ levostoronnih umnoßeniæ D(λ) na cepoqku matric vraweniØ ili otraßeniØ moßno pereæti k puqku D_0(λ).

Algoritm preobrazovaniØ D_0(λ) v puqok D_l(λ) sostoit iz koneqnogo qisla xagov. Tipiqnyæ xag perehoda ot D_{k−1}(λ) k D_k(λ)

(k = 1, . . . , l) svoditsØ k preobrazovaniØm vidov: D_{k−1/2}(λ) = Q^T_{n−k,n−k+1}D_{k−1}(λ) (2.1.1) D_k(λ) = D_{k−1/2}(λ)Z_{n−k,n−k+1} (2.1.2) k = 1, . . .,n − 1 − j, j = 1, . . . , n − 2. Zdes~ Q^T_{n−k,n−k+1} – matrica ploskih vraweniæ, annuliru¸waØ fflement matricy A_{k−1} puqka D_{k−1}(λ) v pozicii (n − k + 1, j);

Z_{n−k,n−k+1} – matrica ploskih vraweniæ, vosstanavliva¸waØ nu-

levoæ fflement v pozicii (n − k + 1, n − k) matricy B_{k−1/2} puqka D_{k−1/2}(λ). Takim obrazom, kaßdyæ xag naqinaetsØ s preobrazovaniØ (2.1.1), annuliru¸wego oqerednoæ fflement v pozicii (n−k +1, j) matricy A preobrazuemogo puqka dlØ privedeniØ ee k forme Hessenberga. Pri fftom nulevoæ fflement v pozicii (n−k+1, n−k) matricy B preobrazuemogo puqka stanovitsØ nenulevym. DlØ vosstanovleniØ treugol~noæ formy matricy B preobrazuemogo puqka primenØetsØ preobrazovanie (2.1.2), kotoroe takße sohranØet nulevye fflementy, uße poluqennye v nußnyh poziciØh matric A i B. Zanulenie fflementov matricy A provoditsØ posledovatel~no po stolbcam, naqinaØ s pervogo (j = 1). V kaßdom stolbce annuliru¸tsØ fflementy snizu vverh, naqinaØ s poslednego.

Process (2.1.1), (2.1.2) zakanqivaetsØ zanuleniem fflementov u A v pozicii (n, n − 2), u B v pozicii (n, n − 1). V rezul~tate l =

1/2(n − 1)(n − 2) xagov budet postroen puqok D_l(λ) v treugol~no–

50 V. N. KUBLANOVSKA˚ hessenbergovoæ forme

Q^T = n−2∏ j=1 n−1−j∏

k=1 Q^T_{n−k,n−k+1}, Z = n−2∏ j=1 n−1−j∏

k=1 Z_{n−k,n−k+1}. 2.1.2. QZ-algoritm [110–112, 172, 173, 209] pozvolØet regulØrnyæ puqok A − λB (B – treugol~naØ, A – hessenbergova matricy) prostoæ struktury s pomow~¸ ortogonal~nyh preobrazovaniæ privodit~ k puqku v forme Xura Q^H ( A − λB ) Z = ~A − λ ~B, (2.1.3) gde ~A i ~B libo obe treugol~nye, esli vse sobstvennye znaqeniØ puqka vewestvennye, libo ~B – treugol~naØ, ~A – kvazitreugol~- naØ s blokami 1 × 1 i 2 × 2, esli sredi sobstvennyh znaqeniæ puqka est~ kompleksno soprØßennye sobstvennye znaqeniØ.

Algoritm iteracionnyæ i sostoit v postroenii posledovatel~nosti strogo ffkvivalentnyh puqkov {A_k − λB_k} (A_0 =

A, B_0 = B). Kaßdyæ xag realizuetsØ kak dvoænoæ xag QR-

metoda s neØvnymi sdvigami dlØ matricy C = AB^{−1}. Pri fftom odna iz posledovatel~nosteæ {B_k} ØvlØetsØ posledovatel~nost~¸ treugol~nyh matric, drugaØ {A_k} – posledovatel~nost~¸ matric hessenbergovoæ formy. Tipiqnyæ (pervyæ) xag QZ – algoritma trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) VyqislØ¸tsØ sobstvennye znaqeniØ a i b verhnego glavnogo minora 2 × 2 matricy M = AB^{−1} i pervyæ stolbec matricy ( M − aI )( M − bI ) = ( x, y, z, 0, . . ., 0 )_T . (2) DlØ kaßdogo fiksirovannogo k = 1, . . ., n − 2

(2a) NahoditsØ ortogonal~naØ matrica Q_k takaØ, qto Q_k [ x, y, z ]_T = ( ∗, 0, 0 )_T . (2b) VyqislØ¸tsØ

A := diag { I_{k−1}, Q_k, I_{n−k−2} } A B := diag { I_{k−1}, Q_k, I_{n−k−2} } B. (2c) NahoditsØ ortogonal~naØ matrica Z_{k1} takaØ, qto [ b_{k+2,k}, b_{k+2,k+1}, b_{k+2,k+2} ] Z_{k1} = [ 0, 0, ∗ ] .

METODY I ALGORITMY 51

(2d) VyqislØ¸tsØ

A := A diag { I_{k−1}, Z_{k1}, I_{n−k−2} } B := B diag { I_{k−1}, Z_{k1}, I_{n−k−2} } . (2e) NahoditsØ ortogonal~naØ matrica Z_{k2} takaØ, qto [ b_{k+1,k} b_{k+1,k+1} ] Z_{k2} = [ 0, ∗ ] . (2f) VyqislØ¸tsØ

A := A diag { I_{k−1}, Z_{k2}, I_{n−k−1} } B := B diag { I_{k−1}, Z_{k2}, I_{n−k−1} } . x := a_{k+1,k} y := a_{k+2,k} esli k < n − 2, to Z := a_{k+3,k}. Qislo k uveliqivaetsØ na 1. Punkt 2 zakanqivaetsØ pri k = n − 2.

(3a) NahoditsØ ortogonal~naØ matrica Q_{n−1} takaØ, qto Q_{n−1} [_x y ] = [_∗ 0 ] . (3b) VyqislØ¸tsØ

A := diag { I_{n−2}, Q_{n−1} } A B := diag { I_{n−2}, Q_{n−1} } B. (3c) NahoditsØ ortogonal~naØ matrica Z_{n−1} takaØ, qto [ b_{n,n−1}, b_{n,n} ] Z_{n−1} = [ 0, ∗ ] . (3d) VyqislØ¸tsØ

A := A diag { I_{n−2}, Z_{n−1} } B := B diag { I_{n−2}, Z_{n−1} } . Vypolneniem (3d) zakanqivaetsØ fflementarnyæ xag QZ algoritma.

Posledovatel~nost~ QZ xagov primenØetsØ k hessenbergo– treugol~nomu puqku A − λB prostoæ struktury do privedeniØ matricy A k kvazitreugol~noæ (treugol~noæ) forme.

2.1.3. AB-algoritm [31, 32, 218] pozvolØet regulØrnyæ puqok

A − λB, ime¸wiæ ne vse sobstvennye znaqeniØ ravnye po mo-

dul¸, privodit~ k kvazitreugol~nomu puqku, sobstvennye znaqeniØ diagonal~nyh blokov kotorogo sovpada¸t s sobstvennymi znaqeniØmi ishodnogo puqka i ravny po modul¸.

52 V. N. KUBLANOVSKA˚

Algoritm sostoit v postroenii posledovatel~nosti soglasovannyh puqkov {A_k − λB_k}, A_0 = A, B_0 = B, t.e. puqkov, matricy kotoryh svØzany sootnoxeniem

A_kB_{k+1} = B_kA_{k+1}, k = 0, 1, . . ., (2.1.4)

priqem odna iz posledovatel~nosteæ {B_k} ØvlØetsØ posledovatel~nost~¸ treugol~nyh matric, drugaØ {A_k} – posledovatel~nost~¸ matric hessenbergovoæ formy. Tipiqnyæ (pervyæ) xag algoritma sostoit v vyqislenii pravogo nul~-prostranstva vspomogatel~noæ matricy A = [ A_0 B_0 ] . DlØ fftogo nahoditsØ ΔW -0 razloßenie AQ = [L O], gde Q = ∏ T_{ij} – rezul~tiru¸waØ

ortogonal~naØ matrica ploskih vraweniæ, L – matrica polnogo stolbcovogo ranga. Poslednie n stolbcov ortogonal~noæ matricy Q, obrazu¸wie matricu Q_1 = [−B_1 A_1]^B, dadut puqok A_1−λB_1 dlØ sledu¸wego xaga.

Vybor indeksov (ij) v T_{ij}, t.e. porØdok annulirovaniØ fflemen-

tov A, pozvolØ¸wiæ sohranit~ treugol~no-hessenbergovu formu

puqka, sledu¸wiæ ( k, n + k − 1 ) , ( k, n + k ) , . . ., ( k, 2n ) , k = n, n − 1, . . . , 2 ( 1, n + 1 ) , ( 1, n + 2 ) , . . . , ( 1, 2n ) . Pri vypolnenii nekotoryh usloviæ algoritm shoditsØ po forme k puqku kvazitreugol~nogo vida. Shodimost~ ØvlØetsØ lineænoæ i zavisit ot razryva meßdu sobstvennymi znaqeniØmi puqka.

V sluqae puqka prostoæ struktury shodimost~ moßno uluqxit~ primeneniem modifikaciæ AB-algoritma so sdvigom. Privodim odnu iz modifikaciæ AB-algoritma so sdvigom: ^A_k = A_k − (t_k − t_{k−1}) B_k, ^B_k = B_k, k = 0, 1, . . ., A_0 = A, B_0 = B; t_1, t_2, . . . – nekotorye sdvigi. Matricy A_{k+1} i B_{k+1} poluqa¸tsØ iz ^A_k i ^B_k primeneniem xaga AB – algoritma

(2.1.4) tak, qto ^A_kB_{k+1} = ^B_kA_{k+1}, k = 0, 1, . . .. B_1, B_2, . . . ØvlØ¸tsØ verhnimi treugol~nymi matricami.

Process postroeniØ {A_k − λB_k} zakanqivaetsØ pri |t_k − t_{k−1}| 6 ε, gde ε – zadannaØ (raboqaØ) toqnost~. V fftom sluqae t_k budet

METODY I ALGORITMY 53 priblißeniem k sobstvennomu znaqeni¸ puqka A−λB. V kaqestve sdvigov berut

t_k = t_{k−1} + a^{(k)}_{11}

b^{(k)}_{11} , gde a^{(k)}_{ij} i b^{(k)}_{ij} fflementy matric A_k i B_k sootvetstvenno. Pri neobhodimosti vyqisleniØ ostal~nyh sobstvennyh znaqeniæ process analogiqno prodolßaetsØ s puqkom men~xih razmerov.

V sluqae puqka prostoæ struktury pri vypolnenii nekotoryh usloviæ takoæ vybor sdviga daet asimptotiqeski kvadratiqnu¸ shodimost~ k posledovatel~no opredelennym sobstvennym znaqeniØm puqka A − λB, naqinaØ s naimen~xego po modul¸. 2.1.4. Metod odnovremennyh iteraciæ.

Metod odnovremennyh iteraciæ (ili drugimi slovami, metod iterirovaniØ podprostranstv) prednaznaqen dlØ rexeniØ qastiqnoæ problemy sobstvennyh znaqeniæ regulØrnogo puqka: vyqisleni¸ l ¿ 1 ffkstremal~nyh sobstvennyh znaqeniæ ili l sobstvennyh znaqeniæ, blißaæxih po modul¸ k zadannomu qislu kompleksnoæ ploskosti.

DlØ regulØrnogo puqka D(λ) = A − λB porØdka n metod sostoit v postroenii posledovatel~nosti matric {Z_k} razmerov n × l, stolbcy kotoryh rassmatriva¸tsØ kak bazisy nekotoryh podprostranstv, ØvlØ¸wihsØ priblißeniem k invariantnomu podprostranstvu, natØnutomu na pravye sobstvennye vektory puqka

D(λ), sootvetstvu¸wie “l” iskomym sobstvennym znaqeniØm, t.e.

k podprostranstvu, nazyvaemomu bloqnym sobstvennym vektorom puqka D(λ).

ObwaØ shema metoda vyqisleniØ (sm., naprimer, [120]) maksimal~nyh po modul¸ sobstvennyh znaqeniæ sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ. B ~Z_k = AZ_{k−1} Z_k = ~Z_kΓ^{−1}_k k = 1, 2, . . ..

(2.1.5)

Zdes~ Z_0 – naqal~noe priblißenie, n × l – matrica polnogo stolbcovogo ranga. Priblißenie ~Z_k odnoznaqno opredelØetsØ, esli det B ≠ 0, t.e. ishodnyæ puqok ne imeet beskoneqnogo sobstvennogo znaqeniØ; Γ_k – nevyroßdennaØ l × l – matrica, osuwestvlØ¸waØ perestroæku bazisa.

Pri vypolnenii nekotoryh usloviæ posledovatel~nost~ podprostranstv {Z_k} lineæno shoditsØ k pravomu invariantnomu

54 V. N. KUBLANOVSKA˚ podprostranstvu puqka D(λ). Matrica Z_k ØvlØetsØ priblißeniem k pravomu bloqnomu sobstvennomu vektoru puqka; sootvetstvu¸wee emu priblißenie Λ_k k preoblada¸wemu sobstvennomu znaqeni¸ moßet opredelØt~sØ, naprimer, iz uravneniØ

Z_{k−1}Λ_k = ~Z_k,

rexaemogo metodom naimen~xih kvadratov. Razliqnye algoritmy metoda otliqa¸tsØ vyborom matric Γ_k.

Privodim nekotorye algoritmy metoda odnovremennyh iteraciæ, obobwa¸wie na sluqaæ puqkov izvestnye algoritmy dlØ matric.

a) ~Z_k = L_kR_k Z_k = L_k. Zdes~ L_k – levaØ trapecevidnaØ, R_k – pravaØ treugol~naØ matricy, Γ_k = R_k, Λ_k = Z^T_{k−1}Z_k. Algortim ØvlØetsØ obobweniem metoda Bauffra [281, 183, 81].

b) ~Z_k = Q_kR_k, Z_k = Q_k. Zdes~ Q_k – matrica s ortonormirovannymi stolbcami, R_k – pravaØ treugol~naØ matrica (Γ_k = R_k). Algoritm ØvlØetsØ obobweniem ortogonal~no– treugol~nogo stepennogo metoda [9, 81, 183].

v) Z_k = ~Z_kΓ^{−1}_k . Zdes~ Γ_k – matrica, sostavlennaØ iz l lineæno nezavisimyh strok matricy ~Z_k. Algoritm ØvlØetsØ bloqnym obobweniem stepennogo metoda s normirovkoæ vektorov po nenulevoæ komponente [147].

g) Γ_k = ( Z^T_{k−1}Z_{k−1} )_{−1}( Z^T_{k−1} ~Z_k ) , Z_k = ~Z_kΓ^{−1}_k . Algoritm ØvlØ-

etsØ bloqnym obobweniem [88, 89] stepennogo metoda s vyqisleniem sobstvennyh znaqeniæ qerez otnoxenie skalØrnyh proizvedeniæ.

d) H_k = ( Z^T_{k−1}Z_{k−1} )_{−1}( Z^T_{k−1} ~Z_k ) , H_kU_k = U_kJ_k, Z_k = ~Z_kU_k, gde J_k – kanoniqeskaØ forma ȷordana, U_k – kanoniqeskiæ bazis matricy H_k (Γ_k = U^{−1}_k ). �tot algoritm dlØ obyqnoæ problemy opisan v [190].

e) Γ_k = Z^T_{k−1}BZ_{k−1}, Z_k = ~Z_kΓ^{−1}_k . Algoritm ØvlØetsØ qastnym sluqaem biodnovremennyh iteraciæ, primenØetsØ dlØ simmetriqnogo puqka. DlØ obyqnoæ problemy opisan v [81].

Zametim, qto v algoritmah v) i g) iz shodimosti podprostranstv {Z_k} sleduet shodimost~ matric {Z_k}, normiru¸- wie matricy {Γ_k} shodØtsØ k sootvetstvu¸wemu preoblada¸- wemu bloqnomu sobstvennomu znaqeni¸. V algoritme e) analogiqnymi svoæstvami oblada¸t podposledovatel~nosti {Z_{2k}},

{Z^T_{2k+1}BZ_{2k}} i {Z_{2k+1}}, {Z^T_{2k}BZ_{2k+1}}. Pri fftom shodimost~ k

METODY I ALGORITMY 55 bloqnomu sobstvennomu znaqeni¸ ØvlØetsØ kvadratiqnoæ. V algoritme d) struktura preoblada¸wih po modul¸ sobstvennyh znaqeniæ ishodnogo puqka polnost~¸ opredelØetsØ ßordanovoæ strukturoæ J_k.

DlØ vyqisleniØ naimen~xih po modul¸ sobstvennyh znaqeniæ puqka sleduet v processe (2.1.5) zamenit~ vtoroe iz ravenstv na

A ~Z_k = BZ_{k−1}. V fftom sluqae sobstvennye znaqeniØ vyqislenno-

go bloqnogo sobstvennogo znaqeniØ ØvlØ¸tsØ obratnymi k iskomym.

DlØ vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ, blißaæxih k nekotoromu qislu α, ispol~zu¸tsØ sootnoxeniØ D(α) ~Z_k = BZ_{k−1}, D(α) ~Z_k = AZ_{k−1}, ili, v bolee obweæ forme, sootnoxeniØ D(α) ~Z_k = D(p)Z_{k−1}. V kaßdom iz algoritmov iskomye sobstvennye znaqeniØ svØzany prostymi sootnoxeniØmi s sobstvennymi znaqeniØmi preoblada¸wego bloqnogo sobstvennogo znaqeniØ.

§2.2. Algoritmy analiza kanoniqeskoæ formy ȷordana–Veæerxtrassa

Analiz kanoniqeskoæ formy ȷordana–Veæerxtrassa regulØrnogo puqka D(λ) = A − λB sostoit v vyqislenii strukturnyh indeksov ego sobstvennyh znaqeniæ.

Pust~ λ = λ_∗ est~ koneqnoe fiksirovannoe sobstvennoe znaqenie D(λ), strukturnye indeksy kotorogo sleduet vyqislit~. Ne umalØØ obwnosti, sqitaem λ_∗ = 0. V protivnom sluqae v D(λ) delaem zamenu peremennyh, polagaØ λ := λ + λ_∗. TakaØ zamena perevodit λ_∗ v nulevoe sobstvennoe znaqenie, ne izmenØØ pri fftom strukturnyh indeksov ni λ_∗, ni drugih sobstvennyh znaqeniæ D(λ). Rassmotrim nekotorye algoritmy, rexa¸wie zadaqu vyqisleniØ strukturnyh indeksov nulevogo sobstvennogo znaqeniØ puqka D(λ).

2.2.1. Pervyæ algoritm [155] ØvlØetsØ obobweniem algoritma [21, 257], predloßennogo dlØ matricy. Algoritm sostoit v postroenii koneqnoæ posledovatel~nosti puqkov {A_{kk} − λB_{kk}}

56 V. N. KUBLANOVSKA˚ umen~xa¸wihsØ razmerov. PolagaØ n_1 = n, A_{11} = A, B_{11} = B opixem tipiqnyæ (pervyæ) xag, kotoryæ svoditsØ k vypolneni¸ dlØ puqka A_{11} − λB_{11} sledu¸wih operaciæ.

(1) VyqislØetsØ ΔW -0 razloßenie matricy A_{11}:

A_{11}Wa = [ Δ, 0 ] , gde Wa – ortogonal~naØ matrica, poslednie h_1 stolbcov kotoroæ obrazu¸t pravoe nul~-prostranstvo A_{11}.

Puqok A_{11} − λB_{11} sprava umnoßaetsØ na Wa: ( A_{11} − λB_{11} ) Wa = [ A_2 − λB_2

n_1−h_1 −λB_1 h 1 ] . Proishodit stolbcovoe “sßatie” matricy A_{11} do polnogo stolbcovogo ranga (poslednie h_1 stolbcov A_{11}Wa budut nulevymi).

(2) VyqislØetsØ ΔW -0 razloßenie B^T_1 :

B^T_1 Wb = [ Δb, 0 ] . Preobrazuemyæ puqok sleva umnoßaetsØ na W^Tb . Proishodit sßatie B_1 do polnogo stroqnogo ranga. Imeem

W^Tb ( A_{11} − λB_{11} ) Wa = [ A_{21} − λB_{21} −λB_{11} A_{22} − λB_{22} O_{n2h1} ] , n_2 = n_1 − h_1.

(3) Bloki postroennogo puqka perestavlØ¸tsØ s pomow~¸ matricy perestanovok θ_1:

θ_1W^Tb ( A_{11} − λB_{11} ) Wa = [ A_{22} − λB_{22} O_{n2h1} A_{21} − λB_{21} −λB_{11} ] = P_1 ( A_{11} − λB_{11} ) Q_1,

gde P_1 = ^P_1 = θ_1W^Tb , Q_1 = ^Q_1 = Wa – ortogonal~nye matricy.

V rezul~tate rexenie spektral~noæ zadaqi dlØ A_{11} −λB_{11} svelos~ k rexeni¸ spektral~nyh zadaq dlØ dvuh puqkov: A_{22} − λB_{22} porØdka n_2 i −λB_{11} porØdka h_1.

Process analogiqno prodolßaetsØ i zakanqivaetsØ na nekotorom xage l, kogda matrica A_{l+1,l+1} budet imet~ polnyæ stolbcovyæ rang.

V rezul~tate budet poluqena sledu¸waØ informaciØ. a) Posledovatel~nost~ qisel {h_k}, udovletvorØ¸wih neravenstvam

h_1 ¿ h_2 ¿ · · · ¿ h_l > h_{l+1} = 0,

METODY I ALGORITMY 57 kotorye da¸t informaci¸ o strukture nulevogo sobstvennogo znaqeniØ puqka A − λB: σ_{k0} = h_k − h_{k+1}, k = 1, . . . , l est~ qislo fflementarnyh deliteleæ λ^k.

b) Puqok A_{l+1,l+1} −λB_{l+1,l+1} , vse sobstvennye znaqeniØ i strukturnye indeksy kotorogo sovpada¸t s nenulevymi sobstvennymi znaqeniØmi ishodnogo puqka i ih strukturnymi indeksami.

2.2.2. Vtoroæ algoritm* sostoit v postroenii koneqnoæ posledovatel~nosti puqkov D_k(λ) = C^k_0 + λC^k_1 , k = 0, 1, . . . , l,

D_{k+1}(λ) = D_k(λ)W^kdiag{I_{rk+1} , λ^{−1}I_{n−rk+1} }

D_0(λ) = C_0 + λC_1 (C_0 = A, C_1 = −B).

Zdes~ W^k est~ ortogonal~naØ n×n matrica, realizu¸waØ ΔW −0 razloßenie matricy D_k(0) ≡ C^k_0 , r_{k+1} = rank D_k(0).

Perehod ot D_k(λ) k D_{k+1}(λ) osuwestvlØetsØ vypolneniem sledu¸wih operaciæ.

(1) NahoditsØ ortogonal~naØ matrica W^k ≡ [W^k_1 , W^k_2 ], realizu¸waØ ΔW -0 razloßenie matricy C^k_0 :

C^k_0 W^k = [ Δ_k, O ] . Zdes~ O est~ nulevaØ n × (n − r_{k+1}) matrica, matriqnye bloki

W^k_1 i W^k_2 ime¸t sootvetstvenno razmery n × r_{k+1} i n × (n − r_{k+1}).

(2) OsuwestvlØetsØ perehod k puqku D_{k+1}(λ) = C^{k+1}_0 + λC^{k+1}_1 po formulam C^{k+1}_0 = [C^k_0 W^k_1 , C^k_1 W^k_2 ]; C^{k+1}_1 = [C^k_1 W^k_1 , O].

Algoritm postroeniØ posledovatel~nosti puqkov D_k(λ) prodolßaetsØ do teh por, poka pri nekotorom xage l poluqim matricu C^{l+1}_0 polnogo stolbcovogo ranga. V rezul~tate budet poluqena sledu¸waØ informaciØ.

a) Posledovatel~nost~ qisel

r_1 6 r_2 6 · · · 6 r_{l+1},

gde σ_{k0} ≡ r_{k+1} − r_k est~ qislo fflementarnyh deliteleæ λ^k.

b) Puqok D_l(λ) = C^l_0 + λC^l_1, vse sobstvennye znaqeniØ i strukturnye indeksy kotorogo sovpada¸t s nenulevymi sobstvennymi znaqeniØmi ishodnogo puqka i ih strukturnymi indeksami.

2.2.3. Tretiæ algoritm** vyqisleniØ strukturnyh indeksov regulØrnogo puqka A − λB, sootvetstvu¸wih sobstvennomu zna-

*Algoritm primenim k polinomial~noæ matrice proizvol~noæ stepeni

s ¿ 1. V glave 5 privedeno ego obosnovanie dlØ s ¿ 1.

**Zdes~ opisyvaetsØ algoritm, ispol~zu¸wiæ tehniku normalizovannogo razloßeniØ. Variant algoritma s primeneniem singulØrnogo razloßeniØ opisan v [153].

58 V. N. KUBLANOVSKA˚ qeni¸ λ_∗ = 0 sostoit v postroenii koneqnoæ posledovatel~nosti puqkov {A_k − λB_k} nevozrasta¸wih porØdkov. Algoritm zakanqivaetsØ na xage l, kogda budet postroen puqok A_{l+1} − λB_{l+1} s neosobennoæ matriceæ A_{l+1}.

Opixem tipiqnyæ (pervyæ) xag, kotoryæ svoditsØ k vypolneni¸ sledu¸wih operaciæ.

(1) NahoditsØ normalizovannoe razloßenie matricy A = [A, B]: θAQ =^[L, O^], gde Q – rezul~tiru¸waØ ortogonal~naØ matrica, L – matrica polnogo stolbcovogo ranga, O – nulevaØ n×n matrica, θ – rezul~- tiru¸waØ matrica perestanovok, kotoraØ na kaßdom xage razloßeniØ vybiraetsØ ne po vseæ preobrazuemoæ matrice A, a tol~ko po ee pervomu bloku A. Poslednie n stolbcov ortogonal~noæ matricy Q obrazu¸t matricu Q_1 razmerov 2n × n. �ta matrica s toqnost~¸ do perestanovki ee stolbcov (Q_1 ^θ = [− ^B_1 ^A_1]^B) daet puqok ^A_1 − λ ^B_1, matrica ^A_1 kotorogo imeet pervye n − r_1 stolbcov nulevymi (r_1 – rang matricy A). Sootvetstvu¸wie stolbcy matricy ^B_1 ØvlØ¸tsØ ortonormirovannymi.

(2) VypolnØetsØ ffkvivalentnoe preobrazovanie

^B^T_1 ( ^A_1 − λ ^B_1) =

[ Oh_1h_1 M1 Or_1h_1 A1 ] − λ [ I_{h1} B_1 ] , gde h_1 = n − r_1, A_1, B_1 – matricy porØdka r_1, priqem B_1 – simmetriqnaØ matrica.

Process analogiqno prodolßaetsØ s puqkom A_1 − λB_1 i zakanqivaetsØ na xage l, kogda matrica A_{l+1} budet imet~ polnyæ stolbcovyæ rang. V rezul~tate budet poluqena sledu¸waØ informaciØ.

a) Posledovatel~nost~ qisel

h_1 ¿ h_2 ¿ · · · ¿ h_l > h_{l+1} = 0,

gde h_1 = n − r_1, h_k = r_{k−1} − r_k, iz kotoroæ poluqaem informaci¸ o strukture nulevogo sobstvennogo znaqeniØ puqka A − λB: σ_{k0} =

h_k − h_{k+1}, k = 1, . . . , l – qislo fflementarnyh deliteleæ λ^k.

b) Puqok A_{l+1} −λB_{l+1} , vse sobstvennye znaqeniØ i strukturnye indeksy kotorogo sovpada¸t s nenulevymi sobstvennymi znaqeniØmi i ih strukturnymi indeksami ishodnogo puqka D(λ).

METODY I ALGORITMY 59

ZameqaniØ. 1. Rassmotrennye vyxe algoritmy analiza struktury kanoniqeskoæ formy Veæerxtrassa-Kronekera dlØ regulØrnogo puqka matric bez izmeneniØ mogut byt~ ispol~zovany dlØ vyqisleniØ strukturnyh indeksov sobstvennyh znaqeniæ puqka polnogo stolbcovogo (stroqnogo) ranga.

2. Algoritmy vyqisleniØ strukturnyh indeksov sobstvennyh znaqeniæ puqka, postroennye na drugih principah, rassmatriva¸tsØ v §2.4.

2.2.4. Vyqislenie pol¸sno nulevoæ struktury puqka v toqke λ = ∞. Kak uße skazano v §1.1 dlØ puqka, kak qastnogo sluqaØ polinomial~noæ matricy, pol¸sno nulevaØ struktura v toqke λ = ∞ po opredeleni¸ polagaetsØ ravnoæ pol¸sno nulevoæ strukture v toqke λ = 0 matricy D(λ) = λD(^1_λ ). Pri fftom puqok A−λB imeet beskoneqnyæ fflementarnyæ delitel~ stepeni t_{k∞}, esli puqok

B − λA imeet fflementarnyæ delitel~ λ^{tk∞} . SvØz~ meßdu struk-

turnymi indeksami σ_{k∞} beskoneqnoæ osoboæ toqki i stepenØmi beskoneqnyh fflementarnyh deliteleæ zadaetsØ sootnoxeniem σ_{k∞} = t_{k∞} − 1. DlØ opredeleniØ pol¸sno nulevoæ struktury puqka A − λB v toqke λ = ∞ trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Opredelit~ strukturnye indeksy σ_{k∞} = t_{k∞} puqka B − λA v toqke λ = 0.

(2) Naæti strukturnye indeksy σ_{k∞} puqka A − λB, ispol~zuØ sootnoxenie σ_{k∞} = σ_{k0} − 1 ≡ t_{k∞} − 1. Qisla σ_{k∞} > 0 opredelØ¸t nulevu¸ strukturu D(λ) = A − λB v toqke λ = ∞.

Qisla σ_{k∞} < 0 dolßny opredelØt~ pol¸snu¸ strukturu D(λ) v toqke λ = ∞, tak qto λ = ∞ budet pol¸som dlØ D(λ), esli

σ_{k0} = t_{k∞} = 0. Poslednee vozmoßno tol~ko v situacii, kogda λ = 0 ne ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem puqka B − λA.

Ravenstvo σ_{k∞} = 0 ukazyvaet na otsutstvie u puqka D(λ) osobennosti v toqke λ = ∞.

Zameqanie. DlØ vypolneniØ operacii (1) pri opredelenii pol¸sno nulevoæ struktury D(λ) v toqke λ = ∞, moßet byt~ ispol~zovan l¸boæ algoritm vyqisleniØ strukturnyh indeksov nulevogo sobstvennogo znaqeniØ puqka.

60 V. N. KUBLANOVSKA˚

§2.3. Algoritmy analiza kanoniqeskoæ formy Kronekera

Pust~ D(λ) = A − λB est~ m × n singulØrnyæ puqok. Analiz kanoniqeskoæ formy Kronekera D(λ) trebuet vyqisleniØ minimal~nyh indeksov i vydeleniØ regulØrnogo bloka puqka D(λ).

PredlagaetsØ neskol~ko algoritmov, rexa¸wih postavlennu¸ zadaqu. V kaßdom iz nih stroitsØ koneqnaØ posledovatel~- nost~ puqkov D_k(λ) = A_k − λB_k k = 0, 1, . . ., l, D_0(λ) = D(λ) umen~- xa¸wihsØ razmerov m_k × n_k. Umen~xenie proishodit za sqet ispol~zovaniØ ponißa¸wih podprostranstv. Razliqnye algoritmy otliqa¸tsØ drug ot druga vyborom ponißa¸wih podprostranstv, ih postroeniem i ispol~zovaniem.

2.3.1. Algoritmy, osnovannye na primenenii ΔW -0 razloßeniØ.

2.3.1.1. Pervyæ algoritm fftoæ gruppy stroit posledovatel~nost~ puqkov umen~xa¸wihsØ razmerov za sqet isqerpyvaniØ polinomial~nyh rexeniæ v porØdke vozrastaniØ ih indeksov. Snaqala vydelØ¸tsØ levye i pravye polinomial~nye rexeniØ nulevoæ stepeni. S fftoæ cel~¸ nahodØtsØ ortogonal~- nye matricy T i S, osuwestvlØ¸wie ΔW -0 razloßenie matric

M_1 = [A, −B] i M_1 = [A^T , −B^T ]^B, sootvetstvenno. Dalee obrazu-

etsØ puqok S^T ( A − λB ) T = [ D_1(λ) Ohq ] ,

gde h – qislo levyh, g – qislo pravyh polinomial~nyh rexeniæ nulevoæ stepeni; D_1(λ) = A_1 − λB_1 – puqok razmerov m_1 × n_1 (m_1 = m − h, n_1 = n − g), ne ime¸wiæ polinomial~nyh rexeniæ nulevoæ stepeni. RegulØrnyæ blok D_1(λ) i vse ego pravye i levye nenulevye minimal~nye indeksy takie ße, kak i u ishodnogo puqka.

Dal~neæxee ponißenie razmerov D_1(λ) za sqet vydeleniØ polinomial~nyh rexeniæ ego naimen~xeæ stepeni ε ¿ 1 osuwestvlØetsØ sledu¸wim obrazom. DlØ opredelennosti budem sqitat~, qto snaqala nahoditsØ pravoe polinomial~noe rexenie naimen~xeæ nenulevoæ stepeni. S fftoæ cel~¸ stroØtsØ matri-

METODY I ALGORITMY 61 cy

M_k =

A_1 −B_1 A_1 −B_1 ... ... A_1 −B_1 razmerov m_1(k + 2) × n_1(k + 1), k = 1, . . . , ε, poka pri nekotorom ε ne poluqim rank M_ε < (ε + 1)n_1. Pust~ Q_ε = N_c(M_ε) =

[X^{(ε)}_0 . . . X^{(ε)}_ε ]^B . Qislo δ_ε = dim Q_ε sovpadaet s qislom pravyh mi-

nimal~nyh indeksov, ravnyh ε, puqka A − λB. Vvedem podprostranstvo X_ε = [X^{(ε)}_0 , . . . , X^{(ε)}ε ], gde X^{(ε)}_0 , . . . , X^{(ε)}ε sut~ kofffficienty bloqnyh polinomial~nyh rexeniæ stepeni ε puqka D_1(λ).

DlØ umen~xeniØ razmerov puqka za sqet iskl¸qeniØ vseh pravyh polinomial~nyh rexeniæ stepeni ε sleduet naæti ortogonal~nye matricy T_1 i S_1, osuwestvlØ¸wie ΔW -0 razloßeniØ sootvetstvenno matric X^T_ε i (AX_ε)^T i obrazovat~ puqok

S^T_1 ( A_1 − λB_1 ) T_1 = [ ∗ ∗ O A2 − λB2 ] . Zdes~ puqok A_2 − λB_2 ime¸t razmery m_2 × n_2, gde m_2 = m_1 − εδ_ε,

n_2 = n_1 − (ε + 1)δ_ε, ego regulØrnyæ blok sovpadaet s regulØrnym

blokom puqka A − λB, a vse minimal~nye indeksy krome pravogo indeksa ε sovpada¸t s takovymi dlØ puqka A_1 − λB_1.

ProizvodØ posledovatel~no analogiqnyæ process ponißeniØ

A_2 − λB_2 i t.d. za sqet vydeleniØ snaqala pravyh, a zatem levyh

polinomial~nyh rexeniæ, opredelim vse pravye i levye minimal~nye indeksy puqka A − λB i naædem ego regulØrnoe Ødro. Process zakanqivaetsØ na xage l, kogda m_l = n_l i ε_l + η_l ¿ n. Puqok A_l − λB_l ne imeet pravyh polinomial~nyh rexeniæ stepeni, men~xeæ ε_l , i levyh polinomial~nyh rexeniæ stepeni, men~xeæ

η_l, tak qto on ØvlØetsØ regulØrnym blokom ishodnogo puqka.

2.3.1.2. Vtoroæ algoritm ØvlØetsØ obobweniem na sluqaæ singulØrnogo puqka algoritma p. 2.2.1 [155].

Tipiqnyæ xag (perehod ot D_k(λ) k D_{k+1}(λ)) sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) PolagaØ A_{11} := A_k, B_{11} := B_k, nahodim ΔW -0 razloßenie matricy A_{11}:

A_{11}Wa = [ A_{21} O ] ,

62 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde A_{21} est~ m × (n − h_k) matrica polnogo stolbcovogo ranga,

h_k = dim N_c[A_{11}], O – nulevaØ m×h_1 matrica, Wa – ortogonal~naØ

matrica.

(2) Puqok A_{11} − λB_{11} sprava umnoßaetsØ na Wa: ( A_{11} − λB_{11} ) Wa = [ A_2 − λB_2 − λB_1 ] . Proishodit stolbcovoe sßatie A_{11} (nulevymi budut h_1 stolbcov

A_{11}Wa).

(3) VyqislØetsØ ΔW -0 razloßenie matricy B^T_1 :

B^T_1 Wb = [ ^ B^T_{11} O ] , gde O – nulevaØ (mk −rk)×hk matrica, rk – rank B1,^^B^T_{11} – matrica

polnogo stolbcovogo ranga, Wb – ortogonal~naØ matrica.

(4) Preobrazuemyæ puqok sleva umnoßaetsØ na W^Tb :

W^Tb ( A_{11} − λB_{11} ) Wa = [ A_{21} − λB_{21} −λ ^B_{11} A_{22} − λB_{22} O ]} r_k} m_k − r_k n_k − h_k h_k . Posle perestanovki bloqnyh strok imeem [ A_{22} − λB_{22} O A_{21} − λB_{21} −λ ^B_{11} ] = ^P_k ( A_{11} − λB_{11} ) ^ Q_k, gde ^P_k := θW^Tb , ^Q_k := Wa, θ – matrica perestanovok.

Spektral~naØ zadaqa dlØ puqka D_k(λ) svedena k rexeni¸ spektral~nyh zadaq dlØ dvuh puqkov −λ ^B_{kk} := −λ ^B_{11} i D_{k+1}(λ) =

A_{k+1} − λB_{k+1}, gde A_{k+1} := A_{22}, B_{k+1} := B_{22}, sootvetstvenno, raz-

merov r_k × h_k i m_{k+1} × n_{k+1}, m_{k+1} = m_k − r_k, n_{k+1} = n_k − h_k.

Process analogiqno prodolßaetsØ i zakanqivaetsØ na xage, kogda matrica A_{l+1} = A_{ll} budet imet~ polnyæ stolbcovyæ rang. V rezul~tate budet poluqena sledu¸waØ informaciØ.

a) Puqok D_{l+1}(λ) ≡ P ( A − λB ) Q = A_{ll} −λB_{ll} A_{l,l−1} −λB_{l,l−1} . . . . . . . . . A_{l2} −λB_{l2} A_{l1} −λB_{l1} n_l

−λ ^B_{ll} . . . . . . . . . A_{l2} −λB_{l2} A_{l1} −λB_{l1} h_{l−1}

... −λ ^B_{22} A_{21} −λB_{21}

h_1 −λ ^B_{11} h_0

}m_l }r_{l−1}

}r_0 , (2.3.1)

METODY I ALGORITMY 63 ne ime¸wiæ pravyh polinomial~nyh rexeniæ. Levye minimal~- nye indeksy D_{l+1}(λ) i sobstvennye znaqeniØ ego sovpada¸t s levymi minimal~nymi indeksami i koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi ishodnogo puqka. Zdes~ P = ∏ P_k, Q = ∏ Q_k, P_k = [_{^Pk 0} 0 I ] , Q_k = [_{^Qk 0} 0 I ] . b) Dve posledovatel~nosti qisel {h_k} i {r_k}, udovletvorØ¸- wie neravenstvam

h_0 ¿ r_0 ¿ h_1 ¿ r_1 ¿ · · · ¿ h_{l−1} ¿ r_{l−1} = h_l = 0,

kotorye da¸t informaci¸ o strukturnyh indeksah nulevogo sobstvennogo znaqeniØ i pravyh minimal~nyh indeksah ishodnogo puqka:

σ_{k0} = r_k − h_{k+1} (k = 0, 1, . . . , l − 1) – qislo fflementarnyh de-

liteleæ λ^k;

ε_k = h_k − r_k (k = 0, 1, . . . , l − 1) – qislo pravyh minimal~nyh

indeksov, ravnyh k.

2.3.2. AB{CSD algoritm [76] pozvolØet odnovremenno vyqislØt~ pravye i levye minimal~nye indeksy i fflementarnye deliteli nulevogo i beskoneqnogo sobstvennyh znaqeniæ puqka.

Tipiqnyæ xag, perehod ot D_k(λ) k D_{k+1}(λ), trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) DlØ D_k(λ) = A_k − λB_k razmerov m_k × n_k vyqislØetsØ soglasovannyæ puqok M_k(λ) = Q^k_− − λQ^k_+ razmerov n_k × (2n_k − r_k). Zdes~ [Q^k_+, Q^k_−]^B ≡ Q_k – matrica 2n_k ×(2n_k −r_k), stolbcy kotoroæ obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy A = [A_k, −B_k] ranga r_k.

(2) NahoditsØ kosinus–sinusnoe razloßenie matricy Q_k i formiruetsØ novyæ puqok

V^T_k M_k(λ)W_k = [ O ∗ O^^Ak ] − λ IO h_k O_{^Bk} 2n_k−r_k−h_k }h_k }n_k − h_k .

Zdes~ V_k i W_k – ortogonal~nye matricy, osuwestvlØ¸wie singulØrnoe razloßenie matricy Q^k_+: Q^k_+ = V_kΣ^k_s W^T_k , h_k – razmer pravogo nul~-prostranstva matricy Q^k_−.

Perehod k puqku ^D_k(λ) = ^A_k − λ ^B_k oznaqaet pervoe ponißenie razmerov puqka D_k(λ).

(3) OsuwestvlØetsØ formirovanie puqka D_{k+1}(λ) vypolneniem (3a)–(3d):

64 V. N. KUBLANOVSKA˚

(3a) Puqok ^D_k(λ) razmerov (n − h_k) × (2n_k − r_k − h_k) zapi-

syvaetsØ v bloqnom vide

^D_k(λ) = [A^k_{11}, A^k_{12} p_k ] − λ [ B^k_{11}, O p_k ] ,

p_k – razmer pravogo nul~-prostranstva matricy Q^k_+.

(3b) NahoditsØ ortogonal~naØ matrica W_k, osuwestvlØ¸-

waØ ΔW -0 razloßenie matricy (A^k_{12})^T :

W^T_k A^k_{12} =

Ã^k_{12} O p_k }t_k ,

gde t_k = rank A^k_{12}.

(3c) Puqok W^T_k [ ^A_k − λ ^B_k] ≡ D̃_k(λ) zapisyvaetsØ v bloqnom

vide

D̃_k(λ) =

Ãk_{21} − λB̃k_{21} Ã^k_{11} − λB̃^k_{11}

Ã^k_{12} O p_k }t_k

ili posle perestanovki bloqnyh stolbcov v vide

D̃_k(λ)θ = [~ A^k_{12} Ã^k_{21} − λB̃^k_{21}

O^~A^k_{11} − λ^~B^k_{11} ] . (3d) OsuwestvlØetsØ vtoroe ponißenie preobrazuemogo

puqka, t.e. perehod k puqku D_{k+1}(λ) = A_{k+1} − λB_{k+1}, gde A_{k+1} =

Ã^k_{11}, B_{k+1} = B̃^k_{11}. V rezul~tate vypolneniØ 1^0 − −3^0 budet postro-

en puqok vida λI . . . . . . . . . . . . h_k

. . . . . .

∗ . . . . . . Ãk_{12} . . . . . . p k

. . . . . .

∗ . . . . . . ∗ . . . . . . A_{k+1} − λB_{k+1} 2n_k−r_k−h_k −p_k≡n_{k+1}

}h_k }t_k }n_k − h_k − t_k ≡ m_{k+1} . (2.3.2)

Process postroeniØ puqkov {D_k(λ)} (k = 0, 1, . . . , l) zakanqivaetsØ, kogda odnovremenno vypolnØ¸tsØ h_l = 0 i p_l = 0. V rezul~- tate budet poluqena sledu¸waØ informaciØ:

METODY I ALGORITMY 65 Postroen regulØrnyæ puqok D_l(λ) = A_l − λB_l (m_l = n_l ≠ 0), vse sobstvennye znaqeniØ i im sootvetstvu¸wie strukturnye indeksy kotorogo sovpada¸t s koneqnymi, otliqnymi ot nulØ sobstvennymi znaqeniØmi i strukturnymi indeksami ishodnogo puqka. (Pri m_l = n_l = 0 puqok D(λ) ne imeet nenulevyh koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ).

Postroeny posledovatel~nosti qisel { r_k } , { p_k } , { h_k } , { t_k } , iz kotoryh moßno izvleq~ sledu¸wu¸ informaci¸ dlØ ishodnogo puqka: qislo η_k = m_k − r_k, k = 0, 1, . . . , l, levyh minimal~nyh indeksov, ravnyh k; qislo ε_k = p_k − t_k, k = 0, 1, . . . , l, pravyh minimal~nyh indeksov, ravnyh k; qislo σ = t_{k−1} − p_{k+1}, k = 1, . . . , l, fflementarnyh deliteleæ stepeni k, sootvetstvu¸wih beskoneqnomu sobstvennomu znaqeni¸; qislo σ_{k0} = (h_{k−1} − h_k) − (p_{k−1} −

t_{k−1}), k = 1, . . . , l, fflementarnyh deliteleæ, sootvetstvu¸wih nu-

levomu sobstvennomu znaqeni¸.

2.3.3. Algoritmy, ispol~zu¸wie obobwennye razloßeniØ. 2.3.3.1. Algoritm RGSVD [193–196, 137–139] osnovan na ispol~zovanii obobwennogo singulØrnogo razloßeniØ {D_k(λ)}. Perehod ot puqka A_k − λB_k razmerov m_k × n_k k puqku A_{k+1} − λB_{k+1} sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) NahoditsØ obobwennoe singulØrnoe razloßenie matricy

[A_k B_k]: [ U^T_k V^T_k ] [ A_k Bk ] X_k =

Σ^{(k)}_c

O_{Σ(k)s} . V rezul~tate budut naædeny qisla r_k, ρ_k, h_k, gde r_k – qislo nulevyh stolbcov matricy C_k, ØvlØ¸weæsØ blokom Σ^{(k)}c ; ρ_k =

rank [A_k B_k]^B, h_k = dim N_c(A_k), h_k = (n_k − ρ_k) + r_k pri ρ_k 6 min{m_k, n_k} i h_k = n_k − m_k + r_k pri m_k < ρ_k < n_k.

(2) NahoditsØ puqok

V^T_k ( A_k − λB_k ) X_k = O O^{Mk}Ak h_k }r_k − λ OIr_{k. . . . . .} O . . . . O_{. . . . . .} B_k h_k

}r_k .

Zdes~ A_k, B_k – matricy razmerov m_k × n_k, m_k = m_{k−1} − r_k, n_k =

r_{k−1} − h_k; B_k – diagonal~naØ matrica; M_k – matrica polnogo

stolbcovogo ranga. Process analogiqno prodolßaetsØ s puqkom

66 V. N. KUBLANOVSKA˚

A_{k+1} −λB_{k+1} i zakanqivaetsØ na nekotorom xage l, kogda h_{l−1} = 0, r_{l−1} = 0, ili r_{l−1} = h_{l−1} = 0. V rezul~tate budut postroeny dve

posledovatel~nosti qisel {h_k} i {r_k}, svØzannyh sootnoxeniem

h_0 ¿ r_0 ¿ h_1 ¿ r_1 ¿ · · · ¿ h_{l−1} ¿ r_{l−1} = h_l = 0.

Ots¸da nahodim dlØ ishodnogo puqka

σ_{k0} = r_k −h_{k+1}, k = 0, 1, . . . , l−1, qislo fflementarnyh deliteleæ λ^k;

ε_k = h_k − r_k, k = 0, 1, . . . , l − 1, qislo pravyh minimal~nyh

indeksov, ravnyh k.

2.3.3.2. Algoritm RGQZD [194–196] osnovan na ispol~zovanii obobwennogo QZ – razloßeniØ. Perehod ot puqka A_k −λB_k k puqku A_{k+1} − λB_{k+1} svoditsØ k vypolneni¸ sledu¸wih operaciæ.

(1) NahoditsØ obobwennoe QZ–razloßenie matricy [A_k B_k]^B: [ U^T_k V^T_k ] [ A_k Bk ] Q_k = R^{(k)}_c O_{R(k)s} . V rezul~tate budut naædeny qisla r_k, ρ_k i h_k, gde r_k – qislo nulevyh stolbcov matricy R^{(k)}c , ρ_k = rank [A_k B_k]^B, h_k =

dim N_c(A_k), priqem h_k = n_{k−1} − ρ_{k−1} + r_k pri ρ_k 6 min{m_k, n_k}, h_k = n_{k−1} − m_{k−1} + r_k pri m_k < ρ_k < n_k.

(2) NahoditsØ puqok

V^T_k ( A_k − λB_k ) Q_k = O O^{Mk}Ak h_k }r_k − λ O Ir_{k. . . . . .} O . . . . O_{. . . . . .} B_k h_k .

Zdes~ A_k, B_k – matricy razmerov m_k × n_k, m_k = m_{k−1} − r_k, n_k =

n_{k−1} − h_k; M_k – matrica polnogo stolbcovogo ranga. Process

analogiqno prodolßaetsØ s puqkom A_{k+1} −λB_{k+1} i zakanqivaetsØ na nekotorom xage l, kogda h_l = 0, r_l = 0, ili r_{l−1} = h_{l+1} = 0. V rezul~tate budut postroeny dve posledovatel~nosti qisel {h_k} i {r_k}, svØzannyh sootnoxeniØmi

h_0 ¿ r_0 ¿ h_1 ¿ r_1 ¿ · · · ¿ h_{l−1} ¿ r_{l−1} = h_l = 0.

Otkuda nahodim dlØ ishodnogo puqka

σ_{k0} = r_k − h_{k+1}, k = 0, 1, . . . , l, qislo fflementarnyh delite-

leæ λ^k;

METODY I ALGORITMY 67

ε_k = h_k − r_k, k = 0, 1, . . . , l, qislo pravyh minimal~nyh indek-

sov, ravnyh k.

2.3.3.3. Algoritm RGND osnovan na ispol~zovanii obobwennogo normalizovannogo razloßeniØ. Perehod ot puqka A_k − λB_k razmerov m_k × n_k k puqku A_{k+1} − λB_{k+1} sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) NahoditsØ obobwennoe normalizovannoe razloßenie matricy [A_k B_k]: [ A_k B_k ] = L_kW_k [ Σ^{(k)}_c Σ^{(k)}_s ] [ U^T_k V^T_k ] , ili v drugoæ zapisi

W^T_k L^+_k [ A_k B_k ] [ U_k V_k ] = [ Σ^{(k)}_c Σ^{(k)}_s ] . V rezul~tate budut naædeny qisla ρ_k, r_k, h_k, gde ρ_k = rank [A_k B_k],

r_k – qislo nulevyh stolbcov matricy C_k, ØvlØ¸weæsØ blokom Σ^{(k)}_c , i h_k = dim N_c(A_k), priqem h_k = m_{k−1} − ρ_{k−1} + r_k pri ρ_{k−1} 6 min{m_{k−1}, n_{k−1}} i h_k = m_{k−1} − n_{k−1} + r_k pri ρ_{k−1} > n_{k−1}.

(2) NahoditsØ puqok

W^T_k L^+_k ( A_k − λB_k ) V_k = O_{Mk} O_{Ak} h_k }r_k − λ I_{rk} O . . . . . . O . . . . O_{. . . . . .} B_k h_k

}r_k .

Zdes~ A_k, B_k – matricy razmerov m_k × n_k, m_k = m_{k−1} − r_k,

n_k = n_{k−1} − h_k; M_k – matrica polnogo stroqnogo ranga; B_k –

diagonal~naØ matrica.

Process analogiqno prodolßaetsØ s puqkom A_{k+1} − λB_{k+1} i zakanqivaetsØ na nekotorom xage l, kogda h_{l−1} = 0, r_{l−1} = 0, ili

r_{l−1} = h_l = 0. V rezul~tate budut postroeny dve posledovatel~-

nosti qisel {h_k} i {r_k}, svØzannyh sootnoxeniØmi

h_0 ¿ r_0 ¿ h_1 ¿ r_1 ¿ · · · ¿ h_{l−1} ¿ r_{l−1} = h_l = 0.

Otkuda nahodim dlØ ishodnogo puqka

σ_{k0} = r_k − h_{k+1}, k = 0, 1, . . . , l, qislo fflementarnyh deliteleæ λ^k;

η_k = h_k −r_k, k = 0, 1, . . . , l, qislo levyh minimal~nyh indeksov,

ravnyh k.

68 V. N. KUBLANOVSKA˚

§2.4. Algoritm vydeleniØ regulØrnogo bloka

Zadaqa vyqisleniØ regulØrnogo bloka singulØrnogo puqka ØvlØetsØ vspomogatel~noæ dlØ vyqisleniØ spektral~nyh harakteristik. Predvaritel~noe rexenie fftoæ zadaqi neobhodimo pri vyqislenii sobstvennyh znaqeniæ i im sootvetstvu¸wih ßordanovyh cepoqek singulØrnogo puqka, tak kak pozvolØet izbeßat~ neopredelennost~ pri ih vyqislenii.

Vse algoritmy analiza kronekerovskoæ kanoniqeskoæ formy puqka, rassmotrennye v §2.3, pozvolØ¸t nahodit~ i regulØrnyæ blok ili svodØt zadaqu vydeleniØ regulØrnogo bloka k toæ ße zadaqe dlØ lineænogo puqka polnogo ranga. Zdes~ my rassmatrivaem algoritmy vydeleniØ regulØrnogo bloka, postroennye na drugih ideØh.

2.4.1. Algoritm dlØ puqka polnogo ranga.

Pust~ A−λB – puqok razmerov m×n, ime¸wiæ dlØ opredelennosti polnyæ stolbcovyæ rang (m > n). Vydelenie regulØrnogo bloka (ili ustanovlenie ego otsutstviØ) osuwestvlØetsØ sledu- ¸wim obrazom.

StroitsØ koneqnaØ posledovatel~nost~ puqkov {A_k − λB_k},

k = 0, 1, . . . , l, razmery m_k ×n_k kotoryh ubyva¸t (A_0 = A, B_0 = B, m_0 = m, n_0 = n), pri fftom kaßdyæ posledu¸wiæ puqok ØvlØet-

sØ soglasovannym s predyduwim. Tak perehod ot A_{k−1} − λB_{k−1} razmerov m_{k−1} × n_{k−1} k puqku A_k − λB_k vypolnØetsØ sledu¸wim obrazom. DlØ matricy A_k = [A_{k−1}, B_{k−1}] vyqislØetsØ (naprimer, s pomow~¸ ΔW -0 razloßeniØ) pravoe nul~-prostranstvo

Q_k = N_c(A_k), togda bloqnoe predstavlenie Q_k v vide

Q_k = [ −B_k A_k ]

daet oqerednoæ puqok A_k − λB_k razmerov m_k × n_k, gde m_k = n_{k−1},

n_k = dim Q_k = 2n_{k−1} − r_k, r_k = rank A_k. Imeem

m_0 > n_0 = m_1 ¿ n_1 = m_2 ¿ n_2 = · · · ¿ n_l = m_{l+1} ¿ n_{l+1},

tak kak r_k ¿ n_{k−1}.

Process zakanqivaetsØ na xage l, kogda n_{l+1} = n_l, ili n_{l+1} = 0. V pervom sluqae puqok A_{l+1} − λB_{l+1} ØvlØetsØ iskomym regulØrnym blokom puqka A−λB. Vtoroæ sluqaæ oznaqaet, qto ishodnyæ puqok ne imeet regulØrnogo bloka.

METODY I ALGORITMY 69

2.4.2. Algoritm dlØ singulØrnogo puqka obwego vida.

Pust~ A − λB singulØrnyæ m × n puqok ranga ρ < min(m, n). Algoritm vydeleniØ regulØrnogo bloka sostoit iz dvuh qasteæ. Snaqala A − λB preobrazuetsØ v puqok ^A − λ ^B razmerov

m × ρ polnogo stolbcovogo ranga. Zatem, ispol~zuØ algoritm

p. 2.4.1, iz ^A − λ ^B vydelØetsØ regulØrnyæ blok, spektr kotorogo sovpadaet s koneqnym spektrom ishodnogo puqka.

Vvedem sledu¸wie bloqnye predstavleniØ u × v matricy F

F = F_{uv} = [ F_{uq}, F_{u,v−q} ] bloqnoe razbienie po stolbcam; F_{uv} = [ F_{q,v} F_{(u−q),v} ]

bloqnoe razbienie po strokam;

F_{uv} = F_{q,p} . . F_{q(v−p)} . . . . . . . . . . . . . . . . . . F_{(u−q),p} . . F_{(u−q)(v−p)} .

Algoritm preobrazovaniØ ishodnogo puqka A − λB v puqok polnogo stolbcovogo ranga ^A−λ ^B sostoit v postroenii koneqnoæ posledovatel~nosti puqkov D_k(λ) = λC^k_1 + C^k_0 , k = 0, 1, . . . , l po sledu¸wemu predpisani¸ D_{k+1}(λ) = D_k(λ)W_k(λ), k = 0, . . . , l − 1 D_0(λ) = λC^0_1 + C^0_0 ( C^0_1 = B_{mn} ≡ −B, C^0_0 = A_{mn} ≡ A ) , D_l(λ) = ^A−λ ^B – iskomyæ m×ρ puqok polnogo stolbcovogo ranga, W_k(λ) – unimodulØrnaØ matrica.

Tipiqnyæ (pervyæ) xag algoritma sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) Po kofffficientam puqka D_0(λ) formiruetsØ postoØnnaØ matrica M . Pri fftom mogut vozniknut~ sledu¸wie tri situacii.

i) Sredi stolbcov matricy C_1 net nulevyh. V fftoæ situacii polagaem n_1 = n, M = C_1 i perehodim k vypolneni¸ operacii (2).

70 V. N. KUBLANOVSKA˚

ii) Sredi stolbcov matricy C_1 est~ nulevye. V fftom sluqae stolbcy matric C_1 i C_0 perestavlØ¸tsØ tak, qtoby*

C_1 = [ C_{11}, O ] , C_0 = [ C_{01}, C_{02} ] . Zdes~ O – nulevaØ m × (n − t_1) matrica; C_{11} – matrica m × t_1, ne ime¸waØ nulevyh stolbcov; C_{01} i C_{02} – matricy sootvetstvenno razmerov m × t_1 i m × (n − t_1). Esli C_{02} ne imeet nulevyh stolbcov (C_{02} = C_{02}), polagaem M = [C_{11}, C_{02}], n_1 = n i perehodim k vypolneni¸ operacii (2).

iii) Sredi stolbcov C_{02} est~ nulevye. S pomow~¸ matricy

perestanovok stolbcy matricy C_{02} perestavlØem tak, qtoby

C_{02} := [ C_{02}, O ] , C_{02} – blok razmerov m × t_2, ne ime¸wiæ nulevyh stolbcov; O –

nulevoæ m × (n − t_1 − t_2) blok.

Polagaem M_1 = [C_{11}, C_{02}], n = n_1 i perehodim k vypolneni¸ operacii (2).

(2) NahoditsØ n_1 × (n_1 − r_1) matrica T , stolbcy kotoroæ obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy M (r_1 = rankM ), naprimer, s pomow~¸ algoritma ΔW -0 razloßeniØ matricy M .

(3) Matrica T preobrazuetsØ k levoæ trapeceidal~noæ matrice L razmerov n_1 × h_1 (h_1 ¿ n_1 − r_1) s pomow~¸ pravostoronnego umnoßeniØ T na cepoqku matric ploskih vraweniæ ili otraßeniæ bez perestanovok strok. Pri fftom esli glavnyæ minor porØdka n_1×h_1 matricy T nulevoæ, to na nekotorom xage i perehoda ot T k L vstretitsØ veduwaØ stroka (s nomerom i) nulevoæ dliny. �ta stroka vyqerkivaetsØ, a sootvetstvu¸wiæ i-yæ stolbec zamenØetsØ stolbcom ediniqnoæ matricy e_i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)^T tak, qtoby diagonal~nyæ fflement byl raven edinice. Privedenie k levoæ trapeceidal~noæ matrice prodolßaetsØ s preobrazuemoæ matriceæ men~xih razmerov (s vyqerknutoæ strokoæ). V rezul~tate budet postroena matrica L, qislo stolbcov h_1 kotoroæ ne men~xe n_1 − r_1: stolbcy L soderßat ortonormirovannyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy M i, byt~ moßet, stolbcy ediniqnoæ matricy.

(4) OsuwestvlØetsØ perehod k puqku D_1(λ). V zavisimosti ot situaciæ, voznika¸wih pri formirovanii matricy M_1, ispol~- zu¸tsØ sledu¸wie rasqetnye formuly.

*Zdes~ i niße odnoæ i toæ ße bukvoæ oboznaqa¸tsØ matricy do i posle perestanovki stolbcov.

METODY I ALGORITMY 71

Pust~ v rezul~tate vypolneniØ operaciæ (1)–(3) algoritma postroen puqok

D_0(λ) = C^0_0 + λC^0_1 , C^0_0 = A_{mn1} , C^0_1 = B_{mn1} (n_1 ¿ n_0, n_0 = n).

V situacii (i) matrica W_1(λ), osuwestvlØ¸waØ perehod ot

D_0(λ) k D_1(λ) imeet vid

W_1(λ) = . . Oh_1(n−h_1) L_{n,h1} . . . . I_{(n−h1 )(n−h1)} ≡ . . Oh_1(n−h_1)

L_1 . . . . I_{(n−h1)(n−h1)} .

Kofffficienty C^1_1 i C^1_0 puqka D_1(λ) vyqislØ¸tsØ po formulam

C^1_1 := [ B^1_{mh1} , B_{m,n−h1} ] ; C^1_0 := [ A^1_{mh1} , A^1_{m,n−h1} ] , gde B_{mh1} = C^0_1 L_1, B_{m,n−h1} = C^0_1

[ Oh_1(n−h_1) I_{(n−h1)(n−h1)} ]

A_{mh1} = C^0_0 L_1, A_{m,n−h1} = C^0_0

[ Oh_1(n−h_1) I_{(n−h1)(n−h1 )} ] . Rasqetnye formuly perehoda ot D_0(λ) k D_1(λ) situaciæ (ii) i

(iii) rassmotrim odnovremenno, polagaØ n_1 = n v situacii (ii)

i n_1 > n v situacii (iii). Pust~ C^0_1 imeet nulevymi (n_1 − t_1) stolbcov. Budem razliqat~ 2 sluqaØ: t_1 ¿ h_1 i t_1 < h_1. V sluqae

t_1 ¿ h_1 imeem

L_1 = [ L_{t1h1} L_{(n1−t1)h1} ] , ~W_1 = L_{t1h1} . . λL_{(n1−t1)h1} . . Oh_1(n−h_1)

O(n−n_1)h_1^. I(n−h_1)(n−h_1 ) .

Togda kofffficienty D_1(λ) = D_0(λ)~W_1(λ) i W_1(λ) = W_0~W_1(λ) =

ω^1_0 + λω^1, (W_0 = ω_0 = [ω_{01}, ω_{02}]) vyqislØ¸tsØ po formulam

C^1_1 := [ B^1_{mh1} , B^1_{m,n1−h1} ] ; C^1_0 := [ A^1_{mh1} , A^1_{m,n1−h1} ] , gde B^1_{mh1} = [ B^0_{m1 t1} , A^0_{m(n1−t1)} ] [ L_{t1h1} L_{(n1−t1)h1} ] , A^1_{mh1} = A^0_{mt1} L_{t1h1}

B^1_{m(n1 −h1)} = C^0_1

[ Oh_1(n_1−h_1) I_{(n1−h1)(n1−h1)} ] , A_{m(n1 −h1)} = C^0_0

[ Oh_1(n_1−h_1) I_{(n1−h1)(n1−h1)} ] ,

72 V. N. KUBLANOVSKA˚

ω^1 = [ ω^1_{n,h1} , ω^1_{n,(n−h1)} ] ; ω^1_0 = [ ^ω^1_{n,h1} , ^ω^1_{n,n−h1} ] , gde ω^1_{n,h1} = [On,t_1, ω02^] L_{t1,h1} L_{n1−t1,h1} On−n_1,h_1 , ω^1_{n,n−h1} = O_{n,n−h1};

^ω^1_{n,t1} = [ ω_{01}, O_{n,n−t1} ] L_{t1,h1} L_{n1−t1,h1} On−n_1,h_1 , ^ω^1_{n,n−h1} = ω_0 [ Oh_1,n−h_1 I_{n−h1,n−h1} ] . V sluqae t_1 < h_1 imeem

L_1 = [ L_{t1t1} O_{t1(h1 −t1)} L_{(n1−t1)t1} L_{(n1−t1)(h1 −t1)} ] ;

~W_1(λ) =

L_{t1t1} O_{t1(h1−t1)}

Oh_1(n−h_1) λL_{(n1−t1)t1} L_{(n1−t1)(h1−t1)} I_{(n−h1)(n−h1)} O(n−n_1)t_1 O(n−n_1)(h_1−t_1) .

Togda kofffficienty D_1(λ) i W_1(λ) = λω^1 + ω^1_0 vyqislØ¸tsØ po sledu¸wim formulam.

C^1_1 = [ B^1_{mt1} , B^1_{m(h1 −t1)}, B^1_{m(n1−h1)} ] , C^1_0 = [ A^1_{mt1} , A^1_{m,(h1 −t1)}, A^1_{m(n1−h1 )} ] , B^1_{mt1} = [ B^0_{mt1} , A^0_{m(n1−t1)} ] [ L_{t1t1} L_{(n1−t1)t1} ] , B^1_{m(h1 −t1)} = O_{m(h1−t1)},

B^1_{m(n1−h1 )} =!C^0_1

[ Oh_1(n_1−h_1 ) I_{(n1−h1 )(n1−h1)} ] , A^1_{mt1} = [ A^0_{m1 t1}, O_{m(n1−t1)} ] [ L_{t1t1} L_{(n1−t1)t1} ] ,

A^1_{m(h1 −t1)} = A^0_{m(n1 −t1)}L_{(n1−t1)(h1 −t1)}, A^1_{m(n1 −h1)} = C^0_0

[ Oh_1(n_1−h_1) I_{(n1−h1 )(n1−h1 )} ] . ω^1 = [ ω^1_{nt1} , ω^1_{n(h1−t1)}, ω^1_{n(n−h1)} ] , ω^1_0 = [ ^ω^1_{nt1} , ^ω^1_{n(h1−t1)}, ^ω^1_{n(n−h1)} ] ,

METODY I ALGORITMY 73

ω^1_{nt1} = [Ont_1 , ^ω^0_{n(n−t1)}^] L_{t1t1} L_{(n1−t1)t1} O(n−n_1)t_1 ,

ω^1_{n(h1−t1)} = ^ω^0_{n(h1−t1)} [ L_{(h1 −t1)(h1 −t1)} O(n−h_1)(h_1 −t_1) ] ,

ω^1_{n(n−h1)} = 0, ^ω^1_{nt1} = [ ^ω^0_{nt1} , O_{n(n−t1)} ] L_{t1t1} L_{(n1−t1)t1} O(n−n_1)t_1 ,

^ω_{n(h1−t1)} = ^ω^0_{n(h1−t1)} [ L_{(h1 −t1)(h1 −t1)} O(n−h_1)(h_1 −t_1) ] , ^ω^1_{n(n−h1)} = ω^0

[ Oh_1(n−h_1) I_{(n−h1 )(n−h1)} ] . Operacii (1)–(4) algoritma vypolnØ¸tsØ do teh por, poka na nekotorom xage l+1 matrica M_{l+1} budet imet~ polnyæ stolbcovyæ rang. V fftom sluqae imeem A_l − λB_l = [ ^ A − λ ^B, O ] , gde O – nulevaØ m × (n − ρ) matrica,^^A − λ^^B – iskomyæ puqok

m × ρ polnogo stolbcovogo ranga, spektr puqka ^A − λ ^B sovpadaet

s koneqnym spektrom ishodnogo puqka.

Zameqanie. Rassmotrennyæ vyxe algoritm vydeleniØ puqka polnogo stolbcovogo ranga ØvlØetsØ qastnym sluqaem primenitel~no k puqku ΔW -1 algoritma, opisanie i obosnovanie kotorogo dlØ polinomial~noæ matricy proizvol~noæ stepeni s budet rassmotreno v glave 3.

§2.5. Vyqislenie sobstvennyh vektorov i ßordanovyh cepoqek

Niße rassmatriva¸tsØ dva algoritma dlØ vyqisleniØ sobstvennyh vektorov i ßordanovyh cepoqek, sootvetstvu¸wih vyqislennomu sobstvennomu znaqeni¸ puqka

D(λ) = A − λB ≡ C_1λ + C_0, C_0 = A, C_1 = −B

razmerov m × n polnogo stolbcovogo ranga (v qastnosti, regulØrnyæ puqok). �to ne umalØet obwnosti, tak kak l¸boæ puqok moßno privesti k puqku polnogo stolbcovogo ranga, ispol~zuØ, naprimer, algoritm, rassmotrennyæ v §2.3, §2.4. 2.5.1. Pervyæ algoritm osnovan na algoritme, rassmotrennom v p. 2.2.2, i svoditsØ k ego rasxireni¸. Esli trebuetsØ vyqislit~ sobstvennye vektory i ßordanovy cepoqki dlØ nenulevogo

74 V. N. KUBLANOVSKA˚ sobstvennogo znaqeniØ, skaßem λ_∗, to predvaritel~no v ishodnom puqke sleduet sdelat~ zamenu peremennyh λ = λ^′ + λ_∗, kotoraØ pozvolit pereæti k puqku so sdvinutymi spektrami (λ_∗ pereædet v nulevoe sobstvennoe znaqenie), sohraniv proqie spektral~nye harakteristiki.

SleduØ algoritmu iz p. 2.2.2, parallel~no vyqisleni¸ koneqnoæ posledovatel~nosti puqkov

D_0(λ) = D(λ), D_1(λ), . . . , D_l(λ)

D_{k+1}(λ) = D_k(λ)W^kdiag { I_{rk+1} , λ^{−1}I_{n−rk+1} } (2.5.1)

budem vyqislØt~ lineæno-nezavisimye meßdu soboæ sobstvennye vektory i ßordanovy cepoqki, sootvetstvu¸wie nulevomu sobstvennomu znaqeni¸. Rassmotrim tipiqnyæ xag perehoda ot puqka D_k(λ) = C^k_0 + λC^k_1 k puqku D_{k+1}(λ), k = 0, 1, . . . , l − 1. On sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) VyqislØetsØ ortogonal~naØ matrica

W^k = [ W^k_1 , W^k_2 ] , osuwestvlØ¸waØ ΔW -0 razloßenie matricy C^k_0 , t.e. nahoditsØ rangovoe seqenie prostranstva R^n na obraz i Ødro, tak qto W^k_1 =

im D^T_k (0), W^k_2 = N_c[D_k(0)], W^k_1 i W^k_2 – matricy razmerov n × r_{k+1}

i n × (n − r_{k+1}), r_{k+1} – rang matricy D_k(0) = C^k_0 , r_0 = 0.

(2) VyqislØ¸tsØ kofffficienty puqka D_{k+1}(λ):

C^{k+1}_0 = [ C^k_0 W^k_1 , C^k_1 W^k_2 ] , C^{k+1}_1 = [ C^k_1 W^k_1 , O ] , i qislo σ_{k0} := r_{k+1} − r_k, t.e. qislo ßordanovyh cepoqek dliny k.

Esli krome strukturnyh indeksov nado vyqislit~ ßordanovy cepoqki, sootvetstvu¸wie nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ puqka D(λ), to sleduet parallel~no postroeni¸ posledovatel~- nosti {D_k(λ)} nahodit~ dve posledovatel~nosti matric {M^k} i

{M^{k+1}} po sledu¸wemu predpisani¸

M^{k+1} = M^kW^k = [ M^kW^k_1 , M^kW^k_2 ] ≡ [ M^{k+1}_1 , M^{k+1}_2 ] ,

M^{k+1} =

M^{k+1}_1 . . O^{k+1}_{2. . . . . .} . . . . . . . . O^{k+1}_1^. M^{k+1}_2 ≡ [ M^{k+1}_1 , M^{k+1}_2 ] ,

k = 0, 1, . . ., l − 1, M^0 = I.

(2.5.2)

METODY I ALGORITMY 75 Zdes~ O^{k+1}_1 i O^{k+1}_2 – nulevye bloki razmerov n × r_{k+1} i n × (n −

r_{k+1}), sootvetstvenno; M^{k+1}_1 i M^{k+1}_2 – bloki razmerov (k + 1)n × r_{k+1} i (k + 1)n × (n − r_{k+1}); M^{k+1}_1 i M^{k+1}_2 – bloki razmerov (k + 2)n × r_{k+1} i (k + 2)n × (n − r_{k+1}). Zapixem postroennye matricy

v sledu¸wem bloqnom razbienii

W^k = r_{k+1} T^k_{11} . . T^k_{12} . . . . . . . . . . . . T^k_{21} . . T^k_{22} }r_k = [ W^k_1 , W^k_2 ] ,

M^{k+1}_1 = [ P^{k+1}_0 , P^{k+1}_1 , . . . , P^{k+1}_k ]_B , M^{k+1}_2 = [ Z^{k+1}_{k+1} , Z^{k+1}_k , . . ., Z^{k+1}_1 ]_B . (2.5.3)

Zdes~ T^k_{22} – blok razmerov (n − r_k) × (n − r_{k+1}); P^{k+1}_i i Z^{k+1}_i – bloki razmerov n × r_{k+1} i n × (n − r_{k+1}), sootvetstvenno.

(3) Iz bloqnyh stolbcov matricy M^k_2 obrazu¸tsØ ßordanovy cepoqki dliny k. DlØ fftogo nado vypolnit~ sledu¸wie xagi.

(3i) Naæti (n − r_k) × (r_{k+1} − r_k) matricu Y_k, stolbcy kotoroæ

obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva matricy (T^k_{22})^T .

(3ii) Obrazovat~ iskomye cepoqki vektorov X^k_1 , X^k_2 , . . . , X^k_k

(k = 1, . . . , l − 1) dliny k: X^k_i = Z^k_i Y_k, i = 1, . . . , k, k = 1, . . . , l − 2, X^{l−1}_i = Z^{l−1}_i , i = 1, . . . , l − 1. Stolbcy x^k_{1j}, x^k_{2j}, . . . , x^k_j, j = 1, 2, . . . , σ_{k0} = r_{k+1} − r_k tak postroennyh bloqnyh vektorov obrazu¸t iskomye ßordanovy cepoqki puqka D(λ), sootvetstvu¸wie ego nulevomu sobstvennomu znaqeni¸.

Vypolnenie operaciæ (1)–(3) zakanqivaetsØ na xage k = l, kogda r_l = n, t.e. kogda budet postroen puqok D_l(λ), u kotorogo kofffficient C^l_0 ≡ D_l(0) imeet polnyæ stolbcovyæ rang. 2.5.2. Obosnovanie pervogo algoritma. Predvaritel~no dokaßem lemmu.

76 V. N. KUBLANOVSKA˚

Lemma 2.2. Pust~ bloqnye matricy

A := [ A_1 ρ , A_2 ] , X := [ X_1 X_2 ] }ρ , gde A_1 i X ime¸t polnyæ stolbcovyæ rang, udovletvorØ¸t ravenstvu AX = 0. Togda matrica X_2 takße imeet polnyæ stolbcovyæ rang.

Dokazatel~stvo ot protivnogo. Pust~ X2 imeet netrivial~- noe pravoe nul~-prostranstvo, tak qto suwestvuet matrica S polnogo stolbcovogo ranga, qto X_2S = 0. Ots¸da XS = [_{X1S} 0 ] , gde XS i X_1S ime¸t polnyæ stolbcovyæ rang. Ravenstvo AX = 0 umnoßim sprava na S: AXS = [ A_1, A_2 ] [ X_1S 0 ] = A_1X_1S = 0,

qto nevozmoßno, tak kak A_1 i X_1 ne ime¸t netrivial~nogo pravogo nul~-prostranstva. Protivoreqie dokazyvaet spravedlivost~ lemmy. •

Pereædem k obosnovani¸ algoritma, t.e. pokaßem, qto x^k_{1j}, . . . ,

x^k_j (j = 1, . . . , σ_{k0}) sut~ iskomye ßordanovy cepoqki. DlØ ffto-

go ustanovim, qto matricy X^k_1 , . . . , X^k_k udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ, svØzyva¸weæ vektory ßordanovyh cepoqek dliny k, sootvetstvu¸wih nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ puqka

D(λ) = C_0 + λC_1 (sm. ravenstva (1.1.4))

C_0X^k_1 = 0

C_0X^k_2 + C_1X^k_1 = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . C_0X^k_k + C_1X^k_{k−1} = 0. (2.5.4)

V sistemah (2.5.4) ne vypisany poslednie nesovmestnye uravneniØ, tak kak dlina cepoqki X^k_1 , . . . , X^k_k izvestna zaranee (opredelena v pervoæ qasti algoritma vyqisleniØ strukturnyh indeksov).

DlØ dokazatel~stva vypolneniØ (2.5.4) predvaritel~no ustanovim spravedlivost~ sledu¸wih a)–g) sootnoxeniæ, ispol~zuØ bloqnye predstavleniØ matric M^{k+1}, M^k i W^k.

METODY I ALGORITMY 77

a) SvØz~ meßdu bloqnymi komponentami matric M^{k+1} i M^k. DlØ fftogo ravenstvo

M^{k+1} = M^kW^k

zapixem v razvernutom vide, podstaviv (2.5.3) v (2.5.2). Imeem

P^{k+1}_0 . . Z^{k+1}_{k+1}

P^{k+1}_1 . . Z^{k+1}_k . . . . . . . . . . . . P^{k+1}_k . . Z^{k+1}_1 = P^k_0 T^k_{11} . .P^k_0 T^k_{12}

P^k_1 T^k_{11} + Z^k_k T^k_{21} . .P^k_1 T^k_{12} + Z^k_k T^k_{22} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Z^k_1 T^k_{21} . . Z^k_1 T^k_{22}

. (2.5.5)

Dalee iz (2.5.1) poluqim svØzi meßdu kofffficientami puqkov

D_{k+1}(λ) i D_k(λ):

C^{k+1}_0 = [ C^k_0 W^k_1 , C^k_1 W^k_2 ] , C^{k+1}_1 = [ C^k_1 W^k_1 , O ] , (2.5.6)

tak kak po postroeni¸ C^{k+1}_{12} = 0.

b) SvØz~ meßdu kofffficientami puqkov D_k(λ) i D(λ). PrinimaØ vo vnimanie ravenstva (2.5.2)–(2.5.6), imeem

C^k_0 = [ C_0P^k_0 + C_1P^k_1 , C_1Z^k_k ] , C^k_1 = [ C_1P^k_0 , O ] . (2.5.7)

Dokazatel~stvo spravedlivosti ravenstv (2.5.7) provoditsØ po indukcii.

v) Matrica T^k_{22}, vhodØwaØ kak (n − r_k) × (n − r_{k+1}) matriqnyæ blok v matricu W^k, realizu¸wu¸ perehod ot D_k(λ) k D_{k+1}(λ), imeet polnyæ stolbcovyæ rang.

Deæstvitel~no, po postroeni¸ s uqetom (2.5.5) imeem

C^k_0 W^k_2 = [ C^{k−1}_0 W^{k−1}_1 , C^{k−1}_1 W^{k−1}_2 ] [ T^k_{12} T^k_{22} ] = 0,

gde matricy C^{k−1}_0 W^{k−1}_1 i W^k_2 ime¸t polnyæ stolbcovyæ rang. Togda po lemme 2.2 matrica T^k_{22} imeet takße polnyæ stolbcovyæ rang.

g) Spravedlivy sledu¸wie ravenstva

C_0X^{i+1}_{i+1} + C_1X^{i+1}_i = 0, i = 0, . . . , l − 1. (2.5.8)

78 V. N. KUBLANOVSKA˚ Deæstvitel~no, po postroeni¸ C^i_0W^i_2 = 0. Ots¸da prinimaØ vo vnimanie (2.5.5)–(2.5.7), imeem

C_0W^i_2 = C_0P^i_0T^i_{12} + C_1 ( P^i_1T^i_{12} + Z^i_i T^i_{22} ) = C_0Z^{i+1}_{i+1} + C_1Z^{i+1}_i = 0.

Umnoßim ffto ravenstvo sprava na matricu Y_{i+1}, stolbcy kotoroæ obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva matricy (T^{i+1}_{22} )^T .

UqityvaØ, qto X^{i+1}_j = Z^{i+1}_j Y_{i+1}, j = 1, . . . , i + 1, imeem

C_0W^i_2 = C_0Z^{i+1}_{i+1} + C_1Z^{i+1}_i ili C_0X^{i+1}_{i+1} + C_1X^{i+1}_i = 0, i = 0, . . . , l − 1,

qto dokazyvaet spravedlivost~ g).

Rekurrentnye sootnoxeniØ, poluqennye v punktah a)–g), ispol~zuem dlØ dokazatel~stva spravedlivosti ravenstv (2.5.4).

Dokazatel~stvo provodim po indukcii. Iz (2.5.8) imeem

C_0Z^1_1 = C_0X^1_1 = 0,

tak qto X^1_1 udovletvorØet (2.5.4) pri k = 1.

Pust~ vse cepoqki matric vida

X^2_1 X^3_1 . . . X^i_1 X^2_2 X^3_2 . . . X^i_2 X^3_3 . . . X^i_3 . . X^i_i ili Z^2_1 Z^3_1 . . . Z^i_1 Z^2_2 Z^3_2 . . . Z^i_2

Z^3_3 . . . Z^i_3 . . Z^i_i udovletvorØ¸t (2.5.4) pri k 6 i. Dokaßem, qto pri k = i + 1 cepoqki matric X^{i+1}_1 , . . . , X^{i+1}_{i+1} udovletvorØ¸t (2.5.4).

DlØ fftogo zapixem kaßdoe matriqnoe uravnenie sistemy s uqetom ravenstv (2.5.5)–(2.5.8) i indukcionnogo predpoloßeniØ. Imeem

C_0X^{i+1}_1 = C_0Z^i_1T^i_{22}Y_{i+1} = 0

C_0X^{i+1}_2 + C_1X^{i+1}_1 = [ C_0Z^{i+1}_2 + C_1Z^{i+1}_1 ] Y_{i+1} = [ C_0Z^{i−1}_1 T^{i−1}_{21} T^i_{12} + ( C_0Z^i_2 + C_1Z^i_1 ) T^i_{22} ] Y_{i+1} = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C_0X^{i+1}_i + C_1X^{i+1}_{i−1} = = [( C_0Z^{i+1}_i + C_1Z^{i+1}_{i−1} ) T^i_{22} + ( C_0Z^i_{i−1} + C_1Z^{i−1}_{i−2} ) T^i_{21}T^i_{12} + . . . + + ( C_0Z^2_2 +C_1Z^2_1 ) T^2_{21}T^3_{11}...T^{i−1}_{11} T^i_{12} +C_0Z^1_1 T^1_{21}T^2_{11}...T^{i−1}_{11} T^i_{12} ] Y_{i+1} = 0.

METODY I ALGORITMY 79 Poslednee uravnenie sistemy sovpadaet s ravenstvom (2.5.8).

Takim obrazom, ustanovleno, qto matricy X^k_1 , . . . , X^k_k (matricy Z^k_1 , . . . , Z^k_k ), a sledovatel~no, i ih odnoimennye stolbcy, udovletvorØ¸t sistemam uravneniæ dlØ ßordanovyh cepoqek dliny k. Stolbcy matric X^i_1, i = 1, . . . , l − 1, sut~ sobstvennye vektory puqka D(λ), sootvetstvu¸wie ego nulevomu sobstvennomu znaqeni¸.

Process zakanqivaetsØ na xage l, kogda matrica A_{l+1} budet imet~ polnyæ stolbcovyæ rang. Maksimal~naØ dlina stroØwihsØ ßordanovyh cepoqek ravna l.

2.5.3. Vtoroæ algoritm vyqisleniØ ßordanovyh cepoqek postroen na rexenii matriqnyh uravneniæ. Pust~ trebuetsØ vyqislit~ ßordanovy cepoqki, sootvetstvu¸wie koneqnomu sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗ regulØrnogo n × n puqka D(λ) = A − λB. Po opredeleni¸ lineæno nezavisimye vektory x^k_1, . . . , x^k obrazu¸t ßordanovu cepoqku dliny “k” puqka D(λ) na sobstvennom znaqenii λ_∗, esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie sootnoxeniØ

D(λ_∗)x^k_1 = 0 D(λ_∗)x^k_i = Bx^k_{i−1} i = 2, . . . , k. (2.5.9)

Togda kak sistema D(λ_∗)u = Bx^k nesovmestna. Vvedem v rassmotrenie bloqnyæ vektor Z_q = (x^k_1,

. . . , x^k_q )^B i bloqnu¸ porØdka nq matricu

Aq =

Aq−1^. O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . O −B^. D(λ∗) q = 1, . . ., k, A0 = D(λ∗). Togda sootnoxeniØ (2.5.9) moßno zapisat~ odnim

matriqnym uravneniem

AqZq = 0 q = 1, . . ., k. (2.5.10)

V silu (2.5.10) postroenie vektorov, udovletvorØ¸wih sisteme (2.6.1), svedeno k formirovani¸ posledovatel~nosti matric {A_q} i vyqisleni¸ im sootvetstvu¸wih nul~-prostranstv Q_q (q = 0, 1, . . . , k). Pust~ Q_q = [X^k_1 , . . . , X^k_{q+1}]^B – bloqnaØ zapis~ Q_q. Zdes~ kaßdyæ blok X^k_i imeet razmery n × d_q, gde d_q = dim Q_q .

Vyqislenie ßordanovyh cepoqek puqka D(λ), sootvetstvu¸- xih sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗, naqnem s cepoqek dliny edini- ca.

80 V. N. KUBLANOVSKA˚

Po postroeni¸ stolbcy matricy Q_0 obrazu¸t bazis iz sobstvennyh vektorov D(λ), sootvetstvu¸wih λ_∗, tak qto stolbcy

Q_0 := X^0_1 poroßda¸t ßordanovy cepoqki dliny ne men~xe edi-

nicy.

DlØ postroeniØ cepoqek dliny edinica sleduet naæti matricu* T_0 := X^0_1 \X^1_1 , stolbcy kotoroæ obrazu¸t ortogonal~noe dopolnenie podprostranstva X^1_1 do podprostranstva X^0_1 . Pri fftom esli T_1 pusto, to iskomyh ßordanovyh cepoqek dliny edinica puqok D(λ) ne imeet.

DlØ postroeniØ ßordanovyh cepoqek dliny k + 1 (k = 1, . . . , l − 1, l – maksimal~naØ dlina) sleduet vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Naæti lineæno nezavisimye sobstvennye vektory, poroßda¸wie cepoqki dliny k + 1. �to budut stolbcy matricy

T_k := X^k_1 \ X^{k+1}_1 (k = 0, . . . , l − 1)

T_l := im X^{(l)}_1 .

(2) Obrazovat~ matricu

^Q_k = Q_kY_k = [ ^X^{(k)}_1 , . . . , ^X^{(k)}_{k+1}]^B ^X^k_i = X^k_i Y_k (i = 1, . . . , k + 1).

Zdes~ Y_k – rexenie sovmestnoæ sistemy

X^k_1 Y_k = T_k k = 1, . . . , l.

(3) Sredi vektorov ^X^k_k otobrat~ te, kotorye ne mogut vhodit~ v cepoqki dliny k + 1. �to budut stolbcy matricy ^T_k = ^X^k_k \ ^X^{k+1}_k (k = 1, . . ., l − 1) ^T_l = im ^X^l_l .

(4) Obrazovat~ matricu P_k = ^Q_kV_k, gde V_k – matriqnoe rexenie sovmestnoæ sistemy ^X^k_k V_k = ^T_k. Pust~

P_k = [ U^k_1 , . . ., U^k_{k+1} ]_B *Vyqislenie ortogonal~nogo dopolneniØ odnogo podprostranstva do drugogo moßno osuwestvit~ s pomow~¸ ΔW -0 algoritma (sm. p. 1.5.4)

METODY I ALGORITMY 81 bloqnaØ zapis~ P_k. Togda kaßdyæ i-yæ stolbec P^k_i matricy P_k

P^k_i := ( u^{k+1}_{1i} , . . . , u^{k+1}_{k+1,i} )_B dast ßordanovu cepoqku u^{k+1}_{1i} , . . . , u^{k+1}_{k+1,i} dliny k + 1. Esli mnoßestvo T_k pusto, to puqok D(λ) ne imeet iskomyh ßordanovyh cepoqek dliny k + 1.

Process postroeniØ matric A_k i ih nul~-prostranstv Q_k zakanqivaetsØ, kogda pri nekotorom k = l qislo nulevyh stolbcov matricy X^l_l ravno ρ_l = dim Q_l.

§2.6. Postroenie minimal~nogo bazisa polinomial~nyh rexeniæ puqka

2.6.1. Vyqislenie polinomial~nyh rexeniæ.

Pust~ D(λ) = A − λB singulØrnyæ m × n puqok, podprostranstvo iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ kotorogo est~ nepustoe mnoßestvo.

Predlagaemyæ niße algoritm postroeniØ minimal~nogo bazisa pravyh polinomial~nyh rexeniæ sostoit iz vyqisleniØ polinomial~nyh rexeniæ v porØdke vozrastaniØ indeksov i perestroæki ih v minimal~nyæ bazis. Po opredeleni¸ kofffficienty x_0, . . . , x_k vektornogo polinoma x_0 + λx_1 + · · · + λ^kx_k ≡ p_k(λ), ØvlØ¸wegosØ pravym polinomial~nym rexeniem D(λ) stepeni k, udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

Ax_0 = 0 Ax_i = Bx_{i−1} i = 1, . . . , k Bx_k = 0. (2.6.1)

Vvedem v rassmotrenie bloqnyæ vektor

X_i = ( x_0, x_1, . . . , x_i )_T i bloqnu¸ matricu

Ai =

Ai−1^. OA . . . . . . . . . . . . O^. −B (i = 1, . . . , k), A0 =^{[ A}_{−B}^]. Togda ravenstva (2.6.1) moßno zapisat~ v vide

AkXk = 0, (2.6.2)

tak qto X_k prinadleßit pravomu nul~-prostranstvu Q_k matri-

cy Ak.

82 V. N. KUBLANOVSKA˚

Spravedlivo i obratnoe utverßdenie. Esli X_k ∈ Q_k, to ego bloqnye komponenty x_0, . . . , x_k, gde ( x_0, . . . , x_k )_T ≡ X_k, poroßda-

¸t pravoe polinomial~noe rexenie p_k(λ) puqka D(λ).

Algoritm vyqisleniØ polinomial~nyh rexeniæ D(λ) sostoit v postroenii koneqnoæ posledovatel~nosti matric {A_k} i posledovatel~nosti ortonormirovannyh bazisov Q_k ih pravyh nul~-prostranstv (k = 0, 1, . . . , q q – maksimal~nyæ minimal~nyæ indeks pravyh polinomial~nyh rexeniæ).

Kaßdu¸ iz matric Q_k razmerov (k + 1)n × ρ_k, ρ_k = dim Q_k predstavim v bloqnom vide

Q_k = [ X^k_0 , . . ., X^k_k ]_B . Iz skazannogo vyxe sleduet, qto Q_k poroßdaet bloqnoe polinomial~noe rexenie

P_k(λ) = X^k_0 + λX^k_1 + · · · + λ^kX^k_k ,

kaßdyæ stolbec kotorogo ØvlØetsØ pravym polinomial~nym rexeniem puqka D(λ). No postroennye polinomial~nye rexeniØ ne ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi nad kol~com skalØrnyh polinomov. Tak, legko proverit~ spravedlivost~ sledu¸wih vkl¸- qeniæ Q_k ⊇ { [ Q_{k−1} O ] ∪ [ O_{Qk−1}^{] }}_{, k = 1, . . ., q (2.6.3)} ili vkl¸qeniæ X^k_i ⊇ X^{k−1}_i ∪ X^{k−1}_{i−1} , k = 1, . . . , q (i = 1, . . ., k − 1) 2.6.2. Algoritmy vyqisleniØ minimal~nogo bazisa.

Parallel~no vyqisleni¸ polinomial~nyh rexeniæ v porØdke vozrastaniØ ih indeksov budem stroit~ minimal~nyæ bazis iz nih i opredelØt~ qislo q. Rassmotrim dva algoritma. 2.6.2.1. Pervyæ algoritm osnovan na ispol~zovanii sledu¸- wih svoæstv.

1^0 Razmernost~ N pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~- nyh rexeniæ puqka D(λ) sovpadaet s razmernost~¸ pravogo nul~- prostranstva postoØnnoæ matricy D(λ_∗), gde λ_∗ – l¸boe qislo, ne sovpada¸wee s sobstvennym znaqeniem D(λ). Vyqislenie N moßno realizovat~ s pomow~¸ ΔW -0 razloßeniØ matricy

D(λ_∗).

METODY I ALGORITMY 83 2^0 DlØ togo, qtoby vektornye polinomy x_1(λ), . . . , x_t(λ) byli lineæno nezavisimymi, dostatoqno, qtoby matrica S(λ) := [x_1(λ) . . . x_t(λ)], stolbcami kotoroæ oni ØvlØ¸tsØ, poroßdala matricu S(λ_∗ ) polnogo stolbcovogo ranga, po kraæneæ mere, pri odnom fiksirovannom λ = λ_∗.

3^0 DlØ togo, qtoby polinomial~nyæ vektor x(λ) byl lineæno nezavisim ot vektorov x_1(λ), x_2(λ), . . . , x_t(λ) dostatoqno, qtoby sistema lineænyh algebraiqeskih uravneniæ S(λ_∗)u = x(λ_∗), S(λ) = [ x_1(λ) . . . x_t(λ) ] , byla nesovmestna, po kraæneæ mere, dlØ odnogo fiksirovannogo λ = λ_∗.

Pereædem k opisani¸ algoritma. Pust~ P_{ε1} (λ) est~ bloqnoe rexenie naimen~xeæ stepeni ε_1 ¿ 0 puqka. Esli ε_1 = 0, to

P_{ε1} ≡ Q_0 imeet po postroeni¸ vse stolbcy (kotorye sut~ poli-

nomial~nye rexeniØ nulevoæ stepeni) ortogonal~nymi, a sledovatel~no, i lineæno nezavisimymi v pole qisel. Esli ε_1 > 0, to nado iz bloka P_{ε1} (λ) obrazovat~ blok ^P_{ε1} (λ) lineæno nezavisimyh rexeniæ stepeni ε_1.

Postroenie ^P_{ε1} (λ) osuwestvlØetsØ soglasno svoæstva 2^0. Imenno, ^P_{ε1} (λ) = P_{ε1} (λ)W_q , gde W_q est~ matrica iz ortogonal~- nyh stolbcov v razloßenii ΔW -0, postroennom dlØ matricy

S(λ_∗) = P_{ε1} (λ_∗). (Stolbcy W_1 obrazu¸t ortonormirovannyæ ba-

zis im S^T (λ_∗)). Togda stolbcy x_1(λ), x_2(λ), . . . , x_{n1} (λ) puqka ^P_{ε1} (λ) obrazu¸t pervye n_1 rexeniæ naimen~xeæ stepeni ε_1 = ε_2 = . . . =

ε_{n1} stroØwegosØ minimal~nogo bazisa. Esli n_1 < N , to popol-

nenie tekuwego polinomial~nogo rexeniØ idet za sqet stolbcov sledu¸wego bloqnogo rexeniØ P_{ε1+1}(λ) stepeni ε_1 + 1.

Vnaqale po bloku P_{ε1+1}(λ), kak i vyxe, stroitsØ blok ^P_{ε1+1}(λ) lineæno nezavisimyh meßdu soboæ rexeniæ stepeni ε_1 +1. Dalee rassmatrivaetsØ sistema

^P_{ε1} (λ_∗)u = ^P_{ε1+1}(λ_∗) (2.6.4)

lineæno algebraiqeskih uravneniæ s matricami ^P_{ε1} (λ_∗) = [x_1(λ_∗)

. . . x_{n1} (λ_∗)] i so mnogimi pravymi qastØmi, kotorye sut~ stolbcy

matricy ^P_{ε1+1}(λ_∗). Stolbcy ^P_{ε1+1}(λ), sootvetstvu¸wie stolbcam matricy ^P_{ε1+1}(λ_∗), da¸wim nesovmestnu¸ sistemu (2.6.4), popolnØt stroØwiæsØ minimal~nyæ bazis. Esli sistema (2.6.4) sovmestna dlØ vseh pravyh qasteæ, to tekuwiæ minimal~nyæ bazis ostaetsØ takim ße, kakoæ byl poluqen na predyduwem (pervom) xage. �to oznaqaet, qto puqok A − λB ne soderßit pravyh

84 V. N. KUBLANOVSKA˚ polinomial~nyh rexeniæ stepeni ε_1 +1, lineæno nezavisimyh ot postroennyh rexeniæ minimal~nogo bazisa. V rezul~tate vtorogo xaga iskomyæ minimal~nyæ bazis ili ostanetsØ preßnim, ili popolnitsØ novymi rexeniØmi. Esli qislo vektorov postroennogo bazisa men~xe N , to process ego popolneniØ prodolßaetsØ analogiqnym obrazom, t.e. stroitsØ novoe bloqnoe rexenie

P_{ε1+2}(λ), po nemu nahoditsØ blok ^P_{ε1+2}(λ) lineæno nezavisimyh

meßdu soboæ rexeniæ stepeni ε_1 + 2 i iz ^P_{ε1+2}(λ) vybira¸tsØ te stolbcy dlØ popolneniØ minimal~nogo bazisa, kotorye lineæno ne zavisØt ot vseh postroennyh rexeniæ tekuwego minimal~nogo bazisa. Process popolneniØ minimal~nogo bazisa zakanqivaetsØ, kogda qislo vektorov ego ravno N .

2.6.2.2. Vtoroæ algoritm perestroæki vyqislennyh polinomial~nyh rexeniæ puqka v minimal~nyæ bazis osnovan na svoæstvah bloqnyh rexeniæ, vyteka¸wih iz vkl¸qeniæ (2.6.2), (2.6.1). Spravedlivy sledu¸wie sootnoxeniØ P_i(λ) ⊆ P_{i−1}(λ)F_{i−1} + λP_{i−1}(λ)G_{i−1}, i = 1, . . . , k, (2.6.5) gde F_{i−1}, G_{i−1} sut~ bloqnye vektory s postoØnnymi komponentami, razmery kotoryh sootvetstvu¸t razmeram blokov, ØvlØ¸- wihsØ kofffficientami v bloqnom rexenii P_{i−1}(λ).

Vvedem v rassmotrenie dva podprostranstva vektorov:

X_i = [ X^{(i)}_{0i} , X^{(i)}_{1i} , . . ., X^{(i)}_{ii} ]_B , Y_i = [ X_{i−1}, O ]_B ∪ [O, Xi−1^{]B} . Zdes~ O – blok iz nulevyh stolbcov, ime¸wiæ takie ße razmery, qto i l¸boæ blok, vhodØwiæ v P_{i−1}(λ). V silu sootnoxeniæ (2.6.5) imeet mesto vkl¸qenie X_i ⊇ Y_i, i = k, . . . , 2. DlØ postroeniØ polinomial~nyh rexeniæ stepeni k puqka

A − λB, kotorye obrazovyvali by s polinomial~nymi rexeni-

Ømi men~xih stepeneæ sovokupnost~ polinomial~nyh vektorov lineæno nezavisimyh nad kol~com skalØrnyh polinomov, sleduet naæti ortogonal~noe dopolnenie Z_k = X_k \Y_k podprostranstva

Y_k do podprostranstva X_k. �to moßno realizovat~, naprimer, s

pomow~¸ ΔW -0 razloßeniØ.

Pust~ Z_k naædeno, predstavim ego v bloqnom vide

Z_k = [ Z^{(k)}_{0k} , Z^{(k)}_{1k} , . . . , Z^{(k)}_{kk} , ]_B ,

METODY I ALGORITMY 85 gde Z^{(k)}_{ik} – matrica razmerov n × ρ_k, ρ_k = dim Z_k. Togda stolbcy puqka

Z_k(λ) = Z^{(k)}_{0k} + λZ^{(k)}_{1k} + · · · + λ^kZ^{(k)}_{kk}

dadut iskomye polinomial~nye rexeniØ stepeni k.

Zametim, qto postroenie ukazannyh polinomial~nyh rexeniæ moßno osuwestvit~ inaqe. Iz (2.6.2) i (2.6.5) sleduet, qto vyqislenie Z_k moßno zamenit~ vyqisleniem ortogonal~nogo dopolneniØ V_{tk} podprostranstva {X^{(k−1)}_{t,k−1} ∪ X^{(k−1)}_{t−1,k−1}} do podprostranstva

X^{(k)}_{tk} pri l¸bom fiksirovannom t. Posle togo, kak V_{tk} naædeno,

sleduet rexit~ sovmestnu¸ sistemu X^{(k)}_{tk} M_k = V_{tk} i obrazovat~ puqok ^Z_k(λ) := P_k(λ)M_k, stolbcy kotorogo dadut iskomye polinomial~nye rexeniØ stepeni k.

2.6.3. Drugie algoritmy vyqisleniØ spektral~nyh harakteristik singulØrnogo puqka. Vse metody vyqisleniØ skalØrnyh spektral~nyh harakteristik, rassmotrennye vyxe dlØ regulØrnogo i singulØrnogo puqkov, mogut byt~ ispol~zovany dlØ postroeniØ ßordanovyh cepoqek i polinomial~nyh rexeniæ. Vo vseh fftih metodah v rezul~tate strogo ffkvivalentnyh preobrazovaniæ my prihodim k puqku v obobwennoæ forme Xura. OstanovimsØ podrobneæ na algoritme RGSVD [196]. Pokaßem, kak svØzan ishodnyæ puqok s puqkami, poluqennymi v rezul~tate provedeniØ algoritma. Vvedem oboznaqeniØ: ^r_k = k∑ i=1 r_i, ^h_k = k∑ i=1 h_i, ^V_k = block diag {I_{m−^rk−1} , V_k}, ^X_k = block diag {I_{m−^hk−1} , X_k}, ^V_1 = V_1, ^X_1 = X_1, V = ^V_1 ^V_2 . . . ^V_l, X = ^X_1 ^X_2 . . . ^X_l.

Togda imeem V^H ( A − λB ) X = [ A_{0l} A_{1l} O A2l ] − λ [ B_{0l} O O B2l ] ,

86 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde A_{0l} − λB_{0l} =

=

O^. M1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . O^. M2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . O^. M3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... . . . . . . ... . . . . . . ... h_1 h_2 h_3

}r_1 }r_2

}r_3 −

−λ

O Ir_1^. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . O Ir_2^. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . O Ir_3^. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... . . . . . . ... . . . . . . ... h_1 h_2 h_3

}r_1 }r_2

}r_3 .

Puqok A_{2l} − λB_{2l} moßet byt~ singulØrnym, no ne imeet polnyæ

stolbcovyæ rang. Ego sobstvennye znaqeniØ i levye minimal~-

nye indeksy takie ße, kak i u ishodnogo puqka. Esli puqok

A_{2l} − λB_{2l} est~ singulØrnyæ, to algoritm RGSVD moßno prime-

nit~ k puqku A^T_{2l} −λB^T_{2l} . Pri fftom budut naædeny vse levye mini-

mal~nye indeksy i postroen regulØrnyæ blok. DlØ dal~neæxe-

go preobrazovaniØ poluqennogo puqka k puqku v forme Kroneke-

ra sleduet primenit~ fflementarnye (gaussovskie) iskl¸qeniØ.

Stolbcy rezul~tiru¸wih matric pravostoronnego preobrazo-

vaniØ ishodnogo puqka k puqku v forme Kronekera dadut isko-

mye levye i pravye vektornye harakteristiki (ßordanovy ce-

poqki i polinomial~nye rexeniØ) ishodnogo puqka. Podrobnoe

opisanie preobrazovaniØ sm. v rabote [196].

METODY I ALGORITMY 87

§2.7. Isqerpyvanie

Sposoby isqerpyvaniØ izvestnyh spektral~nyh harakteristik (singulØrnyh i regulØrnyh) dlØ polinomial~nyh matric proizvol~noæ celoæ stepeni s ¿ 1, v tom qisle i puqkov matric, budut rassmotreny v §3.6. Zdes~ my rassmatrivaem isqerpyvanie tol~ko regulØrnyh spektral~nyh harakteristik dlØ puqka

D(λ) = A − λB, uqityva¸wee specifiku lineænogo vhoßdeniØ

v D(λ) spektral~nogo parametra λ. Izvestnye sposoby (sposob Hotelinga i sposob Vilandta) isqerpyvaniØ dlØ postoØnnyh matric obobwa¸tsØ na sluqaæ puqkov matric. 2.7.1. Isqerpyvanie po sposobu Hotelinga [210].

Pust~ dlØ ishodnogo m × n puqka D(λ) = A − λB izvestno polnoe bloqnoe sobstvennoe znaqenie Λ ∈ C^{l×l} i sootvetstvu¸wie emu pravyæ X ∈ C^{n×l} i levyæ Y ∈ C^{m×l} bloqnye sobstvennye vektory, normirovannye usloviem

Y^H BX = I. (2.7.1)

Isqerpyvanie po Hotelingu sostoit v osuwestvlenii sdviga sobstvennyh znaqeniæ matricy Λ v toqku α kompleksnoæ ploskosti i rexaetsØ perehodom k puqkam vida:

a) D_1(λ) = A_1 − λB, A_1 := A + BX(αI − Λ)Y^H B pri α ≠ ∞; (2.7.2)

b) D_2(λ) = −λB_2 + A, B_2 := B − BX(I − α^{−1}Λ)Y^H B pri α ≠ 0. (2.7.3)

Teorema 2.3. Perehod ot puqka D(λ) k puqku (2.7.2) oznaqaet sdvig v toqku α toæ qasti spektra puqka D(λ), kotoraØ sootvetstvuet sobstvennym znaqeniØm matricy Λ. Pri fftom fflementarnyæ delitel~ (λ−λ_∗ )^t, prinadleßawiæ sdvigaemoæ qasti spektra, zamenØetsØ na t lineænyh fflementarnyh deliteleæ (λ − α).

Esli det Λ ≠ 0, to analogiqnye svoæstva sohranØ¸tsØ i pri perehode k puqku (2.7.3). Pri det Λ = 0, nulevaØ qast~ spektra zamenØetsØ sootvetstvu¸wim qislom pravyh i levyh nulevyh minimal~nyh indeksov. Nenulevye sobstvennye znaqeniØ, otnosØwiesØ k Λ i matricam X, Y , ne izmenØ¸tsØ pri perehode k puqkam (2.7.2) i (2.7.3).

Dokazatel~stvo. Snaqala pokaßem, qto αI, X, Y ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno bloqnym sobstvennym znaqeniem, pravym i levym

88 V. N. KUBLANOVSKA˚ bloqnymi sobstvennymi vektorami dlØ puqkov (2.7.2) i (2.7.3). UqityvaØ, qto ime¸t mesto ravenstva AX = BXΛ, Y^H A = ΛY^H B i ravenstvo (2.7.1), poluqim dlØ puqka (2.7.2): A_1X = AX + αBX − BXΛ = BX ( αI ) , Y^H A_1 = Y^H A + αY^H B − ΛY^H B = αIY^H B,

analogiqno dlØ puqka (2.7.3)

B_2X ( αI ) = αBX − αBX + BXΛ = AX, ( αI ) Y^H B_2 = αY^H B − αY^H B + ΛY^H B = Y^H A.

Dalee, pust~ det Λ = 0, t.e. suwestvu¸t l × k – matricy U i V (k – razmernost~ nul~-prostranstva matricy Λ), takie, qto ΛU = O, V^H Λ = O. Togda stolbcy matric XU ∈ C^{n×k} i

Y V ∈ C^{m×k} ØvlØ¸tsØ pravymi i levymi sobstvennymi vekto-

rami puqka D(λ), sootvetstvu¸wimi ego nulevomu sobstvennomu znaqeni¸. Iz ΛU = O i AXU = O sleduet B_2XU = BXU − BXU + α^{−1}BXΛU = O, t.e. stolbcy matricy XU (i stolbcy matricy Y V ) sut~ polinomial~nye rexeniØ nulevoæ stepeni dlØ puqka D_2(λ).

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ustanovim, qto vse tri puqka

D(λ), D_1(λ) i D_2(λ) ime¸t odinakovye bloqnye sobstvennye zna-

qeniØ, otliqnye ot Λ (po spektru), i odinakovye bloqnye sobstvennye vektory, im sootvetstvu¸wie. Deæstvitel~no, pust~

Λ_1 ∈ C^{l1 ×l1} , Λ_2 ∈ C^{l2 ×l2} , X_1, Y_2 – pravye i levye bloqnye sob-

stvennye znaqeniØ i sobstvennye vektory puqka D(λ), otveqa¸- wie razliqnym fflementam ego spektral~noæ struktury, priqem imeet mesto sootnoxenie biortogonal~nosti

Y^H_2 AX_1 = Y^H_2 BX_1 = O. (2.7.4)

Togda s uqetom (2.7.4) imeem

A_1X_1 = AX_1 = BX_1Λ_1, Y^H_2 A_1 = Y^H_2 A = Λ_2Y^H_2 B,

B_2X_1Λ_1 = BX_1Λ_1 = AX_1, Λ_2Y^H_2 B_2 = Λ_2Y^H_2 B = Y^H_2 A,

qto i zaverxaet dokazatel~stvo sdelannogo utverßdeniØ.

V praktiqeskih primeneniØh naibolee qasto vstreqa¸tsØ isqerpyvanie v nul~ i beskoneqnost~. Tak, pri posledovatel~- nom vyqislenii preoblada¸wih bloqnyh sobstvennyh znaqeniæ

METODY I ALGORITMY 89 i sootvetstvu¸wih im bloqnyh sobstvennyh vektorov s pomow~¸ biodnovremennyh iteraciæ imeet smysl provodit~ bloqnoe isqerpyvanie v nul~, togda kak isqerpyvanie v beskoneqnost~ budet polezno v algoritme biodnovremennyh obratnyh iteraciæ, primenØemom dlØ posledovatel~nogo opredeleniØ bloqnyh sobstvennyh harakteristik, sootvetstvu¸wih malym po modul¸ sobstvennym znaqeniØm puqka.

Isqerpyvanie v nul~ i v beskoneqnost~ osuwestvlØ¸tsØ perehodom sootvetstvenno k puqkam

T_{10}(λ) = −λB + A_{10}, A_{10} ≡ A − BXΛY^H B;

T_{20}(λ) = −λB_{20} + A, B_{20} ≡ B − BXY^H B.

Ob¨edinenie isqerpyvaniØ takogo vida, sostoØwee v perehode k puqku T_{12}(λ) = λB_{20} − A_{10}, privodit k zamene qasti spektra, opredelØemoæ bloqnym sobstvennym znaqeniem Λ, sootvetstvu- ¸wim qislom pravyh i levyh minimal~nyh indeksov, ravnyh nul¸; vektory iz sootvetstvu¸wih ßordanovyh cepoqek stanovØtsØ polinomial~nymi rexeniØmi nulevoæ stepeni.

Isqerpyvanie spektral~nyh harakteristik (v tom qisle i beskoneqnyh), opredelØemyh izvestnym obratnym bloqnym sobstvennym znaqeniem M s sootvetsvu¸wimi pravym i levym bloqnymi sobstvennymi vektorami X, Y (Y^H AX = I), sostoit v perehode k odnomu iz puqkov:

T_3(λ) = −λB_3 + A, B_3 ≡ B + AX ( α^{−1}I − M ) Y^H A, α ≠ 0; T_4(λ) = −λB + A_4, A_4 ≡ A − AX ( I − αM ) Y^H A, α ≠ ∞. UtverßdeniØ, sformulirovannye vyxe dlØ puqkov (2.7.2) i (2.7.3), estestvennym obrazom perenosØtsØ na puqki T_3(λ), T_4(λ).

Vozmoßno dal~neæxee obobwenie ispol~zovannoæ vyxe idei isqerpyvaniØ. Tak, zamena izvestnogo polnogo bloqnogo sobstvennogo znaqeniØ Λ na l¸boe bloqnoe sobstvennoe znaqenie ~Λ bez izmeneniØ sootvetstvu¸wih bloqnyh sobstvennyh vektorov X, Y (Y^H BX = I) i vseh ostal~nyh skalØrnyh i vektornyh spektral~nyh harakteristik dostigaetsØ perehodom k puqku ~T (λ) ≡ −λB + ~A, ~A ≡ A + BX(~Λ − Λ)Y^H B. 2.7.2. Isqerpyvanie po sposobu Vilandta [210].

Pust~ dlØ puqka D(λ) = A − λB polnogo stolbcovogo ranga izvestny polnoe bloqnoe sobstvennoe znaqenie Λ ∈ C^{l×l} i sootvetstvu¸wiæ emu pravyæ bloqnyæ sobstvennyæ vektor X ∈ C^{n×l} .

90 V. N. KUBLANOVSKA˚

DlØ isqerpyvaniØ po sposobu Vilandta* iz D(λ) qasti spektra D(λ), opredelØemoæ spektrom matricy Λ, sleduet pereæti ot D(λ)

a) pri α ≠ ∞ k puqku vida ^D_1(λ) = ^A_1 − λB, gde ^A_1 = A + BX(αI − Λ)Z^H B;

b) pri α ≠ 0, det Λ ≠ 0 k puqku vida ^D_2(λ) = A − λ ^B_2, gde ^B_2 = B − BX(I − α^{−1}Λ)Z^H B.

Zdes~ Z ∈ C^{m×l} – nekotoraØ matrica polnogo stolbcovogo ranga, normirovannaØ usloviem

Z^H BX = I. (2.7.5)

V predpoloßenii, qto Λ – polnoe bloqnoe sobstvennoe znaqenie

D(λ), spravedlivy utverßdeniØ.

Teorema. (1). Perehod ot D(λ) k puqkam^^D1(λ),^^D2(λ) oznaqaet sdvig v toqku α toæ qasti spektra puqka D(λ), kotoraØ sootvetstvuet sobstvennym znaqeniØm matricy Λ. Pri fftom fflementarnyæ delitel~ (λ − λ_∗)^t, prinadleßawiæ sdvigaemoæ qasti spektra, zamenØetsØ na t lineænyh fflementarnyh deliteleæ. Pri det Λ = 0 nulevaØ qast~ spektra zamenØetsØ sootvetstvu¸wim qislom pravyh i levyh nulevyh minimal~nyh indeksov. Nenulevye sobstvennye znaqeniØ, otnosØwiesØ k Λ, ne izmenØ¸tsØ.

(2). Levye vektornye harakteristiki, otveqa¸wie neizmenØemoæ qasti spektra, sohranØ¸tsØ. Izmenenie pravyh vektornyh harakteristik opredelØetsØ sledu¸wim obrazom.

Esli Λ_1, X_1 – pravaØ bloqnaØ para puqka D(λ), svØzannaØ s neizmenØemoæ qast~¸ spektra, to Λ_1, ^X_1 = X_1 − XΓ est~ pravaØ bloqnaØ para

a) puqka ^D_1(λ) pri Γ = (αI − Λ)Z^H BX_1(αI − Λ_1)^{−1}; b) puqka ^D_2(λ) pri Γ = Λ^{−1}(I − α^{−1}Λ)Z^H BX_1Λ_1(I − αΛ_2)^{−1}.

Obosnovanie sdelannyh utverßdeniæ provoditsØ po tomu ße planu, qto i v sposobe Hotelinga.

*Isqerpyvanie po sposobu Vilandta ne trebuet znaniØ levogo bloqnogo sobstvennogo vektora.

METODY I ALGORITMY 91

Glava 3. Spektral~nye zadaqi dlØ polinomial~nyh matric

Glava posvØwena opisani¸ algoritmov rexeniØ spektral~- nyh zadaq polinomial~nyh matric proizvol~noæ celoæ stepeni.

V §§3.1–3.2 rassmatriva¸tsØ algoritmy (ΔW -1 algoritm i ZW algoritm) tak nazyvaemogo rangovogo seqeniØ i ih svoæstva. PrivodØtsØ algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh matric i nekotoryh vspomogatel~nyh zadaq algebry, baziru¸wihsØ na algoritmah rangovogo seqeniØ.

V §3.3 privoditsØ algoritm rexeniØ nekotoryh spektral~nyh zadaq polinomial~noæ matricy. V otliqie ot ΔW -1 i ZW algoritmov, osnovannyh na ispol~zovanii unimodulØrnyh matric, v algoritme §3.3 ispol~zu¸tsØ tol~ko ortogonal~nye matricy.

V §3.4 privedeno kratkoe opisanie principov postroeniØ izvestnyh algoritmov rexeniØ problemy sobstvennyh znaqeniæ regulØrnoæ polinomial~noæ matricy.

V §3.5 rassmotreny algoritmy vyqisleniØ strukturnyh indeksov koneqnogo sobstvennogo znaqeniØ, vyqisleniØ pol¸snonulevoæ struktury na beskoneqnosti.

V §3.6 rassmotrena zadaqa isqerpyvaniØ izvestnyh spektral~nyh harakteristik polinomial~noæ matricy.

§3.1. ΔW -1 razloßenie i ego svoæstva

3.1.1. Algoritm ΔW -1 razloßeniØ [3, 7, 222].

DlØ polinomial~noæ m×n matricy D(λ) ranga ρ stepeni s ¿ 1 rassmotrim razloßenie vida D(λ)W (λ) = [ Δ(λ), O ] . (3.1.1)

Zdes~ W (λ) – unimodulØrnaØ n×n matrica, O – nulevaØ m×(n−ρ) matrica, Δ(λ) – polinomial~naØ m × ρ matrica stepeni ne vyxe s polnogo stolbcovogo ranga. Koneqnyæ spektr Δ(λ) sovpadaet s koneqnym spektrom D(λ) v toqke beskoneqnost~ net osobennosti tipa nul~. Vse levye spektral~nye harakteristiki Δ(λ) i

D(λ) odinakovy. Razloßenie (3.1.1) v dal~neæxem budem nazy-

vat~ ΔW -1 razloßeniem.

Niße predlagaetsØ algoritm ΔW -1 razloßeniØ (ΔW -1 algoritm). Rassmotrim dve versii ΔW -1 algoritma bloqnu¸ i skalØrnu¸. V obeih versiØh vyqislØetsØ koneqnaØ posledovatel~- nost~ polinomial~nyh matric D_0(λ) = D(λ), D_1(λ), . . . , D_l(λ),

92 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde D_{k+1}(λ) = D_k(λ)W_{k+1}(λ) = C^{k+1}_0 + λC^{k+1}_1 + · · ·+ λ^sC^{k+1}_s , D_l(λ) =

[Δ(λ), O], W_{k+1}(λ) – unimodulØrnaØ matrica. Otliqa¸tsØ ver-

sii algoritma postroeniem unimodulØrnoæ matricy W_{k+1}(λ) i realizacieæ umnoßeniØ D_k(λ)W_{k+1}(λ), k = 0, . . . , l − 1. Opixem tipiqnyæ (pervyæ) xag kaßdoæ iz versiæ.

V bloqnoæ versii ΔW -1 algoritma perehod ot D_0(λ) k D_1(λ) osuwestvlØetsØ vypolneniem sledu¸wih operaciæ.

(1) FormiruetsØ vspomogatel~naØ matrica M_1. Esli sredi stolbcov kofffficienta C_s pri starxeæ stepeni λ v D_0(λ) net nulevyh, to M_1 = C_s. V protivnom sluqae sleduet perestavit~ stolbcy v kofffficientah* C_q, q = s, . . . , 1, 0 tak, qtoby

C_s = [ C_{s1}, O] (qerez C_{s1} oboznaqeny nenulevye stolbcy C_s, ih

qislo t_1), C_q := [C_{q1}, C_{q2}], q = s − 1, . . . , 0. Zdes~ C_{q1} i C_{q2} bloki

C_q sootvetstvenno razmerov m × t_1, m × (n − t_1).

Esli C_{s−1,2} ne imeet nulevyh stolbcov, to

M_1 = [ C_{s1}, C_{s−1,2} ] . V protivnom sluqae sleduet perestavit~ stolbcy v kofffficientah C_q, q = s − 1, . . . , 0 tak, qtoby C_{s−1,2} = [ C_{s−1,2}, O] (qerez C_{s−1,2} oboznaqeny nenulevye stolbcy C_{s−1,2}; ih qislo t_2);

C_q := [C_{q2}, C_{q3}]. Bloki C_{q2} i C_{q3} ime¸t sootvetstvennye razmery

m × t_2 i m × (n − δ_2), gde δ_k :=^k ∑ i=1 t_i.

Esli C_{s−2,3} ne imeet nulevyh stolbcov, to

M_1 = [ C_{s1}, C_{s−1,2}, C_{s−2,3} ] . V protivnom sluqae process obrazovaniØ M_1 moßet byt~ prodolßen i zakanqivaetsØ na xage p 6 s + 1, kogda budet postroena

m × n matrica M_1 vida

M_1 = [ C_{s1}, C_{s−1,2}, . . . , C_{s+1−p,p} ] , sostoØwaØ iz blokov, ime¸wih razmery m × t_1, m × t_2, . . . ,

m × t_{s+2−p} i m × (n − δ_{p−1}). Pri p < s + 1 matrica M_1 imeet

vse n stolbcov nenulevymi; pri p = s + 1 sredi poslednih stolbcov M_1 mogut byt~ nulevye. V fftom sluqae vse kofffficienty preobrazuemogo matriqnogo polinoma ime¸t poslednimi nulevye stolbcy i razmery ego mogut byt~ umen~xeny vyqerkivaniem nulevyh stolbcov. Razmery vnov~ poluqennogo matriqnogo

*Odnoæ i toæ ße bukvoæ oboznaqa¸tsØ matricy do i posle perestanovki stolbcov.

METODY I ALGORITMY 93 polinoma oboznaqim m × n_1. Matrica M_1 budet

M_1 = [ C_{s1} t_1 , C_{s−1,2} t_2 , . . . , C_{s+1−p,p} t_p ] . (2) NahoditsØ bazis T_1 nul~-prostranstva matricy M_1 ranga

r_1.

Esli r_1 = n, t.e. M_1 imeet polnyæ stolbcovyæ rang, to Δ(λ) =

D(λ), tak kak D(λ) – matrica polnogo stolbcovogo ranga.

(3) Pri r_1 < n bazis T_1 preobrazuetsØ k vidu

L_1 =

... O_{..} . ∗ ... . . . . . . . . . ∗ = [ L_{11} L_{21} ] ≡ [ l_1, . . ., l_{n−r1} ]

levoæ trapeceidal~noæ matricy s nenulevoæ diagonal~¸. Zametim, qto perestroæka T_1 v bazis, ime¸wiæ formu L_1, ne vsegda vozmoßna. DlØ fftogo trebuetsØ, qtoby glavnyæ minor porØdka

n − r_1 matricy T_1 byl otliqen ot nulØ. V fftom sluqae dlØ pre-

obrazovaniØ T_1 v formu L_1 sleduet umnoßit~ T_1 sprava na ortogonal~nu¸ matricu (cepoqku ploskih vraweniæ ili otraßeniæ), privodØwu¸ T_1 k vidu L_1.

Esli glavnyæ minor porØdka n−r_1 matricy T_1 raven nul¸, to postroenie matricy L_1, stolbcy kotoroæ soderßat bazis nul~- prostranstva matricy M_1 (no ne isqerpyva¸tsØ im), budet osuwestvlØt~sØ sledu¸wim obrazom. Matrica T_1 umnoßaetsØ sprava na ortogonal~nu¸ matricu taku¸, qto T_1 privoditsØ k levoæ trapecevidnoæ matrice bez perestanovok strok. Esli pri fftom v preobrazuemoæ matrice vstretitsØ veduwaØ stroka s nomerom i nulevoæ dliny, to ffta stroka vyqerkivaetsØ. Sootvetstvu¸wiæ stolbec v L_1 zamenØetsØ stolbcom ediniqnoæ matricy

e_i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)^T tak, qtoby diagonal~nyæ fflement (i, i)

byl raven edinice. Privedenie k levoæ trapecevidnoæ matrice prodolßaetsØ s preobrazuemoæ matriceæ men~xih razmerov (s vyqerknutoæ strokoæ). V rezul~tate budet postroena levaØ trapecevidnaØ matrica (oboznaqim ee po-preßnemu L_1), qislo stolbcov h_1 kotoroæ budet ne men~xe n − r_1. Stolbcy fftoæ matricy soderßat bazis nul~-prostranstva matricy M_1 i, byt~ moßet, stolbcy ediniqnoæ matricy, priqina naliqiØ kotoryh opisana vyxe.

94 V. N. KUBLANOVSKA˚

V dal~neæxem izloßenii budem sqitat~, qto L_1 imeet n − r_1 stolbcov. Vse privedennye vyxe rassußdeniØ osta¸tsØ v sile, esli qislo h_1 stolbcov L_1 bol~xe n − r_1, tol~ko vs¸du n − r_1 nado zamenit~ na qislo h_1, sootvetstvenno izmeniv i matricu

I_{r1} na I_{n−r1} .

Matrica L_1 zapisyvaetsØ v bloqnom vide.

Esli δ_{k−1} 6 n_1 − r_1, δ_k ¿ n_1 − r_1 pri k 6 p − 1, to L_1 imeet vid

L_1 = t_1{ t_2{ . . t_k{ . . t_p{

L_{11} L_{21} L_{22} O . . . . ... L_{k1} L_{k2} L_{kk} . . . . . . L_{p1} L_{p2} . . . L_{pk} t_1 t_2 t_k

.

Zdes~ δ_k :=^k ∑ i=1 t_i; L_{ii} (i = 1, . . . , k − 1) – neosobennye levye tre-

ugol~nye matricy porØdka t_i, L_{kk} – levaØ trapecevidnaØ matrica polnogo stolbcovogo ranga razmerov t_k × (n_1 − r_1 − δ_{k−1}).

Esli δ_{k−1} 6 n_1 − r_1, δ_k > n_1 − r_1 tol~ko pri k ≡ p, to L_1 imeet sledu¸wiæ vid

L_1 =

L_{11} L_{21} L_{22} O . . . . ... L_{p−1,1} L_{p−1,2} . . . L_{p−1,p−1} L_{p1} L_{p2} . . . L_{p,p−1} L_{pp} t_1 t_2 t_{p−1} t_p

.

(4) StroitsØ unimodulØrnaØ matrica W^{(1)}(λ) porØdka n_1, kotoraØ v zavisimosti ot sootnoxeniØ qisel n_1 − r_1 i δ_{k−1} budet imet~ sledu¸wie vidy:

1) Esli δ_{k−1} 6 n_1 − r_1, δ_k > n_1 − r_1 pri nekotoryh k 6 p − 1

METODY I ALGORITMY 95 (gde k est~ qislo blokov v L_1), to

W^{(1)}(λ) =

L_{11} λL_{21} L_{22} . . . . ... L_{kk} . . . . . . λ^{p−1}L_{p1} λ^{p−2}L_{p2} . . . λ^{p−k}L_{pk} I_{r1}

.

2) Esli δ_{p−1} 6 n_1 − r_1, δ_p ¿ n_1 − r_1 (k = p), to

W^{(1)}(λ) =

L_{11} λL_{21} L_{22} . . . . ... . . . . L_{p−1,p−1} λ^{p−1}L_{p1} λ^{p−2}L_{p2} . . . λL_{p,p−1} L_{pp} I_{r1} .

Zdes~ L_{ii}, i = 1, . . . , p − 1 – levye treugol~nye neosobennye matricy porØdka t_i, L_{pp} – matrica razmerov t_p × [(n_1 − r_1) − δ_{p−1}] s nenulevoæ diagonal~¸.

(5) OsuwestvlØetsØ perehod k matriqnomu polinomu D_1(λ)

D_1(λ) = D_0(λ)θ_1W_1(λ) = C^1_0 + λC^1_1 + · · · + λ^sC^1_s ,

gde θ_1 – rezul~tiru¸waØ matrica perestanovok pervogo xaga,

W_1(λ) – unimodulØrnaØ matrica:

W_1(λ) = { W^{(1)}(λ), esli n = n_1

block diag { W^{(1)}(λ), I_{n−n1} } , esli n > n_1 . Operacii (1)-(5) algoritma vypolnØ¸tsØ do teh por, poka na nekotorom xage l + 1 matrica M_{l+1} budet imet~ polnyæ stolbcovyæ rang. V rezul~tate vypolneniØ l xagov poluqim iskomoe ΔW -1 razloßenie

D_l(λ) = D(λ)W (λ) = [ Δ(λ), O ] . Zdes~ W (λ) =^l ∏ k=1 θ_kW_k(λ) – unimodulØrnaØ n × n matrica, O –

nulevaØ m×(n−ρ) matrica, Δ(λ) – polinomial~naØ m×ρ matrica polnogo stolbcovogo ranga.

V skalØrnoæ versii algoritma ΔW -1 osuwestvlØetsØ perehod ot D_0(λ) k D_1(λ) v rezul~tate vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

96 V. N. KUBLANOVSKA˚

(1) Matriqnyæ polinom D_0(λ) zapisyvaetsØ v vide polinomial~noæ matricy razmerov m × n, stolbcy A_k(λ) (k = 1, . . . , n) kotoroæ sut~ vektornye polinomy, raspoloßennye v porØdke nevozrastaniØ stepeneæ:

D_0(λ) := D_0(λ)θ_0 = [ A_1(λ), . . . , A_n(λ) ] . Zdes~ A_k(λ) = λ^{mk} a_{mk} + · · · + a_{0k} – vektornyæ polinom; θ_0 – matrica perestanovok, obespeqiva¸waØ vypolnenie sootnoxeniæ

s = m_1 ¿ m_2 ¿ . . . ¿ m_n. Oboznaqim qerez M_1 vspomogatel~nu¸

postoØnnu¸ matricu, sostavlennu¸ iz kofffficientov pri starxih stepenØh λ v polinomial~nyh stolbcah matricy D_0(λ), tak qto M_1 = [ a_{m1} , a_{m2} , . . . , a_{mn} ] . (2) VyqislØetsØ bazis T_1 pravogo nul~-prostranstva matricy

M_1.

(3) Matrica T_1 preobrazuetsØ k vidu levoæ trapeceidal~noæ matricy L_1 razmerov m × h_1, (h_1 ¿ n_1 − r_1, r_1 = rank M_1) s nenulevoæ glavnoæ diagonal~¸. Postroenie L_1 osuwestvlØetsØ tak ße, kak v bloqnoæ versii algoritma. Niße dlØ opredelennosti sqitaem h_1 = n_1 − r_1.

(4) SostavlØetsØ unimodulØrnaØ matrica ^W_1(λ) vida

~W_1(λ) := W^{(1)}(λ) =

= l_{11} λ^{s21} l_{21} l_{22} λ^{s31} l_{31} λ^{s32} l_{32} l_{33} . . . . . . ... . . . . . . l_{n−r1 ,n−r1} . . . . . . . . λ^{sn1} l_{n1} λ^{sn2} l_{n2} λ^{sn3} l_{n3} . . . λ^{sn,n−r1} l_{n,n−r1} I_{r1}

.

Zdes~ s_{ij} = m_j − m_i, j = 1, . . . , n − r_1, i = j + 1, . . . , n.

(5) OsuwestvlØetsØ perehod k matrice D_1(λ)

D_0(λ)W_1(λ) ≡ D_1(λ), gde W_1(λ) = θ_0^W_1(λ), W_1(λ) = { W^{(1)}(λ), esli n = n_1

block diag{W^{(1)}(λ), I_{n−n1} }, esli n_1 < n.

Operacii (1)-(5) povtorØt~ do teh por, poka ne budet postroena matrica M_{l+1} polnogo stolbcovogo ranga. Pri fftom matrica

D_l(λ) = D(λ)W (λ) = [Δ(λ), O] ØvlØetsØ iskomoæ.

METODY I ALGORITMY 97

3.1.2. Obosnovanie ΔW -1 algoritma.

Pereædem k obosnovani¸ ΔW -1 algoritma. Snaqala pokaßem, qto matriqnyæ polinom D_l(λ), ime¸wiæ matricu M_{l+1} polnogo stolbcovogo ranga, moßet byt~ postroen za koneqnoe qislo l xagov ΔW -1 algoritma i imeet stepen~ ne vyxe s, t.e. stepeni ishodnogo matriqnogo polinoma D(λ).

Deæstvitel~no, vybor unimodulØrnoæ matricy W^{(1)}(λ) v forme levoæ treugol~noæ ukazannogo vyxe vida ne uveliqivaet stepen~ preobrazuemoæ λ-matricy, tak qto stepen~ Δ_l(λ) ne vyxe s. Dalee na kaßdom xage t algoritma zanulØ¸tsØ (n_t − r_t) > 0 vektorov, ØvlØ¸wihsØ kofffficientami pri starxih stepenØh λ v polinomial~nyh stolbcah preobrazuemoæ matricy D_{t−1}(λ),

t = 1, . . . , l + 1. Sledovatel~no, qerez koneqnoe qislo xagov k v

rezul~tiru¸weæ matrice s neobhodimost~¸ poØvØtsØ nulevye stolbcy i ee razmer n_{k−1} moßno budet umen~xit~ vyqerkivaniem nulevyh stolbcov, tak qto n_k < n_{k−1}. S drugoæ storony, matricy D_t(λ) i D_{t−1}(λ) ime¸t, po kraæneæ mere, r_t odinakovyh polinomial~nyh stolbcov, u kotoryh vektornye kofffficienty pri starxih stepenØh lineæno nezavisimye meßdu soboæ. Pofftomu vsegda vypolnØetsØ sootnoxenie r_{t+1} ¿ r_t. Sledovatel~- no, raznosti (n_t − r_t) dolßny umen~xat~sØ qerez koneqnoe qislo xagov algoritma za sqet ubyvaniØ n_t i (ili) za sqet vozrastaniØ r_t, tak qto na nekotorom xage poluqim n_{l+1} − r_{l+1} = 0, qto i dokazyvaet koneqnost~ algoritma.

Dalee ustanovim, qto rezul~tiru¸waØ matrica Δ(λ) a) ØvlØetsØ matriceæ polnogo stolbcovogo ranga; b) ne imeet osobennosti tipa nul~ na beskoneqnosti. DlØ fftogo zapixem Δ(λ) v vide matriqnogo polinoma

Δ(λ) = [ C_{s1}, 0, . . ., 0 ] λ^s + [ C_{s−1,1}, C_{s−1,2}, 0, . . ., 0 ] λ^{s−1} + · · · + + [ C_{s−p+2,1}, . . . , C_{s−p+2,p−1}, 0 ] λ^{s−p+2}+ + [ C_{s−p+1,1}, C_{s−p+1,2}, . . ., C_{s−p+1,p} ] λ^{s−p+1}+ + [ C_{s−p,1}, C_{s−p,2}, . . ., C_{s−p,p} ] λ^{s−p} + · · · + [ C_{01}, C_{02}, . . . , C_{0p} ] i zametim, qto po postroeni¸ matrica M_{l+1} = [C_{s1}, C_{s−1,2}, . . . ,

C_{s−p+1,p}] imeet polnyæ stolbcovyæ rang.

Utverßdenie a) dokaßem ot protivnogo. Dopustim, suwestvuet vektornyæ polinom q(λ) = x_tλ^t+. . .+x_0 stepeni t (x_t ≠ 0) takoæ, qto Δ(λ)q(λ) = 0 pri l¸bom λ. Dokaßem, qto q(λ) ≡ 0. DlØ fftogo pri naxem predpoloßenii dostatoqno ustanovit~, qto kofffficient x_t pri starxeæ stepeni q(λ) est~ nulevoæ vektor. Zapixem

98 V. N. KUBLANOVSKA˚ kaßdyæ kofffficient x_k v bloqnom vide (v sootvetstvii s razbieniem kofffficientov v Δ(λ)): x_k = (x_{k1}, x_{k2}, . . . , x_{kp})^B k = 0, . . . t. Imeem

Δ(λ)q(λ) = 0 = λ^{s+t} [ C_{s1}x_{t1} ] + λ^{s+t−1} [ C_{s−1,1}x_{t1} + C_{s−1,2}x_{t2} +C_{s1}x_{t−1,1} ] + λ^{s+t−2} [ (C_{s−2,1}x_{t1} + C_{s−2,2}x_{t2} + C_{s−2,3}x_{t3}) +(C_{s−1,1}x_{t−1,1} + C_{s−1,2}x_{t−1,2}) + C_{s1}x_{t−2,2} ] + . . . +λ^{s+t−k} [ (C_{s−k,1}x_{t1} + C_{s−k,2}x_{t2} + · · · + C_{s−k,k+1}x_{t,k+1}) +(C_{s−k+1,1}x_{t−1,1} + C_{s−k+1,2}x_{t−1,2} + · · · + C_{s−k+1,k}x_{t−1,k}) + · · · + (C_{s−2,1}x_{t−k+2,1} + C_{s−2,2}x_{t−k+2,2} + C_{s−2,3}x_{t−k+2}) +(C_{s−1,1}x_{t−k+1,1} + C_{s−1,2}x_{t−k+1,2}) + (C_{s1}x_{t−k,1}) ] + · · · = 0. Ots¸da sleduet, qto kofffficienty pri stepenØh λ^{s+t−k} (k =

0, . . . , p − 1) ravny nul¸, tak qto s uqetom lineænoæ nezavisi-

mosti stolbcov matricy M_{l+1} poluqim

x_{t1} = 0

x_{t2} = x_{t−1,1} = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . x_{tp} = x_{t−1,p−1} = . . . = x_{t−p+1,1} = 0. Sledovatel~no, vektornyæ kofffficient x_t v q(λ) est~ nulevoæ. Protivoreqie dokazyvaet utverßdenie a).

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ b) rassmotrim matriqnyæ polinom

Δ(μ) = μ^sΔ ( 1 μ ) = μ^sC_0 + · · · + C_s,

zapisav ego v vide matricy Δ(μ) = [A_1(μ), . . . , A_ρ(μ)], gde A_k(μ) =

μ^{−mk} μ^s[μ^{mk} a_{0k} + · · · + a_{mk} ] – stolbec s nomerom k. Pri fftom sqi-

taem s ≡ m_1 ¿ m_2 ¿ . . . ¿ m_ρ ¿ 0. Oqevidno, Δ(μ) imeet tot ße stolbcovyæ rang ρ, qto i Δ(λ). Pust~ σ = (σ_1, . . . , σ_ρ),

0 6 σ1 6 . . . 6 σρ nabor stepeneæ fflementarnyh deliteleæ, so-

otvetstvu¸wih nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ matricy Δ(μ). Mul~tiindeks (σ_1 −s, . . . , σ_ρ −s) harakterizuet pol¸sno nulevu¸ strukturu matricy Δ(λ) na beskoneqnosti. Ots¸da dlØ dokazatel~stva b) dostatoqno ustanovit~, qto maksimal~naØ stepen~ σ_ρ fflementarnogo delitelØ μ^{σρ} matricy Δ(μ) ne bol~xe s. Zapixem

METODY I ALGORITMY 99

Δ(μ) v vide

Δ(μ) = { μ^{s−m1} [ a_{m1} + μ(. . . ) ] + μ^{s−m2} [ a_{m2} + μ(. . . ) ] + · · · + + μ^{s−mρ} [ a_{mρ} + μ(. . . ) ]} = {[ a_{m1} + μ(. . . ) ] , [ a_{m2} + μ(. . . ) ] , . . . , [ a_{mρ} + μ(. . . ) ]} diag { 1, μ^{s−m2} , . . . , μ^{s−mρ} } ≡ B(μ)Σ(μ), (3.1.2)

gde oboznaqeno B(μ) = {[ a_{m1} + μ(. . . ) ] , . . . , [ a_{mρ} + μ(. . . ) ]} Σ(μ) = diag { 1, μ^{s−m2} , . . . , μ^{s−mρ} } . Zdes~ B(μ) – polinomial~naØ m × ρ matrica polnogo stolbcovogo ranga, qto sleduet iz oqevidnogo ravenstva B(0) = M_{l+1} =

[a_{m1} , . . . , a_{mρ} ] s uqetom togo, qto M_{l+1} imeet rang ρ.

Dostroim m×ρ matricu M_{l+1} do kvadratnoæ neosobennoæ m×m matricy. Pust~ ffto budet

Y_{l+1} = [ M_{l+1}, Q_2 ] , gde Q_2 est~ m × (m − ρ) matrica, stolbcy kotoroæ obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva matricy M_{l+1}. Togda, matrica

^B(μ) = [ B(μ), Q_2] budet regulØrnoæ. Zapixem Δ(μ) v vide

Δ(μ) = B(μ)Σ(μ) = [ B(μ), Q_2 ] [ Σ(μ) 0 ] = ^B(μ) [ Σ(μ) 0 ] . Poslednee ravenstvo est~ forma Smita dlØ Δ(μ) v toqke μ =

0, tak kak po postroeni¸ ^B(0) = Y_{l+1} – neosobennaØ matrica,

Σ(μ) – diagonal~naØ matrica, u kotoroæ kaßdyæ posledu¸wiæ

diagonal~nyæ fflement delitsØ na predyduwiæ. Iz opredeleniØ kanoniqeskoæ formy Smita i iz (3.1.2) sleduet, qto Δ(μ) imeet sobstvennoe znaqenie μ = 0 so strukturnymi indeksami σ_k =

s − m_k k = 1, . . . , ρ priqem m_1 = s ¿ m_2 ¿ . . . ¿ m_ρ ¿ 0. Ots¸da

σ_ρ = s − m_ρ 6 s. Utverßdenie b) dokazano.

3.1.3. Geometriqeskie svoæstva ΔW -algoritma..

1. ΔW -1 razloßenie m × n ranga ρ polinomial~noæ matricy D(λ) pozvolØet nahodit~ unimodulØrnyæ bazis W_0(λ) nul~- prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ D(λ) i ego unimodulØrnoe dopolnenie W_1(λ) do vsego vektornogo prostranstva

C^n [λ] nad kol~com skalØrnyh polinomov. Drugimi slovami, ΔW -

1 razloßenie realizuet rangovoe seqenie prostranstva C^n [λ], v kotorom deæstvuet operator D(λ).

100 V. N. KUBLANOVSKA˚

Deæstvitel~no, primenØØ ΔW -1 razloßenie k D(λ) poluqim D(λ)W (λ) = [ Δ(λ), O ] , gde O – nulevaØ n × (n − ρ) matrica. Togda stolbcy blokov W1(λ)

i W_0(λ), sostavlennyh iz pervyh ρ i poslednih n − ρ stolbcov unimodulØrnoæ matricy W (λ) dadut iskomye bazisy. V dal~- neæxem bloqnoe predstavlenie W (λ) = [W_1(λ), W_0(λ)] budem nazyvat~ rangovym seqeniem W (λ).

2. Pust~ polinomial~nye matricy M_1(λ), M_2(λ) opredelØ¸t vloßenie podprostranstv

C^n [λ] ⊇ M1(λ) ⊇ M2(λ).

ΔW -1 razloßenie, posledovatel~no primenennoe snaqala k matrice M^H_1 (λ):

M^H_1 (λ)W_1(λ) = [ Δ_1(λ), O ] , W_1(λ) = [ W_{11}(λ), W_{01}(λ) ] , zatem k matrice M^H_3 (λ) ≡ [W_{01}(λ), M_2(λ)]^H :

M^H_3 (λ)W_2(λ) = [ Δ_2(λ), O ] , W_2(λ) = [ W_{13}(λ), W_{03}(λ) ] pozvolØet nahodit~ W_{03}(λ) – bazis unimodulØrnogo dopolneniØ podprostranstva M_2(λ) do podprostranstva M_1(λ).

Spravedlivost~ utverßdeniØ vytekaet iz svoæstva 1. 3. ΔW -1 razloßenie pozvolØet nahodit~ unimodulØrnyæ bazis W_0(λ) pereseqeniØ nul~-prostranstv iz pravyh polinomial~- nyh rexeniæ matric A_1(λ), . . . , A_k(λ) sootvetstvenno razmerov m × n_1, . . . , m × n_k.

Deæstvitel~no, primenØØ ΔW -1 razloßenie k matrice A(λ) =

[A_1(λ, . . . , A_k(λ)]^B , imeem A(λ)W (λ) = [Δ(λ), O] (W (λ) = [W_1(λ), W_0(λ)]). Zdes~ W_0(λ) – poslednie stolbcy unimodulØrnoæ ma-

tricy W (λ) obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva matri-

cy A(λ), kotoryæ sovpadaet s iskomym bazisom.

4. ΔW -1 razloßenie, pozvolØ¸wee nahodit~ unimodulØrnye matricy W_1(μ) i W_2(μ), osuwestvlØet preobrazovanie proizvol~nogo puqka D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ) polinomial~nyh matric (po kraæneæ mere, odna iz kotoryh imeet nepolnyæ rang) v ffkvivalentnyæ puqok kvazitreugol~noæ formy

W^H_2 (μ)D(λ, μ)W_1(μ) = [ D_{11}(λ, μ) D_{12}(λ, μ) O D22(λ, μ) ] .

METODY I ALGORITMY 101 DlØ opredelennosti sqitaem X(μ) = N_c[A(μ)] ≠ ∅. Togda v kaqestve unimodulØrnyh matric W_1(μ) i W_2(μ) preobrazovaniØ moßno vzØt~ matricy, osuwestvlØ¸wie ΔW -1 razloßenie matric

X^H (μ) i [B(μ)X(μ)]^H , imenno

X^H (μ)W_1(μ) = [ Δ_1(μ), O_1 ] , [ B(μ)X(μ) ]_H W_2(μ) = [ Δ_2(μ), O_2 ] . Qerez O_i oboznaqeny nulevye matricy, razmery kotoryh opredelØ¸tsØ razmerami nul~-prostranstv iz pravyh polinomial~- nyh rexeniæ matric X^H (μ) i (B(μ)X(μ))^H sootvetstvenno. 3.1.4. Rasqetnye formuly ΔW -1 algoritma.

Niße privodØtsØ formuly, poleznye pri realizacii ΔW - 1 algoritma na �VM. Tak vypolnenie operacii (5) algoritma, osuwestvlØ¸weæ perehod ot matricy D_{t−1}(λ) k matrice

D_t(λ) (t = 1, . . . , l), moßno realizovat~ kak vyqislenie kofff-

ficientov matriqnogo polinoma D_t(λ) = Γ_t(λ)~W_t(λ) po kofffficientam matriqnogo polinoma Γ_t(λ) ≡ D_{t−1}(λ)θ_{t−1}. Analogiqno dlØ vyqisleniØ rezul~tiru¸weæ unimodulØrnoæ matricy W (λ) razloßeniØ (3.1.1) perehod ot xaga t − 1 k xagu t moßno realizovat~ kak vyqislenie kofffficientov matriqnogo polinoma W_t(λ) = B_t(λ)~W_t(λ) po kofffficientam matriqnogo polinoma

B_t(λ) = W_{t−1}(λ)θ_{t−1} t = 1, . . . , l, W_0 = I.

Pust~ izvestny kofffficienty matriqnyh polinomov

Γ_t(λ) = D_{t−1}(λ)θ_{t−1} = λ^sC_s + · · · + C_0,

B_t(λ) = W_{t−1}(λ)θ_{t−1} = λ^αω_α + · · · + ω_0.

Po postroeni¸ oni ime¸t sledu¸wee bloqnoe razbienie ω_α . . ω_1 ω_0 = ω_{α1} ω_{α2} . . . ω_{αp} ω_{αz} . . . . . . . . ω_{11} ω_{12} . . . ω_{1p} ω_{1z} ω_{01} ω_{02} . . . ω_{0p} ω_{0z} t_1 t_2 t_p n − δ_ρ .

C_s C_{s−1} . . . C_{s−p+1} . . . C_0 =

C_{s1} C_{s−1,1} C_{s−1,2} O . . . . . . ... C_{s−p+1,1} C_{s−p+1,2} . . . C_{s−p+1,p} O . . . . . . . . . . . . C_{01} C_{02} . . . C_{0p} O t_1 t_2 t_p

102 V. N. KUBLANOVSKA˚

Zdes~^p ∑ i=1 t_i ≡ δ_p moßet izmenØt~sØ ot 1 do s + 1. UnimodulØrnu¸

matricu ~W_t(λ), obrazovannu¸ na xage t algoritma, zapixem v vide

~W_t(λ) =

L_{11} . . λL_{21} L_{22} . . . . . . . . . . . . . . ... . . λ^{k−1}L_{k1} λ^{k−2}L_{k2} . . . L_{kk} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ^{p−1}L_{p1} λ^{p−2}L_{p2} . . . λ^{p−k}L_{pk} . . I_{n−ht}

.

Zdes~ qislo k opredelØetsØ iz usloviØ odnovremennogo vypolneniØ dvuh neravenstv δ_{k−1} 6 h_t, δ_k > h_t i moßet menØt~sØ ot 1 do p. Matriqnye polinomy D_t(λ) i W_t(λ), poluqennye posle vypolneniØ operacii (5) algoritma, vyqislØ- ¸tsØ po formulam

D_t(λ) = D_{t−1}(λ)θ_{t−1} ~W_t(λ) = C^t_0 + · · · + λ^sC^t_s

W_t(λ) = W_{t−1}(λ)θ_{t−1} ~W_t(λ) = ω^t_0 + · · · + λ^β ω^t_p,

gde β = α + p − 1.

DlØ zapisi rasqetnyh formul v kompaktnom vide vvedem sledu¸wie vspomogatel~nye nulevye matricy

C_{s−q,ξ} = 0 dlØ l¸bogo ξ > q + 1 pri q = 0, . . . , s, ξ = 1, . . . , p

C_{i,ξ} = 0 dlØ l¸bogo i < 0, ξ = 1, . . ., p

ω_{i,ξ} = 0 dlØ l¸bogo i < 0 i l¸bogo i > α pri ξ = 1, . . ., p.

Togda imeem C^t_{s−q} = [^p∑ j=1 C_{s−q−(j−1),j}L_{j1}; p∑ j=2 C_{s−q−(j−2),j}L_{j2}; . . . ; p∑ j=k C_{s−q−(j−k),j}L_{jk}; ^C_{s−q} ( Ot_{In−ht}^{) ]}_,

METODY I ALGORITMY 103 gde ^C_{s−q} ≡ [ C_{s−q,1}; C_{s−q,2}; . . . ; C_{s−q,p}; O_{m×(n−nt)} ] (q = 0, . . . , s); O_t –

nulevaØ matrica razmerov h_t × (n − h_t); ω^t_{β−q} = [^p∑ j=1 ω_{β−q−(j−1),j}L_{j1}; p∑ j=2 ω_{β−q−(j−2),j}L_{j2}; . . . ; p∑ j=k ω_{β−q−(j−k),j}L_{jk}; ^ω_{β−q} ( Ot_{In−ht}^{) ]}_, gde ^ω_{β−q} ≡ [ ω_{β−q,1}; ω_{β−q,2}; . . . ; ω_{β−q,p} ] (q = 0, . . . , β). Privedennye vyxe rasqetnye formuly verny dlØ k = 1, . . . , p;

p = 1, . . . , s + 1; s – l¸boe celoe qislo.

Zameqanie. V zavisimosti ot sootnoxeniæ qisel k, p i s l¸boæ xag algoritma moßet izmenit~ razmery i stepen~ preobrazuemogo matriqnogo polinoma.

Esli k = 1 6 p, to v kofffficiente pri starxeæ stepeni λ preobrazuemogo polinoma uveliqivaetsØ qislo nulevyh stolbcov.

Esli 1 < k 6 p 6 s + 1, to stepen~ preobrazuemogo matriqnogo polinoma umen~xaetsØ, po kraæneæ mere, na edinicu. Pri fftom, esli p = s+1, v preobrazuemom matriqnom polinome poØvlØ¸tsØ nulevye stolbcy, tak qto ego razmery mogut byt~ umen~xeny. 3.1.5. Primenenie ΔW -1 algoritma k rexeni¸ spektral~nyh zadaq singulØrnoæ polinomial~noæ matricy.

Pust~

D(λ) = C_sλ^s + · · · + C_0

est~ m × n matrica ranga ρ. Pokaßem, kak ΔW -1 algoritm primenit~ k rexeni¸ nekotoryh spektral~nyh zadaq D(λ). 3.1.5.1. Vydelenie regulØrnoæ qasti.

DlØ vydeleniØ regulØrnoæ qasti singulØrnoæ matricy D(λ) sleduet naæti ΔW -1 razloßenie posledovatel~no dlØ dvuh polinomial~nyh matric

D(λ)W_1(λ) = [ Δ_1(λ), O ] (3.1.3) i Δ^T_1 (λ)W_2(λ) = [ Δ_2(λ), O ] . (3.1.4)

Zdes~ W_1(λ) i W_2(λ) – unimodulØrnye matricy, osuwestvlØ¸- wie ΔW -1 razloßenie sootvetstvenno D(λ) i Δ^T_1 (λ); Δ_2(λ) – regulØrnaØ porØdka ρ matrica, spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym spektrom D(λ), tak qto Δ^T_2 (λ) est~ iskomaØ regulØrnaØ qast~ D(λ).

104 V. N. KUBLANOVSKA˚

Zametim, qto dlØ vydeleniØ regulØrnoæ qasti iz D(λ) ne trebuetsØ znat~ zaranee rang ρ matricy D(λ), a takße vyqislØt~ rezul~tiru¸wie unimodulØrnye matricy W_1(λ) i W_2(λ). 3.1.5.2. Vyqislenie minimal~nyh bazisov iz polinomial~- nyh rexeniæ.

Vyqislenie minimal~nyh bazisov iz pravyh i levyh polinomial~nyh rexeniæ D(λ) osuwestvlØetsØ v dva fftapa.

Na pervom fftape vyqislØ¸tsØ unimodulØrnye matricy W_1(λ) i W_2(λ) razloßeniæ (3.1.3) i (3.1.4).

Pust~ W_1(λ) = [W_{11}(λ), W_{10}(λ)] i W_2(λ) = [W_{21}(λ), W_{20}(λ)]. Togda stolbcy W_{10}(λ) i stroki W^T_{20}(λ) obrazu¸t bazisy pravogo i levogo nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ D(λ).

Na vtorom fftape bazisy W_{10}(λ) i W_{20}(λ) perestraiva¸tsØ v minimal~nye bazisy nul~-prostranstv D(λ) iz polinomial~nyh rexeniæ. �to moßno sdelat~, isqerpav iz W_{10}(λ) i W_{20}(λ) sobstvennye znaqeniØ. Tak kak W_{10}(λ) i W_{20}(λ) sostavleny iz stolbcov unimodulØrnyh matric, to oni ne ime¸t koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ, tak qto dlØ postroeniØ minimal~nyh bazisov dostatoqno isqerpat~ tol~ko osobennosti tipa nul~ na beskoneqnosti, esli oni ime¸tsØ. DlØ fftogo sleduet k matricam W_{10}(λ) i W_{20}(λ) primenit~ ΔW -1 algoritm. Imeem

W_{10}(λ)^W_1(λ) = ^W_{10}(λ); W_{20}(λ)^W_2(λ) = ^W_{20}(λ). (3.1.5)

Zdes~ ^W_1(λ) i ^W_2(λ) – unimodulØrnye matricy sootvetstvenno porØdkov n − ρ i m − ρ, osuwestvlØ¸wie ΔW – razloßenie matric W_{10}(λ) i W_{20}(λ). Po svoæstvam ΔW -1 razloßeniæ iz ravenstv (3.1.5) sleduet, qto stolbcy matricy ^W_{10}(λ) i stroki matricy ^W^T_{20}(λ) obrazu¸t iskomye minimal~nye bazisy nul~- prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ D(λ).

Zameqanie. Vtoroæ fftap vyqisleniØ minimal~nogo bazisa iz polinomial~nyh rexeniæ matricy D(λ) moßno rassmatrivat~ kak algoritm perestroæki unimodulØrnogo bazisa v minimal~- nyæ.

3.1.6. Postroenie minimal~nogo bazisa l¸bogo podprostranstva iz polinomial~nyh vektorov.

Pust~ x_1(λ), . . . , x_ρ(λ) – nekotoryæ bazis podprostranstva

X(λ) v prostranstve C^n [λ].

DlØ perestroæki zadannogo bazisa v minimal~nyæ vypolnØ- ¸tsØ sledu¸wie operacii.

METODY I ALGORITMY 105 (1) FormiruetsØ polinomial~naØ n × ρ matrica

P (λ) = [ x_1(λ), . . . , x_ρ(λ) ] , stolbcami kotoroæ ØvlØ¸tsØ vektory x_1(λ), . . . , x_ρ(λ).

(2) VyqislØetsØ unimodulØrnaØ matrica W (λ), osuwestvlØ- ¸waØ ΔW -1 razloßenie matricy P^T (λ):

P^T (λ)W (λ) = [ Δ(λ), O ] . (3.1.6)

Pust~ W (λ) = [W_1(λ), W_2(λ)] est~ rangovoe seqenie W (λ). (3) VyqislØetsØ unimodulØrnaØ matrica ~W (λ), osuwestvlØ- ¸waØ ΔW -1 razloßenie matricy W^T_0 (λ):

W^T_0 (λ)~W (λ) = [ Δ, O^].

Oboznaqim qerez ~W_0(λ) matricu, sostavlennu¸ iz poslednih ρ stolbcov matricy ~W (λ), obrazu¸wih bazis iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy W^T_0 (λ).

(4) VyqislØetsØ ΔW -1 razloßenie matricy ~W_0(λ):

~W_0(λ)^W (λ) = Δ_1(λ).

Togda stolbcy Δ_1(λ) obrazu¸t iskomyæ minimal~nyæ bazis.

DlØ obosnovaniØ algoritma snaqala pokaßem, qto stolbcy

~W_0(λ) obrazu¸t bazis X[λ], kotoryæ otliqaetsØ ot iskomogo mi-

nimal~nogo bazisa razve lix~ naliqiem u ~W_0(λ) v toqke λ = ∞ osobennosti tipa nul~.

Deæstvitel~no, transponiruØ ravenstvo (3.1.6), poluqim

W^T (λ)P (λ) = [ Δ^T (λ) O ] , tak qto W^T_0 (λ)P (λ) = 0, t.e. stolbcy P (λ) prinadleßat podprostranstvu, natØnutomu na stolbcy matricy ~W_0(λ). No dim ~W_0(λ) = ρ sovpada¸t s dim P (λ) = ρ. Ots¸da stolbcy

~W_0(λ) obrazu¸t bazis X(λ). Matrica ~W_0(λ), sostavlennaØ iz

stolbcov unimodulØrnoæ matricy, ne imeet koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ. Perestroæka bazisa ~W_0(λ) v minimal~nyæ osuwestvlØetsØ operacieæ (4), gde nahoditsØ n × ρ matrica Δ_1(λ), stolbcy kotoroæ (v silu zameqaniØ 3.1) obrazu¸t iskomyæ minimall~nyæ bazis podprostranstva X(λ).

106 V. N. KUBLANOVSKA˚

Zameqanie. Algoritm moßet byt~ primenen k l¸boæ zadannoæ posledovatel~nosti polinomial~nyh vektorov, ne obØzatel~no lineæno nezavisimyh, dlØ vybora iz nih polinomial~nyh vektorov, lineæno nezavisimyh nad kol~com skalØrnyh polinomov s posledu¸weæ perestroækoæ v minimal~nyæ bazis podprostranstva, imi opredelØemogo. Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv ΔW -1 razloßeniØ. Tak v operacii (2) algoritma vyqislenie rangovogo seqeniØ ne nakladyvaet ograniqeniæ na matricu P (λ) (stolbcy ee mogut byt~ lineæno zavisimymi).

3.1.7. Preobrazovanie regulØrnoæ polinomial~noæ matricy k kvazitreugol~noæ forme.

Pust~ D(λ) est~ n × n regulØrnaØ polinomial~naØ matrica (v qastnosti, D(λ) est~ regulØrnaØ qast~ singulØrnoæ polinomial~noæ matricy). Zadaqa sostoit v primenenii ΔW -1 algoritma dlØ preobrazovaniØ D(λ) k ffkvivalentnoæ eæ matrice kvazitreugol~noæ formy (v qastnosti, treugol~noæ). �to pozvolit vyqislenie koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ D(λ) svesti k vyqisleni¸ sobstvennyh znaqeniæ neskol~kih matric, men~xih porØdkov. S fftoæ cel~¸ matricu D(λ) predstavim v bloqnom vide D(λ) = [ D_p(λ) D_q (λ) ] . Zdes~ D_p(λ) i D_q(λ) – matricy razmerov p × n i q × n (p + q = n), iz kotoryh, po kraæneæ mere, odna imeet stepen~ s. Dalee, naprimer, k D_p(λ) primenim ΔW -1 algoritm. Imeem

D_p(λ)W_p(λ) = [ Δ_p(λ), O ] , gde po postroeni¸ Δ_p(λ) est~ p×ρ polnogo stolbcovogo ranga matrica stepeni ne vyxe s, ne ime¸waØ beskoneqnogo sobstvennogo znaqeniØ. Pokaßem, qto Δ_p(λ) est~ regulØrnaØ matrica.

Deæstvitel~no, matrica D_p(λ) kak blok regulØrnoæ matricy

D(λ) imeet p lineæno nezavisimyh strok. Togda ρ – rang D_p(λ) ne

bol~xe p. Pokaßem, qto ρ = p. DlØ fftogo predstavim v bloqnom vide matricu

D(λ)W_p (λ) = [ D_p(λ) W_p(λ) D_q (λ) W_q(λ) ] = [ Δ_{pp}(λ) O Δ_{qp}(λ)

Δ_{qq}(λ) ]

p q }p }q . Zdes~ O – nulevoæ p × q blok; Δ_{pp}(λ) i Δ_{qq}(λ) – bloki p × p i q × q, sootvetstvenno. Dokazatel~stvo provodim ot protivnogo.

METODY I ALGORITMY 107 Pust~ ρ < p. Togda p − ρ poslednih stolbcov matricy Δ_{pp}(λ) dolßny byt~ nulevymi, tak qto det Δ_{pp}(λ) ≡ 0 pri l¸bom λ, qto nevozmoßno, ibo

det D(λ) = det Δ_{pp}(λ) det Δ_{qq}(λ),

a D(λ) po uslovi¸ regulØrnaØ matrica. Protivoreqie dokazyvaet, qto ρ = p, t.e. Δ_{pp}(λ) = Δ_p(λ) est~ regulØrnaØ matrica.

Odnovremenno zadaqu vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ dlØ ishodnoæ regulØrnoæ n × n matricy sveli k analogiqnoæ zadaqe dlØ dvuh regulØrnyh matric Δ_{pp}(λ) i Δ_{qq}(λ) razmerov p×p i q×q sootvetstvenno. Pri neobhodimosti razbienie Δ_{pp}(λ) i Δ_{qq}(λ) na bloki men~xih razmerov moßno prodolßit~.

Esli poloßit~ p = n − 1, q = 1, to v rezul~tate pervogo xaga algoritma vydelim blok Δ_{11}(λ) razmerov 1×1, kotoryæ est~ skalØrnyæ polinom stepeni t (0 6 t 6 ns). Korni Δ_{11}(λ) = 0 sovpada¸t s sobstvennymi znaqeniØmi D(λ). Dal~neæxee vydelenie skalØrnyh polinomov, korni kotoryh ØvlØ¸tsØ odnovremenno sobstvennymi znaqeniØmi D(λ), moßno prodolßit~, primenØØ algoritm k Δ_p(λ) i t.d.

Zameqanie. Pri razbienii D(λ) na bloki Dp(λ) i Dq (λ) my ne nakladyvali nikakih ograniqeniæ na p i q (krome p+q = n). Pri proizvol~nom razbienii moßet sluqit~sØ, qto D_p(λ) ne imeet koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ. V fftom sluqae Δ_{pp}(λ) est~ postoØnnaØ neosobennaØ matrica. Stepen~ t matricy Δ_{qq}(λ) budet opredelØt~sØ iz sootnoxeniØ qt + 0 · p = ns. HotØ porØdok Δ_{qq} (λ) umen~xitsØ, ego stepen~ uveliqitsØ, tak kak qislo sobstvennyh znaqeniæ ishodnoæ matricy, ravnoe ns, sovpadaet v rassmatrivaemom sluqae s qislom sobstvennyh znaqeniæ Δ_{qq}(λ).

Ots¸da sleduet, qto razbienie ishodnoæ matricy D(λ), na

D_p(λ) i D_q (λ) budet celesoobraznym, esli kaßdyæ iz nih budet

imet~ koneqnye spektry. �tot fakt zaranee predvidet~ trudno. On ustanavlivaetsØ v processe ΔW -1 faktorizacii D_p(λ) (ili

D_q (λ)). V qastnom sluqae, pri p = 1, q = n − 1 Δ_{pp}(λ) = Δ_{11}(λ)

budet skalØrnym mnogoqlenom, otliqnym ot const tol~ko v tom sluqae, esli vse komponenty vektora-stroki, kotorym ØvlØetsØ

D_p(λ) = D_1(λ), budut imet~ netrivial~nyæ obwiæ naibol~xiæ

delitel~.

Drugoæ kraæniæ sluqaæ razbieniØ p = n − 1, q = 1 dast matricu Δ_{qq}(λ) = Δ_{11}(λ), sovpada¸wu¸ so skalØrnym mnogoqlenom stepeni ns, tol~ko v tom sluqae, esli D_p(λ) = D_{n−1}(λ) ne budet imet~ koneqnogo spektra.

108 V. N. KUBLANOVSKA˚

V obwem sluqae qisla p i q svØzany sootnoxeniem pt_p + qt_q = ns, gde t_p i t_q – stepeni matric Δ_{pp}(λ) i Δ_{qq}(λ) sootvetstvenno.

Opisannyæ algoritm moßno rassmatrivat~ kak algoritm privedeniØ regulØrnoæ matricy k ffkvivalentnoæ eæ treugol~noæ polinomial~noæ matrice

D(λ)W_1(λ)W_2(λ) . . . W_{n−1}(λ) = d_{11}(λ) d_{21}(λ) d_{22}(λ) . . . . ... d_{n,1}(λ) d_{n,2}(λ) . . . d_{n,n}(λ) .

Zdes~ W_k(λ) =

[_{I 0} 0 ^W_k(λ) ] – unimodulØrnaØ matrica, blok ^W_k(λ) kotoroæ osuwestvlØet ΔW -1 razloßenie polinomial~noæ matri-

cy-stroki iz fflementov preobrazuemoæ matricy, stoØwih v poziciØh (k, k), (k, k + 1), . . . , (k, n). Koneqnyæ spektr matricy D(λ) est~ ob¨edinenie korneæ skalØrnyh polinomov d_{11}(λ), . . . , d_{nn}(λ).

3.1.8. Obrawenie polinomial~nyh matric.

Niße rassmatriva¸tsØ obraweniØ polinomial~nyh matric, obratnye dlØ kotoryh takße ØvlØ¸tsØ polinomial~nymi matricami.

3.1.8.1. Obrawenie unimodulØrnoæ matricy.

DlØ obraweniØ unimodulØrnoæ matricy U (λ) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) NahoditsØ ΔW -1 razloßenie matricy U (λ)

U (λ)W (λ) = Δ(λ) = Δ.

Zdes~ W (λ) – unimodulØrnaØ matrica, osuwestvlØ¸waØ ΔW -1 razloßenie matricy U (λ); Δ(λ) ≡ Δ – postoØnnaØ neosobennaØ matrica, tak kak po svoæstvam ΔW -1 algoritma ona ne imeet koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ i osobennosti tipa nul~ na beskoneqnosti.

(2) NahoditsØ matrica Δ^{−1}. (3) VyqislØetsØ iskomaØ matrica

U^{−1}(λ) = W (λ)Δ^{−1}.

3.1.8.2. Vyqislenie levoæ obratnoæ matricy.

Pust~ V (λ) est~ n × t polinomial~naØ matrica polnogo stolbcovogo ranga, ne ime¸waØ koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ. DlØ

METODY I ALGORITMY 109 vyqisleniØ levoæ obratnoæ matricy V^{−1}_l (λ) (V^{−1}_l (λ)V (λ) = I) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) NahoditsØ ΔW -1 razloßenie matricy V^T (λ)

V^T (λ)W (λ) = [ Δ(λ), O ] . Zdes~ matrica Δ(λ) est~ t × t unimodulØrnaØ, qto sleduet iz svoæstv ΔW -1 razloßeniØ; W (λ) = [W_1(λ), W_0(λ)] – rangovoe seqenie W (λ).

(2) VyqislØetsØ unimodulØrnaØ matrica Δ^{−1}(λ). (3) VyqislØetsØ iskomaØ matrica

V^{−1}_l (λ) ≡ Δ^{−T} (λ)W^T_1 (λ).

Spravedlivost~ ustanavlivaetsØ neposredstvennoæ proverkoæ.

§3.2. ZW -razloßenie i ego svoæstva [7]

3.2.1. Algoritm ZW -razloßeniØ.

DlØ polinomial~noæ m×n matricy D(λ) ranga ρ stepeni s ¿ 1 rassmotrim razloßenie vida θD(λ)W (λ) = [ Z_0(λ), O ] . (3.2.1)

Zdes~ O – nulevaØ m × (n − ρ) matrica; Z_0(λ) – polinomial~naØ

m × ρ matrica ranga ρ, ime¸waØ sledu¸wee stroenie:

Z_0(λ) =

p_1(λ) z_{21}(λ) p_2(λ) . . ... . . . . . . p_{N1−1}(λ) . . ... . . . . . . . . . λ^lp_{Nl} (λ) . . ... . . . . . . . . . . . . λ^lp_{Nl+1 −1}(λ) z_{m1}(λ) z_{m2}(λ) . . . z_{m,N1 −1}(λ) . . . z_{m,Nl} (λ) . . . z_{m,Nl+1 −1}(λ) (3.2.2) Stolbcy Z_0(λ) moßno razbit~ na (l + 1) gruppu* s qislom N_{j+1} −

N_j ¿ 0 stolbcov v j-oæ gruppe (j = 0, 1, . . . , l) N_0 = 1 i fflementami

*Esli λ = 0 ne ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem D(λ), to Z0(λ) imeet tol~ko odnu stolbcovu¸ gruppu s nomerom j = 0.

110 V. N. KUBLANOVSKA˚

z_{pq} (λ) vida: z_{pq} (λ) = 0 pri p < q; z_{pq}(λ) = λ^j ^z_{pq} (λ) pri p > q, gde ^z_{pq} (λ) – skalØrnyæ polinom, ne delØwiæsØ na λ; ^z_{qq} (λ) ≡ p_q(λ) = τ_q∑ t=0 λ^tp^{(t)}_q pri p = q. Pri fftom vypolnØ¸tsØ neravenstva

p^{(0)}_{Nj} ¿ p^{(0)}_{Nj+1} ¿ · · · ¿ p^{(0)}_{Nj+1 −1}; (3.2.3)

θ – matrica perestanovok; W (λ) – unimodulØrnaØ matrica, kotoraØ est~ proizvedenie fflementarnyh ortogonal~nyh matric ploskih vraweniæ T_{ij} i fflementarnyh matric vida I + λ ^V_{ij} , gde

^V_{ij} otliqaetsØ ot nulevoæ matricy skalØrom α_{ij} ≠ 0 v pozicii (i, j). Razloßenie (3.2.1) v dal~neæxem budem nazyvat~ ZW – razloßeniem. Niße predlagaetsØ algoritm ZW -razloßeniØ (ZW - algoritm). V osnove algoritma leßit sledu¸waØ lemma.

Lemma 3.1. L¸boæ vektor-stroka a(λ), komponenty kotorogo skalØrnye polinomy, s pomow~¸ umnoßeniØ sprava na cepoqki matric T_{ij} i V_{ij} moßet byt~ preobrazovan v vektor (ρ(λ), 0, . . . , 0), kollinearnyæ vektoru (1, 0, . . . , 0). Pri fftom kofffficient pri naimen~xeæ stepeni λ sohranØet svo¸ dlinu.

Dokazatel~stvo. Bez umaleniØ obwnosti vse komponenty v ishodnom vektore sqitaem polinomami odnoæ stepeni ot λ, vvodØ pri neobhodimosti nulevye kofffficienty.

Pust~ a(λ) = ( p^{(k)}_1 (λ), . . . , p^{(k)}_n (λ) ) , p^{(k)}_i (λ) = a^k_i λ^k + · · · + a^0_i ,

i = 1, . . . , n. Perehod ot a(λ) k (ρ(λ), 0, . . . , 0) sostoit iz koneqnogo

qisla xagov. Kaßdyæ xag ponißaet na edinicu stepen~ preobrazuemogo vektora.

Opixem tipiqnyæ (pervyæ) xag. Zanulenie kofffficientov a^k_i ,

i = n, . . . , 2 provoditsØ s pomow~¸ umnoßeniØ sprava na cepoqku

matric vraweniØ T_{n−1,n}, . . . ,T_{12}. V rezul~tate poluqim a(λ) 2∏ i=n T_{i−1,i} 3∏ i=n T_{i−1,i} = ( p^k_1(λ), p^{k−1}_2 (λ), p^{k−2}_3 (λ), . . . , p^{k−2}_n (λ) ) . (3.2.4)

Xag zakanqivaetsØ vyravnivaniem stepeneæ polinomov u preobrazuemogo vektora (3.2.4) i osuwestvlØetsØ umnoßeniem ego sprava na matricu V_{21}(λ), gde α_{21} = −a^k_1 / a^{k−1}_2 . V rezul~tate polu-

qaem vektor ( p^{k−1}_1 (λ), . . . , p^{k−1}_n (λ) ) . Process zakanqivaetsØ, kogda

METODY I ALGORITMY 111 preobrazuemyæ vektor primet vid ( ρ(λ), 0, . . . , 0 ) . DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy zapixem ishodnyæ vektor a(λ) v vide a(λ) = ( a^k_1, . . . , a^k_n ) λ^k + ( a^{k−1}_1 , . . . , a^{k−1}_n ) λ^{k−1} + · · · + ( a^{n1}_1 , . . . , a^{n1}_n ) λ^{n1} , gde n_1 ¿ 0. Umnoßenie a(λ) na ortogonal~nu¸ matricu T_{ij} ne menØet dlin vektorov (a^t_1, . . . , a^t_n), t = k, . . . , n. Neposredstvennoæ proverkoæ ustanavlivaetsØ*, qto umnoßenie a(λ) na matricu V_{ij}(λ) sohranØet takße dlinu vektora (a^{n1}_1 , . . . , a^{n1}_n ), stoØwego pri naimen~xeæ stepeni λ.

Rassmotrim algoritm ZW -razloßeniØ. DlØ fftogo opixem process obrazovaniØ gruppy s nomerom j, predpolagaØ, qto gruppy s nomerami q < j uße postroeny, t.e. poluqena matrica

A(λ) ≡ ... O ∗ . . . . . . . .B(λ) . Zdes~ O – nulevaØ matrica; zvezdoqkoæ ∗ oboznaqena matrica, s toqnost~¸ do perestanovok strok sostavlennaØ iz stolbcov

grupp s nomerami q = 0, . . . , j − 1 matricy Z_0; B(λ) =^{τj} ∑ i=n_j λ^iA_i – polinomial~naØ matrica, podleßawaØ preobrazovani¸.

Vyqislenie stolbcov gruppy s nomerom q = j sostoit iz r_j xagov, gde r_j – rang A_{nj} , stoØweæ pri naimen~xeæ stepeni λ v matriqnom polinome B(λ).

Rassmotrim tipiqnyæ (pervyæ) xag. Sredi strok matricy

A_{nj} vybiraetsØ nomer stroki, ime¸weæ maksimal~nu¸ dlinu, i

delaetsØ perestanovka strok preobrazuemoæ matricy A(λ) tak, qtoby stroka s vybrannym nomerom byla veduweæ dlØ B(λ). Posle fftogo s pomow~¸ algoritma, opisannogo v lemme, veduwaØ stroka B(λ) privoditsØ k trebuemomu vidu ( ρ(λ), 0, . . . , 0 ) . Na fftom zakanqivaetsØ obrazovanie pervogo stolbca iz gruppy s nomerom q = j. DlØ obrazovaniØ sledu¸wih 2, 3, . . . , r_j stolbcov fftoæ gruppy postupaem analogiqnym obrazom, berØ na kaßdom xage v kaqestve B(λ) matricu, kotoraØ poluqaetsØ vyqerkivaniem iz preobrazuemoæ matricy pervoæ stroki i pervogo stolbca.

*�to svoæstvo budet ispol~zovano pri vybore matricy perestanovok v algoritme ZW – razloßeniØ, obespeqiva¸wego vypolnenie neravenstv (3.2.3).

112 V. N. KUBLANOVSKA˚ Process obrazovaniØ gruppy s nomerom q = j zakanqivaetsØ na xage r_j + 1, kogda | | | |A_{nj} | | | |_∞ = 0.

DlØ obrazovaniØ stolbcov matricy Z_0(λ), prinadleßawih

gruppe q = j + 1, ishodnoæ ØvlØetsØ matrica B(λ) =^j ∑ i=n_{j+1} λ^iA_i,

poluqennaØ na xage r_j +1, i process provoditsØ analogiqno. Postroenie matricy Z_0(λ) vida (3.2.2) zakanqivaetsØ, kogda B(λ) est~ nulevaØ matrica.

3.2.2. Svoæstva ZW -razloßeniØ.

1^0. ZW -razloßenie m × n ranga ρ polinomial~noæ matricy D(λ) pozvolØet nahodit~ unimodulØrnyæ bazis W_0(λ) nul~- prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ D(λ) i ego unimodulØrnoe dopolnenie W_1(λ) do vsego vektornogo prostranstva

C^n [λ]. Drugimi slovami, ZW -razloßenie realizuet rangovoe se-

qenie prostranstva C^n [λ], v kotorom deæstvuet operator D(λ).

Deæstvitel~no, primeniv ZW -razloßenie D(λ), poluqim θD(λ)W (λ) = [ Z_0(λ), O ] , gde O – nulevaØ n × (n − ρ) matrica. Togda stolbcy blokov W1(λ)

i W_0(λ), sostavlennyh iz pervyh ρ i poslednih (n − ρ) stolbcov unimodulØrnoæ matricy W (λ) dadut iskomye bazisy. Bloqnoe predstavlenie W (λ) = [ W_1(λ), W_0(λ) ] budem nazyvat~ rangovym seqeniem W (λ).

2^0. Pust~ polinomial~nye matricy M_1(λ) i M_2(λ) opredelØ¸t vloßenie podprostranstv

C^n [λ] ⊇ M1(λ) ⊇ M2(λ).

ZW -razloßenie, posledovatel~no primenennoe snaqala k matrice M^H_1 (λ):

θ_1M^H_1 (λ)W^{(1)}(λ) = [ Z_{01}(λ), O ] W^{(1)}(λ) = [ W_{11}(λ), W_{01}(λ) ] , zatem k matrice M^H_3 (λ) = [ W_{01}(λ), M_2(λ) ]_H : θ_3M_3(λ)W^{(3)}(λ) = [ Z_{03}(λ), O ] W^{(3)}(λ) = [ W_{13}(λ), W_{03}(λ) ] pozvolØet nahodit~ W_{03}(λ) – bazis unimodulØrnogo dopolneniØ podprostranstva M_2(λ) do podprostranstva M_1(λ).

3^0. ZW -razloßenie, primenennoe k matrice A(λ) =^[A1(λ), . . . , Ak(λ)^{]B}

METODY I ALGORITMY 113 (gde A_i(λ) est~ m × n_i polinomial~naØ matrica), pozvolØet nahodit~ unimodulØrnyæ bazis pereseqeniØ nul~-prostranstv iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matric A_1(λ), . . . , A_k(λ).

4^0. ZW -razloßenie pozvolØet nahodit~ unimodulØrnye matricy W_1(μ) i W_2(μ), osuwestvlØ¸wie preobrazovanie proizvol~nogo puqka D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ) polinomial~nyh matric (iz kotoryh, po kraæneæ mere, odna imeet nepolnyæ rang) v ffkvivalentnyæ puqok kvazitreugol~noæ for- my: W^H_2 (μ)D(λ, μ)W_1(μ) = [ D_{11}(λ, μ) D_{12}(λ, μ) O D22(λ, μ) ] . V kaqestve matric W_1(μ) i W_2(μ) nado vzØt~ unimodulØrnye matricy, osuwestvlØ¸wie ZW -razloßenie sootvetstvenno matric

X^H (μ) i [B(μ)X(μ)]^H , gde X(μ) – matrica, stolbcy kotoroæ obra-

zu¸t nul~-prostranstvo iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy A(μ).

Pereqislennye vyxe 1^0–4^0 svoæstva ØvlØ¸tsØ sledstviem ZW -algoritma, kak algoritma rangovogo seqeniØ prostranstva, v kotorom deæstvuet operator D(λ). Oni identiqny svoæstvam ΔW -1 algoritma iz 3.1.3 i dokazyva¸tsØ analogiqno.

5^0. Sobstvennye znaqeniØ matricy D(λ) ØvlØ¸tsØ kornØmi skalØrnyh polinomov, kotorye sut~ diagonal~nye fflementy matricy Z_0(λ). Pri fftom, esli Z_0(λ) est~ treugol~naØ matrica, to koneqnye spektry matric D(λ) i Z_0(λ) sovpada¸t.

6^0. Strukturnye indeksy D(λ), sootvetstvu¸wie ee koneqnomu sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗, sovpada¸t so strukturnymi indeksami, sootvetstvu¸wimi tomu ße sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗ matricy Z_0(λ).

7^0. Qislo stolbcov (N_{j+1} − N_j ) matricy Z_0(λ) iz gruppy j sovpada¸t s qislom fflementarnyh deliteleæ stepeni j, sootvetstvu¸wih nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ matricy D(λ).

Spravedlivost~ svoæstv 5^0, 6^0 sleduet iz ffkvivalentnosti matric D(λ) i Z(λ) ≡ [Z_0(λ), O] v razloßenii (3.2.1).

Dokaßem svoæstvo 7^0. Po postroeni¸ fflementy Z_0(λ) ime¸t vid z_{iq} (λ) = λ^{nq} ^z_{iq}(λ) n_1 6 . . . 6 n_{Nl+1 −1}, 1 6 q 6 N_{l+1} − 1, q 6 i = n, (3.2.5)

114 V. N. KUBLANOVSKA˚

gde ^z_{iq}(λ) – polinom, ne delØwiæsØ na λ. S uqetom stroeniØ Z_0(λ) imeem

Z_0 ( 1, . . ., t 1, . . ., t ) = λ^{n1+···+nt} p_1(λ) . . . p_t(λ) ≡ λ^{lt} k_t(λ), (3.2.6)

gde l_t =^t ∑ j=1 n_j, k_t(λ) – polinom, ne delØwiæsØ na λ.

Pokaßem, qto l¸boæ drugoæ minor Z_0 (_{i1...it} η_1...η_t ) porØdka t de-

litsØ na λ^{lt} pri 1 6 η_1, 2 6 η_2, . . . , t 6 η_t. Deæstvitel~no, kaßdoe slagaemoe razloßeniØ Laplasa takogo minora imeet vid

z_{ξ1 η1} (λ)z_{ξ2 η2} (λ) . . . z_{ξtηt} (λ). (3.2.7)

V silu (3.2.5) vse fflementy stolbcov Z_0(λ) s nomerami ne men~- ximi γ (γ = 1, . . . , t) delØtsØ sootvetstvenno na λ^{nj} . Ots¸da

z_{ξ1 η1} (λ) delitsØ na λ^{n1} , z_{ξ2 η2} (λ) delitsØ na λ^{n2} , . . . , z_{ξtηt} (λ) de-

litsØ na λ^{nt} , tak qto kaßdoe slagaemoe vida (3.2.7) delitsØ na

λ^{n1+...+nt} ≡ λ^{lt} . Ots¸da ves~ minor delitsØ na λ^{lt} . Sledovatel~-

no, b_t(λ) – obwiæ naibol~xiæ delitel~ vseh minorov porØdka t matricy Z_0(λ) imeet vid b_t(λ) = λ^{lt} k_t(λ), gde k_t(λ) – polinom, ne delØwiæsØ na λ. Po opredeleni¸ deliteli otnoxeniØ b_t(λ) / b_{t−1}(λ) sut~ fflementarnye deliteli matricy Z_0(λ): b_t(λ) / b_{t−1}(λ) = λ^{lt −lt−1} k_t(λ) / k_{t−1}(λ) = λ^{nt} k_t(λ) / k_{t−1}(λ). UqityvaØ, qto pri N_j 6 t 6 N_{j+1} − 1 imeet mesto ravenstvo

λ^{nt} = λ^j, poluqim sledu¸wiæ nabor strukturnyh indeksov, so-

otvetstvu¸wih nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ Z_0(λ): S [ Z_0, 0 ] = { 0, . . . , 0 N_1 −N_0 , 1, . . . , 1 N_2 −N_1 , 2, . . . , 2 N_3−N_2 , . . . , l, . . . , l N_{l+1}−N_l , } . Ots¸da sleduet

σ^0 = { σ_{00}, σ_{10}, . . . , σ_{l0} } ≡ { N_1 − N_0, N_2 − N_1, . . . , N_{l+1} − N_l } , qto i dokazyvaet svoæstvo 7^0.

3.2.3. Primenenie ZW -algoritma k rexeni¸ spektral~nyh zadaq.

METODY I ALGORITMY 115

3.2.3.1. Vydelenie regulØrnoæ qasti.

Pust~ D(λ) – polinomial~naØ m × n matrica ranga ρ. DlØ vydeleniØ regulØrnoæ qasti iz D(λ) sleduet osuwestvit~ ZW - razloßenie posledovatel~no dvuh matric:

θ_1D(λ)W_1(λ) = [ Z_{01}(λ), O ] (3.2.8) i θ_2Z^T_{01}(λ)W_2(λ) = [ Z_{02}(λ), O ] . (3.2.9)

Polinomial~naØ matrica Z^T_{02}(λ) ØvlØetsØ regulØrnoæ qast~¸

D(λ) i ØvlØetsØ po postroeni¸ treugol~noæ porØdka ρ.

Deæstvitel~no, iz ravenstv (3.2.8) i (3.2.9) imeem

W^T_2 (λ)θ_1D(λ)W_1(λ)θ^T_2 = block diag { Z^T_{02}(λ), O_{(m−ρ)×(n−ρ)} } . (3.2.10)

Ots¸da sleduet spravedlivost~ utverßdeniØ.

Zametim, qto vydelenie regulØrnoæ qasti D(λ) ne trebuet ni vyqisleniØ unimodulØrnyh matric W_1(λ) i W_2(λ), ni predvaritel~nogo znaniØ ranga ρ ishodnoæ matricy D(λ).

3.2.3.2. Vyqislenie minimal~nyh bazisov.

Vyqislenie minimal~nyh bazisov iz levyh i pravyh polinomial~nyh rexeniæ D(λ) osuwestvlØetsØ v dva fftapa. Na pervom fftape vyqislØ¸tsØ unimodulØrnye matricy W_1(λ) i W_2(λ) razloßeniæ (3.2.8) i (3.2.9). Pust~ W_1(λ) = [W_{11}(λ), W_{10}(λ)],

W_2(λ) = [W_{21}(λ), W_{20}(λ)] sut~ rangovoe seqenie matric W_1(λ) i W_2(λ) sootvetstvenno, tak qto stolbcy W_{10}(λ) i stroki W_{20}(λ)

obrazu¸t bazisy pravogo i levogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ D(λ).

Na vtorom fftape bazisy W_{10}(λ) i W_{20}(λ) perestraiva¸tsØ v minimal~nye bazisy putem udaleniØ iz nih sobstvennyh znaqeniæ. UqityvaØ, qto W_{10}(λ) i W_{20}(λ) sostavleny iz stolbcov unimodulØrnyh matric, a sledovatel~no, ne ime¸t koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ, dlØ formirovaniØ minimal~nyh bazisov dostatoqno iz W_{10}(λ) i W_{20}(λ) udalit~ beskoneqnye sobstvennye znaqeniØ. �to moßno osuwestvit~, naprimer, primenØØ ΔW -1 algoritm k matricam W_{10}(λ) i W_{20}(λ). Tak, pust~

W_{10}(λ)^W_1(λ) = ^W_{10}(λ) i W_{20}(λ)^W_2(λ) = ^W_{20}(λ)

est~ ΔW -1 razloßeniØ fftih matric. Togda stolbcy ^W_{10}(λ) i stroki ^W^T_{20}(λ) dadut iskomye minimal~nye bazisy iz pravyh i levyh polinomial~nyh rexeniæ D(λ), sootvetstvenno.

116 V. N. KUBLANOVSKA˚

3.2.3.3. Vyqislenie koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ D(λ) i opredelenie ih strukturnyh indeksov.

Sqitaem D(λ) regulØrnoæ i Z_0(λ) – treugol~noæ matricami, tak kak v protivnom sluqae moßem iz D(λ) vydelit~ regulØrnu¸ qast~, ime¸wu¸, kak ustanovleno vyxe, treugol~nu¸ formu. Togda korni diagonal~nyh fflementov matricy Z_0(λ) da¸t ves~ koneqnyæ spektr matricy D(λ). Strukturnye indeksy, sootvetstvu¸wie sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗ matricy D(λ), sovpada¸t so strukturnymi indeksami, sootvetstvu¸wimi tomu ße sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗ matricy Z_0(λ). Ne umalØØ obwnosti,

λ_∗ moßno sqitat~ nulevym sobstvennym znaqeniem. V protivnom

sluqae v D(λ) delaem zamenu peremennyh λ := λ+λ_∗ . Po svoæstvu 4^0 ZW – razloßeniØ D(λ), stroenie matricy Z_0(λ) opredelØet strukturnye indeksy nulevogo sobstvennogo znaqeniØ, t.e. imeet mesto sootnoxenie { N_1 − N_0, N_2 − N_1, . . . , N_{l+1} − N_l } ≡ { σ_0, σ_1, . . . , σ_l } , gde σ_j – qislo strukturnyh indeksov, ravnyh j, sootvetstvu¸- wih nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ D(λ). Obrazuem matricu

^Z_0(λ) = Z_0(λ)diag {I_{σ00} , λ^{−1}I_{σ10} , . . . , λ^{−l}I_{σl0} }.

Oqevidno, ^Z_0(λ) ne imeet nulevogo sobstvennogo znaqeniØ: ni odna gruppa iz ee stolbcov s nomerom j (j = 0, . . . , l) ne soderßit mnoßitelem λ^j .

Na osnove skazannogo predlagaetsØ sledu¸wiæ algoritm vyqisleniØ strukturnyh indeksov.

(1) RealizuetsØ ZW -razloßenie D(λ) i opredelØ¸tsØ strukturnye indeksy toqki λ = 0.

(2) Esli λ = 0 est~ sobstvennoe znaqenie Z_0(λ), to formiruetsØ matrica ^Z_0(λ) putem isqerpyvaniØ nulevogo sobstvennogo znaqeniØ iz Z_0(λ).

(3) VyqislØetsØ ZW -razloßenie matricy ^Z^T_0 (λ):

θ ^Z^T_0 (λ)W (λ) = [ ^ Z_1(λ), O ] , gde ^Z_1(λ) – regulØrnaØ porØdka ρ treugol~naØ matrica stepeni

s_1 6 s, ne ime¸waØ nulevogo sobstvennogo znaqeniØ.

(4) NahodØtsØ korni diagonal~nyh fflementov matricy ^Z_1(λ). Pust~ oni pronumerovany v porØdke neubyvaniØ

0 < |λ_1| 6 |λ_2| 6 . . . 6 |λ_j | j 6 ρs_1.

METODY I ALGORITMY 117 (5) DelaetsØ zamena peremennyh λ := λ + λ_1 v matrice ^Z_1(λ) i vyqislØetsØ ZW -razloßenie poluqennoæ matricy ^Z_1(λ + λ_1) ≡

D_1(λ):

θ_1D_1(λ)W_1(λ) = Z^{(1)}_0 (λ).

Ispol~zuØ svoæstvo 4^0, opredelØ¸tsØ strukturnye indeksy sobstvennogo znaqeniØ λ = 0 matricy Z^{(1)}_0 (λ). �ti indeksy sovpada- ¸t s iskomymi strukturnymi indeksami sobstvennogo znaqeniØ

λ_1 matricy D(λ).

(6) StroitsØ polinomial~naØ matrica ^Z^{(1)}_0 (λ) putem isqerpyvaniØ nulevogo sobstvennogo znaqeniØ matricy Z^{(1)}_0 (λ). Pust~ λ^1_i sobstvennye znaqeniØ matricy ^Z^{(1)}_0 (λ), priqem 0 < |λ^1| 6 |λ^1_2| 6

. . . 6 |λ^1_{j−1}|, gde λ^1_{i1} = λ_{i+1} − λ_1.

Povtoreniem operaciæ (5) i (6) analogiqno provoditsØ opredelenie strukturnyh indeksov sobstvennyh znaqeniæ matricy

^Z^{(1)}_0 (λ).

3.2.3.4. Vyqislenie ßordanovyh cepoqek.

Pokaßem, kak naæti sobstvennye vektory i ßordanovy cepoqki vektorov, sootvetstvu¸wih vyqislennomu sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗ matricy D(λ). Ne umalØØ obwnosti, sqitaem λ_∗ = 0. DlØ vyqisleniØ iskomyh vektorov sleduet k D(λ) primenit~ ZW -algoritm θD(λ)W (λ) = [ Z_0(λ), O ] . (3.2.11)

Zapixem Z_0(λ) v bloqnom vide

Z_0(λ) =

Z_{11}(λ) Z_{21}(λ) λZ_{22}(λ) . . . . . . . . . . . . ... Z_{l1}(λ) Z_{l2}(λ) . . . λ^{l−1}Z_{ll} (λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Z_{p1}(λ) Z_{p2}(λ) . . . λ^{l−1}Z_{pl}(λ)

,

gde Z_{ii}, i = 1, . . . , l – levye treugol~nye porØdka ρ_i ≡ σ^0_{i−1} matricy, regulØrnye v toqke λ = 0. Zdes~ σ^0_{i−1} – qislo fflementarnyh deliteleæ D(λ) vida λ^{i−1}. Esli D(λ) imeet polnyæ stroqnyæ rang, to p = l. V protivnom sluqae Z_0(λ) – levaØ trapeceidal~- naØ matrica (p = l + 1). Oboznaqim W_j (λ) i Z_j (λ) (j = 1, . . . , n)

stolbcy matric W (λ) i Z_0(λ), sootvetstvenno, i pust~ t_i =^j ∑ k=1 ρ_k,

118 V. N. KUBLANOVSKA˚ t_0 = 0. Togda s toqnost~¸ do perestanovok strok iz (3.2.11) ime- em D(λ)W_i(λ) = λ^{j−1}Z_i(λ) t_{j−1} 6 i 6 t_j j = 0, . . . , l. �to ravenstvo (j − 1) raz prodifferenciruem, vyqisliv v toqke

λ = 0 proizvodnye do (j − 1) porØdka. Imeem

D(0)W_i(0) = 0

D^{(1)}(0)W_i(0) + D(0)W^{(1)}_i (0) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 (j − 2)!

D^{(j−2)}(0)W_i(0) + 1 (j − 3)!

D^{(j−3)}(0)

W^{(1)}_i (0) 1! + · · · + D(0)

W^{(j−2)}(0) (j − 2)! = 0 1 (j − 1)!

D^{(j−1)}(0)W_i(0) + 1 (j − 2)!

D^{(j−2)}(0)

W^{(1)}_i (0) 1! + · · · + D(0)

W^{(j−1)}(0) (j − 1)!

= Z_i(0) ≠ 0.

Oboznaqim x_{k+1} =^1_{k1} W^{(k)}_i (0), k = 0, 1, . . . , j − 1. Togda v novyh oboznaqeniØh poslednie ravenstva primut vid r∑ k=0 1 k! D^{(k)}(0)x_{r−k+1} = 0 r = 0, 1, . . . , j − 2 j−1∑ k=0 1 k! D^{(k)}(0)x_{j−k} ≠ 0.

Ots¸da vektory x_{k+1} =^1_{k!} W^{(k)}_i (0) k = 0, 1, . . . , j − 1 obrazu¸t pravye ßordanovy cepoqki dliny (j − 1), j = 2, . . . , l, sootvetstvu¸wie nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ matricy D(λ). Koliqestvo cepoqek dliny (j − 1) ravno ρ_j ≡ σ_{j−1,0}.

§3.3. DQ-razloßenie i ego svoæstva Niße rrassmatriva¸tsØ algoritmy postroeniØ minimal~nogo bazisa iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ polinomial~noæ matricy proizvol~noæ celoæ stepeni, otliqnye ot algoritmov, stroØwihsØ na baze ΔW -1 ili ZW razloßeniæ i ispol~zu¸wih

METODY I ALGORITMY 119 unimodulØrnye matricy. V osnove predlagaemyh v fftom paragrafe algoritmov leßit tak nazyvaemoe DQ razloßenie polinomial~noæ matricy, ne trebu¸wee primeneniæ unimodulØrnyh matric.

3.3.1. Algoritm DQ razloßeniØ.

DlØ polinomial~noæ m × n matricy

D(λ) = C_0 + λC_1 + · · · + λ^sC_s

stepeni s ¿ 1 ranga ρ rassmotrim razloßenie

D(λ) = D_1(λ)Q^T_0 , (3.3.1)

gde Q_0 est~ n × ρ postoØnnaØ matrica iz ortonormirovannyh stolbcov; D_1(λ) est~ m × ρ polinomial~naØ matrica stepeni s, ne ime¸waØ pravyh polinomial~nyh rexeniæ nulevoæ stepeni. Pravye nulevoæ stepeni rexeniØ D(λ) obrazu¸t bazis P_0 pravogo nul~-prostranstva postoØnnoæ matricy Q^T_0 . Vse levye vektornye i skalØrnye spektral~nye harakteristiki matric D(λ) i D_1(λ) identiqny, togda kak pravye vektornye harakteristiki (polinomial~nye rexeniØ i ßordanovy cepoqki) svØzany sootnoxeniØmi

x^{(1)} = Q^T_0 x x = Q_0x^{(1)}.

V dal~neæxem ravenstvo (3.3.1) budem nazyvat~ DQ razloßeniem matricy D(λ), a algoritm, ego realizu¸wiæ, DQ algoritmom. Posledniæ sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) Po kofffficientam D(λ) formiruetsØ postoØnnaØ (s+1)m× n matrica

D := [ C_0 C_1 . . . C_s ]_B . (2) NahoditsØ ΔW -0 razloßenie matricy D: DW = [ D_1, O ] , (3.3.2)

gde O – nulevaØ (s + 1)m × (n − r) matrica (r – rang D); D1 –

postoØnnaØ (s + 1)m × r matrica polnogo stolbcovogo ranga, W – ortogonal~naØ n × n matrica, bloqnoe razbienie* W = [Q_0, P_0] kotoroæ daet rangovoe seqenie: Q_0 = im D^H , P_0 = ker D.

*Zdes~ my otkaßemsØ ot prinØtogo vyxe oboznaqeniØ blokov matricy W , harakterizu¸wih ee rangovoe seqenie. Blok W1 oboznaqen kak Q0, blok

W_0 oboznaqen kak P_0.

120 V. N. KUBLANOVSKA˚

(3) Matrica D_1 zapisyvaetsØ v bloqnom vide

D_1 = [ C^1_0 , C^1_1 , . . . , C^1_s ]_B (s blokami C^1_k razmerov m × r) i eæ sopostavlØetsØ polinomial~naØ m × r matrica

D_1(λ) := C^1_0 + λC^1_1 + · · · + λ^sC^1_s ,

kotoraØ i ØvlØetsØ iskomoæ.

Deæstvitel~no, ravenstvo (3.3.2) moßno zapisat~ v ffkvivalentnom vide

D = D_1Q^T_0 . (3.3.3)

Oqevidno, (3.3.3) budet vypolnØt~sØ, esli vmesto postoØnnyh matric D i D_1 vzØt~ polinomial~nye matricy D(λ) i D_1(λ). Vse zakl¸qeniØ o svoæstvah DQ razloßeniØ sledu¸t iz ravenstv (3.3.1)–(3.3.2) i svoæstv ΔW -0 razloßeniØ.

3.3.2. Teoretiqeskie predposylki.

Rassmotrim teoretiqeskie predposylki, kotorye budut poloßeny v osnovu algoritmov postroeniØ bazisov nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ matricy D(λ) i perestroæki poslednih v minimal~nye bazisy.

Pust~

D_k(λ) = C^k_0 + λC^k_1 + · · · + λ^{s+k−1}C^k_{s+k−1}

est~ polinomial~naØ matrica stepeni s+k −1 razmerov m×r_{k−1}. Polinomial~noæ matrice D_k(λ) sopostavim postoØnnu¸ matricu

D_k = [ C^k_0 , C^k_1 , . . . , C^k_{s+k−1} ]_B razmerov (k + s)m × r_{k−1}. Analogiqno vvedem v rassmotrenie m ×

2r_{k−1} matricu ^D_k(λ) = [ C^k_0 , 0 ] + λ [ C^k_1 , C^k_0 ] + · · · + λ^{s+k−1} [ C^k_{s+k−1}, C^k_{s+k−2} ] + λ^{s+k} [ 0, C^k_{s+k−1} ] i matricu ^D_k = [ C^k_0 C^k_1 . . . C^k_{s+k−1} 0 0 C^k_0 . . . C^k_{s+k−2} C^k_{s+k−1} ]_B

razmerov (s + k)m × 2r_{k−1} ranga r_k.

METODY I ALGORITMY 121 Matricu ^D_k(λ) s pomow~¸ DQ faktorizacii predstavim v vide ^D_k(λ) = D_{k+1}(λ)Q^T_k , gde matriqnyæ polinom D_{k+1}(λ) =

C^{k+1}_0 +λC^{k+1}_1 +· · ·+λ^{s+k}C^{k+1}_{s+k} imeet stepen~ s+k i razmery m×r_k,

no ne imeet pravyh nulevoæ stepeni polinomial~nyh rexeniæ. Pravoe nul~-prostranstvo matricy Q^T_k sovpadaet s prostranstvom pravyh polinomial~nyh nulevoæ stepeni rexeniæ ^D_k(λ).

Postroenie ^D_k(λ) budem osuwestvlØt~ rekurrentno. Imenno, ishodØ iz ishodnoæ matricy D(λ) = C_0 + λC_1 + · · · + λ^sC_s ≡ ^D_0(λ), nahodim D_1(λ), primenØØ DQ razloßenie k ^D_0(λ):

^D_0(λ) = D_1(λ)Q^T_0 , D_1(λ) = C^1_0 + λC^1_1 + · · · + λ^sC^1_s .

Pust~ ^D_1(λ) = [ C^1_0 , 0 ] + λ [ C^1_1 , C^1_0 ] + · · · + λ^{s+1} [ 0, C^1_s ] imeet razmery

m × 2r_1, gde r_1 – rang matricy

^D_1 = [ C^1_0 C^1_1 . . . C^1_s 0 0 C^1_0 . . . C^1_{s−1} C^1_s ]_B

Analogiqno, znaØ kofffficienty D_k(λ) = C^k_0 + λC^k_1 + · · · +

λ^{s+k−1}C^k_{s+k−1}, nahodim matricu ^D_k(λ) = [ C^k_0 , 0 ] + λ [ C^k_1 , C^k_0 ] + · · · + λ^{s+k} [ 0, C^k_{s+k−1} ] , DQ razloßenie kotoroæ pozvolit naæti kofffficienty D_{k+1}(λ). Iz postroeniØ sleduet, qto razmery ^D_k(λ) est~

m × 2r_{k−1}, gde r_{k−1} est~ rang matricy ^D_{k−1}.

Sovokupnost~ nekotoryh polinomial~nyh rexeniæ odnoæ i toæ ße stepeni budem ob¨edinØt~ v tak nazyvaemoe bloqnoe polinomial~noe rexenie

P_t(λ) = X_0 + λX_1 + · · · + λ^tX_t,

kotoroe v kaqestve kofffficientov imeet matricy, tak qto kaßdyæ stolbec P_t(λ) est~ polinomial~noe rexenie D(λ).

Pust~ P_{tk} = X_{0k} +λX_{1k}+· · ·+λ^tX_{tk} – matrica s kofffficientami

X_{ik} razmerov 2r_{k−t−1} ×(2r_{k−1} −r_k). Zapixem kaßdu¸ matricu X_{ik}

v bloqnom vide X_{ik} = [ X_{ik}, X_{ik} ]_B , i = 0, . . . , t, gde X_{ik} – matrica, sostavlennaØ iz pervyh r_{k−t−1} strok matricy X_{ik}; X_{ik} – matrica, sostavlennaØ iz poslednih r_{k−t−1} strok matricy X_{ik}. Matricu P_{tk}(λ) zapixem takße v bloqnom vide P_{tk}(λ) = [ P_{tk}(λ), P_{tk}(λ) ]_B ,

122 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde P_{tk}(λ) = X_{0k} + λX_{1k} + · · · + λ^tX_{tk}; P_{tk}(λ) = X_{0k} + λX_{1k} + · · · + λ^tX_{tk}. Spravedlivy sledu¸wie svoæstva.

1^0. Esli P_{tk}(λ) est~ pravoe bloqnoe rexenie ^D_k(λ), to P_{tk}(λ) +

λP_{tk}(λ) est~ pravoe bloqnoe rexenie matricy D_k(λ).

2^0. L¸boe pravoe bloqnoe rexenie P_{tk}(λ) matricy ^D_k(λ) poroßdaet pravoe bloqnoe rexenie S_{tk}(λ) = Q^T_k P_{tk}(λ) matricy D_{k+1}(λ), i naoborot, l¸boe pravoe bloqnoe rexenie S_{tk}(λ) matricy D_{k+1}(λ) poroßdaet pravoe bloqnoe rexenie P_{tk}(λ) = Q_kS_{tk}(λ) matricy D_k(λ).

3^0. Esli P_{tk}(λ) = X_{0k} +λX_{1k} +· · ·+λ^tX_{tk}, t = 0, . . . , k−1 est~ pravoe bloqnoe polinomial~noe rexenie ^D_{k−t}(λ), to nenulevye stolbcy matricy Q_{k−t−1}[P_{tk}(λ) + λP_{tk}(λ)] ≡ P_{t+1,k}(λ) obrazu¸t pravoe bloqnoe polinomial~noe rexenie ^D_{k−t−1}(λ).

4^0. Qislo N fflementov bazisa iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ D(λ) sovpadaet s razmernost~¸ pravogo nul~-prostranstva postoØnnoæ matricy D(λ_∗), gde λ_∗ – l¸boe qislo, ne sovpada¸wee ni s odnim iz sobstvennyh znaqeniæ D(λ).

5^0. DlØ togo, qtoby vektornye polinomy x_1(λ), . . . , x_t(λ) byli lineæno nezavisimymi, dostatoqno, qtoby matrica S(λ) = [x_1(λ), . . . , x_t(λ)], stolbcami kotoroæ oni ØvlØ¸tsØ, poroßdala matricu S(λ_∗) polnogo stolbcovogo ranga, po kraæneæ mere, pri odnom fiksirovannom λ = λ_∗.

DlØ vyØvleniØ ranga S(λ_∗) moßno k S(λ_∗) primenit~ ΔW -0 razloßenie

S(λ_∗) = L_∗Q^T_∗ , (3.3.4)

gde L_∗ i Q_∗ – matricy polnogo ranga, sovpada¸wego s rangom

S(λ_∗); Q^T_∗ Q_∗ = I.

6^0. Stolbcy matricy ^S(λ) = S(λ)Q_∗, gde Q_∗ – matrica iz razloßeniØ (3.3.4), obrazu¸t lineæno nezavisimye polinomy.

7^0. Pust~ x_1(λ), . . . , x_t(λ) – lineæno nezavisimye vektornye polinomy nad kol~com skalØrnyh polinomov. DlØ togo, qtoby polinom x(λ) byl lineæno nezavisim ot polinomov x_1(λ), . . . , x_t(λ) dostatoqno, qtoby sistema lineænyh algebraiqeskih uravneniæ S(λ_∗)u = x(λ_∗), S(λ) ≡ [ x_1(λ), . . . , x_t(λ) ] byla nesovmestna, po kraæneæ mere, dlØ odnogo fiksirovannogo λ = λ_∗.

METODY I ALGORITMY 123

3.3.3. Vyqislenie polinomial~nyh rexeniæ.

Rassmotrim dva algoritma, pozvolØ¸wih nahodit~ polinomial~nye rexeniØ dlØ proizvol~noæ polinomial~noæ matricy

D(λ) v porØdke neubyvaniØ ih stepeneæ. Zatem opixem algoritm

perestroæki rexeniæ v minimal~nyæ bazis. V otliqie ot algoritmov, osnovannyh na ZW i ΔW faktorizaciØh, rassmatrivaemye niße algoritmy ne ispol~zu¸t unimodulØrnye matricy.

3.3.3.1. Pervyæ algoritm postroeniØ polinomial~nyh rexeniæ dlØ proizvol~noæ matricy D(λ) = C0 + λC1 + · · · + λ^sCs osnovan na ispol~zovanii DQ faktorizacii i sostoit iz dvuh fftapov.

Na pervom fftape stroitsØ koneqnaØ posledovatel~nost~ vspomogatel~nyh matric ^D_1(λ), . . . , ^D_q (λ) (q – maksimal~naØ stepen~ polinomial~nogo rexeniØ D(λ) ≡ ^D_0(λ)). DlØ kaßdogo ^D_k(λ) nahoditsØ bazis P_{ok} polinomial~nyh rexeniæ nulevoæ stepeni.

Na vtorom fftape fflementy P_{0k} dlØ kaßdogo fiksirovannogo k (k = 0, 1, . . . , q) perestraiva¸tsØ v polinomial~nye rexeniØ

P_{tk}(λ) stepeni t matricy ^D_{k−t}(λ), t = 1, . . . , k (P_{tk}(λ) – bloqnoe

polinomial~noe rexenie stepeni t dlØ ^D_{k−t}(λ), P_{kk}(λ) ≡ P_k(λ)).

Postroenie polinomial~nyh rexeniæ D(λ) provoditsØ posledovatel~no v porØdke uveliqeniØ stepeni. Snaqala nahodØtsØ rexeniØ nulevoæ stepeni, zatem pervoæ, . . . , k-oæ stepeni.

DlØ postroeniØ bazisa polinomial~nyh rexeniæ nulevoæ stepeni matrica ^D_0(λ) predstavlØetsØ v faktorizovannom DQ vide

^D_0(λ) = D_1(λ)Q^T_0 .

NahoditsØ P_{00} = N_c[Q^T_0 ]. Stolbcy matricy P_{00} razmerov n×(n−r) da¸t iskomyæ bazis. Zdes~ D_1(λ) = C^1_0 + λC^1_1 + · · · + λ^sC^1_s est~ polinomial~naØ matrica, matriqnye kofffficienty C^1_k kotoroæ ime¸t razmery m × r. Esli N_c[Q^T_0 ] – pustoe mnoßestvo (r = n), to rexeniØ nulevoæ stepeni u D(λ) otsutstvu¸t.

DlØ postroeniØ polinomial~nyh rexeniæ pervoæ stepeni

D(λ) nado vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Obrazovat~ matricu ^D_1(λ) = [C^1_0, 0] + λ[C^1_1 , C^1_0] + · · · +

λ^{s+1}[0, C^1_s ] razmerov m × 2r stepeni s + 1 i naæti dlØ nee bazis P_{01} polinomial~nyh rexeniæ nulevoæ stepeni. �to, kak i vyxe,

dostigaetsØ s pomow~¸ DQ razloßeniØ ^D_1(λ):

^D_1(λ) = D_2(λ)Q^T_1 , P_{01} = N_c[Q^T_1 ].

124 V. N. KUBLANOVSKA˚ Zdes~ D_2(λ) = C^2_0 +λC^2_1 +· · ·+λ^{s+1}C^2_{s+1} – matrica razmerov m×r_1,

r_1 – rang matricy ^D_1; P_{01} – matrica razmerov 2r × (2r − r_1),

kotoru¸ zapixem v bloqnom vide P_{01} = [P_{01}, P_{01}]^B, P_{01}, P_{01} – matricy razmerov r × (2r − r_1).

(2) Polinomial~nye rexeniØ P_{01} dlØ ^D_1(λ) perestroit~ v polinomial~nye rexeniØ P_1(λ) = X_{01} + λX_{11} pervoæ stepeni dlØ

^D_0(λ) = D(λ). �to budut stolbcy matricy

P_1(λ) = Q_0 [ P_{01}(λ) + λP_{01}(λ) ] = X_{01} + λX_{11}.

DlØ postroeniØ polinomial~nyh rexeniæ l¸boæ stepeni k matricy D(λ) nado vypolnit~ sledu¸wie xagi.

(1) Poluqit~ bazis P_{ok} polinomial~nyh rexeniæ nulevoæ stepeni vspomogatel~noæ matricy ^D_k(λ) = [C^k_0 , 0] + λ[C^k_1 , C^k_0 ] + · · · + λ^{s+k}[0, C^k_{s+k−1}]. Pust~ ^D_k(λ) = D_{k+1}(λ)Q^T_k . Togda P_{0k} = N_c[Q^T_k ]; D_{k+1}(λ) = C^{k+1}_0 +

λC^{k+1}_1 +· · ·+λ^{s+k} C^{k+1}_{s+k} – matrica razmerov m×r_k, r_k – rang matri-

cy ^D_k; P_{0k} = [P_{0k}, P_{0k}]^B – matrica razmerov 2r_{k−1} × (2r_{k−1} − r_k).

(2) Polinomial~nye rexeniØ P_{0k}(λ) dlØ ^D_k(λ) perestroit~ v polinomial~nye rexeniØ pervoæ stepeni dlØ ^D_{k−1}(λ). �to budut nenulevye stolbcy P_{1k}(λ) = X_{0k} + λX_{1k}, gde

P_{0k}(λ) = Q_{k−1} [ P_{0k}(λ) + λP_{0k}(λ) ] ≡ [ P_{1k}(λ), P_{1k}(λ) ]_B . Matrica P_{1k}(λ) imeet razmery 2r_{k−2} × (2r_{k−2} − r_{k−1}), tak qto

P_{1k}(λ) i P_{1k}(λ) ime¸t razmery r_{k−2} × (2r_{k−2} − r_{k−1}).

(3) Polinomial~nye rexeniØ P_{1k}(λ) dlØ ^D_{k−1}(λ) perestroit~ v polinomial~nye rexeniØ vtoroæ stepeni P_{2k}(λ) = X_{ok} + λX_{1k} +

λ^2X_{2k} dlØ ^D_{k−2}(λ). �to budut nenulevye stolbcy matricy

P_{2k}(λ) = Q_{k−2} [ P_{1k}(λ)+λP_{1k}(λ) ] = Q_{k−2} [ X_{0k} + λ(X_{1k} + X_{0k}) + λ^2X_{1k} ] . Matrica P_{2k} imeet razmery 2r_{k−3} × [2r_{k−3} − r_{k−2}], i ee bloqnaØ zapis~ est~ P_{2k}(λ) = [P_{2k}(λ), P_{2k}(λ)]^B , gde P_{2k}(λ) = X_{0k} +

λX_{1k} + λ^2X_{2k}; P_{2k}(λ) = X_{0k} + λX_{1k} + λ^2X_{2k} – matricy razmerov r_{k−3} × (2r_{k−3} − r_{k−2}). Dalee sleduet analogiqno osuwestvit~ pe-

restroæku polinomial~nyh rexeniæ vtoroæ stepeni dlØ ^D_{k−2}(λ) v rexeniØ tret~eæ stepeni dlØ ^D_{k−3}(λ) i t.d.

Algoritm postroeniØ polinomial~nyh rexeniæ D(λ) l¸boæ stepeni k moßno obrazno traktovat~ kak pod¨em s nulevogo

METODY I ALGORITMY 125 “fftaßa” na k-yæ “fftaß”. Na nulevom fftaße realizuetsØ pervyæ fftap algoritma: postroenie ^D_k(λ) i vyqislenie bazisa

P_{0k} = [P_{0k}, P_{0k}]^B polinomial~nyh rexeniæ nulevoæ stepeni dlØ

nee. Perehod ße na pervyæ, vtoroæ, . . . , k-yæ fftaß realizuet vtoroæ fftap algoritma i oznaqaet perestroæku rexeniæ P_{0k} nulevoæ stepeni dlØ ^D_k(λ) v rexeniØ pervoæ stepeni dlØ ^D_{k−1}(λ), vtoroæ stepeni dlØ ^D_{k−2}(λ) i t.d. k-oæ stepeni dlØ ^D_0(λ) = D(λ). 3.3.3.2. Vtoroæ algoritm postroeniØ polinomial~nyh rexeniæ polinomial~noæ matricy stepeni s ¿ 1 ØvlØetsØ obobweniem algoritma iz §2.7 dlØ puqka matric. Algoritm sostoit v postroenii koneqnoæ posledovatel~nosti matric

A0 =^[C0C1 . . . Cs^{]B}; A1 =^{[ C0 C1 . . . Cs 0}

0 C_0 . . . C_{s−1} C_s ]_B ; . . . ; Aq =

C_0 C_1 . . . C_s 0 0 . . . 0 0 C_0 . . . . . . C_s 0 . . . 0 . . ... ... . . 0 . . . 0 C_0 C_1 . . . . . . C_s

B .

Parallel~no vyqislØetsØ posledovatel~nost~ bazisov ih pravyh nul~-prostranstv Q_0, Q_1, . . . , Q_q.

Predstavim kaßdu¸ iz matric Q_k v bloqnom vide

Q_k = [ X^k_0 , X^k_1 , . . . , X^k_k ]_B , k = 0, . . . , q. Togda neposredstvennoæ proverkoæ legko ubedit~sØ, qto bloqnye stolbcy Q_k poroßda¸t bloqnoe rexenie P_k(λ) stepeni k dlØ D(λ). Imenno, D(λ)P_k(λ) = 0, gde

P_k(λ) = X^k_0 + λX^k_1 + · · · + λ^kX^k_k , k = 0, . . . , q.

Postroennye takim obrazom polinomial~nye rexeniØ matricy D(λ) ne ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi. 3.3.4. Vyqislenie minimal~nogo bazisa.

Polinomial~nye rexeniØ puqka D(λ), poluqennye algoritmami v p. 3.3.3, ne obrazu¸t minimal~nogo bazisa, hotØ i vyqislØ¸tsØ v porØdke vozrastaniØ stepeneæ. Niße predlagaetsØ dva algoritma perestroæki bazisa iz polinomial~nyh rexeniæ v minimal~nyæ bazis, priqem postroenie ego dolßno idti

126 V. N. KUBLANOVSKA˚ parallel~no vyqisleni¸ bloqnyh rexeniæ matricy v porØdke vozrastaniØ ih stepeneæ.

3.3.4.1. Pervyæ algoritm osnovan na ispol~zovanii svoæstv 5^0–7^0 iz p. 3.3.2.

Pust~ P_{ε1} est~ bloqnoe rexenie D(λ) naimen~xeæ stepeni ε_1 ¿ 0. Esli ε_1 = 0, to P_{ε1} ≡ P_{00} imeet po postroeni¸ vse stolbcy ortogonal~nymi, a sledovatel~no, i lineæno nezavisimymi nad polem qisel.

Esli ε_1 > 0, to nado iz bloka P_{ε1} (λ) obrazovat~ blok ^P ε_1(λ) lineæno nezavisimyh rexeniæ stepeni ε_1. Postroenie ^P_{ε1} (λ) osuwestvlØetsØ soglasno svoæstva 6. Imenno, ^P_{ε1} (λ) = P_{ε1} (λ)Q_0, gde Q_0 est~ matrica iz ortogonal~nyh stolbcov v razloßenii (3.3.4), postroennom dlØ matricy S(λ_∗) ≡ P_{ε1} (λ_∗). Togda stolbcy x_1(λ), . . . , x_{n1} (λ) matricy ^P_{ε1} (λ) obrazu¸t pervye n_1 rexeniæ naimen~xeæ stepeni ε_1 = ε_2 = · · · = ε_{n1} stroØwegosØ minimal~- nogo bazisa. Esli n_1 < N , to popolnenie tekuwego bazisa idet za sqet stolbcov sledu¸wego bloqnogo rexeniØ P_{ε1+1}(λ) stepeni

ε_1 + 1.

Preßde vsego po bloku P_{ε1+1}(λ), poluqennomu s pomow~¸ l¸- bogo iz algoritmov p. 3.3.3, kak i vyxe, stroitsØ blok ^P_{ε1+1}(λ) lineæno nezavisimyh meßdu soboæ rexeniæ stepeni ε_1 +1. Dalee rassmatrivaetsØ sistema

^P_{ε1} (λ_∗)u = ^P_{ε1+1}(λ_∗) (3.3.5)

lineænyh algebraiqeskih uravneniæ s matriceæ ^P_{ε1} (λ_∗) =

[x_1(λ_∗), . . . , x_{n1} (λ_∗)] i so mnogimi pravymi qastØmi, kotorye

sut~ stolbcy matricy ^P_{ε1+1}(λ_∗). Stolbcy ^P_{ε1+1}(λ), sootvetstvu- ¸wie stolbcam matricy ^P_{ε1+1}(λ_∗), da¸wim nesovmestnu¸ sistemu (3.3.5), popolnØt stroØwiæsØ bazis.

Esli sistema (3.3.5) sovmestna dlØ vseh pravyh qasteæ, to tekuwiæ bazis ostaetsØ takim ße, kakoæ byl poluqen na predyduwem (pervom) xage. �to oznaqaet, qto D(λ) ne soderßit pravyh polinomial~nyh rexeniæ stepeni ε_1 + 1, lineæno nezavisimyh ot postroennyh rexeniæ bazisa. V rezul~tate vtorogo xaga iskomyæ bazis ili ostanetsØ preßnim, ili popolnitsØ novymi rexeniØmi. Esli qislo qlenov postroennogo rØda men~xe N , to process ego popolneniØ prodolßaetsØ analogiqnym obrazom.

Process popolneniØ stroØwegosØ bazisa koneqen: zakanqivaetsØ, kogda qislo qlenov ego ravno N .

METODY I ALGORITMY 127

3.3.4.2. Vtoroæ algoritm perestroæki polinomial~nyh rexeniæ D(λ) v minimal~nyæ bazis osnovan na sledu¸wih svoæstvah bloqnyh rexeniæ matricy D(λ), postroennyh po algoritmam p. 3.3.3.

1^0. Stolbcy bloqnogo rexeniØ P_k(λ), k = 0, . . . , q obrazu¸t podprostranstvo polinomial~nyh rexeniæ stepeni k dlØ D(λ).

2^0. Stolbcy P_k(λ) lineæno zavisØt ot polinomial~nyh rexeniæ puqka D(λ) stepeneæ k − 1, . . . , 1 i ne zavisØt ot polinomial~nyh rexeniæ nulevoæ stepeni. Ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva P_i(λ) = P_{i−1}(λ)α_{i−1} + λP_{i−1}(λ)β_{i−1}, i = 2, . . . , k, (3.3.6) gde α_{i−1}, β_{i−1} – bloqnye vektory s postoØnnymi komponentami, razmery kotoryh sootvetstvu¸t razmeram blokov, vhodØwih v bloqnoe rexenie P_{i−1}(λ) = X^{i−1}_0 + λX^{i−1}_1 + · · · + λ^{i−1}X^{i−1}_{i−1} .

Vvedem v rassmotrenie podprostranstvo X_i natØnutoe na stolbcy bloqnoæ matricy [X^i_0, X^i_1, . . . , X^i_i ]^B i podprostranstvo

Y_i, obrazovannoe ob¨edineniem dvuh podprostranstv

Y_i = { [ X_i O ] ∪ [ O_{Xi}^{] }}_. Zdes~ O – blok iz nulevyh stolbcov, ime¸wiæ takie ße razmery, qto i l¸boæ blok, vhodØwiæ v P_{i−1}(λ).

V silu sootnoxeniæ (3.3.6) imeet mesto vkl¸qenie X_i ⊇ Y_i, i = k, . . . , 2. DlØ postroeniØ bloqnyh polinomial~nyh rexeniæ stepeni k matricy D(λ), lineæno nezavisimyh kak meßdu soboæ, tak i ot rexeniæ bolee nizkih stepeneæ k −1, . . . , 1 sleduet naæti ortogonal~noe dopolnenie Z_k ≡ X_k \ Y_k podprostranstva Y_k do podprostranstva X_k. OperaciØ postroeniØ ortogonal~nogo dopolneniØ odnogo podprostranstva do drugogo s pomow~¸ ΔW -0 algoritma opisana v gl. 1.

Pust~ Z_k naædeno, predstavim ego v bloqnoæ zapisi

Z_k = [ Z^k_0 , Z^k_1 , . . . , Z^k_k ]_B , gde Z^k_i – matrica razmerov n × σ_k, σ_k = dim Z_k. Togda stolbcy matricy

^Z_k(λ) ≡ Z^k_0 + λZ^k_1 + · · · + λ^kZ^k_k

128 V. N. KUBLANOVSKA˚ dadut iskomye rexeniØ k-oæ stepeni matricy D(λ) lineæno nezavisimye kak drug ot druga, tak i ot polinomial~nyh rexeniæ stepeneæ k − 1, k − 2, . . . , 1. Esli Z_k – pustoe mnoßestvo, to lineæno nezavisimyh rexeniæ stepeni k u D(λ) net. Spravedlivost~ sdelannogo utverßdeniØ vytekaet iz postroeniØ Z_k.

Zametim, qto vyqislenie rexeniæ l¸boæ stepeni k lineæno nezavisimyh kak meßdu soboæ, tak i k rexeniØm stepeneæ k −

1, k − 2, . . . , 1 moßno uprostit~.

Deæstvitel~no, iz (3.3.6) sleduet, qto ime¸t mesto vkl¸qeniØ dlØ l¸byh bloqnyh komponent: X^{i−1}_i α_{i−1} + λX^{i−1}_{i−1} β_{i−1} ⊆ X^i_i , i = 2, . . . , k. �to pozvolØet vmesto Z_k iskat~ ortogonal~noe dopolnenie V_{tk} podprostranstva {X^{k−1}_t ∪ X^{k−1}_{t−1} } do podprostranstva X^k_t dlØ l¸- bogo fiksirovannogo t = 1, . . . , k − 1.

Posle togo, kak V_{tk} naædeno, sleduet rexit~ sovmestnu¸ sistemu X^k_t W_k = V_{tk} i obrazovat~ matricu ^Z_k(λ) = P_k(λ)W_k, stolbcy kotoroæ dadut iskomye polinomial~nye rexeniØ stepeni k.

§3.4. Vyqislenie sobstvennyh znaqeniæ i sobstvennyh vektorov regulØrnyh polinomial~nyh matric

Niße rassmatriva¸tsØ metody rexeniØ qastiqnoæ problemy sobstvennyh znaqeniæ dlØ regulØrnoæ polinomial~noæ matricy, otliqnye ot prØmyh metodov, osnovannyh na primenenii ΔW i ZW faktorizaciæ dlØ privedeniØ matric k treugol~nomu vidu. Budem razliqat~ global~nu¸ i lokal~nu¸ zadaqi. V lokal~noæ zadaqe vyqislØetsØ ili utoqnØetsØ odno sobstvennoe znaqenie (kak pravilo, ffkstremal~noe) i sootvetstvu¸wiæ emu sobstvennyæ vektor. V global~noæ zadaqe vyqislØetsØ gruppa iz neskol~- kih sobstvennyh znaqeniæ s sootvetstvu¸wimi im sobstvennymi vektorami. Zametim, qto takoe delenie ØvlØetsØ uslovnym, tak kak, kombiniruØ rexenie lokal~noæ zadaqi s metodami isqerpyvaniØ, moßno rexat~ global~nu¸ zadaqu. S drugoæ storony, metody, nazyvaemye niße global~nymi, mogut ispol~zovat~sØ takße dlØ vyqisleniØ tol~ko odnogo sobstvennogo znaqeniØ.

METODY I ALGORITMY 129 My ne budem podrobno opisyvat~ algoritmy rexeniØ fftih zadaq, ostanovimsØ lix~ na principah ih postroeniØ i ssylkmi na literaturu.

3.4.1. Rexenie lokal~noæ zadaqi.

Bol~xinstvo metodov rexeniØ lokal~noæ zadaqi ne trebu¸t ispol~zovaniØ soprovoßda¸wih puqkov i mogut byt~ primeneny takße dlØ rexeniØ spektral~nyh zadaq s proizvol~nym nelineænym vhoßdeniem spektral~nogo parametra.

�ti metody moßno uslovno razdelit~ na tri gruppy.

3.4.1.1. Metody, osnovannye na rexenii determinantnyh uravneniæ [18, 24, 226]. Sobstvennye znaqeniØ vyqislØ¸tsØ kak korni determinantnogo uravneniØ

det D(λ) = 0, (3.4.1)

ili nekotorogo ffkvivalentnogo emu skalØrnogo nelineænogo uravneniØ. Funkcional~naØ zavisimost~ levoæ qasti poslednego, kak pravilo, ne izvestna, no imeetsØ pravilo vyqisleniØ ee i ee proizvodnoæ pri fiksirovannom znaqenii λ.

Metodami rexeniØ takih uravneniæ, naprimer, ØvlØ¸tsØ metod N~¸tona, postroennyæ na baze normalizovannogo razloßeniØ matricy D(λ) , metod N~¸tona dlØ rexeniØ uravneniØ μ(λ) = 0, gde μ(λ) – naimen~xee po modul¸ sobstvennoe znaqenie matricy D(λ). Rassmotrim bolee detal~no metod N~¸tona na baze normalizovannogo razloßeniØ dlØ utoqneniØ sobstvennogo znaqeniØ i emu sootvetstvu¸wih sobstvennyh vektorov. Opisanie algoritma privodim dlØ matric polnogo stolbcovogo ranga, qastnym sluqaem kotorogo ØvlØetsØ regulØrnaØ matrica.

Pust~ D(λ) est~ m × n polinomial~naØ matrica ranga n. Primenim k D(λ) normalizovannoe razloßenie

θ(λ)D(λ) = L(λ)Q^T (λ). (3.4.2)

Zdes~ L(λ) – matrica razmerov m × n s fflementami l_{ii}(λ), udovletvorØ¸wimi neravenstvam | |l_{11}(λ) | | ¿^|l22(λ)^| ¿ . . . ¿^|lnn(λ)^|,^|lji(λ)^| 6^|lii(λ)^|, j ¿ i, i = 1, . . . , n;

130 V. N. KUBLANOVSKA˚

θ(λ) – rezul~tiru¸waØ matrica perestanovok, Q(λ) – rezul~ti-

ru¸waØ ortogonal~naØ matrica. V kaqestve skalØrnogo uravneniØ voz~mem

f(λ) ≡ l_{nn}(λ) = 0. (3.4.3)

Zadaqa vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ matricy D(λ) ffkvivalentna rexeni¸ uravneniØ (3.4.3).

DlØ rexeniØ fftogo uravneniØ moßno primenit~ sposoby, osnovannye na interpolØcii f(λ) po ee znaqeniØm v vybrannyh toqkah takih, naprimer, kak metod hord, metod M¸llera i dr.

Rassmotrim primenenie metoda N~¸tona dlØ utoqneniØ izolirovannogo sobstvennogo znaqeniØ matricy D(λ). Pust~ λ = μ_0 – priblißenie k iskomomu sobstvennomu znaqeni¸, prinadleßawemu okrestnosti Γ vyqislØemogo sobstvennogo znaqeniØ, v kotoroæ rezul~tiru¸waØ matrica perestanovok θ(λ) razloßeniØ (3.4.2) stabilizirovalas~.

DlØ utoqneniØ λ = μ_0 kak kornØ uravneniØ (3.4.3) nado vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Poluqit~ normalizovannoe razloßenie (3.4.2) matricy

D(μ_0).

(2) Naæti rexenie X = (x_1 . . . x_n)^T uravneniØ Λ_0X = b, gde

L(μ_0) = [Λ_0, Λ_1]^B. Λ_0, Λ_1 – matricy razmerov n × n, (m − n) ×

n; pravaØ qast~ b sostavlena iz pervyh n komponent vektora

θ(μ_0)D^′(μ_0)q_n(μ_0), q_n(μ_0) – posledniæ stolbec ortogonal~noæ ma-

tricy Q(μ_0) razloßeniØ (3.4.2).

(3) Naæti utoqnennoe znaqenie kornØ μ_1 = μ_0 − 1/x_n. Pri neobhodimosti process utoqneniØ povtorit~.

Pust~ λ_∗ – vyqislennoe sobstvennoe znaqenie matricy D(λ). Rassmotrim razloßenie (3.4.2) matricy D(λ_∗). Poslednie (n−r) stolbcy L(λ_∗) budut nulevymi. (Zdes~ r – rang D(λ_∗)). Tak qto imeem

D(λ_∗)q_k(λ_∗) = 0, k = r + 1, . . . , n, (3.4.4)

gde q_k(λ_∗) – stolbcy ortogonal~noæ matricy Q(λ_∗) razloßeniØ (3.4.2). Iz (3.4.4) sleduet, qto vektory q_{r+1}(λ_∗), . . . , q_n(λ_∗) obrazu¸t bazis iz sobstvennyh vektorov, sootvetstvu¸wih sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗ matricy D(λ).

3.4.1.2. Metody rexeniØ nelineænyh sistem.

Vyqislenie sobstvennogo znaqeniØ i sootvetstvu¸wego emu sobstvennogo vektora svoditsØ k rexeni¸ nelineænoæ sistemy

METODY I ALGORITMY 131 uravneniæ { D(λ)x = 0, φ(x) = 1

(3.4.5)

otnositel~no λ i x. Vtoroe iz uravneniæ zadaet uslovie normirovki vektora x.

V qastnosti, primenenie metoda N~¸tona k rexeni¸ sistemy (3.4.5), gde φ(x) = x^T x, privodit k iteracionnomu processu, ime¸wemu vid obratnyh iteraciæ s nestacionarnymi sdvigami

λ_{k+1} = λ_k + Δλ_k, x_{k+1} = −Δλ_ku_k, k = 0, 1, 2, . . . , (3.4.6) gde u_k = − [ D(λ_k) ]_{−1} D^′(λ_k)x_k, Δλ_k = 1 2 ( 1 + x^T_k x_k )/( x^T_k u_k ) . Drugie sposoby normirovki, kotoraØ, v qastnosti, moßet izmenØt~sØ ot xaga k xagu, privodØt k sootvetstvu¸wemu preobrazovani¸ rasqetnyh formul (3.4.6) [261].

Bolee obwie rezul~taty primeneniØ metoda N~¸tona privedeny v rabote [96].

3.4.1.3. Metody minimizacii obobwennyh otnoxeniæ ReleØ, ispol~zu¸wie rexenie lineænyh sistem.

Metody fftoæ gruppy postroeny na ispol~zovanii razliqnyh obobweniæ otnoxeniØ ReleØ. Estestvennoe obobwenie R(x, y, λ) = λ − y^T D(λ)x y^T D^′(λ)x (3.4.7)

imeet svoimi stacionarnymi toqkami rexeniØ zadaq D(λ)x = 0, y^T D(λ) = 0. DlØ postroeniØ priblißeniæ ispol~zu¸tsØ obratnye iteracii s matricami D(λ), D^T (λ) pri fiksirovannyh znaqeniØh λ i normalizovannye razloßeniØ fftih matric.

Podrobnoe opisanie metodov ukazannyh treh grupp s ustanovleniem vzaimosvØzi meßdu nimi privoditsØ v [82, 261]. Iz opublikovannyh pozdnee otmetim raboty [25, 75, 188, 191, 240, 286, 307, 325].

3.4.1.4. Proqie metody.

Nekotorye metody rexeniØ lokal~noæ zadaqi dlØ polinomial~nyh matric ne ukladyva¸tsØ v privedennye vyxe gruppy. K

132 V. N. KUBLANOVSKA˚ takim otnosØtsØ metody gradientnoæ minimizacii funkcionala nevØzki ||D(λ)x|| [116], obobwenie metoda Lobaqevskogo–Greffe [308], metody, svodØwie ishodnu¸ zadaqu k zadaqe Koxi dlØ sistemy differencial~nyh uravneniæ [184, 310].

3.4.2. Rexenie global~noæ zadaqi.

K metodam rexeniØ global~noæ zadaqi otnesem metody, ispol~zu¸wie obobweniØ funkcionala ReleØ, metody deleniØ spektra, metody odnovremennyh iteraciæ i metody vyqisleniØ matriqnyh rexeniæ.

3.4.2.1. Metody minimizacii obobwennyh otnoxeniæ ReleØ, ispol~zu¸wie rexenie obyqnoæ problemy sobstvennyh rexeniæ.

IdeØ sostoit v postroenii ffkstremal~noæ teorii dlØ polinomial~nyh matric, analogiqnoæ teorii dlØ simmetriqnyh matric. DlØ fftogo ispol~zu¸tsØ obobweniØ funkcionala ReleØ

ρ(x), otliqnye ot ranee privedennogo obobweniØ (3.4.7). Sta-

cionarnymi toqkami ρ(x) dolßny ØvlØt~sØ sobstvennye vektory puqka, ortogonal~nye v nekotoroæ, voobwe govorØ, nelineænoæ metrike, qto pozvolØet osuwestvlØt~ posledovatel~noe vyqislenie ffkstremal~nyh sobstvennyh znaqeniæ.

V rabote [286] dano obobwenie funkcionala ReleØ ρ(x) = ( Ax, x )/( Bx, x ) na sluqaæ polinomial~noæ matricy D(λ) = C_0 + λC_1 + λ^2C_2 s vewestvennymi simmetriqnymi matriqnymi kofffficientami, gde

C_2 – poloßitel~no, a C_0 – otricatel~no opredelennye matri-

cy. Primenenie dvustoronnego soprovoßda¸wego puqka D_B (λ) i procedury ReleØ–Ritca privodit k opredeleni¸ ρ(x) kak kornØ kvadratnogo uravneniØ

ρ^2a_2(x) + ρa_1(x) + a_0(x) = 0, (3.4.8)

gde a_i(x) = (C_ix, x), i = 0, 1, 2, tak qto ρ(x) = −a_1(x) ± √ a^2_1(x) − 4a_2(x)a_0(x) 2a_2(x) . Predloßen algoritm posledovatel~nogo vyqisleniØ l naimen~xih poloßitel~nyh sobstvennyh znaqeniæ puqka D(λ), ime- ¸wiæ kvadratiqnu¸ skorost~ shodimosti. Na kaßdom iteracionnom xage rexaetsØ metodom Lancoxa qastiqnaØ problema sobstvennyh znaqeniæ matricy D(λ) pri fiksirovannom znaqenii

METODY I ALGORITMY 133

λ = ρ(x). DlØ rexeniØ toæ ße zadaqi rassmatrivaetsØ bloqnoe

obobwenie uravneniØ (3.4.8), privodØwee k polinomial~noæ matrice vtoroæ stepeni

ρ^2a_2(X) + ρa_1(X) + a_0(X) (3.4.9)

porØdka p (p ¿ l), gde a_i(X) = X^T C_iX, i = 0, 1, 2, X – n × p matrica polnogo stolbcovogo ranga. PriblißeniØmi k iskomym sobstvennym znaqeniØm ØvlØ¸tsØ sobstvennye znaqeniØ matric (3.4.9).

Obwie idei, leßawie v osnove postroeniØ obobweniæ otnoxeniØ ReleØ, i ssylki na sootvetstvu¸wie raboty privedeny v [82].

3.4.2.2. Metody deleniØ spektra.

Metody deleniØ spektra, osnovannye na svoæstvah posledovatel~nosti Xturma i kriteriØ Sil~vestra s uspehom primenØ¸tsØ dlØ vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ lineænyh puqkov. V rabote [74] dano rasprostranenie fftih ideæ dlØ matricy

D(λ) = C_0 + λC_1 + λ^2C_2 s simmetriqnymi matricami, gde C_2 –

poloßitel~no, a C_0 – otricatel~no opredelennye (analogiqnye idei privodØtsØ v [261]).

3.4.2.3. Metod singulØrnoæ funkcii [65–67].

Metod singulØrnoæ funkcii vyqisleni¸ sobstvennyh znaqeniæ i vektorov regulØrnoæ polinomial~noæ matricy D(λ) osnovan na utverßdenii, qto sobstvennye znaqeniØ D(λ) sovpada¸t s nulØmi pervoæ singulØrnoæ funkcii f(λ):

f(λ) = min_{v∈s} ‖D(λ)v‖^2, s = { v ∈ C^n : ‖v‖_2 = 1}, t.e. f(λ) = f_1(λ), (f_1(λ) 6 . . . 6 f_n(λ)) ØvlØetsØ kvadratom minimal~nogo sobstvennogo znaqeniØ ffrmitovoæ matricy H(λ) = D^T (λ)D(λ). Metod singulØrnoæ funkcii – iteracionnyæ i na kaßdom xage trebuet vyqisleniØ pravogo singulØrnogo vektora v, otveqa- ¸wego minimal~nomu singulØrnomu qislu postoØnnoæ matricy

D(z_k) znaqeniØ singulØrnoæ funkcii i ee gradienta.

Metod realizuetsØ po formule

z_{k+1} = z_k − 2αf(z_k ) ∇f(z_k ) . (3.4.10)

Zdes~ z_k – priblißenie k vyqislØemomu sobstvennomu znaqeni¸

λ_∗ matricy D(λ) (z_0 – naqal~noe priblißenie); f(z_k ) = (ω, ω),

134 V. N. KUBLANOVSKA˚

ω := D(z_k )v, ∇f(z_k ) = 2(ω, u), u =^{dD(zk)}_{dλ} v, α > 0 – vewestvennyæ

parametr.

Dokazana asimptotiqeski kvadratiqnaØ shodimost~ metoda (3.4.10) s α = q, gde q est~ maksimal~nyæ strukturnyæ indeks stepen~ sobstvennogo znaqeniØ λ_∗. Esli q apriori neizvesten, to pri α = 1 iteracii (3.4.10) da¸t kvadratiqnu¸ shodimost~ k λ_∗, esli q = 1, i lineænu¸ pri q > 1.

Metod moßet imet~ tupikovoe okonqanie, esli z_k popadet na granicu oblasti, v kotoroæ singulØrnaØ funkciØ f R-diffe-renciruema i imeet nenulevoæ gradient.

Metod singulØrnoæ funkcii pozvolØet vyqislØt~ sobstvennye znaqeniØ D(λ), prinadleßawie zadannoæ prØmoæ; v soqetanii s algoritmami isqerpyvaniØ uße naædennyh spektral~nyh harakteristik, moßet byt~ primenen k rexeni¸ qastiqnoæ problemy sobstvennyh znaqeniæ D(λ).

V rabote [67] privoditsØ modifikaciØ algoritma (3.4.10) dlØ regulØrnogo lineænogo puqka matric, pozvolØ¸waØ bolee ffffektivno rexat~ problemu sobstvennyh znaqeniæ puqka i, v qastnosti, nahodit~ sobstvennu¸ paru puqka s zadannoæ toqnost~¸.

§3.5. Vyqislenie strukturnyh indeksov

Predlagaemyæ niße algoritm vyqisleniØ strukturnyh indeksov ØvlØetsØ obobweniem algoritma p. 2.2.2, rexa¸wego tu ße zadaqu dlØ puqka matric, na polinomial~nye matricy proizvol~noæ celoæ stepeni s > 1. Algoritm pozvolØet vyqislØt~ strukturnye indeksy koneqnogo sobstvennogo znaqeniØ polinomial~noæ matricy i opredelØt~ pol¸sno-nulevu¸ strukturu v beskoneqnoæ osoboæ toqke ee. Odnovremenno osuwestvlØetsØ isqerpyvanie rassmatrivaemoæ osoboæ toqki.

3.5.1. Algoritm vyqisleniØ strukturnyh indeksov koneqnogo sobstvennogo znaqeniØ.

Pust~ λ = λ_∗ < ∞ est~ koneqnoe sobstvennoe znaqenie polinomial~noæ m × n matricy

D(λ) = C_0 + λC_1 + . . . + λ^sC_s.

Ne umalØØ obwnosti, sqitaem D(λ) matriceæ polnogo stolbcovogo ranga* n, a λ_∗ = 0.

*Perehod ot matricy proizvol~nogo ranga k matrice polnogo stolbcovogo ranga s sohraneniem koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ i strukturnyh indeksov moßno osuwestvit~ s pomow~¸ ΔW -1 algoritma.

METODY I ALGORITMY 135 DlØ isqerpyvaniØ λ = 0 iz D(λ) i opredeleniØ stepeneæ fflementarnyh deliteleæ, sootvetstvu¸wih emu, predlagaetsØ postroit~ koneqnu¸ posledovatel~nost~ matric D_k(λ) = C^k_0 +λC^k_1 +

· · · + λ^sC^k_s ; k = 0, 1, . . . , l; D_0(λ) = D(λ), gde

D_{k+1}(λ) = D_k(λ)W^kdiag { I_{rk+1} , λ^{−1}I_{n−rk+1} } . (3.5.1)

Zdes~ W^k – ortogonal~naØ matrica, bloqnoe razbienie W^k =

[W^k_1 , W^k_2 ] kotoroæ daet rangovoe seqenie prostranstva na obraz

matricy D^T_k (0) i nul~-prostranstvo matricy D_k(0), tak qto W^k_1 i W^k_2 ime¸t sootvetstvenno razmery n×r_{k+1} i n×(n−r_{k+1}), r_{k+1} – rang matricy D_k(0); I_q – ediniqnaØ porØdka q matrica.

Postroenie W^k moßno osuwestvit~, primenØØ k D_k(0) ≡ C^k_0 algoritm ΔW -0 razloßeniØ. Perehod ot D_k(λ) k D_{k+1}(λ) =

C^{k+1}_0 + λC^{k+1}_1 + · · · + λ^sC^{k+1}_s realizuetsØ po formulam

C^{k+1}_q = [ C^{k+1}_{q1} , C^{k+1}_{q2} ] , q = 0, 1, . . . , s, (3.5.2) gde C^{k+1}_{q1} = C^k_q W^k_1 ; C^{k+1}_{q2} = C^k_{q+1}W^k_2 – matricy, sostavlennye sootvetstvenno iz pervyh r_{k+1} stolbcov i poslednih (n − r_{k+1}) stolbcov C^{k+1}_q .

Algoritm postroeniØ posledovatel~nosti matric {D_k(λ)} prodolßaetsØ do teh por, poka pri nekotorom l poluqim matricu D_l(0) = C^l_0 polnogo stolbcovogo ranga. V rezul~tate budet poluqena sledu¸waØ informaciØ.

a) Matrica D_l(λ), ne ime¸waØ nulevogo sobstvennogo znaqeniØ. Vse koneqnye sobstvennye znaqeniØ D_l(λ), otliqnye ot

λ = 0, sovpada¸t s sobstvennymi znaqeniØmi ishodnoæ matri- cy; b) Posledovatel~nost~ qisel r_1 6 r_2 6 . . . 6 r_{l+1} = n, gde

σ_k := r_{k+1} − r_k est~ qislo fflementarnyh deliteleæ stepeni k,

sootvetstvu¸wih λ = 0.

3.5.2. Opredelenie pol¸sno-nulevoæ struktury polinomial~noæ matricy na beskoneqnosti.

Pust~ u matricy

D(λ) = λ^sC_s + · · · + C_0

kofffficient C_s pri starxem qlene imeet netrivial~noe pravoe nul~-prostranstvo. V fftom sluqae D(λ) moßet imet~ toqku beskoneqnost~ kak svoim sobstvennym znaqeniem (inaqe govorØ,

136 V. N. KUBLANOVSKA˚ nulem), tak i pol¸som, tak kak invariantnye mnoßiteli kanoniqeskoæ formy Smita matricy

D(μ) = D(μ^{−1}) = μ^{−s} [ C_s + μC_{s−1} + · · · + μ^sC_0 ] ≡ μ^{−s}D_1(μ) mogut soderßat~ kak stepeni μ, tak i stepeni μ^{−1}. Pri fftom poloßitel~nye stepeni μ harakterizu¸t nulevu¸ strukturu na beskoneqnosti, otricatel~nye stepeni μ harakterizu¸t pol¸snu¸ strukturu na beskoneqnosti.

DlØ vyØvleniØ pol¸sno-nulevoæ struktury u D(λ) na beskoneqnosti sleduet vyqislit~ strukturnye indeksy v toqke μ = 0 dlØ matricy

C_s + μC_{s−1} + · · · + μ^sC_0 = D_1(μ).

S fftoæ cel~¸ nado iz D_1(μ) vydelit~ matricu polnogo stolbcovogo ranga, primeniv algoritm ΔW -1 faktorizacii k D_1(μ):

D_1(μ)W (μ) = [ Δ_1(μ), O ] . Dalee sleduet k matrice Δ_1(μ) polnogo stolbcovogo ranga primenit~ algoritm p. 3.5.1, pozvolØ¸wiæ opredelit~ strukturnye indeksy Δ_1(μ) v nule, kotorye ØvlØ¸tsØ takße strukturnymi indeksami D_1(μ), sootvetstvu¸wimi ego nulevomu sobstvennomu znaqeni¸. Pust~ ffto budut σ = ( σ_1, σ_2, . . . , σ_l ) , gde σ_k opredelØet fflementarnye deliteli vida μ^{σk} matricy

D_1(μ). Togda mul~tiindeks ( σ_1 − s; σ_2 − s; . . . , σ_l − s ) dast pol¸sno-nulevu¸ strukturu matricy D(λ) na beskoneqnosti: poloßitel~nye qisla (σ_k−s) harakterizu¸t nulevu¸ strukturu v toqke λ = ∞; otricatel~nye qisla (σ_k −s) harakterizu¸t pol¸snu¸ strukturu λ = ∞.

3.5.3. Obosnovanie algoritma.

Predvaritel~no dokaßem lemmu.

Lemma 3.2. Pust~ nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ matricy D(λ) sootvetstvuet nabor strukturnyh indeksov S[D, 0] = {0, . . . , 0, σ_{ρ+1}, . . . , σ_n}, 0 < σ_{ρ+1} 6 . . . 6 σ_n. Togda, perehod ot D(λ) k D_1(λ) = D(λ)W^{(0)}diag {I_ρ, λ^{−1}I_{n−ρ}} umen~xaet na edinicu qisla

METODY I ALGORITMY 137

σ_i (i = ρ + 1, . . . , n), ostavlØØ neizmennymi strukturnye indeksy vseh proqih koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ matricy D(λ), otliqnyh ot nulØ.

Dokazatel~stvo. Po uslovi¸ matrica D(λ) ffkvivalentna v toqke λ = 0 bloqnoæ matrice vida

N^{−1}(λ)D(λ)M^{−1}(λ) = [ Σ(λ) O ] , (3.5.3)

gde O – nulevaØ (m−n)×n matrica; Σ(λ) = diag {1, . . . , 1, λ^{σρ+1} , . . . ,

λ^{σn} }; N (λ) i M (λ) – regulØrnye polinomial~nye matricy, ne

ime¸wie osobennosti v nulevoæ toqke.

Postroim analogiqnu¸ bloqnu¸ matricu dlØ D_1(λ). S fftoæ cel~¸ vvedem v rassmotrenie polinomial~nye matricy

B(λ) = diag { I_ρ, λI_{n−ρ} } i Σ_1(λ) = Σ(λ)B^{−1}(λ). (3.5.4)

Imeem

D_1(λ) = D(λ)W^{(0)}B^{−1}(λ) = N (λ) [ Σ(λ) O ] M (λ)W^{(0)}B^{−1}(λ) =

= N (λ) [ Σ(λ)B^{−1}(λ) O ] B(λ)M (λ)W^{(0)}B^{−1}(λ) =

= N (λ) [ Σ_1(λ) O ] M_1(λ), (3.5.5)

gde M_1(λ) = B(λ)M (λ)W^{(0)}B^{−1}(λ) – n × n polinomial~naØ matrica. Pokaßem, qto M_1(0) – neosobennaØ matrica. Imeem

det M_1(λ) = det M (λ)det B(λ) × det B^{−1}(λ)det W^{(0)} = det M (λ). No M (0) – neosoben naØ. Takim obrazom ustanovleno, qto matricy

D_1(λ) i

[_{Σ1(λ)}

O^{] ffkvivalentny v toqke λ = 0 i ih strukturnye}

indeksy v fftoæ toqke sovpada¸t. Zapixem (3.5.4) v razvernutom vide:

Σ_1(λ) = Σ(λ)B^{−1}(λ) = diag { I_ρ, λ^{σρ+1} , . . . , λ^{σn} } diag { I_ρ, λ^{−1}, . . . , λ^{−1} } , tak qto S[D_1, 0] = S[Σ_1, 0] = {0, . . . , 0, (σ_{ρ+1} − 1), . . . , (σ_n − 1)}.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy nado ustanovit~ ffkvivalentnost~ D(λ) i D_1(λ) vo vseh toqkah ploskosti za iskl¸- qeniem nulevoæ. No ffto oqevidno, esli uqest~, qto matrica

W^0B^{−1}(λ), svØzyva¸waØ D(λ) i D_1(λ), regulØrna vo vseh toq-

kah λ ∈ C za iskl¸qeniem λ = 0.

138 V. N. KUBLANOVSKA˚

Pereædem k obosnovani¸ algoritma. Snaqala ispol~zuØ Lemmu 3.5.1, ustanovim, qto algoritm koneqnyæ. Iz sravneniØ matric Σ(λ) i Σ_1(λ) sleduet, qto rangi ρ_1 = rank Σ(0) i ρ_2 =

rank Σ_1(0) udovletvorØ¸t neravenstvam

ρ_1 6 ρ_2 6 n,

a qisla (n − ρ_1) i (n − ρ_2) sovpada¸t s qislom invariantnyh mnoßiteleæ matricy D(λ), delØwihsØ na λ i λ^2, sootvetstvenno. UqityvaØ, qto v lemme rassmotren tipiqnyæ xag algoritma, zakl¸qaem, qto qislo (n − ρ_k), poluqennoe na k-om xage, ravno qislu invariantnyh mnoßiteleæ D(λ), delØwihsØ na λ^k. No maksimal~no vozmoßnaØ stepen~ fflementarnogo delitelØ, sootvetstvu¸wego nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ matricy D(λ), est~ koneqnoe qislo, ograniqennoe sverhu qislom ns (l 6 ns). Poslednee vytekaet iz balansnogo sootnoxeniØ

ρs = β_c[D] + β_∞[D] + ε[D] + η[D],

gde β_c[D] i β_∞[D] – summy vseh koneqnyh i beskoneqnyh fflementarnyh deliteleæ D(λ); ε[D] i η[D] – summy vseh pravyh i levyh minimal~nyh indeksov matricy D(λ). Togda na xage l + 1 poluqim (n−ρ_{l+1} ) = 0, qto oznaqaet otsutstvie invariantnyh mnoßiteleæ, delØwihsØ na λ^{l+1}. Ravenstvo ρ_{l+1} = n ØvlØetsØ usloviem okonqaniØ algoritma i dokazyvaet ego koneqnost~, a takße polnotu stolbcovogo ranga matricy D_{l+1}(λ). Polnota stolbcovogo ranga u matricy D_{l+1}(0) garantiruet otsutstvie nulevogo sobstvennogo znaqeniØ u matricy D_{l+1}(λ).

Dalee iz stroeniØ rezul~tiru¸weæ matricy

R(λ) := l−1∏ k=0 W^{(k)}diag { I_{ρk+1} , λ^{−1}I_{n−ρk+1} } , osuwestvlØ¸weæ perehod ot D(λ) k D_l(λ), sleduet, qto ona imeet tol~ko dve osobennosti: nul~ pri λ = ∞ i pol¸s pri λ = 0, qto s uqetom ravenstva D_l(λ) = D(λ)R(λ), i zaverxaet dokazatel~stvo utverßdeniØ a) algoritma.

Pereædem k dokazatel~stvu utverßdeniØ b). Iz lemmy vytekaet, qto qislo nulevyh strukturnyh indeksov σ_{00} ravno ρ_1; qislo strukturnyh indeksov σ_{10}, ravnyh edinice, sovpadaet s qislom

METODY I ALGORITMY 139

(n − ρ_1) invariantnyh mnoßiteleæ, delØwihsØ na λ, esli iz nego

vyqest~ qislo (n − ρ_2) invariantnyh mnoßiteleæ, delØwihsØ na

λ^2:

σ_{10} = n − ρ_1 − ( n − ρ_2 ) = ρ_2 − ρ_1.

RassußdaØ analogiqno, nahodim σ_{k0} = ρ_{k+1} − ρ_k k = 1, . . . , l, qto i zaverxaet obosnovanie algoritma p. 3.5.1.

§3.6. Isqerpyvanie spektral~nyh harakteristik [90, 91, 36]

Niße rassmatriva¸tsØ nekotorye algoritmy isqerpyvaniØ spektral~nyh harakteristik polinomial~nyh matric

D(λ) = C_0 + λC_1 + · · · + λ^sC_s

razmerov m × n celoæ stepeni s ¿ 1. �ti algoritmy pozvolØ- ¸t perehodit~ ot ishodnoæ matricy k drugoæ, v kotoroæ qast~ spektral~nyh harakteristik izmenena. Naznaqenie isqerpyvaniØ – uprostit~ rexenie spektral~nyh zadaq: isqerpyvanie singulØrnyh spektral~nyh harakteristik pozvolØet ustranit~ neodnoznaqnost~ v opredelenii regulØrnyh spektral~nyh harakteristik, sdelat~ ih vyqislenie bolee ustoæqivym; isqerpyvanie v nul~ (isqerpyvanie v beskoneqnost~) pozvolØet uskorit~ algoritmy vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ, osnovannye na posledovatel~nom vyqislenii sobstvennyh znaqeniæ v porØdke ih ubyvaniØ (vozrastaniØ) po modul¸. Zdes~ obobwa¸tsØ idei isqerpyvaniØ, predloßennye Vilandtom dlØ matric: isqerpyvanie primenØetsØ k polinomial~noæ matrice i rasxirØetsØ vid preobrazovaniæ spektral~nyh harakteristik. Predlaga¸tsØ algoritmy isqerpyvaniØ spektral~nyh harakteristik, otnosØwihsØ k singulØrnoæ qasti matricy. V osnove leßat novye idei: narØdu s unitarnymi matricami dlØ isqerpyvaniØ singulØrnyh spektral~nyh harakteristik primenØ¸tsØ unimodulØrnye i regulØrnye matricy, otliqa¸wiesØ ot unitarnyh odnim ili neskol~kimi stolbcami. Isqerpyvanie pri pomowi fftih matric pozvolØet estestvennym obrazom vydelØt~ iz polinomial~noæ matricy regulØrnu¸ qast~, i sledovatel~no, bolee ustoæqivo rexat~ dlØ nee spektral~nu¸ zadaqu.

140 V. N. KUBLANOVSKA˚

3.6.1. Isqerpyvanie singulØrnyh spektral~nyh harakteristik.

Niße rassmatrivaetsØ isqerpyvanie singulØrnyh spektral~- nyh harakteristik matricy D(λ), pozvolØ¸wee estestvennym obrazom ponißat~ razmer D(λ) dlØ vydeleniØ ego regulØrnoæ qasti. Zadaqa rexaetsØ s primeneniem treh vidov matric preobrazovaniØ.

1. Primenenie unitarnyh matric pozvolØet poluqat~ strogo ffkvivalentnye matricy.

2. Primenenie unimodulØrnyh matric pozvolØet poluqat~ ffkvivalentnye matricy.

3. Primenenie regulØrnyh λ-matric pozvolØet svodit~ zadaqu vyqisleniØ spektra matricy k toæ ße zadaqe dlØ dvuh matric polnogo stolbcovogo ranga.

Pereædem k bolee podrobnomu rassmotreni¸ zadaq isqerpyvaniØ singulØrnyh spektral~nyh harakteristik D(λ). 3.6.1.1. Isqerpyvanie s pomow~¸ unitarnoæ matricy pozvolØet, znaØ polinomial~nye rexeniØ nulevoæ stepeni dlØ

D(λ), ponizit~ ee razmery, isqerpav ffti rexeniØ. Pust~ P = [p_1, . . . , p_t] – matrica, stolbcy kotoroæ p_k ∈ C^n (k = 1, . . . , t) ØvlØ-

¸tsØ polinomial~nymi rexeniØmi nulevoæ stepeni dlØ D(λ) D(λ)p_k = 0, ∀λ k = 1, . . . , t. Pust~ Q = [Q_1, Q_0] – unitarnaØ n × n matrica, razdelennaØ na bloki tak, qto stolbcy matricy Q_1 ∈ C^{n×t} obrazu¸t ortogonal~nyæ bazis im P ; stolbcy matricy Q_0 ∈ C^{n×(n−t)} obrazu¸t ortogonal~nyæ bazis ker P^H . Zametim, qto postroenie matricy Q moßno osuwestvit~, primenØØ ΔW -0 razloßenie k matrice

P^H .

DlØ fftogo obrazuem matricu ~D(λ), strogo ffkvivalentnu¸ matrice D(λ) ~D(λ) ≡ D(λ)Q = [O_{mt}, ^D(λ)]. Zdes~ O_{mt} – nulevaØ m × t matrica, ^D(λ) – matrica razmerov m × (n − t). Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema 3.3.

1^0. Vse levye minimal~nye indeksy i polinomial~nye rexeniØ D(λ) i ^D(λ) sovpada¸t.

2^0. Vse koneqnye i beskoneqnye fflementarnye deliteli D(λ) i ^D(λ), a takße otnosØwiesØ k nim levye ßordanovy cepoqki

METODY I ALGORITMY 141 sovpada¸t; sootvetstvu¸wie vektory iz pravyh ßordanovyh cepoqek svØzany sootnoxeniØmi

x_i = Q_0^x_i, ^x_i = Q^H_0 x_i.

3^0. Otliqnye ot nulevyh pravye minimal~nye indeksy D(λ) sovpada¸t s pravymi minimal~nymi indeksami ^D(λ), a sootvetstvu¸wie pravye polinomial~nye rexeniØ svØzany sootnoxeni- Ømi x_i(λ) = Q_0^x_i(λ), ^x_i(λ) = Q^H_0 x_i(λ).

Spravedlivost~ utverßdeniæ sleduet iz strogoæ ffkvivalentnosti matric D(λ) i ~D(λ) i vida ffkvivalentnogo preobrazovaniØ.

3.6.1.2. Isqerpyvanie s pomow~¸ unimodulØrnoæ matricy izvestnogo polinomial~nogo rexeniØ

s_k(λ) = x_0 +λx_1 +· · ·+λ^kx_k, x_i ∈ C^n , i = 0, . . . , k, ||x_0|| ≠ 0. (3.6.1)

stepeni k > 0 matricy D(λ).

Postroenie unimodulØrnoæ matricy, osuwestvlØ¸weæ isqerpyvanie, budem provodit~ sledu¸wim obrazom.

Pust~ X = [x_1, . . . , x_k] – n × k matrica, stolbcy kotoroæ sut~ kofffficienty polinoma (3.6.1) pri nenulevyh stepenØh λ. Naædem unitarnu¸ matricu U = [ u_1, . . . , u_n ] = [ V_q, V_{n−q} ] , v kotoroæ pervye q stolbcov, obrazu¸wie blok V_q , ØvlØ¸tsØ bazisom im X; poslednie n − q stolbcov, obrazu¸xie blok V_{n−q}, ØvlØ¸tsØ bazisom ker X^H . Postroenie matricy U moßno osuwestvit~ s pomow~¸ ΔW -0 razloßeniØ matricy X^H . Budem predpolagat~, qto

x_0 ∉ span { x_1, . . . , x_k } , (3.6.2)

tak qto naædetsØ takoæ stolbec u_ξ matricy V_{n−q}, qto ( x_0, u_ξ ) ≠ 0. (3.6.3)

Bez ograniqeniØ obwnosti sqitaem, qto u_ξ sovpadaet s poslednim stolbcom u_n matricy U . V protivnom sluqae delaem perestanovku stolbcov U s nomerami ξ i n. IskomaØ unimodulØrnaØ matrica

W (λ) = [ u_1, . . . , u_{n−1}, s_k(λ) ] ≡ [ U_{n−1}, s_k(λ) ] (3.6.4)

142 V. N. KUBLANOVSKA˚ otliqaetsØ ot unitarnoæ matricy U tol~ko poslednim stolbcom, kotoryæ est~ polinomial~nyæ vektor (3.6.1). Pokaßem, qto W (λ) est~ unimodulØrnaØ matrica. Imeem

det W (λ) = k∑ p=0 λ^pdet W_p,

gde W_p – matrica, otliqa¸waØsØ ot W (λ) poslednim stolbcom, kotoryæ zamenen na x_p. UqityvaØ, qto x_1, . . . , x_k ∈ im U_{n−1}, zakl¸qaem, qto det W_1 = · · · = det W_k = 0, togda kak det W_0 = const ≠ 0, qto sleduet iz predpoloßeniØ (3.6.3). UnimodulØrnost~ matricy (3.6.4) ustanovlena.

DlØ isqerpyvaniØ polinomial~nogo rexeniØ s_k(λ) iz D(λ) obrazuem matricu ~D(λ) ≡ D(λ)W (λ) = [ ^D(λ), O]. (3.6.5) Zdes~ O – nulevoæ stolbec,

^D(λ) = D(λ)U_{n−1} (3.6.6)

– matrica razmerov m × (n − 1).

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema 3.4.

1^0. KanoniqeskaØ forma Smita D(λ) i ~D(λ) imeet odno i to ße qislo (lineæno nezavisimyh nad kol~com polinomov) kak levyh, tak i pravyh polinomial~nyh rexeniæ i sovpada¸wie invariantnye mnoßiteli, sootvetstvu¸wie koneqnym fflementarnym delitelØm.

2^0. Matrica ~D(λ) imeet polinomial~noe rexenie ~p_0 = (0, ..., 0, 1)^H nulevoæ stepeni, sootvetstvu¸wee isqerpyvaemomu rexeni¸ s_k(λ) matricy D(λ).

3^0. Meßdu pravymi polinomial~nymi rexeniØmi x(λ), otliqnymi ot rexeniØ s_k(λ), matricy D(λ) i pravymi polinomial~- nymi rexeniØmi ^x(λ) matricy ^D(λ) imeet mesto vzaimnoodnoznaqnoe sootvetstvie: x(λ) = U_{n−1}^x(λ), ^x(λ) = [ W^{−1}(λ) ] n−1x(λ). (3.6.7)

Zdes~ qerez [W^{−1}(λ)]_{n−1} oboznaqena matrica, sostavlennaØ iz pervyh n − 1 strok matricy W^{−1}(λ).

METODY I ALGORITMY 143

4^0. Levye polinomial~nye rexeniØ i sootvetstvu¸wie koneqnym fflementarnym delitelØm levye ßordanovy cepoqki matric D(λ) i ~D(λ) sovpada¸t.

5^0. Esli ^x_1, . . . , ^x_t est~ pravaØ ßordanova cepoqka ^D(λ), sootvetstvu¸waØ koneqnomu fflementarnomu delitel¸ (λ − λ_∗)^t, to x_i = U_{n−1}^x_i, i = 1, . . . , t est~ pravaØ ßordanova cepoqka D(λ), sootvetstvu¸waØ tomu ße fflementarnomu delitel¸.

6^0. Pravye minimal~nye indeksy i beskoneqnye fflementarnye deliteli u matric D(λ) i ^D(λ) mogut byt~ razliqnymi. Pri uslovii C_sU_{n−1} ≠ O summa kratnosti beskoneqnogo sobstvennogo znaqeniØ i minimal~nyh indeksov pravyh polinomial~nyh rexeniæ, otliqnyh ot isqerpyvaemogo, uveliqivaetsØ na qislo, ravnoe stepeni isqerpyvaemogo polinomial~nogo rexeniØ. Esli stepen~ ^D(λ) (oboznaqim ee qerez ^s) men~xe s, to ffta summa uveliqivaetsØ na qislo k − ρ(s − ^s).

Utverßdenie 1^0 sleduet iz ffkvivalentnosti matric D(λ) i

~D(λ), vyteka¸weæ iz unimodulØrnosti matricy W (λ).

Utverßdenie 2^0 vytekaet iz ravenstva

~D(λ)p_0 = D(λ)W (λ)p_0 = 0,

spravedlivogo dlØ l¸bogo λ.

Dokaßem utverßdenie 3^0. Pust~ ravenstvo

^D(λ)^x(λ) = 0 (3.6.8)

vypolnØetsØ pri l¸bom λ, t.e. ^x(λ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie ^D(λ). Podstavim v (3.6.8) znaqenie ^D(λ) v forme (3.6.6). Poluqim D(λ)U_{n−1}x(λ) = 0. Sledovatel~no, U_{n−1}^x(λ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie matricy D(λ).

Obratno, pust~ ravenstvo

D(λ)x(λ) = 0 (3.6.9)

vypolnØetsØ pri l¸bom λ, t.e. x(λ) – pravoe polinomial~noe rexenie D(λ). Iz (3.6.5), uqityvaØ, qto W (λ) – unimodulØrnaØ matrica, imeem D(λ) = [ ^ D(λ), O ] W^{−1}(λ),

144 V. N. KUBLANOVSKA˚ tak qto iz (3.6.9) poluqim [ ^ D(λ), O ] W^{−1}(λ)x(λ) = 0.

Ots¸da [ W^{−1}(λ) ] n−1x(λ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie ^D(λ). Utverßdenie 4^0 sleduet iz vida ffkvivalentnogo preobrazovaniØ (3.6.5) i svoæstv kanoniqeskoæ formy Smita.

Dokaßem utverßdenie 5^0. Po uslovi¸ dlØ ^D(λ) ime¸t mesto sootnoxeniØ i∑ k=0 1 k! ^D^{(k)}(λ_∗)^x_{i−k+1} = 0, i = 0, 1, . . . , t − 1, (3.6.10)

priqem sistema ^D(λ_∗)z = − t∑ k=1 1 k! ^D^{(k)}(λ_∗)^x_{t−k+1} nesovmestna. Iz formuly (3.6.6) imeem

^D^{(k)}(λ_∗) = D^{(k)}(λ_∗)U_{n−1}, k = 0, 1, . . . , t. (3.6.11)

Podstaviv (3.6.11) v (3.6.10), poluqim i∑ k=0 1 k! D^{(k)}(λ_∗)U_{n−1} ^x_{i−k+1} = 0, i = 0, 1, . . . , t − 1. Sistema D(λ_∗)U_{n−1}z = − t∑ k=0 1 k! D^{(k)}(λ_∗)U_{n−1} ^x_{t−k+1} nesovmestna. Ots¸da sleduet, qto vektory x_k = U_{n−1}^x_k (k =

1, . . . , t) obrazu¸t ßordanovu cepoqku D(λ), sootvetstvu¸wu¸

fflementarnomu delitel¸ (λ − λ_∗)^t.

Utverßdenie 6^0 sleduet iz sravneniæ balansnogo sootnoxeniØ dlØ matricy D(λ) i analogiqnogo sootnoxeniØ ~t_c + ~t_∞ + ~t_R + ~t_L = ρ~s dlØ matricy ~D(λ) = D(λ)W (λ). Pri uslovii C_sU_{n−1} ≠ O stepen~ s matricy ~D(λ) ravna stepeni s ishodnoæ matricy D(λ). Po ustanovlennomu vyxe ~t_∞ + ~t_R = t_∞ + t_R = (t_∞ + t_R − k) + k, gde

METODY I ALGORITMY 145 k – stepen~ isqerpyvaemogo polinomial~nogo rexeniØ. Ots¸da, uqityvaØ oqevidnu¸ svØz~ spektral~nyh harakteristik ~D(λ) i

^D(λ), poluqaem spravedlivost~ svoæstva 6^0. Analogiqnye ras-

sußdeniØ pozvolØ¸t ustanovit~ 6^0 i dlØ sluqaØ C_sU_{n−1} = O, kogda ^s < s.

Opisannyæ vyxe algoritm isqerpyvaniØ odnogo polinomial~nogo rexeniØ legko rasprostranØetsØ na sluqaæ isqerpyvaniØ bloqnogo polinomial~nogo rexeniØ.

3.6.1.3. Isqerpyvanie polinomial~nyh rexeniæ D(λ) s pomow~¸ regulØrnoæ λ-matricy K(λ) pozvolØet, ne vyqislØØ polinomial~nyh rexeniæ D(λ), preobrazovat~ ih v rexeniØ nulevoæ stepeni, a vyqislenie koneqnogo spektra matricy svodit~ k toæ ße zadaqe dlØ matric polnogo stolbcovogo ranga.

V kaqestve K(λ) berem matricu, otliqa¸wu¸sØ ot unitarnoæ matricy n − ρ stolbcami, gde n − ρ – razmernost~ pravogo nul~-prostranstva D(λ). DlØ fftogo vybiraem l¸boe qislo λ_∗, otliqnoe ot sobstvennyh znaqeniæ D(λ), i nahodim (ispol~zuØ ΔW -0 razloßenie matricy D(λ_∗)) unitarnu¸ matricu Q_∗ ≡ [ Q_{1∗}, Q_{0∗} ] (3.6.13)

taku¸, qto stolbcy n×ρ matricy Q_{1∗} obrazu¸t bazis im D^H (λ_∗), a stolbcy n×(n−ρ) matricy Q_{0∗} obrazu¸t bazis ker D(λ_∗). Takim obrazom, stolbcy matricy Q_{0∗} poluqa¸tsØ iz nekotorogo bazisa

q_1(λ), . . . , q_n(λ) pravogo nul~-prostranstva N_C (λ) matricy D(λ)

pri λ = λ_∗. Polagaem K(λ) = [ Q_{1∗}, q_1(λ), . . . , q_{n−ρ}(λ) ] . (3.6.14)

DlØ vydeleniØ regulØrnoæ qasti spektral~nyh harakteristik

D(λ) obrazuem matricu ~D(λ) ≡ D(λ)K(λ) = [ ^D(λ), O_{m,n−ρ}], (3.6.15) gde ^D(λ) ≡ D(λ)Q_{1∗}; O_{m,n−ρ} – nulevaØ m × (n − ρ) matrica.

Poluqili matricu D(λ) polnogo stolbcovogo ranga. Zametim, qto dlØ obrazovaniØ ^D(λ) trebuetsØ znat~ tol~ko blok Q_{1∗} unitarnoæ matricy Q_∗.

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema 3.5.

1^0. Matrica ^D(λ) ne imeet pravyh polinomial~nyh rexeniæ.

146 V. N. KUBLANOVSKA˚

2^0. Matrica ^D(λ) imeet te ße levye polinomial~nye rexeniØ i minimal~nye indeksy, qto i ishodnaØ matrica D(λ).

3^0. KoneqnaØ i pri C_sQ_{1∗} ≠ O beskoneqnaØ qasti spektra ishodnoæ matricy D(λ) soderßatsØ v spektre ^D(λ).

4^0. Spektr ^D(λ) soderßit parazitiqesku¸ qast~, opredelØemu¸ spektrom matricy K(λ), kratnost~ kotoroæ ravna summe pravyh minimal~nyh indeksov ishodnoæ matricy D(λ).

Pervoe utverßdenie sleduet iz postroeniØ (3.6.15) matric

~D(λ) i ^D(λ). Utverßdenie 20 i utverßdenie 30, kasa¸wiesØ ko-

neqnoæ qasti spektra, sledu¸t iz teoremy 3.4.

Dokaßem 3^0 dlØ beskoneqnoæ qasti spektra D(λ). Iz (3.6.15) dlØ D(μ) = μ^sD(μ^{−1}) imeem

D(μ)K_1(μ) = [ ^ D(μ), O_{m,n−ρ} ] , (3.6.16) gde ^D(μ) = μ^s ^D(μ^{−1}), K_1(μ) ≡ [Q_{0∗}, q_1(μ), . . . , q_{n−ρ}(μ)] – regulØrnaØ matrica. Togda primenenie k razloßeni¸ (3.6.16) teoremy 3.4 zaverxaet dokazatel~stvo.

DlØ ustanovleniØ utverßdeniØ 4^0 vospol~zuemsØ balansnym sootnoxeniem

t_C + t_∞ + ~t_σ + ~t_L = ρs, (3.6.17)

spravedlivym dlØ ~D(λ) (dlØ ^D(λ)). Zdes~ qerez ~t_σ oboznaqim kratnost~ toæ qasti spektra, kotoraØ ne opredelØetsØ spektrom

D(λ), t.e. qislami t_c i t_∞. SravnivaØ (3.6.17) s analogiqnym

balansnym sootnoxeniem dlØ D(λ), zakl¸qaem, qto ~t_σ = t_R. Tot fakt, qto dopolnitel~naØ qast~ spektra sovpadaet so spektrom matricy K(λ), sleduet iz teoremy. Svoæstvo 4^0 dokazano.

Iz rassußdeniæ, provedennyh vyxe, sleduet, qto matrica

D(λ) krome iskomogo spektra D(λ) soderßit parazitiqeskiæ

spektr. DlØ vyqisleniØ spektra D(λ) my predlagaem dva sposoba.

Pri pervom sposobe nado proverit~, ØvlØetsØ li sobstvennoe znaqenie ^λ_i matricy ^D(λ) sobstvennym znaqeniem dlØ D(λ). Oqevidno, qto esli rank D(^λ_i) = ρ, to ^λ_i ne ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem D(λ). Esli rank D(^λ_i) men~xe ρ, to ^λ_i est~ sobstvennoe znaqenie D(λ). V poslednem sluqae ßelatel~no proverit~ sovpadenie kratnosteæ ^λ_i i kak sobstvennogo znaqeniØ ^D(λ), i kak sobstvennogo znaqeniØ D(λ).

METODY I ALGORITMY 147 Pri vtorom sposobe nado vypolnit~ postroenie matricy (3.6.13) pri dvuh razliqnyh znaqeniØh λ_∗ i naæti spektry dlØ dvuh matric ^D(λ) polnogo stolbcovogo ranga. Sovpada¸waØ qast~ spektrov fftih matric dast iskomyæ spektr D(λ).

3.6.2. Isqerpyvanie regulØrnyh spektral~nyh harakteristik.

DlØ polinomial~noæ matricy D(λ) obwego vida moßet byt~ obobwena ideØ isqerpyvaniØ po sposobu Vilandta dlØ postoØnnyh matric. Niße predlaga¸tsØ obobweniØ v dvuh napravleni- Øh: 1) isqerpyvanie gruppy sobstvennyh znaqeniæ, kogda izvestny sootvetstvu¸wie im bloqnoe sobstvennoe znaqenie i bloqnyæ sobstvennyæ vektor; 2) isqerpyvanie izvestnogo kratnogo sobstvennogo znaqeniØ polinomial~noæ matricy.

1) Pust~ izvestno bloqnoe sobstvennoe znaqenie Λ ∈ C^{l×l} matricy D(λ) i sootvetstvu¸wiæ emu bloqnyæ sobstvennyæ vektor

X ∈ C^{n×l} i pust~ Z ∈ C^{n×l} – matrica, udovletvorØ¸waØ uslovi¸

Z^H X = I. (3.6.18)

Togda isqerpyvanie sobstvennyh znaqeniæ D(λ), opredelØemyh spektrom matricy Λ, v nul~ svoditsØ k postroeni¸ matric

D_0(λ) ≡ D(λ) + s−1∑ i=0 λ^iH_iΛZ^H , (3.6.19) gde H_{i−1} = s−i∑ k=0 C_{i+k}XΛ^k, i = 1, . . . , s, t.e. H_i – kofffficienty matricy H(λ) v razloßenii D(λ)X = H(λ) ( λI − Λ ) . (3.6.20)

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ. Teorema 3.6.

1^0. Bloqnoæ sobstvennoæ pare Λ, X matricy D(λ) sootvetstvuet bloqnaØ sobstvennaØ para O_{ll}, X matricy D_0(λ).

2^0. Levye bloqnye spektral~nye harakteristiki matric D(λ) i D_0(λ) odinakovy.

3^0. L¸boæ pravoæ bloqnoæ sobstvennoæ pare Λ_1, X_1 s det Λ_1 ≠ 0 matricy D(λ), otliqnoæ ot Λ, X, sootvetstvuet bloqnaØ para Λ_1, ^X_1 matricy D_0(λ). Zdes~ ^X_1 ≡ X_1 − XΓ_1, Γ_1 ≡ ΛZ^H X_1Λ^{−1}_1 .

148 V. N. KUBLANOVSKA˚

Deæstvitel~no, uqityvaØ, qto Λ, X – bloqnaØ sobstvennaØ para D(λ), v silu sootnoxeniØ

C_0X + C_1XΛ + · · · + C_sXΛ^s = 0

imeem ( C_0 + H_0ΛZ^H ) X = C_0X + s−1∑ k=0 C_{k+1}XΛ^{k+1} = O.

Ots¸da O_{ll} i X est~ pravaØ bloqnaØ sobstvennaØ para D_0(λ). Dalee, pust~ Λ_2, Y_2 – levaØ bloqnaØ sobstvennaØ para D(λ). Pokaßem, qto ona budet levoæ bloqnoæ sobstvennoæ paroæ i dlØ

D_0(λ).

UqityvaØ

Y^H_2 C_0 + Λ_2Y^H_2 C_1 + · · · + Λ^s_2Y^H_2 C_s = O

dlØ D_0(λ), imeem s∑ k=0 Λ^k_2 Y^H_2 C_k + s−1∑ i=0 Λ^i_2Y^H_2 H_iΛZ^H =

= O +^{s∑}_{k=1} Λ^{k−1}_2 Y^H_2^{s−k∑}_{i=0} Ck+iXΛ^iZ^H = O.

Utverßdenie 2^0 dokazano.

Dokaßem utverßdenie 3^0. Pust~ Λ_1 – bloqnoe sobstvennoe znaqenie, ne svØzannoe so spektrom matricy Λ. Imeem s∑ k=0 C_kX_1Λ^k_1 − s∑ k=0 C_kXΓ_1Λ^k_1 + s−1∑ i=0 H_iΛZ^H X_1Λ^i_1− s−1∑ i=0 H_iΛZ^H XΓ_1Λ^i_1 =

− s∑ k=0 C_kXΓ_1Λ^k_1 + s∑ k=1 C_kX k∑ j=1 Λ^jZ^H X_1Λ^{k−j}_1 − s∑ k=1 C_kX k∑ j=1 Λ^jΓ_1Λ^{k−j}_1 = s∑ k=0 C_kX k∑ j=0 Λ^j ( ΛZ^H X_1Λ^{−1}_1 −Γ_1 ) Λ^{k−j}_1 = O.

Utverßdenie 3^0 dokazano.

Zameqanie. Esli Λ – pravoe matriqnoe rexenie D(λ), to, primeniv process isqerpyvaniØ, pri X = Z = I pridem k matrice D_0(λ) = λH(λ),

METODY I ALGORITMY 149 gde H(λ) udovletvorØet sootnoxeni¸ D(λ) = H(λ) ( λI − S ) . (3.6.21)

2) Pust~ izvestno sobstvennoe znaqenie λ_∗ matricy D(λ). DlØ ego isqerpyvaniØ v nul~ budem stroit~ koneqnu¸ posledovatel~nost~ matric

D_i(λ) = s∑ k=0 C^{(i)}_k λ^k, D_1(λ) ≡ D(λ).

Perehod ot D_i(λ) k D_{i+1}(λ) vypolnØetsØ po sledu¸wemu predpisani¸:

(1) Nahodim bloqnoe sobstvennoe znaqenie Λ_i = λ_∗I_{li} i sootvetstvu¸wiæ emu bloqnyæ sobstvennyæ vektor X_i ∈ C^{n×li} . S fftoæ cel~¸ opredelØem razmernost~ l_i pravogo nul~-prostranstva matricy D_i(λ_∗) i ego ortonormirovannyæ bazis, stolbcy kotorogo obrazu¸t matricu X_i. �ti veliqiny mogut byt~ naædeny s pomow~¸ ΔW -0 razloßeniæ postoØnnoæ matricy D_i(λ_∗).

(2) DlØ preobrazovaniØ D_{i+1}(λ) v D_i(λ) primenØem isqerpyvanie bloqnogo sobstvennogo znaqeniØ (moßet byt~, nepolnogo)

Λ_i = λ_∗I_{li} , tak qto kofffficienty D_{i+1}(λ) vyqislØ¸tsØ po for-

mulam

C^{(i+1)}_s = C^{(i)}_s ; C^{(i+1)}_j = C^{(i)}_j + s−j∑ k=1 λ^k_∗C^{(i)}_{k+j}X_iX^H_i , j = s − 1, s − 2, . . . , 0. (3.6.22)

Postroenie posledovatel~nosti matric D_i(λ) prekrawaetsØ na xage t, kogda vypolneno odno iz usloviæ: libo l_t = 0, libo t > s min(m, n). Analogiqno isqerpyvani¸ spektral~nyh harakteristik v nul~ moßet byt~ organizovano isqerpyvanie v l¸bu¸ toqku α kompleksnoæ oblasti, v tom qisle i v beskoneqnost~, kak dlØ pravogo (levogo) bloqnogo sobstvennogo znaqeniØ, tak i dlØ obratnyh bloqnyh sobstvennyh znaqeniæ.

150 V. N. KUBLANOVSKA˚

Glava 4. Nekotorye svedeniØ o dvuhparametriqeskih polinomial~nyh matricah

§4.1. Spektral~nye harakteristiki

4.1.1. OpredeleniØ spektral~nyh harakteristik i ih svoæstva.

Pust~ F (λ, μ) est~ m×n dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica. DlØ opredelennosti parametr λ budem nazyvat~ osnovnym (ili spektral~nym), parametr μ – dopolnitel~nym (inogda oba parametra budut rassmatrivat~sØ ravnopravnymi). NarØdu s matriqnoæ zapis~¸ F (λ, μ) s fflementami f_{ij}(λ, μ), skalØrnymi polinomami, budem zapisyvat~ F (λ, μ) v vide matriqnogo polinoma

F (λ, μ) = C_s(μ)λ^s + · · · + C_0(μ), (4.1.1)

gde C_k(μ) est~ m × n polinomial~nye matricy po parametru μ.

Budem razliqat~ regulØrnye i singulØrnye dvuhparametriqeskie polinomial~nye matricy. RegulØrnoæ nazyvaetsØ kvadratnaØ F (λ, μ) matrica, opredelitel~ kotoroæ otliqaetsØ ot toßdestvennogo nulØ. V protivnom sluqae, kogda libo m ≠ n, libo det F (λ, μ) ≡ 0 pri m = n, matrica F (λ, μ) nazyvaetsØ singulØrnoæ. Oboznaqim qerez ρ = rank F (λ, μ) normal~nyæ rang matricy F (λ, μ), t.e. maksimal~nyæ porØdok ee minora, otliqnogo ot toßdestvennogo nulØ. V regulØrnom sluqae ρ = m = n, v singulØrnom sluqae ρ 6 min(m, n).

V sluqae lineænogo vhoßdeniØ parametra λ v fflementy matricy F (λ, μ), budem primenØt~ takße oboznaqenie D(λ, μ) =

A(μ) − λB(μ) i nazyvat~ dvuhparametriqesku¸ polinomial~nu¸

matricu puqkom polinomial~nyh matric A(μ) i B(μ).

StavitsØ zadaqa nahoßdeniØ netrivial~nyh rexeniæ uravne- niæ F (λ, μ)x = 0 i y^H F (λ, μ) = 0, (4.1.2)

kotorymi ØvlØ¸tsØ

•pravye i levye sobstvennye vektory, otveqa¸wie toqkam spektra matricy;

•pravye i levye polinomial~nye rexeniØ, prinadleßawie sootvetstvenno pravomu i levomu nul~-prostranstvam matricy F (λ, μ). Spektr matricy F (λ, μ) predstavlØet soboæ geometriqeskoe mesto toqek (λ_∗, μ_∗), na kotoryh ρ_∗ := rank F (λ_∗, μ_∗) < ρ.

METODY I ALGORITMY 151 Koordinaty toqek spektra ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ F ( i_1, . . . , i_ρ j_1, . . . , j_ρ ) = 0, (4.1.3)

levye qasti kotoryh sut~ minory porØdka ρ matricy F (λ, μ), sostavlennye iz fflementov ee, stoØwih na pereseqenii strok s nomerami i_1, . . . , i_ρ i stolbcov s nomerami j_1, . . . , j_ρ, 1 6 i_1 < i_2 <

. . . < i_ρ 6 m, 1 6 j_1 < j_2 < . . . < j_ρ 6 n.

Odnomernye i nul~mernye rexeniØ sistemy (4.1.3) opredelØ- ¸t sootvetstvenno odnomernye i nul~mernye sobstvennye znaqeniØ matricy F (λ, μ). Odnomernye sobstvennye znaqeniØ obrazu- ¸t nepreryvnu¸ qast~ spektra F (λ, μ), t.e. sovokupnost~ sobstvennyh krivyh, opredelennyh uravneniØmi Φ(λ, μ) = 0 ili ( λ = φ(μ), μ = ψ(λ) ) . Paru (λ, μ), leßawu¸ na sobstvennoæ krivoæ, t.e. svØzannu¸ ukazannoæ vyxe funkcional~noæ zavisimost~¸, takße budem nazyvat~ odnomernym sobstvennym znaqeniem F (λ, μ). Zametim, qto Øvnoæ formul~noæ zavisimosti

Φ(λ, μ), φ(μ), ψ(λ) v obwem sluqae ne suwestvuet, no vsegda moß-

no ukazat~ pravilo, pozvolØ¸wee pri fiksirovannom znaqenii

μ = μ_∗ (ili λ = λ_∗) nahodit~ toqki (λ_∗, μ_∗), kaßdaØ iz kotoryh

leßit, po kraæneæ mere, na odnoæ iz sobstvennyh krivyh.

Nul~mernye rexeniØ sistemy (4.1.3) nazyva¸tsØ nul~mernymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy F (λ, μ). Oni obrazu¸t diskretnu¸ qast~ spektra.

Nepreryvnyæ koneqnyæ spektr F (λ, μ) sostoit iz korneæ algebraiqeskogo uravneniØ δ(λ, μ) = 0, gde δ(λ, μ) est~ skalØrnyæ polinom ot dvuh peremennyh, ØvlØ¸- wiæsØ obwim naibol~xim delitelem vseh minorov, stoØwih v levoæ qasti sistemy (4.1.3).

V sluqae regulØrnoæ matricy F (λ, μ) sistema (4.1.3) sostoit iz odnogo uravneniØ

det F (λ, μ) = 0,

kotoroe imeet tol~ko odnomernye rexeniØ, tak qto spektr regulØrnoæ matricy ØvlØetsØ nepreryvnym.

V sluqae toqek s “beskoneqnymi” koordinatami, narØdu s matriceæ F (λ, μ) budem rassmatrivat~ polinomial~nye matricy,

152 V. N. KUBLANOVSKA˚ poluqaemye pri zamenah peremennyh λ = ν^{−1}, μ = η^{−1}, t.e. matricy vida F (ν, μ) ≡ ν^sF (ν^{−1}, μ); ~F (λ, η) = η^tF (λ, η^{−1}); ^F (ν, η) = ν^sη^tF (ν^{−1}, η^{−1}) (4.1.4)

i polagat~ po opredeleni¸ F (∞, μ) ≡ F (0, μ); F (λ, ∞) ≡ ~F (λ, 0); F (∞, ∞) = ^F (0, 0). Esli sobstvennoe znaqenie (l¸bogo vida) matricy F (λ, μ) ØvlØetsØ kratnym, to s nim mogut byt~ svØzany ßordanovy cepoqki vektorov; pri fftom v sluqae odnomernogo sobstvennogo znaqeniØ qislo i dliny ßordanovyh cepoqek mogut izmenØt~sØ s izmeneniem koordinat toqki, leßaweæ na sobstvennoæ krivoæ.

Pravye x_1, . . . , x_t i levye y_1, . . . , y_t ßordanovy cepoqki dliny t, otveqa¸wie toqke spektra (λ_∗, μ_∗), udovletvorØ¸t sootvetstvenno sootnoxeni¸ l∑ k=0 1 k! F^{(k)}_∗ x_{l−k+1} = 0 l = 0, 1, . . . , t − 1; (4.1.5)

priqem sistema F_∗ξ = − t∑ k=1 1 k! F^{(k)}_∗ x_{t−k+1} nesovmestna; sootnoxeni¸ l∑ k=0 y_{t−l+k} 1 k! F^{(k)}_∗ = 0^H l = 0, 1, . . . , t − 1 (4.1.6)

priqem sistema

ξ^H F_∗ = − t∑ k=1 y^H_k 1 k! F^{(k)}_∗

nesovmestna. Zdes~ F^{(k)}_∗ =^{dk}_{dλk} F (λ, μ) | |_{λ=λ∗} μ=μ_∗ . DlØ puqka D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ) (4.1.7) sootnoxeniØ (4.1.5) i (4.1.6) prinima¸t sledu¸wiæ vid:

D_∗x_1 = 0, D_∗x_l = B_∗x_{l−1} (l = 2, . . . , t), (4.1.8)

METODY I ALGORITMY 153 sistema D_∗ξ = B_∗x_t nesovmestna, i

y^H_t D_∗ = 0 y^H_{t−l}D_∗ = y^H_{t−l+1}B_∗ (l = 1, . . . , t − 1) (4.1.9)

sistema ξ^H D_∗ = y^H_1 B_∗ nesovmestna.

Nenulevye polinomial~nye vektory x(λ, μ) ∈ C^n [λ, μ] i y(λ, μ) ∈

C^m [λ, μ], udovletvorØ¸wie pri l¸byh znaqeniØh λ i μ uravne-

niØm

F (λ, μ)x(λ, μ) = 0 i y^H (λ, μ)F (λ, μ) = 0, (4.1.10)

nazyva¸tsØ polinomial~nymi rexeniØmi (sootvetstvenno pravym i levym) matricy F (λ, μ).

Pust~

x(λ, μ) = λ^εx_ε(μ) + · · · + x_0(μ) x_0(μ) ≢ 0 i x_ε(μ) ≢ 0

pravoe polinomial~noe rexenie F (λ, μ). Stepen~ ε nazyvaetsØ indeksom po parametru λ pravogo polinomial~nogo rexeniØ x(λ, μ). Analogiqno

y(λ, μ) = λ^ηy_η (μ) + · · · + y_0(μ) y_0(μ) ≢ 0, y_η(μ) ≢ 0

est~ levoe polinomial~noe rexenie indeksa η.

Na polinomial~nom rexenii x(λ, μ) matricy F (λ, μ) toßdestva (4.1.10) ime¸t vid k∑ i=0 C_i(μ)x_{k−i}(μ) = 0 k = 0, 1, . . . , s + ε C_i(μ) ≡ 0 pri i > s. (4.1.11)

DlØ puqka D(λ, μ) toßdestva (4.1.10) budut A(μ)x_0(μ) = 0 A(μ)x_k(μ) = B(μ)x_{k−1}(μ) k = 1, . . . , ε B(μ)x_ε(μ) = 0. (4.1.12)

Oqevidno pri l¸byh znaqeniØh λ = λ_∗, μ = μ_∗ vektory x_{∗i} ≡ 1 (i − 1)!

x^{(i−1)}_∗ i = 1, . . . , ε + 1 (4.1.13)

udovletvorØ¸t ravenstvam vida (4.1.5), no v otliqie ot ßordanovyh cepoqek vektorov ograniqeniØ na nesovmestnost~ sistemy otsutstvu¸t. V svØzi s fftim sovokupnost~ vektorov (4.1.13) budem nazyvat~ “parazitiqeskoæ” ßordanovoæ cepoqkoæ vektorov,

154 V. N. KUBLANOVSKA˚ poroßdennoæ pravym polinomial~nym rexeniem x(λ, μ) v toqke

(λ_∗, μ_∗).

Analogiqno moßno vvesti v rassmotrenie “parazitiqesku¸” ßordanovu cepoqku, poroßdennu¸ levym polinomial~nym rexeniem y(λ, μ) v toqke (λ_∗, μ_∗).

Esli ρ < n, matrica F (λ, μ) imeet netrivial~noe, razmernosti

n − ρ, pravoe nul~-prostranstvo iz polinomial~nyh rexeniæ.

Analogiqno, esli ρ < m, matrica F (λ, μ) imeet netrivial~noe, razmernosti m − ρ, levoe nul~-prostranstvo iz polinomial~nyh rexeniæ.

Rassmotrim bazis pravogo (levogo) nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ F (λ, μ). Nas budet interesovat~, tak nazyvaemyæ, minimal~nyæ bazis iz polinomial~nyh rexeniæ

x_1(λ, μ), . . . , x_{n−ρ}(λ, μ), t.e. takoæ bazis, matrica X(λ, μ) = [x_1(λ, μ), . . . , x_{n−ρ}(λ, μ)], sootvetstvu¸waØ kotoromu, ne imeet ne-

preryvnogo spektra. Analogiqno qerez Y (λ, μ) ≡

[y_1(λ, μ), . . . , y_{n−ρ}(λ, μ)] budem oboznaqat~ minimal~nyæ bazis iz

levyh polinomial~nyh rexeniæ F (λ, μ). Indeksy polinomial~- nyh rexeniæ, sostavlØ¸wie stolbcy minimal~nyh bazisov, budem nazyvat~ minimal~nymi indeksami.

DlØ dal~neæxego budut polezny sledu¸wie oqevidnye svoæstva odnoparametriqeskoæ matricy F (λ) ≡ F (λ, μ), gde μ l¸boe fiksirovannoe znaqenie μ = μ, ne sovpada¸wee s koordinatami toqek spektra F (λ, μ).

1^0. Kratnost~ σ spektra matricy F (λ) sovpadaet s kratnost~¸ toqek pereseqeniØ prØmoæ μ = μ s sobstvennymi krivymi matricy F (λ, μ).

2^0. rank F (λ) := rank F (λ, μ) = ρ.

3^0. PorØdki u i v minimal~nyh bazisov nul~-prostranstv pravyh i levyh polinomial~nyh rexeniæ matricy F (λ) sootvetstvenno sovpada¸t s summoæ indeksov polinomial~nyh stolbcov matric X(λ) := X(λ, μ) i Y (λ) := Y (λ, μ).

4^0. Stepen~ matricy F (λ) sovpadaet so stepen~¸ po λ matri- cy F (λ, μ). 5^0. Imeet mesto balansnoe sootnoxenie σ + u + v = ρ s = ρs. Dokaßem teoremu, ustanavliva¸wu¸ svØz~ diskretnogo spektra matricy F (λ, μ) so spektrami matric X(λ, μ), Y (λ, μ).

METODY I ALGORITMY 155

Teorema 4.1. DlØ togo qtoby para qisel (λ∗, μ∗) byla nul~mernym sobstvennym znaqeniem matricy F (λ, μ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby ona byla nul~mernym sobstvennym znaqeniem, po kraæneæ mere, odnoæ iz matric X(λ, μ) ili Y (λ, μ).

Dokazatel~stvo teoremy provedem pri sledu¸wih ograniqeniØh:

1. Spektr F (λ, μ) ne soderßit sobstvennyh znaqeniæ vida (λ, μ_∗), (λ_∗, μ). 2. (λ_∗, μ_∗) est~ koneqnaØ po λ toqka spektra. Ukazannye ograniqeniØ ne umalØ¸t obwnosti. Kak budet ustanovleno niße, sobstvennye znaqeniØ (λ, μ_∗), (λ_∗, μ) mogut byt~ predvaritel~no isqerpany iz spektra F (λ, μ). V sluqae (λ_∗, μ_∗) = (∞, μ_∗) v matrice

F (λ, μ) moßno sdelat~ zamenu λ = η^{−1}, perevodØwu¸ toqku (∞, μ_∗)

v (0, μ_∗).

Pereædem k dokazatel~stvu teoremy. V predpoloßenii, qto para qisel (λ_∗, μ_∗) est~ nul~mernoe sobstvennoe znaqenie F (λ, μ), dokaßem, qto (λ_∗, μ_∗) ØvlØetsØ nul~mernym sobstvennym znaqeniem X(λ, μ) ili (i) Y (λ, μ). Deæstvitel~no, kratnost~ spektra σ_∗ odnoparametriqeskoæ matricy F (λ, μ_∗) budet bol~xe σ, tak kak krome toqek pereseqeniØ prØmoæ μ = μ_∗ s sobstvennymi krivymi matricy F (λ, μ) matrica F (λ, μ_∗) budet imet~ dopolnitel~noe sobstvennoe znaqenie λ = λ_∗, qto sleduet iz neravenstva rank F (λ_∗, μ_∗) < ρ. No iz balansnogo sootnoxeniØ sleduet, qto uveliqenie σ_∗ dolßno kompensirovat~sØ umen~xeniem u_∗ + v_∗, qto vleqet umen~xenie razmernosti odnoæ (ili obeih) matric X(λ, μ_∗), Y (λ, μ_∗), tak qto rank X(λ, μ_∗) < n − ρ (

rank Y (λ, μ_∗) < m − ρ ), sledovatel~no, (λ_∗, μ_∗) ØvlØetsØ toqkoæ

spektra X(λ, μ) i (ili) Y (λ, μ). UqityvaØ, qto matricy X(λ, μ) i Y (λ, μ) po uslovi¸ ne ime¸t nepreryvnogo spektra, zakl¸qaem, qto (λ_∗, μ_∗) est~ nul~mernoe sobstvennoe znaqenie po kraæneæ mere odnoæ iz matric X(λ, μ), Y (λ, μ). Spravedlivost~ prØmogo utverßdeniØ ustanovlena.

Obratno, pust~ (λ_∗, μ_∗) est~ nul~mernoe sobstvennoe znaqenie po kraæneæ mere odnoæ iz matric X(λ, μ), Y (λ, μ). DlØ opredelennosti sqitaem

rank X(λ_∗, μ_∗) < n − ρ. (4.1.14)

Snaqala dokaßem prinadleßnost~ (λ_∗, μ_∗) toqkam spektra matricy F (λ, μ). Dopustim protivnoe, t.e. rank F (λ_∗, μ_∗) = ρ. No togda razmernost~ pravogo nul~-prostranstva X(λ_∗ , μ_∗) matricy F (λ_∗, μ_∗) est~ n − ρ, qto protivoreqit uslovi¸ (4.1.14). Iz

156 V. N. KUBLANOVSKA˚ poluqennogo protivoreqiØ s uqetom, qto spektr F (λ, μ) ne soderßit sobstvennyh znaqeniæ (λ, μ_∗), (λ_∗, μ), sleduet spravedlivost~ utverßdeniØ, qto (λ_∗, μ_∗) est~ nul~mernoe sobstvennoe znaqenie

F (λ, μ). Teorema dokazana. •

Toqka (λ_i, μ_i) spektra F (λ, μ) prinadleßit pravomu diskretnomu spektru F (λ, μ) i oboznaqaetsØ (λ_{i+}, μ_{i+}), esli rank X(λ_i, μ_i)

< n − ρ. Toqka (λ_i, μ_i) := (λ_{i−}, μ_{i−}) spektra F (λ, μ) prinadleßit

levomu diskretnomu spektru F (λ, μ), esli rank Y (λ_i, μ_i) < m − ρ.

Znaqok ”+” (znaqok ”−”) budem opuskat~, esli iz konteksta Øsna prinadleßnost~ toqki pravomu (levomu) diskretnym spektram. Kak pravilo, my budem imet~ delo s pravymi spektral~nymi harakteristikami, tak qto pod slovami ”diskretnyæ spektr” budet ponimat~sØ pravyæ diskretnyæ spektr, esli ne ogovoreno inaqe.

4.1.2. Soprovoßda¸wie puqki i ih spektral~nye svoæstva.

Rexenie spektral~noæ zadaqi

F (λ, μ)x(λ, μ) = 0 (4.1.15)

dlØ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ m × n matricy

F (λ, μ) = C_s(μ)λ^s + · · · + C_0(μ)

moßet byt~ osuwestvleno rexeniem analogiqnoæ zadaqi

D(λ, μ)X(λ, μ) = 0 (4.1.16)

dlØ puqka D(λ, μ) := A(μ) − λB(μ) polinomial~nyh matric A(μ) i B(μ) bol~xih razmerov.

LinearizaciØ zadaqi, t.e. perehod ot (4.1.15) k (4.1.16), realizuetsØ podobno tomu, kak ffto sdelano v §1.4 dlØ odnoparametriqeskih polinomial~nyh matric putem vvedeniØ tak nazyvaemyh soprovoßda¸wih puqkov (sm. punkty 1.4.1–1.4.3).

DlØ opredelennosti rassußdeniæ v kaqestve soprovoßda¸wego puqka dlØ F (λ, μ) voz~mem pravyæ soprovoßda¸wiæ puqok

D(λ, μ) = λI_m . . . . . . C_0(μ) −I_m λI_m . . . C_1(μ) . . . . . . . . . . . . ... −I_m λI_m C_{s−2}(μ) −I_m C_{s−1}(μ) + λC_s(μ) .

METODY I ALGORITMY 157 Kak i v sluqae odnoparametriqeskih polinomial~nyh matric ustanavlivaetsØ spravedlivost~ sledu¸wih utverßdeniæ.

1^0. Puqok D(λ, μ) ffkvivalenten bloqno-diagonal~noæ matrice: block diag {F (λ, μ), I_{m(n−1)}} = P (λ, μ)D(λ, μ)Q(λ, μ). Zdes~ P (λ, μ), Q(λ, μ) sut~ matricy, osuwestvlØ¸wie ffkvivalentnoe preobrazovanie.

2^0. Meßdu spektral~nymi harakteristikami matricy F (λ, μ) i puqka D(λ, μ) suwestvuet vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie.

•Pravye x_1, . . . , x_t i levye y_1, . . . , y_t ßordanovy cepoqki dliny t matricy F (λ, μ) i pravye X_1, . . . , X_t i levye Y_1, . . . , Y_t ßordanovy cepoqki dliny t puqka D(λ, μ), otveqa¸wie odnoæ i toæ ße toqke spektra (λ_∗, μ_∗) matricy F (λ, μ) i puqka D(λ, μ), svØzany sootnoxeniØmi

X_i = t−1∑ k=0 1 k! Q^{(k)}_1 (λ_∗, μ_∗)x_{i−k}

Y^H_{t−i+1} = i−1∑ k=0 1 k! y^H_{t−i+k+1}P^{(k)}_1 (λ_∗, μ_∗), i = 1, . . . , t. Zdes~ P_1(λ, μ) i Q_1(λ, μ) pervaØ bloqnaØ stroka i pervyæ bloqnyæ stolbec matric P (λ, μ) i Q(λ, μ) sootvetstvenno:

P_1(λ, μ) := [ I_m, λI_m, . . . , λ^{n−1}I_m ] Q_1(λ, μ) := [ B_1(λ, μ), . . . , B_{n−1}(λ, μ), I_n ]_B

B_i(λ, μ) := n−k∑ i=0 λ^iC_{k+i}(μ). •Pravye x(λ, μ) (levye y(λ, μ)) polinomial~nye rexeniØ matricy F (λ, μ) i pravye X(λ, μ) (levye Y (λ, μ)) polinomial~nye rexeniØ puqka D(λ, μ) svØzany sootnoxeniem X(λ, μ) = Q_1(λ, μ)x(λ, μ); ( Y^H (λ, μ) = y^H (λ, μ)P_1(λ, μ) ) . §4.2. Soglasovannye puqki i ih spektral~nye svoæstva [44]

4.2.1. Opredelenie. Pust~ D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ) – zadannyæ puqok razmerov m × n. Puqok D_1(λ, μ) = A_1(μ) − λB_1(μ) nazovem

158 V. N. KUBLANOVSKA˚ soglasovannym sprava s puqkom D(λ, μ), esli ih matricy svØzany sootnoxeniem

A(μ)B_1(μ) = B(μ)A_1(μ), (4.2.1)

spravedlivym dlØ l¸bogo μ.

Ravenstvo (4.2.1) moßno perepisat~ v vide [ A(μ), −B(μ) ] [ B_1(μ) A_1(μ) ] = 0, (4.2.2)

(ili v vide [ − B(μ), A(μ) ] [_{A1(μ)} B_1(μ) ] = 0), t.e. stolbcy matricy

[B_1(μ), A_1(μ)]^B prinadleßat pravomu nul~-prostranstvu polino-

mial~noæ matricy A(μ) ≡ [A(μ), −B(μ)].

Soglasovanie budet nepolnym (qastiqnym), esli stolbcy matricy [B_1(μ), A_1(μ)]^B ne sostavlØ¸t bazis pravogo nul~-prostran stva matricy A(μ). V protivnom sluqae budem govorit~ o polnom soglasovanii. V dal~neæxem, kak pravilo, budem imet~ delo s polnym soglasovaniem sprava. Pri fftom esli net osoboæ neobhodimosti, slova “sprava” i “polnyæ” budem opuskat~. Sootnoxenie (4.2.2) budem nazyvat~ bazovym sootnoxeniem soglasovannyh puqkov.

4.2.2. Algoritm postroeniØ soglasovannyh puqkov.

DlØ postroeniØ puqka D_1(λ, μ) = A_1(μ) − λB_1(μ), soglasovannogo s puqkom D(λ, μ), sleduet vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Sformirovat~ polinomial~nu¸ matricu A(μ) =

[A(μ), −B(μ)] i naæti ee pravoe nul~-prostranstvo Q(μ), vzØv

v kaqestve ego bazisa ob¨edinenie minimal~nogo bazisa W_0(μ) iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy A(μ) i bazisa iz sobstvennyh vektorov, otveqa¸wih sobstvennym znaqeniØm

μ_1, . . . , μ_r matricy A(μ). Oqevidno, Q(μ) = { W_0(μ), esli μ ≠ μ_i,

S_i ∪ W_0(μ_i), esli μ = μ_i.

(4.2.3)

Zdes~ S_i – podprostranstvo, natØnutoe na sobstvennye vektory matricy A(μ), otveqa¸wie sobstvennomu znaqeni¸ μ_i.

DlØ postroeniØ Q(μ) = W_0(μ) pri μ ≠ μ_i nado vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1i) Poluqit~ ΔW -1 razloßenie matricy A(μ):

A(μ)W (μ) =^[Δ(μ), O^].

METODY I ALGORITMY 159 Zdes~ O – nulevaØ m × (2n − r) matrica (r = rank A(μ)), Δ(μ) – matrica m × r polnogo stolbcovogo ranga, W (μ) – unimodulØrnaØ 2n × 2n matrica, kotoru¸ predstavim v bloqnom vide

W (μ) = [W_1(μ), W_2(μ)] s blokami W_1(μ) i W_2(μ) sootvetstvenno

razmerov 2n × r i 2n × (2n − r), tak qto stolbcy W_2(μ) obrazu¸t unimodulØrnyæ bazis iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ A(μ).

(1ii) Perestroit~ unimodulØrnyæ bazis W_2(μ) v minimal~- nyæ bazis, naprimer, primeniv k W_2(μ) algoritm ΔW -1 razloßeniØ. Imeem

W_2(μ)~W (μ) = [ W_0(μ) ] . Zdes~ ~W (μ) est~ unimodulØrnaØ porØdka (2n−r) matrica, osuwestvlØ¸waØ ΔW razloßenie matricy W_2(μ). Stolbcy 2n×(2n−r) matricy W_0(μ) obrazu¸t iskomyæ minimal~nyæ bazis.

Pri μ = μ_i v kaqestve Q(μ_i) moßno vzØt~ ortonormirovannyæ bazis Q_i pravogo nul~-prostranstva postoØnnoæ matricy

A(μi) = [A(μi), −B(μi)]. �to moßno vypolnit~ s pomow~¸ ΔW -0

razloßeniØ A(μ_i).

(2) Obrazovat~ puqok

D_1(λ, μ) = A_1(μ) − λB_1(μ). (4.2.4)

Pri μ ≠ μ_i D_1(λ, μ) = W_−(μ) − λW_+(μ), gde W_−(μ) i W_+(μ) – matricy, sostavlennye iz poslednih n i pervyh n strok matricy

W_0(μ). Pri μ = μ_i D_1(λ, μ_i) = Q_{i−} − λQ_{i+}, gde Q_{i−} i Q_{i+} sut~

matricy, sostavlennye iz n poslednih i n pervyh strok matricy

Q_i.

Po postroeni¸ puqok D_1(λ, μ) ØvlØetsØ soglasovannym s puq- kom D(λ, μ). 4.2.3. Obrawenie matricy Q(μ).

V dal~neæxem sleduet znat~ levu¸ obratnu¸ matricu (oboznaqim ee Q^♯(μ)) dlØ matricy Q(μ). Pri μ = μ_i matrica Q(μ_i) =

Q_i sostavlena iz ortonormirovannyh stolbcov tak, qto

Q^♯(μ_i) = Q^T_i .

Pri μ ≠ μ_i matrica Q(μ) ≡ W_0(μ) sostavlena iz stolbcov, obrazu¸wih minimal~nyæ bazis nul~-prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ A(μ). W_0(μ) ØvlØetsØ podmatriceæ unimodulØrnoæ matricy, pofftomu ona ne imeet pravyh polinomial~- nyh rexeniæ i koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ. V dal~neæxem matricu takogo tipa budem nazyvat~ matriceæ s unimodulØrnym Ødrom.

160 V. N. KUBLANOVSKA˚

DlØ postroeniØ W^♯_0 (μ) dokaßem predvaritel~no sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 4.2. DlØ l¸boæ p × q (q 6 p) polinomial~noæ matricy

M (μ), ime¸weæ unimodulØrnoe Ødro, suwestvuet polinomial~naØ levaØ obratnaØ q × p matrica M^♯(μ).

Dokazatel~stvo provedem konstruktivno, opisyvaØ algoritm postroeniØ M^♯(μ).

DlØ fftogo primenim k matrice M^T (μ) algoritm ΔW -1 razloßeniØ. Imeem

M^T (μ)~W (μ) = [ ~ Δ(μ), O ] , gde ~W (μ) – unimodulØrnaØ p × p matrica, ~Δ(μ) – postoØnnaØ neosobennaØ (ili unimodulØrnaØ) q × q matrica, O – nulevaØ

q × (p − q) matrica. Predstavim ~W (μ) v bloqnom vide ~W (μ) = [~ W_1(μ), ~W_0(μ) ] s blokami ~W_1(μ) i ~W_0(μ) razmerov p×q i p×(p−q), sootvetstvenno. Imeem

M^T (μ)~W_1(μ) = ~Δ(μ) ili ~W^T_1 M (μ) = ~Δ^T (μ).

Ots¸da, uqityvaØ, qto Δ^{−T} (μ) suwestvuet i ØvlØetsØ postoØnnoæ ili unimodulØrnoæ matriceæ, nahodim

~Δ^{−T} (μ)~W^T_1 (μ)M (μ) = I_q ,

tak qto v kaqestve levoæ obratnoæ matricy dlØ M (μ) moßno vzØt~ matricu vida:

M^♯(μ) = ~Δ^{−T} (μ)~W^T_1 (μ), (4.2.5)

kotoraØ po postroeni¸ ØvlØetsØ polinomial~noæ. Lemma dokazana.

VernemsØ k postroeni¸ matricy W^♯_0 (μ). UqityvaØ, qto W_0(μ) sostavlena iz stolbcov unimodulØrnoæ matricy, t.e. udovletvorØet usloviØm Lemmy 4.2, imeem

W^♯_0 (μ) = ~Δ^{−T} (μ)~W^T_1 (μ), (4.2.6)

gde ~Δ(μ) i ~W_1(μ) poluqeny iz ΔW -1 razloßeniØ matricy W^T_0 (μ):

W^T_0 (μ)~W (μ) = [ ~ Δ(μ), O ] , (4.2.7)

~W (μ) = [~W_1(μ), ~W_0(μ)]; (4.2.8)

METODY I ALGORITMY 161 ~Δ(μ) est~ postoØnnaØ ili unimodulØrnaØ (2n − r) × (2n − r) ma-

trica; ~W_1(μ) – matrica razmerov 2n × (2n − r), sostavlennaØ iz pervyh 2n − r stolbcov unimodulØrnoæ matricy ~W (μ) razloßeniØ (4.2.7).

Sledstvie 4.3. Imeet mesto ravenstvo

ker W^♯_0 (μ) = ker ~W^T_1 (μ). (4.2.9)

Spravedlivost~ sleduet iz predstavleniØ W^♯_0 (μ) v forme (4.2.6).

Sledstvie 4.4. Imeet mesto ravenstvo

ker W^♯_0 (μ) = imA^T (μ), (4.2.10)

t.e. podprostranstvo iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy W^♯_0 (μ) sovpadaet s obrazom operatora, zadavaemogo matriceæ

A^T (μ) =^{[ AT (μ)} −B^T (μ) ] . (4.2.11)

Deæstvitel~no, iz (4.2.7) i (4.2.8) sleduet, qto

~W_1(μ) = im W_0(μ) = ker A(μ). (4.2.12)

S drugoæ storony, imeem

ker A(μ) ⊕ im A^T (μ) = C^{2n} [μ],

im ~W_1(μ) ⊕ ker ~W^T_1 (μ) = C^{2n} [μ].

Ots¸da s uqetom (4.2.11) i (4.2.12) poluqaem ravenstvo

ker ~W^T_1 (μ) = im A^T (μ).

Tak qto v silu (4.2.9) imeem

ker W^♯_0 (μ) = im A^T (μ).

Spravedlivost~ (4.2.10) ustanovlena.

4.2.4. Spektral~nye svoæstva soglasovannyh puqkov.

Niße budut rassmotreny spektral~nye svoæstva soglasovannyh puqkov. Vse formulirovki svoæstv i ih dokazatel~stva privedeny dlØ sluqaØ, kogda soglasovannyæ s D(λ, μ) puqok D_1(λ, μ) rassmatrivaetsØ dlØ μ ≠ μ_i, (gde μ_i – l¸boe sobstvennoe znaqenie matricy A(μ)), tak qto D_1(λ, μ) = W_−(μ) − λW_+(μ) est~ puqok

162 V. N. KUBLANOVSKA˚ polinomial~nyh matric. V sluqae μ = μ_i dokazatel~stvo analogiqnyh svoæstv provoditsØ po tomu ße planu s zamenoæ W_0(μ) na Q_i, W^♯_0 (μ) na Q^T_i , puqka D_1(λ, μ) polinomial~nyh matric na puqok D_1(λ, μ_i) = Q_{i−} − λQ_{i+} postoØnnyh matric.

Pereædem k rassmotreni¸ sledu¸wih svoæstv.

1^0. Meßdu pravymi polinomial~nymi rexeniØmi x(λ, μ) i y(λ, μ) soglasovannyh puqkov D(λ, μ) i D_1(λ, μ) sootvetstvenno, suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie. Pri fftom stepen~ po λ u y(λ, μ) na edinicu bol~xe stepeni x(λ, μ).

Dokazatel~stvo. Pust~

x(λ, μ) = a_s(μ)λ^s + · · · + a_0(μ)

imeet stepen~ s, tak qto a_s(μ) ≢ 0 i a_0(μ) ≢ 0. Pokaßem, qto

y(λ, μ) = W^♯_0 (μ)z(λ, μ) = b_{s+1}(μ)λ^{s+1} + · · · + b_0(μ) est~ pravoe poli-

nomial~noe rexenie stepeni s + 1 puqka D_1(λ, μ), t.e. b_{s+1}(μ) ≢ 0 i b_0(μ) ≢ 0.

Zdes~ polinomial~nyæ vektor z(λ, μ) = [x(λ, μ), λx(λ, μ)]^B prinadleßit pravomu nul~-prostranstvu matricy A(μ) =

[A(μ), −B(μ)]. Sledovatel~no, suwestvuet polinomial~nyæ vek-

tor y(λ, μ) takoæ, qto imeet mesto toßdestvennoe otnositel~no λ ravenstvo W_0(μ)y(λ, μ) = z(λ, μ) ili y(λ, μ) = W^♯_0 (μ)z(λ, μ). V silu stroeniØ z(λ, μ) pri l¸bom λ spravedlivo ravenstvo: ( W_−(μ) − λW_+(μ) ) y(λ, μ) = 0. Otkuda sleduet, qto y(λ, μ) = W^♯_0 (μ)z(λ, μ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie puqka D_1(λ, μ), sootvetstvu¸wee pravomu polinomial~nomu rexeni¸ x(λ, μ) puqka D(λ, μ). Dalee predstavim

y(λ, μ) v vide:

y(λ, μ) = b_{s+1}(μ)λ^{s+1} + b_s(μ)λ^s + · · · + b_0(μ),

gde b_{s+1}(μ) = W^♯_0 (μ)

[_0 a_s(μ) ] , b_0(μ) = W^♯_0 (μ) [_{a0(μ)} 0 ] . Nado ustanovit~, qto b_{s+1}(μ) ≢ 0 i b_0(μ) ≢ 0, t.e. y(λ, μ) imeet stepen~ s + 1. DlØ fftogo dostatoqno pokazat~, qto a_s(μ) i a_0(μ) ne prinadleßit pravomu nul~-prostranstvu matricy W^♯_0 (μ), kotoroe sovpadaet, uqityvaØ (4.2.10), s im [_{AT (μ)} −B^T (μ) ] . Iz (4.1.8) sleduet, qto a_0(μ) ∈ ker A(μ), a_s(μ) ∈ ker B(μ), togda, uqityvaØ sootnoxeniØ

ker A(μ) ⊕ im A^T (μ) = C^n [μ],

ker B(μ) ⊕ im B^T (μ) = C^n [μ],

METODY I ALGORITMY 163 zakl¸qaem, qto a_0(μ) ∉ im A^T (μ), a_s(μ) ∉ im B^T (μ). Sledovatel~- no, vektory a_0(μ) i a_s(μ) ne prinadleßat im [_{AT (μ)} −B^T (μ) ] , qto zaverxaet dokazatel~stvo prØmogo utverßdeniØ.

Dokaßem obratnoe utverßdenie.

Pust~ y(λ, μ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie puqka

D_1(λ, μ) stepeni s + 1. Snaqala ustanovim, qto x(λ, μ) = W_+(μ)y(λ, μ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie puqka D(λ, μ). Deæstvitel~no, uqityvaØ, qto ( W_−(μ) − λW_+(μ) ) y(λ, μ) = 0 pri l¸bom λ, imeem ( A(μ) − λB(μ) ) W_+(μ)y(λ, μ) = = A(μ)W_+(μ)y(λ, μ) − λB(μ)W_+(μ)y(λ, μ) = = A(μ)W_+ (μ)y(λ, μ) − B(μ)W_− (μ)y(λ, μ) = = [ A(μ), −B(μ) ] [ W_+(μ) W_−(μ) ] y(λ, μ). Po postroeni¸ [_{W+(μ)} W_− (μ) ] = W_0(μ) i [A(μ), −B(μ)]W_0(μ) = 0. Ots¸-

da pri l¸bom λ imeem ( A(μ) − λB(μ) ) W_+(μ)y(λ, μ) = 0, t.e. x(λ, μ) ≡ W_+(μ)y(λ, μ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie puqka D(λ, μ). Dalee dokaßem, qto stepen~ x(λ, μ) na edinicu men~xe stepeni

y(λ, μ) = b_{s+1}(μ)λ^{s+1} + · · · + b_0(μ), b_{s+1}(μ) ≢ 0, b_0(μ) ≢ 0.

DlØ fftogo, priravnivaØ kofffficienty pri odinakovyh stepenØh v toßdestve: W_0(μ)y(λ, μ) = z(λ, μ) = [ x(λ, μ) λx(λ, μ) ] = = W_0(μ)b_{s+1}(μ)λ^{s+1} + · · · + W_0(μ)b_0(μ),

poluqim

W_0(μ)b_{s+1}(μ) = [ 0 a_s(μ) ] , W_0(μ)b_0(μ) = [ a_0(μ) 0 ] .

164 V. N. KUBLANOVSKA˚ UqityvaØ, qto W_0(μ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang, b_{s+1}(μ) ≢ 0 i b_0(μ) ≢ 0, ots¸da nahodim a_s(μ) ≢ 0 i a_0(μ) ≢ 0, tak qto

x(λ, μ) = a_s(μ)λ^s + · · · + a_0(μ)

imeet stepen~ s. Spravedlivost~ svoæstva 1^0 ustanovlena.

Sledstvie 4.5. Puqok D1(λ, μ) = W−(μ) − λW+(μ) ne imeet pravyh polinomial~nyh rexeniæ nulevoæ stepeni.

Spravedlivost~ utverßdeniØ sleduet iz polnoty stolbcovogo ranga matricy W_0(μ).

Sledstvie 4.6. Pravye polinomial~nye rexeniØ x(λ, μ) i y(λ, μ), sootvetstvenno puqkov D(λ, μ) i D_1(λ, μ) svØzany sootnoxeniØmi x(λ, μ) = W_+(μ)y(λ, μ) y(λ, μ) = W^♯_0 (μ)z(λ, μ) = W^♯_0 (μ) [ x(λ, μ) λx(λ, μ) ] . Spravedlivost~ ustanovlena pri dokazatel~stve svoæstva 1^0.

2^0. Meßdu minimal~nymi bazisami iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ puqkov D(λ, μ) i D_1(λ, μ) suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie.

Snaqala ustanovim, qto stolbcy matricy

Y (λ, μ) = W^♯_0 (μ) [ X(λ, μ) λX(λ, μ) ] ≡ [ y_1(λ, μ), . . . , y_N (λ, μ) ] obrazu¸t minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ puqka D_1(λ, μ), esli stolbcy matricy

X(λ, μ) ≡ [x_1(λ, μ), . . . , x_N (λ, μ)] obrazu¸t minimal~nyæ bazis

pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ D(λ, μ). DlØ fftogo dostatoqno ustanovit~ spravedlivost~ utverßdeniæ: a) matrica Y (λ, μ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang; b) matrica

Y (λ, μ) ne imeet odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ (za iskl¸-

qeniem, byt~ moßet sobstvennyh znaqeniæ (λ, μ_∗), μ_∗ ∈ {C ∪ ∞} i (∞, μ)); v) matrica V (μ) ≡ [b_{s1+1}(μ), . . . , b_{sN +1}(μ)], sostavlennaØ iz kofffficientov pri starxih stepenØh λ polinomial~nyh stolbcov matricy Y (λ, μ), imeet polnyæ stolbcovyæ rang.

Dokazatel~stvo utverßdeniØ a) provedeno ot protivnogo. Pust~ Y (λ, μ) ne imeet polnogo stolbcovogo ranga, t.e. suwestvuet pravoe polinomial~noe rexenie ω(λ, μ), qto pri l¸bom λ Y (λ, μ)W (μ) = W^♯_0 (μ)Z(λ, μ)ω(λ, μ) = 0.

METODY I ALGORITMY 165

UqityvaØ, qto matrica Z(λ, μ) = [_{X(λ,μ)} λX(λ,μ) ] polnogo stolbcovogo

ranga, ots¸da imeem Z(λ, μ)ω(λ, μ) ∈ ker W^♯_0 (μ), a sledovatel~no, v silu (4.2.10) ne prinadleßit W_0(μ) = ker A(μ), qto protivoreqit predpoloßeni¸, qto stolbcy Z(λ, μ) prinadleßat W_0(μ). Iz protivoreqiØ sleduet spravedlivost~ punkta a).

Ot protivnogo dokaßem utverßdenie b).

Pust~ matrica Y (λ, μ) imeet odnomernoe sobstvennoe znaqenie

(φ(μ), μ), kotoromu sootvetstvuet sobstvennyæ vektor ω(μ): Y ( φ(μ), μ ) ω(μ) = W^♯_0 (μ)Z ( φ(μ), μ ) ω(μ) = 0. Poskol~ku matrica Z(φ(μ), μ) imeet polnyæ rang (blagodarØ tomu, qto matrica X(φ(μ), μ) imeet polnyæ rang), imeem

Z(φ(μ), μ)ω(μ) ∈ ker W^♯_0 (μ). Sledovatel~no, opØt~ v silu (4.2.10),

stolbcy matricy Z(φ(μ), μ) ne prinadleßat W_0(μ). Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet spravedlivost~ punkta b).

Pereædem k dokazatel~stvu punkta v). DlØ fftogo obrazuem matricu U (μ) iz kofffficientov pri starxih stepenØh λ vektornyh stolbcov Z(λ, μ). Imeem

U (μ) = [ 0 0 . . . 0 a_{s1} (μ) a_{s2} (μ) . . . a_{sN} (μ) ] , gde [a_{s1} (μ), . . . , a_{sN} (μ)] – kofffficienty pri starxih stepenØh λ stolbcov matricy X(λ, μ). Po uslovi¸ vektory a_{s1} (μ), a_{s2} (μ), . . . ,

a_{sN} (μ) lineæno nezavisimye, a sledovatel~no, U (μ) est~ matrica

polnogo stolbcovogo ranga. S drugoæ storony,

U (μ) = W_0(μ) [ b_{s1+1}(μ), . . . , b_{sN +1}(μ) ] i W_0(μ) est~ matricy polnogo stolbcovogo ranga, priqem

rankW_0(μ) = 2n − r ¿ N , rank U (μ) = N . Ots¸da matrica [b_{s1+1}(μ), . . . , b_{sN +1}(μ)] imeet polnyæ stolbcovyæ rang. PrØmoe

utverßdenie svoæstva 2^0 dokazano.

Pereædem k dokazatel~stvu obratnogo utverßdeniØ. Pust~

Y (λ, μ) – minimal~nyæ bazis iz pravyh polinomial~nyh rexe-

niæ puqka D_1(λ, μ) i matrica X(λ, μ) = [x_1(λ, μ), . . . , x_N (λ, μ)] sostavlena iz polinomial~nyh rexeniæ D(λ, μ), sootvetstvu¸wih polinomial~nym rexeniØm Y (λ, μ) = [y_1(λ, μ), . . . , y_N (λ, μ)] puqka

D_1(λ, μ). Dokaßem, qto stolbcy X(λ, μ) obrazu¸t minimal~nyæ

bazis iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ puqka D(λ, μ). Snaqala ustanovim, qto x_1(λ, μ), . . . , x_N (λ, μ) – lineæno nezavisimye

166 V. N. KUBLANOVSKA˚ nad kol~com skalØrnyh polinomov. Dopustim protivnoe, pust~

ω(λ, μ) ≢ 0 est~ takoæ polinom, qto pri l¸bom λ imeet mesto X(λ, μ)ω(λ, μ) = 0. Togda Z(λ, μ)ω(λ, μ) = 0, gde Z(λ, μ) ≡ [X(λ, μ), λX(λ, μ)]^B . No Z(λ, μ) ≡ W_0(μ)Y (λ, μ), (4.2.13)

t.e. imeet polnyæ stolbcovyæ rang. Protivoreqie dokazyvaet lineænu¸ nezavisimost~ stolbcov X(λ, μ).

Dalee ustanovim, qto matrica [a_{s1} (μ), . . . , a_{sN} (μ)], sostavlennaØ iz kofffficientov pri starxih stepenØh λ vektornyh stolbcov matricy X(λ, μ), imeet polnyæ stolbcovyæ rang.

Rassmotrim matricu

U (μ) = [ 0 . . . 0 a_{s1} (μ) . . . a_{sN} (μ) ] , (4.2.14)

sostavlennu¸ iz kofffficientov pri starxih stepenØh λ vektornyh stolbcov Z(λ, μ). Iz (4.2.13) imeem

U (μ) = W_0(μ) [ b_{s1+1}(μ), . . . , b_{sN +1}(μ) ] , gde matricy W_0(μ) i [b_{s1+1}(μ), . . . , b_{sN +1}(μ)] ime¸t polnyæ stolbcovyæ rang. Ots¸da U (μ) imeet takße polnyæ stolbcovyæ rang. Togda iz (4.2.14) sleduet, qto matrica [a_{s1} (μ), . . . , a_{sN} (μ)] imeet polnyæ stolbcovyæ rang. Takim obrazom ustanovleno, qto

X(λ, μ) obrazuet minimal~nyæ bazis iz pravyh polinomial~nyh

rexeniæ puqka D(λ, μ). Svoæstvo 2^0 dokazano.

Sledstvie 4.7. Kaßdyæ pravyæ minimal~nyæ indeks po λ puqka D(λ, μ) na edinicu men~xe pravogo minimal~nogo indeksa puqka D_1(λ, μ).

Sledstvie 4.8. Pravye minimal~nye bazisy iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ puqkov D(λ, μ) i D_1(λ, μ) svØzany sootnoxeniØmi: X(λ, μ) = W_+(μ)Y (λ, μ), Y (λ, μ) = W^♯_0 (μ)Z(λ, μ). Spravedlivost~ sledstviæ 4.7 i 4.8 vytekaet iz svoæstva 2^0.

METODY I ALGORITMY 167

Sledstvie 4.9. Kaßdyæ levyæ minimal~nyæ indeks po λ puqka

D(λ, μ) pri perehode k puqku D_1(λ, μ) umen~xaetsØ na edinicu.

UqityvaØ, qto l¸boe levoe polinomial~noe rexenie puqka ØvlØetsØ pravym polinomial~nym rexeniem transponirovannogo puqka, dokazatel~stvo sledstviØ provedem dlØ puqkov D^T_1 (λ, μ) i D^T (λ, μ), t.e. ustanovim, qto l¸boæ pravyæ minimal~nyæ indeks puqka D^T_1 (λ, μ) men~xe na edinicu sootvetstvu¸wego pravogo minimal~nogo indeksa puqka D^T (λ, μ). Deæstvitel~no, transponiruØ ravenstvo [ A(μ), −B(μ) ] [ W_+(μ) W_−(μ) ] = 0,

poluqim [ W^T_+ (μ), W^T_− (μ) ] [ A^T (μ) −B^T (μ) ] = 0,

tak qto stolbcy [_{AT (μ)} −B^T (μ) ] prinadleßat nul~-prostranstvu iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy [ W^T_+ (μ), W^T_− (μ) ] . Pokaßem, qto razmernost~ fftogo nul~-prostranstva matricy

[W^T_+ (μ), W^T_− (μ)] ne bol~xe m, gde m – qislo strok puqka D(λ, μ).

Deæstvitel~no, imeem

rank [A(μ), −B(μ)] = r i rank [_{W+(μ)} W_− (μ) ] = 2n − r, tak qto dim ker[W^T_+ (μ), W^T_− (μ)] = r, no r = rank [_{AT (μ)} −B^T (μ) ] 6 m. Voz-

moßny dva sluqaØ: r = m i r < m.

Pust~ r = m, t.e. stolbcy [_{AT (μ)} −B^T (μ) ] obrazu¸t nul~-prostranstvo iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy [W^T_+ (μ),W^T_− (μ)].

Ne umalØØ obwnosti, sqitaem, qto stolbcy matricy [_{AT (μ)} −B^T (μ) ] sostavleny iz stolbcov unimodulØrnoæ matricy. Predpoloßim, qto puqok D^T_1 (μ) = W^T_− (μ)−λW^T_+ (μ) imeet pravoe polinomial~noe rexenie stepeni t. Togda emu sootvetstvuet pravoe polinomial~noe rexenie puqka D^T (λ, μ), stepen~ kotorogo po sledstvi¸ 4.7 na edinicu bol~xe. Spravedlivost~ sledstviØ dlØ r = m ustanovlena.

Rassmotrim sluqaæ r < m, t.e. stolbcy [_{AT (μ)} −B^T (μ) ] lineæno zavisimye nad kol~com skalØrnyh polinomov, tak qto puqok

168 V. N. KUBLANOVSKA˚

A^T (μ) − λB^T (μ) imeet pravye nulevoæ stepeni po λ polinomial~-

nye rexeniØ i pri fftom razmernost~ bazisa, sostavlennogo iz nih, ravna m − r. Vydelim iz stolbcov [_{AT (μ)} −B^T (μ) ] lineæno nezavi-

simye stolbcy. Pust~ oni obrazu¸t matricu [_{^AT (μ)} − ^B^T (μ) ] polnogo

stolbcovogo ranga, t.e. puqok ^A^T (μ) − λ ^B^T (μ) est~ sußenie puqka D^T (λ, μ) na podprostrantsve, ne soderßawee pravyh nulevoæ stepeni po λ polinomial~nyh rexeniæ. Itak, pri r < m stolbcy matricy [ ^A^T (μ) − λ ^B^T (μ)] obrazu¸t bazis nul~-prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy [W^T_+ (μ), −W^T_− (μ)]. Dalee, kak i v sledstvii 4.7, ustanavlivaetsØ, qto kaßdyæ minimal~nyæ indeks puqka D^T_1 (λ, μ) na edinicu men~xe sootvetstvu- ¸wego pravogo minimal~nogo indeksa puqka ^A(μ) − λ ^B(μ), qto i zaverxaet dokazatel~stvo sdelannogo utverßdeniØ.

3^0. Sobstvennye znaqeniØ soglasovannyh sprava puqkov D(λ, μ) i D_1(λ, μ) sovpada¸t, a meßdu sootvetstvu¸wimi im pravymi ßordanovymi cepoqkami vektorov suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie.

�to svoæstvo spravedlivo dlØ l¸bogo sobstvennogo znaqeniØ iz nepreryvnoæ i diskretnoæ qasteæ spektra.

Pust~ (λ_∗, μ_∗) – toqka spektra puqka D(λ, μ), a x_1, . . . , x_t sootvetstvu¸waØ eæ pravaØ ßordanova cepoqka vektorov dliny t. Pokaßem, qto (λ_∗, μ_∗) ØvlØetsØ takße toqkoæ spektra puqka

D_1(λ, μ) s sootvetstvu¸weæ eæ pravoæ ßordanovoæ cepoqkoæ vek-

torov y_1, . . . , y_t vida

y_1 = W^♯_0 (μ_∗) [ x_1 λ_∗x_1 ] , y_l = W^♯_0 (μ_∗) [ x_l λ_∗x_l + x_{l−1} ] . Vvedem matricu

U_∗ = [ x_1 x_2 . . . x_t λ_∗x_1 λ_∗x_2 + x_1 . . . λ_∗x_t + x_{t−1} ] . Imeem [ A(μ_∗), −B(μ_∗) ] U_∗ = 0,

t.e. stolbcy matricy U_∗ prinadleßat pravomu nul~-prostranstvu W_0(μ_∗) matricy A(μ_∗) = [A(μ_∗), −B(μ_∗)]. Sledovatel~no, suwestvuet takaØ matrica

V_∗ = [ y_1, . . . , y_t ] ,

METODY I ALGORITMY 169 qto imeet mesto ravenstvo

W_0(μ_∗)V_∗ = U_∗. (4.2.15)

UqityvaØ, qto W_0(μ_∗) = [W_+(μ_∗), W_−(μ_∗)]^B, iz (4.2.15) imeet cepoqku ravenstv

W_+(μ_∗)y_1 = x_1, W_−(μ_∗)y_1 = λ_∗x_1, W_+(μ_∗)y_l = x_l, W_−(μ_∗)y_l = λ_∗x_l + x_{l−1}, l = 2, . . . , t,

(4.2.16)

otkuda sleduet, qto

W_0(μ_∗)y_1 = [ x_1 λ_∗x_1 ] , W_0(μ_∗)y_l = [ x_l λ_∗x_l + x_{l−1} ] , l = 2, . . . , t. Sledovatel~no,

y_1 = W^♯_0 (μ_∗) [ x_1 λ_∗x_1 ] , y_l = W^♯_0 (μ_∗) [ x_l λ_∗x_l + x_{l−1} ] , l = 2, . . . , t. Iz ravenstv (4.2.16) imeem

D_1(λ_∗, μ_∗)y_1 = 0 D_1(λ_∗, μ_∗)y_l = W_+(μ_∗)y_{l−1}, l = 2, . . . , t.

(4.2.17)

Snaqala pokaßem, qto tak postroennye vektory y_1, . . . , y_t ØvlØ- ¸tsØ lineæno nezavisimymi. DlØ fftogo dostatoqno ustanovit~, qto rank V_∗ = t. Dopustim protivnoe, pust~ rank V_∗ < t. Togda s uqetom, qto rank W_0(μ_∗)V_∗ = rank U_∗ i rank W_0(μ_∗) = 2n − r ¿ n ¿ t poluqim, qto rank V_∗ = t. LineænaØ nezavisimost~ vektorov

y_1, . . . , y_t ustanovlena.

Dalee iz ravenstv (4.2.17) sleduet, qto dlina t_1 ßordanovoæ cepoqki y_1, . . . , y_{t1} ne men~xe t. Pokaßem, qto t_1 = t. Dokazatel~- stvo ot protivnogo, pust~ t_1 > t i imeet mesto ravenstvo

D_1(λ_∗, μ_∗)y_{t+1} = W_+(μ_∗)y_t.

Umnoßim obe qasti ravenstva sleva na matricu B(μ_∗). Togda, prinimaØ vo vnimanie fundamental~noe ravenstvo soglasovannyh puqkov A(μ_∗)W_+(μ_∗) = B(μ_∗)W_−(μ_∗), imeem

D(λ_∗, μ_∗)W_+(μ_∗)y_{t+1} = B(μ_∗)W_+(μ_∗)y_t,

t.e. vektor ξ = W_1(μ_∗)y_{t+1} ØvlØetsØ rexeniem sistemy D(λ_∗, μ_∗)ξ = B(μ_∗)x_t,

170 V. N. KUBLANOVSKA˚ kotoraØ po predpoloßeni¸ ØvlØetsØ nesovmestnoæ.

Dokaßem obratnoe utverßdenie. Pust~ y_1, . . . , y_t ßordanova cepoqka vektorov, sootvetstvu¸waØ toqke spektra (λ_∗, μ_∗) puqka D_1(λ, μ). Nado ustanovit~, qto vektory

x_l = W_+(μ_∗)y_l , l = 1, . . . , t (4.2.18)

obrazu¸t ßordanovu cepoqku toæ ße dliny t, sootvetstvu¸wu¸ toqke spektra (λ_∗, μ_∗) puqka D(λ, μ). Po uslovi¸ ime¸t mesto ravenstva (4.2.17):

D_1(λ_∗, μ_∗)y_1 = 0

D_1(λ_∗, μ_∗)y_l = W_+(μ_∗)y_{l−1}, l = 2, . . . , t,

priqem sistema D_1(λ_∗, μ_∗)ξ = W_+(μ_∗)y_t nesovmestna.

Umnoßim ravenstva sleva na matricu B(μ_∗). Togda, uqityvaØ fundamental~noe sootnoxenie B(μ_∗)W_−(μ_∗) = A(μ_∗)W_+(μ_∗), poluqaem

D(λ_∗, μ_∗)x_1 = 0 D(λ_∗, μ_∗)x_l = B(μ_∗)x_{l−1}, l = 2, . . . , t. (4.2.19)

Ustanovim lineænu¸ nezavisimost~ vektorov x_1, . . . , x_t. Predpoloßim obratnoe: suwestvuet vektor Γ_∗ ≠ 0 takoæ, qto [ x_1, . . . , x_t ] Γ_∗ = 0.

UqityvaØ formuly (4.2.18) dlØ opredeleniØ vektorov x_l, l =

1, . . . , t, poluqaem

W_+(μ_∗) [ y_1, . . . , y_t ] Γ_∗ = 0.

Iz fftogo ravenstva sleduet, qto vektor ~y = [ y_1, . . . , y_t ] Γ_∗

libo ØvlØetsØ nulevym, libo prinadleßit {ker W_+(μ_∗) \ 0}.

Ravenstvo ~y = 0 oznaqaet lineænu¸ zavisimost~ vektorov

y_1, . . . , y_t, qto protivoreqit ishodnomu predpoloßeni¸.

Prinadleßnost~ ~y ∈ {ker W_+(μ_∗) \ 0} oznaqala by, qto vektor ~y ØvlØetsØ libo sobstvennym vektorom puqka D_1(λ, μ), otveqa- ¸wim toqke spektra (∞, μ_∗), libo znaqeniem pravogo polinomial~nogo rexeniØ fftogo puqka, vyqislennym pri λ = ∞ (t.e. lineænoæ kombinacieæ vektornyh kofffficientov pri starxih stepenØh polinomial~nyh rexeniæ puqka D_1(λ, μ)).

METODY I ALGORITMY 171 Obe vozmoßnosti protivoreqat izvestnym usloviØm lineænoæ nezavisimosti vektorov iz ßordanovyh cepoqek, otveqa¸- wih razliqnym sobstvennym znaqeniØm (λ_∗ ≠ ∞), i vektornyh kofffficientov polinomial~nyh rexeniæ.

Dokaßem teper~, qto dlina t_1 ßordanovoæ cepoqki x_1, . . . , x_{t1} ravna t. Predpoloßim obratnoe: t_1 > t, togda imeet mesto ravenstvo

D(λ_∗, μ_∗)x_{t+1} = B(μ_∗)x_t.

Iz fftogo ravenstva vytekaet, qto vektor [x_{t+1}, λ_∗x_{t+1} + x_t]^B prinadleßit W_0(μ_∗). Sledovatel~no, naædetsØ nenulevoæ vektor ~y, udovletvorØ¸wiæ ravenstvam

W_0(μ_∗)~y = [ x_{t+1} λ_∗x_{t+1} + x_t ] ili W^+(μ^∗)~y = x^{t+1},

W_−(μ_∗)~y = λ_∗x_{t+1} + x_t . UqityvaØ, qto x_t = W_+(μ_∗)y_t, poluqim ravenstvo

D_1(λ_∗, μ_∗)~y = W_+(μ_∗)y_t,

protivoreqawee predpoloßeni¸ o nesovmestnosti sistemy:

D_1(λ_∗, μ_∗)ξ = W_+(μ_∗)y_t.

Sledovatel~no, t_1 = t, qto i zaverxaet dokazatel~stvo svoæstva 3^0.

Sledstvie 4.10. Vektory pravyh ßordanovyh cepoqek, otveqa- ¸wih odnomu i tomu ße sobstvennomu znaqeni¸ soglasovannyh puqkov D(λ, μ) i D_1(λ, μ) svØzany sledu¸wimi sootnoxeniØmi:

a) DlØ odnomernogo sobstvennogo znaqeniØ (λ_∗ = φ(μ), μ), λ_∗ ≠

∞ pri μ ≠ μ_i, gde μ_i – sobstvennoe znaqenie matricy A(μ) = [A(μ), −B(μ)]: x_l(μ) = W_+(μ)y_l (μ), l = 1, . . . , t;

y_1(μ) = W^♯_0 (μ) [ x_1(μ) λ_∗x_1(μ) ] , y_l(μ) = W^♯_0 (μ) [ x_l(μ) λ_∗x_l(μ) + x_{l−1}(μ) ] , l = 2, . . . , t; pri μ = μ_i

x_l(μ_i) = Q_{i+}y_l(μ_i), l = 1, . . . , t;

y_1(μ_i) = Q^T_i [ x_1(μ_i) λ_∗x_1(μ_i) ] , y_l(μ_i) = Q^T_i [ x_l(μ_i) λ_∗x_l(μ_i) + x_{l−1}(μ_i) ] , l = 2, . . . , t,

172 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde Q_i – ortonormirovannyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy A(μ_i): Q_{i+}, Q_{i−} – matricy, sostavlennye iz pervyh i poslednih n-strok matricy Q_i, sootvetstvenno.

b) DlØ nul~mernogo sobstvennogo znaqeniØ (λ_∗, μ_∗) x_l = Q_{∗+}y_l , l = 1, . . . , t; y_1 = Q^T_∗ [ x_1 λ_∗x_1 ] , y_l = Q^T_∗ [ x_l λ_∗x_l + x_{l−1} ] , l = 2, . . . , t, gde Q_∗ – ortonormirovannyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy A(μ_∗): Q_{∗+}, Q_{∗−} – matricy, sostavlennye iz pervyh i poslednih n-strok matricy Q_∗, sootvetstvenno.

v) Esli λ_∗ = ∞, to vektory iz ßordanovyh cepoqek D(λ, μ) i

D_1(λ, μ) svØzany sootnoxeniØmi:

pri μ ≠ μ_i x_l(μ) = W_−(μ)y_l(μ), l = 1, . . . , t; y_1(μ) = W^♯_0 (μ) [ 0 x_1(μ) ] , y_l(μ) = W^♯_0 (μ) [ x_{l−1}(μ) x_l(μ) ] , l = 2, . . . , t; pri μ = μ_i x_l(μ_i) = Q_{i−}y_l(μ_i), l = 1, . . . , t; y_1(μ_i) = Q^T_i [ 0 x_1(μ_i) ] , y_l(μ_i) = Q^T_i [ x_{l−1}(μ_i) x_l(μ_i) ] , l = 2, . . . , t; g) Esli (∞, μ_∗) est~ nul~mernoe sobstvennoe znaqenie, to x_l = Q_{∗−}y_l, l = 1, . . . , t; y_1 = Q^T_∗ [ 0 x_1 ] , y_l = Q^T_∗ [ x_{l−1} x_l ] , l = 2, . . . , t. Kak my uße govorili v gl. 1, spektral~nye svoæstva 1^0 − 3^0 i sledstviØ k nim spravedlivy dlØ soglasovannyh puqkov D(λ) =

A − λB i D_1 = Q_−λQ_+ s postoØnnymi matricami. Privodim ffti

svoæstva.

1^0. Meßdu pravymi polinomial~nymi rexeniØmi x(λ) i y(λ) soglasovannyh puqkov D(λ) i D_1(λ), sootvetstvenno, suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie

x(λ) = Q_+y(λ), y(λ) = Q^T_0 [ x(λ), λx(λ) ]_B ,

METODY I ALGORITMY 173 pri fftom stepen~ y(λ) na edinicu bol~xe stepeni x(λ); puqok D_1(λ) ne imeet pravyh polinomial~nyh rexeniæ nulevoæ stepeni. Zdes~ i niße Q_0 – ortonormirovannyæ bazis pravogo nul~- prostranstva matricy A = [A, −B], Q_+ – matrica, sostavlennaØ iz pervyh n strok matricy Q_0.

2^0. Meßdu minimal~nymi bazisami puqkov D(λ) i D_1(λ) suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie: X(λ) = [ x_1(λ), . . . , x_N (λ) ] = Q_+Y (λ),

Y (λ) = [ y_1(λ), . . . , y_N (λ) ] , Y (λ) = Q^T_0 [ X(λ), λX(λ) ]_B . Pri fftom kaßdyæ pravyæ minimal~nyæ indeks puqka D_1(λ) na edinicu bol~xe pravogo minimal~nogo indeksa puqka D(λ), kaßdyæ levyæ minimal~nyæ indeks puqka D_1(λ) na edinicu men~xe sootvetstvu¸wego levogo minimal~nogo indeksa puqka D(λ).

Zdes~ qerez X(λ) i Y (λ) oboznaqeny matricy, stolbcy kotoryh sostavlØ¸t minimal~nye bazisy iz pravyh polinomial~- nyh rexeniæ puqkov D(λ) i D_1(λ), sootvetstvenno.

3^0. Sobstvennye znaqeniØ puqkov D(λ) i D_1(λ) sovpada¸t, a meßdu sootvetstvu¸wimi im pravymi ßordanovymi cepoqkami vektorov, sootvetstvu¸wih odnomu i tomu ße sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗ puqkov D(λ) i D_1(λ) suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie

x_l = Q_+y_l , l = 1, . . . , t;

y_1 = Q^T_0 [ x_1 λ_∗x_1 ] , y_l = Q^T_0 [ x_l λ_∗x_l + x_{l−1} ] , l = 2, . . . , t. Zdes~ oboznaqeny x_1, . . . , x_t – ßordanova cepoqka vektorov puqka

D(λ); y_1, . . . , y_t – sootvetstvu¸waØ eæ ßordanova cepoqka vekto-

rov puqka D_1(λ).

Zameqanie. Svoæstva 1^0 − 3^0 dlØ soglasovannyh puqkov s posto- Ønnymi matricami byli issledovany v [77] i v rabotah avtora v svØzi s izuqeniem svoæstv AB-algoritma i ego modifikaciæ.

§4.3. Ponißa¸wie podprostranstva i ih svoæstva [44, 160, 237, 287]

4.3.1. Ponißa¸wie podprostranstva dlØ regulØrnogo puq- ka.

174 V. N. KUBLANOVSKA˚

PonØtie ponißa¸wego podprostranstva, rassmotrennoe v gl. 1 dlØ puqka D(λ) = A − λB s postoØnnymi matricami, rasprostranim na sluqaæ puqkov D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ) s polinomial~nymi matricami.

Pust~ X(μ) est~ podprostranstvo razmernosti l v C^n [μ], Y (μ) = A(μ)X(μ)+B(μ)X(μ), tak qto A(μ)X(μ) ⊂ Y (μ), B(μ)X(μ) ⊂ Y (μ). Budem govorit~, qto para ( X(μ), Y (μ) ) obrazuet paru pravyh ponißa¸wih (deflating) podprostranstv regulØrnogo puqka

D(λ, μ), esli dim Y (μ) = dim X(μ). Para ( U (μ), V (μ) ) levyh ponißa¸wih podprostranstv dlØ puqka D(λ, μ) opredelØetsØ kak pravaØ para ponißa¸wih podprostranstv dlØ puqka D^H (λ, μ) =

A^H (μ) − λB^H (μ).

Pust~ unimodulØrnye matricy Z(μ) = [ Z_1(μ), Z_2(μ) ] i P(μ) = [ P_1(μ), P_2(μ) ] takovy, qto stolbcy matric Z_1(μ) i P_1(μ) obrazu¸t nekotorye unimodulØrnye bazisy podprostranstv X(μ) i Y (μ) odinakovyh razmernosteæ. Obrazuem puqok ^D(λ, μ) = P^H (μ)D(λ, μ)Z(μ) = [ ^ D_{11}(λ, μ) ^D_{12}(λ, μ) ^D_{21}(λ, μ) ^D_{22}(λ, μ) ] , (4.3.1) gde ^D_{ij} (λ, μ) = P^H_i (μ)D(λ, μ)Z_j (μ) = ^A_{ij} (μ) − λ ^B_{ij}(μ), i, j = 1, 2. Spravedliva teorema.

Teorema 4.11. DlØ togo, qtoby para^(X(μ), Y (μ)^) byla paroæ ponißa¸wih podprostranstv dlØ regulØrnogo puqka D(λ, μ) polinomial~nyh matric, neobhodimo i dostatoqno, qtoby puqok ^D_{21}(λ, μ) byl nulevym ( ^A_{21}(μ) = ^B_{21}(μ) = O). Pri fftom ime¸t mesto sledu¸wie svoæstva.

1) Ob¨edinenie spektrov puqkov ^D_{11}(λ, μ) i ^D_{22}(λ, μ) sovpadaet so spektrom puqka D(λ, μ).

2) PravaØ i levaØ pary ponißa¸wih podprostranstv dlØ

D(λ, μ) vzaimno svØzany: esli unimodulØrnye matricy Z(μ) i P(μ) takovy, qto ( Z_1(μ), P_1(μ) ) est~ pravaØ para, to ( P_2(μ),Z_2(μ) ) est~ levaØ para ponißa¸wih podprostranstv dlØ D(λ, μ). 3) Esli pravaØ para ( Z_1(μ), P_1(μ) ) otveqaet qasti spektra puqka D(λ, μ), kotoraØ opredelØetsØ blokom ^D_{11}(λ, μ), to levaØ para ( P_2(μ), Z_2(μ) ) sootvetstvuet spektru bloka ^D_{22}(λ, μ).

METODY I ALGORITMY 175 Dokazatel~stvo teoremy 4.11 i svoæstv k neæ provoditsØ po tomu ße planu, qto i dokazatel~stvo analogiqnyh utverßdeniæ dlØ puqka A − λB s postoØnnymi matricami (sm., naprimer, [287]).

4.3.2. Ponißa¸wie podprostranstva dlØ singulØrnogo puq- ka. Vvedem ponØtie ponißa¸wego (reducing) podprostranstva dlØ singulØrnogo m × n puqka D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ). Pust~ X(μ) i Y (μ) – podprostranstva razmernosteæ l i k, sootvetstvenno, v prostranstvah C^n [μ] i C^m [μ], priqem Y (μ) =

A(μ)X(μ)+B(μ)X(μ). Budem govorit~, qto ( X(μ), Y (μ) ) obrazu¸t paru ponißa¸wih podprostranstv singulØrnogo puqka D(λ, μ), esli

dim Y (μ) = dim X(μ) − dim N_c(μ), (4.3.2)

gde qerez N_c(μ) oboznaqeno pravoe nul~-prostranstvo iz polinomial~nyh rexeniæ puqka D(λ, μ) = A(μ)−λB(μ). V fftom sluqae (s uqetom sootvetstvu¸wih razmerov unimodulØrnyh matric Z(μ) i P(μ) i ih blokov Z_1(μ) i P_1(μ)) spravedliva teorema.

Teorema 4.12. DlØ togo, qtoby para^(X(μ), Y (μ)^) ØvlØlas~ paroæ pravyh ponißa¸wih podprostranstv dlØ singulØrnogo puqka D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ) neobhodimo i dostatoqno, qtoby puqok ^D_{21}(λ, μ) byl nulkvym ( ^A_{21}(μ) = ^B_{21}(μ) = O). Pri fftom ime¸t mesto sledu¸wie svoæstva.

1) Ob¨edinenie spektrov puqkov ^D_{11}(λ, μ) i ^D_{22}(λ, μ) sovpada¸t so spektrom puqka D(λ, μ).

2) Vse pravye minimal~nye indeksy po λ ishodnogo puqka opredelØ¸tsØ blokom ^D_{11}(λ, μ), a vse levye minimal~nye indeksy po λ opredelØ¸tsØ blokom ^D_{22}(λ, μ).

3) Pravye i levye pary ponißa¸wih podprostranstv ime¸t taku¸ ße vzaimosvØz~, kak i v regulØrnom sluqae.

Dokazatel~stvo teoremy 4.12 provoditsØ po tomu ße planu, qto i dokazatel~stvo analogiqnogo utverßdeniØ dlØ singulØrnogo puqka s postoØnnymi matricami (sm., naprimer, [163]). Zameqanie. V opredelenii ponißa¸wego podprostranstva vmesto ravenstva (4.3.2) moßno ispol~zovat~ neravenstvo

dim Y (μ) 6 dim X(μ).

176 V. N. KUBLANOVSKA˚ Pri fftom svoæstvo 1) prinimaet sledu¸wiæ vid: ob¨edinenie spektrov puqkov ^D_{11}(λ, μ) i ^D_{22}(λ, μ) soderßat spektr puqka D(λ, μ). 4.3.3. Postroenie ponißa¸wih podprostranstv.

V predpoloßenii, qto, po kraæneæ mere, odna iz matric puqka

D(λ, μ) imeet netrivial~noe nul~-prostranstvo iz pravyh po-

linomial~nyh rexeniæ, matricy Z(μ) i P(μ), preobrazu¸wie puqok D(λ, μ) v ffkvivalentnyæ puqok ^D(λ, μ) = P^H (μ)D(λ, μ)Z(μ) kvazitreugol~noæ formy, mogut byt~ vyqisleny sledu¸wim algoritmom.

(1) NahoditsØ unimodulØrnaØ matrica W (μ), osuwestvlØ¸- waØ ΔW -1 faktorizaci¸ matricy B(μ). DlØ opredelennosti predpolagaem, qto matrica B(μ) imeet netrivial~noe nul~- prostranstvo iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ. Imeem B(μ)W (μ) = [ Δ(μ), O ] , gde Δ(μ) – matrica polnogo stolbcovogo ranga, ime¸waØ koneqnye sobstvennye znaqeniØ takie ße, kak matrica B(μ): W (μ) = [ W_1(μ), W_0(μ) ] – unimodulØrnaØ matrica, blok W_0(μ) kotoroæ sut~ unimodulØrnyæ bazis nul~-prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy B(μ).

(2) NahoditsØ unimodulØrnaØ matrica ^W (μ), osuwestvlØ¸- waØ ΔW -1 faktorizaci¸ matricy A_1(μ) = [ A(μ)W_0(μ) ]_H : A_1(μ)^W (μ) = [ ^ Δ(μ), O ] , ^W (μ) = [^ W_1(μ), ^W_0(μ) ] , gde stolbcy matricy ^W_0(μ) obrazu¸t unimodulØrnyæ bazis nul~-prostranstva iz levyh polinomial~nyh rexeniæ matricy [ A(μ)W_0(μ) ] . Tak postroennye unimodulØrnye matricy W (μ) i ^W (μ) tol~ko porØdkom sledovaniØ blokov Z_1(μ), Z_2(μ) i P_1(μ), P_2(μ) otliqa- ¸tsØ ot iskomyh matric Z(μ) i P(μ), a imenno, Z(μ) = [ W_0(μ), W_1(μ) ] i P(μ) = [^ W_1(μ), ^W_0(μ) ] . Imeem ^W^H (μ)D(λ, μ)W (μ) = = [ ^ D_{12}(λ, μ) ^D_{11}(λ, μ) ^D_{22}(λ, μ) ^D_{21}(λ, μ) ] = [ ^ D_{12}(λ, μ) ^D_{11}(λ, μ) ^D_{22}(λ, μ) O ] .

METODY I ALGORITMY 177 Podprostranstva X(μ) = W_0(μ) i Y (μ) = ^W_1(μ) obrazu¸t paru ponißa¸wih podprostranstv dlØ puqka D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ). Tak qto ob¨edinenie sootvetstvu¸wih spektral~nyh harakteristik blokov ^D_{11}(λ, μ) i ^D_{22}(λ, μ) daet ves~ spektr, pravye i levye minimal~nye indeksy po parametru λ ishodnogo puqka D(λ, μ).

§4.4. Isqerpyvanie odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ vidov (λ, μ∗) i (λ∗, μ)

Niße privodØtsØ algoritmy, pozvolØ¸wie vyqislit~ i isqerpat~ odnomernye sobstvennye znaqeniØ vida (λ, μ_∗) i (λ_∗, μ) (gde μ_∗ i λ_∗ – fiksirovannye qisla, λ i μ – proizvol~nye) iz dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. 4.4.1. Pervyæ algoritm primenim dlØ proizvol~noæ m×n dvuhparametriqeskoæ matricy. On osnovan na algoritme otnositel~noæ faktorizacii matriqnogo polinoma F (λ, μ) = F_s(μ)λ^s +

· · · + F_0(μ), t.e. na faktorizacii vida

F (λ, μ) = Δ_1(μ)∇_1(λ) ^F (λ, μ)∇^T_2 (λ)Δ^T_2 (μ), (4.4.1)

gde Δ_1(μ) i ^F (λ, μ), ∇_1(λ) i ^F (λ, μ) poparno vzaimno prostye sleva matriqnye polinomy; Δ^T_2 (μ) i ^F (λ, μ), ∇^T_2 (λ) i ^F (λ, μ) poparno vzaimno prostye sprava matriqnye polinomy.

DlØ vyqisleniØ razloßeniØ (4.4.1) nado vypolnit~ sledu¸- wie xagi.

(1) Vyqislit~ levyæ obwiæ naibol~xiæ delitel~ (OND) matriqnyh polinomov F_s(μ), . . . , F_0(μ), t.e. poluqit~ dlØ nih ravenstva vida

F_k(μ) = Δ_1(μ)W_{1k}(μ), k = s, . . . , 0, (4.4.2)

gde W_{1s}(μ), . . . , W_{10}(μ) – vzaimno prostye sleva matriqnye polinomy.

DlØ fftogo sleduet vypolnit~ operacii:

(1i) poluqit~ ΔW -1 faktorizaci¸ matricy A(μ) = [F_s(μ), . . . ,

F_0(μ)]:

A(μ)W (μ) = [Δ1(μ), O],

gde Δ_1(μ) – matrica polnogo stolbcovogo ranga razmerov m × r (r = rank A(μ));

(1ii) obratit~ unimodulØrnu¸ matricu W (μ), zapisav ee v bloqnom vide

W^{−1}(μ) = [ W_{1s}(μ) . . . W_{10}(μ) ∗ . . . ∗ ] ,

178 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde W_{1k}(μ) – matricy razmerov r × n.

(2) Podstavit~ F_k(μ) v forme (4.4.2) v F (λ, μ). Imeem

F (λ, μ) = Δ_1(μ) [ W_{1s}(μ)λ^s + · · · + W_{10}(μ) ] ≡ Δ_1(μ) ~F (λ, μ), (4.4.3)

gde ~F (λ, μ) = W_{1s}(μ)λ^s+...+W_{10}(μ), kofffficienty W_{1s}(μ), ..., W_{10}(μ) vzaimno prostye sleva matriqnye polinomy.

(3) Zapisat~ ~F (λ, μ) po stepenØm μ ~F (λ, μ) = ~F_t(λ)μ^t + · · · + ~F_0(λ) i naæti ∇_1(λ),t.e. levyæ obwiæ naibol~xiæ delitel~ matriqnyh polinomov ~F_t(λ), . . . , ~F_0(λ), zapisav ih v analogiqnom (4.4.2) vide

~F_k(λ) = ∇_1(λ)~W_{1k}(λ), k = t, . . . , 0. (4.4.4)

Zdes~ ~W_{1t}(λ), . . . , ~W_{10}(λ) – vzaimno prostye sleva matriqnye polinomy. Ravenstvo (4.4.3) s uqetom (4.4.4) moßno zapisat~ v vide

F (λ, μ) = Δ_1(μ)∇_1(λ)F_1(λ, μ), (4.4.5)

gde F_1(λ, μ) ≡ ~W_{1t}(λ)μ^t + · · · + ~W_{10}(λ) – matriqnyæ polinom, ne ime¸wiæ svoimi levymi delitelØmi matriqnyh polinomov ot odnoæ peremennoæ.

DlØ postroeniØ razloßeniØ (4.4.1) sleduet xagi 1^0 − 3^0 primenit~ k matriqnomu polinomu F^T_1 (λ, μ). V rezul~tate budet postroeno razloßenie

F^T_1 (λ, μ) = Δ_2(μ)∇_2(λ)F_2(λ, μ). (4.4.6)

S uqetom (4.4.6) iz (4.4.5) poluqim

F (λ, μ) = Δ_1(μ)∇_1(λ) ^F (λ, μ)∇^T_2 (λ)Δ^T_2 (μ),

gde ^F (λ, μ) ≡ F^T_2 (λ, μ).

Tak poluqennaØ matrica ^F (λ, μ) ne budet imet~ odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ (λ, μ_∗) i (λ_∗, μ), poroßdennyh kornØmi μ_∗ i λ_∗ uravneniæ

det Δ_1(μ) = 0, det Δ_2(μ) = 0,

det ∇_1(λ) = 0, det ∇_2(λ) = 0.

(4.4.7)

Vse proqie odnomernye* i nul~mernye sobstvennye znaqeniØ matric ^F (λ, μ) i F (λ, μ) sovpada¸t.

*Sredi odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ matricy ^F (λ, μ) mogut byt~ i sobstvennye znaqeniØ vida (λ∗, μ), (λ, μ∗), kotorye ne poroßda¸tsØ kornØmi uravneniæ (4.4.7).

METODY I ALGORITMY 179

4.4.2. Vtoroæ algoritm isqerpyvaniØ odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ vida (λ, μ_∗) i (λ_∗, μ) primenim dlØ regulØrnyh matric F (λ, μ). Tak dlØ vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ (λ, μ_∗) sleduet vypolnit~ sledu¸wie xagi.

(1) Zapisat~ det F (λ, μ) kak polinom po stepenØm λ:

det F (λ, μ) = a_m(μ)λ^m + · · · + a_0(μ). (4.4.8)

(2) Naæti korni μ_{∗i} obwego naibol~xego delitelØ Δ(μ) kofffficientov a_m(μ), . . . , a_0(μ).

DlØ fftogo sleduet proizvesti sledu¸wie operacii. (2i) Poluqit~ ΔW -1 faktorizaci¸ matricy A(μ) ≡ [a_m(μ), ...,

a_0(μ)]:

A(μ)W (μ) =^[δ(μ), O^]

i naæti korni δ(μ) = 0.

(2ii) Obratit~ unimodulØrnu¸ matricu W (μ)

W^{−1}(μ) = [ ω_{1m}(μ) . . . ω_{10}(μ) ∗ . . . ∗ ] , gde qerez ω_{1m}(μ), . . . , ω_{10}(μ) oboznaqeny fflementy pervoæ stroki matricy W^{−1}(μ). Togda korni uravneniØ

ω_{1m}(μ)λ^m + · · · + ω_{10}(μ) = 0 (4.4.9)

sovpada¸t so vsemi odnomernymi sobstvennymi znaqeniØmi ishodnoæ matricy F (λ, μ), krome odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ vida (λ, μ_{∗i}), λ – proizvol~noe. DlØ isqerpyvaniØ sobstvennyh znaqeniæ vida (λ_{∗i}, μ) sleduet vypolnit~ xagi (1) i (2), vzØv v kaqestve ishodnogo vmesto uravneniØ (4.4.8) uravnenie (4.4.9), perepisav ego po stepenØm parametra μ.

4.4.3. Tretiæ algoritm primenim dlØ matricy F (λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga.

Tak dlØ isqerpyvaniØ (λ_∗, μ) iz F (λ, μ) v matrice F (λ, μ) delaetsØ zamena peremennyh λ = λ^′ + λ_∗, kotoraØ perevodit sobstvennoe znaqenie (λ_∗, μ) v sobstvennoe znaqenie vida (0, μ). K poluqennoæ takim obrazom matrice F (λ, μ) (oboznaqenie ostaetsØ preßnim) primenØetsØ algoritm iz §3.5 isqerpyvaniØ nulevogo sobstvennogo znaqeniØ iz polinomial~noæ (odnoparametriqeskoæ) matricy polnogo ranga, obobwennyæ na sluqaæ dvuhparametriqeskih matric. Soglasno algoritma stroitsØ koneqnaØ posledovatel~nost~ dvuhparametriqeskih matric {F_k(λ, μ)},

180 V. N. KUBLANOVSKA˚ F_0(λ, μ) = F (λ, μ) F_{k+1}(λ, μ) = F_k(λ, μ)W^k(μ)diag { I_{rk+1} , μ^{−1}I_{n−rk+1} } , k = 0, . . . , l, gde W^k(μ) = [W^k_1 (μ), W^k_2 (μ)] – unimodulØrnaØ matrica, osuwestvlØ¸waØ ΔW -1 razloßenie matricy F_k(0, μ), priqem W^k_2 (μ) =

ker F_k(0, μ), r_{k+1} – rang matricy F_k(0, μ) (r_0 = 0), tak qto W^k_1 (μ)

i W^k_2 (μ) sut~ matricy razmerov n × r_{k+1} i n × (n − r_{k+1}).

Oboznaqim F_k(λ, μ) = F_{sk}(μ)λ^s + · · · + F_{0k}(μ). Togda perehod ot

F_k(λ, μ) k F_{k+1}(λ, μ) moßet byt~ realizovan po formulam F_{q,k+1}(μ) = [ F^{(1)}_{q,k+1}(μ), F^{(0)}_{q,k+1}(μ) ] , gde F^{(1)}_{q,k+1}(μ) = F^{(1)}_{q,k} (μ)W^{(k)}_1 (μ), F^{(0)}_{q,k+1}(μ) = F^{(0)}_{q+1,k}(μ) W^{(k)}_2 (μ) (q = 0, 1, . . . , s). Process zakanqivaetsØ na xage l, kogda budet postroena matrica F_l(λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga r_l = n, ne ime¸waØ

(λ_∗, μ) svoim sobstvennym znaqeniem.

DlØ isqerpyvaniØ iz F (λ, μ) sobstvennyh znaqeniæ (λ, μ_∗) sleduet predvaritel~no v matrice F_l(λ, μ) sdelat~ zamenu peremennyh μ = μ^′ + μ_∗, perevodØwu¸ μ_∗ v nul~; zapisat~ poluqennu¸ matricu v vide matriqnogo polinoma po stepenØm μ; prodelat~ analogiqnye vyxeopisannye operacii iskl¸qeniØ sobstvennogo znaqeniØ vida (λ, 0) iz postroennogo takim obrazom matriqnogo polinoma.

4.4.4. Qetvertyæ algoritm primenim k matricam polnogo ranga. DlØ opredelennosti sqitaem F (λ, μ) matriceæ polnogo stolbcovogo ranga, iz kotoroæ sleduet isqerpat~ odnomernoe sobstvennoe znaqenie (λ, μ_∗), geometriqeskaØ kratnost~ kotorogo sovpadaet s algebraiqeskoæ kratnost~¸. Algoritm trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) VyqislØetsØ odnoparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica F (λ, μ_∗). Oqevidno, F (λ, μ_∗) imeet, po kraæneæ mere, odno pravoe polinomial~noe rexenie, tak kak po uslovi¸ (λ, μ_∗) est~ sobstvennoe znaqenie F (λ, μ) ili, qto to ße, pri l¸bom λ uravnenie

F (λ, μ_∗)U (λ) = 0

imeet rexenie.

(2) NahoditsØ ΔW -1 razloßenie matricy F (λ, μ_∗) F (λ, μ_∗)W_∗(λ) = [ Δ_∗(λ), O ] .

METODY I ALGORITMY 181 Zdes~ W_∗(λ) – unimodulØrnaØ matrica, poslednie n − ρ_∗ stolbcy kotoroæ obrazu¸t bazis iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ

F (λ, μ_∗) (ρ_∗ := rank F (λ, μ_∗)), O – nulevaØ n × (n − ρ_∗) matrica.

(3) VyqislØetsØ dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica F_1(λ, μ) = F (λ, μ)W_∗(λ), poslednie n − ρ_∗ stolbcy kotoroæ obrawa¸tsØ v nulevye pri

μ = μ_∗, a sledovatel~no, (μ − μ_∗) ØvlØetsØ obwim delitelem kom-

ponent kaßdogo iz nih.

(4) VyqislØetsØ matrica

F_2(λ, μ) = F_1(λ, μ)diag { I_{ρ∗} , I_{n−ρ∗} (μ − μ_∗)^{−1} } = = F (λ, μ)W_∗(λ)diag { I_{ρ∗} , (μ − μ_∗)^{−1}I_{n−ρ∗} } . Tak vyqislennaØ matrica F_2(λ, μ) ØvlØetsØ iskomoæ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matriceæ, spektr kotoroæ sovpadaet so spektrom matricy F (λ, μ), za iskl¸qeniem isqerpannogo sobstvennogo znaqeniØ (λ, μ_∗).

182 V. N. KUBLANOVSKA˚

Glava 5. Algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ puqka polinomial~nyh matric [39]

§5.1. Razdelenie nepreryvnogo i diskretnogo spektrov, vyqislenie minimal~nyh indeksov

Dokaßem teoremy o vozmoßnosti razdeleniØ nepreryvnogo i diskretnogo spektrov singulØrnogo puqka polinomial~nyh matric i opixem algoritm, pozvolØ¸wiæ, minuØ vyqislenie spektrov, realizovat~ ffto razdelenie.

Teorema 5.1. Puqok D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ) razmerov m × n ffkvivalenten puqku vida

D_{22}(λ, μ) O O D_{12}(λ, μ) D_{11}(λ, μ) O D_{32}(λ, μ) D_{31}(λ, μ) D_{33}(λ, μ)

. (5.1.1)

Zdes~ D_{ij} (λ, μ) (i, j = 1, 2) – puqki polinomial~nyh matric. Puqok D_{33}(λ, μ) imeet polnyæ stroqnyæ rang. On opredelØet levye polinomial~nye rexeniØ, qast~ diskretnogo spektra i odnomernoe sobstvennoe znaqenie vida (∞, μ) puqka D(λ, μ). Puqok D_{22}(λ, μ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang. On opredelØet levye polinomial~nye rexeniØ, qast~ diskretnogo spektra i odnomernoe sobstvennoe znaqenie vida (∞, μ) puqka D(λ, μ). Puqok D_{11}(λ, μ) ØvlØetsØ regulØrnym. On imeet tol~ko nepreryvnyæ spektr, sovpada¸wiæ (za iskl¸qeniem ukazannyh sobstvennyh znaqeniæ (0, μ), (∞, μ)) s nepreryvnym spektrom ishodnogo puqka D(λ, μ). Ob¨edinenie diskretnyh spektrov puqkov D_{22}(λ, μ) i D_{33}(λ, μ) sovpada¸t s diskretnym spektrom ishodnogo puqka.

Dokazatel~stvo teoremy provedem konstruktivno, opisyvaØ algoritm postroeniØ puqka vida (5.1.1).

Algoritm sostoit iz koneqnogo qisla xagov. Snaqala vydelØetsØ puqok D_{33}(λ, μ). Tipiqnyæ (pervyæ) xag sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) PolagaØ A_{11}(μ) = A(μ), B_{11}(μ) = B(μ), nahodim ΔW -1 razloßenie veduweæ matricy A_{11}(μ). Esli ishodnyæ puqok imeet pravye polinomial~nye rexeniØ ili odnomernoe sobstvennoe znaqenie (0, μ), to A_{11}(μ) imeet netrivial~noe pravoe nul~- prostranstvo. V protivnom sluqae puqok (5.1.1) ne soderßit puqka D_{33}(λ, μ) i sleduet pereæti k vydeleni¸ bloka D_{22}(λ, μ).

Pust~ A_{11}(μ) imeet pravye polinomial~nye rexeniØ i pust~

A_{11}(μ)W_a(μ) = [ Δ_a(μ), O ]

METODY I ALGORITMY 183 est~ ΔW -1 razloßenie A_{11}(μ).

(2) VyqislØem puqok [ A_{11}(μ) − λB_{11}(μ) ] W_a(μ) = [ A_2(μ) − λB_2(μ); O − λB_1(μ) ] , gde A_2(μ) ≡ Δ_a(μ) imeet razmery m×(n−ρ_1) i ØvlØetsØ matriceæ polnogo stolbcovogo ranga ((n − ρ_1) – rang A_{11}(μ)); O – nulevaØ

m × ρ_1 matrica. Puqki A_2(μ) − λB_2(μ) i −λB_1(μ) ime¸t razmery m × (n − ρ_1) i m × ρ_1, sootvetstvenno.

(3) Nahodim ΔW -1 razloßenie matricy B^T_1 (μ):

B^T_1 (μ)W_b(μ) = [ ^ B^T_{11}(μ), O ] , gde ^B_{11}(μ) – matrica razmerov r_1 × ρ_1, r_1 = rank ^B^T_{11}(μ) 6 ρ_1, O – nulevaØ (m − r_1) × ρ_1 matrica.

(4) VyqislØem puqok

W^T_b (μ) [ A_{11}(μ) − λB_{11}(μ) ] W_a(μ) = [ A_{21}(μ) − λB_{21}(μ) −λ ^B_{11}(μ) A_{22}(μ) − λB_{22}(μ) O ] }r_1 }m − r_1 n − ρ_1 ρ_1 .

Posle perestanovki bloqnyh strok imeem θW^T_b (μ) [ A_{11}(μ) − λB_{11}(μ) ] W_a(μ) = [ A_{22}(μ) − λB_{22}(μ) O A_{21}(μ) − λB_{21}(μ) −λ ^B_{11}(μ) ] , gde θ – matrica perestanovok.

Esli veduwaØ matrica A_{22}(μ) imeet nepolnyæ stolbcovyæ rang, analogiqnyæ process vydeleniØ blokov iz puqka A_{22}(μ) −

λB_{22}(μ) prodolßaetsØ i zakanqivaetsØ na xage k, kogda veduwaØ

matrica A_{k+1,k+1}(μ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang.

V rezul~tate budet postroen puqok

P_1(μ)D(λ, μ)Q_1(μ) = [ A_{k+1,k+1}(μ) − λB_{k+1,k+1}(μ) O A_{k+1,k}(μ) − λB_{k+1,k}(μ) D_{33}(λ, μ) ] . Po postroeni¸ A_{k+1,k+1}(μ) − λB_{k+1,k+1}(μ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang; puqok D_{33}(λ, μ) – singulØrnyæ polnogo stroqnogo ranga, ne ime¸wiæ regulØrnogo bloka, za iskl¸qeniem, vozmoßno, odnomernogo sobstvennogo znaqeniØ (0, μ).

Esli puqok A_{k+1,k+1}(μ) − λB_{k+1,k+1}(μ) razmerov m_1 × n_1 imeet nepolnyæ stroqnyæ rang, t.e. imeet levye polinomial~nye

184 V. N. KUBLANOVSKA˚ rexeniØ, to perehodim k vydeleni¸ iz nego bloka D_{22}(λ, μ). Tipiqnyæ xag sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) Polagaem ~A_{11}(μ) := A_{k+1,k+1}(μ), ~B_{11}(μ) := B_{k+1,k+1}(μ) i nahodim ΔW -1 razloßenie veduweæ matricy ~B^T_{11}(μ). Imeem

~B^T_{11}(μ)~W_b(μ) = [ ~Δ_b(μ)

m_1 −h_1 , O_h 1 ] , m_1 − h_1 = rank ~B^T_{11}(μ).

(2) VyqislØem puqok

~W^T_b (μ)[ ~A_{11}(μ) − λ ~B_{11}(μ)] = [ ~ A_2(μ) − λ ~B_2(μ) ~A_1(μ) − O ] }m_1 − h_1 }h_1 . (3) Nahodim ΔW -1 razloßenie matricy ~A_1(μ): ~A_1(μ)~W_a(μ) = [ ~A_{11}(μ), O]}h_1, q_1 = rank ~A_1(μ) 6 h_1; Ǎ_{11}(μ) – matrica razmerov h_1 × q_1.

(4) VyqislØem puqok ~W^T_b (μ)[ ~A_{11}(μ) − λ ~B_{11}(μ)]~W_a(μ) = [ ~ A_{21}(μ) − λ ~B_{21}(μ) A_{22}(μ) − λB_{22}(μ) ~A_{11}(μ) − O O ] }m_1 − h_1 }h_1 q_1 n_1 − q_1 .

Posle perestanovki bloqnyh stolbcov imeem ~W^T_b (μ)[ ~A_{11}(μ) − λ ~B_{11}(μ)]~W_a(μ)~θ = [ ~A_{22}(μ) − λ ~B_{22}(μ) ~A_{21}(μ) − λ ~B_{21}(μ)

O^ˇA11(μ) ]

(~θ-matrica perestanovok).

Esli veduwaØ matrica ~B_{22}(μ) imeet nepolnyæ stroqnyæ rang, analogiqnyæ process vydeleniØ iz puqka ~A_{22}(μ) − λ ~B_{22}(μ) blokov, soderßawih levye polinomial~nye rexeniØ i odnomernoe sobstvennoe znaqenie (∞, μ), prodolßaetsØ i zakanqivaetsØ na xage l, kogda matrica ~B_{l+1,l+1} (μ) budet polnogo stroqnogo ranga, a sledovatel~no, neosobennaØ.

METODY I ALGORITMY 185 V rezul~tate vydeleniØ iz D(λ, μ) blokov, soderßawih pravye i levye polinomial~nye rexeniØ, budet postroen ffkvivalentnyæ D(λ, μ) puqok vida

D_{11}(λ, μ) D_{12}(λ, μ) O

O D22(λ, μ) O

D_{31}(λ, μ) D_{32}(λ, μ) D_{33}(λ, μ) . Posle perestanovki pervoæ i vtoroæ bloqnyh strok i stolbcov, poluqim P (μ)D(λ, μ)Q(λ, μ) = D_{22}(λ, μ) O O D_{12}(λ, μ) D_{11}(λ, μ) O D_{32}(λ, μ) D_{31}(λ, μ) D_{33}(λ, μ) . Zdes~ qerez P (μ) i Q(μ) oboznaqeny rezul~tiru¸wie unimodulØrnye matricy, osuwestvlØ¸wie perehod ot ishodnogo puqka

D(λ, μ) k puqku vida (5.1.1). Po postroeni¸ puqok D_{11}(λ, μ) = ~A_{l+1,l+1}(μ) − λ ~B_{l+1,l+1} (μ) regulØrnyæ i imeet spektr, sovpada¸-

wiæ s koneqnym nepreryvnym spektrom puqka D(λ, μ) za iskl¸- qeniem sobstvennyh znaqeniæ vidov (0, μ) i (∞, μ). Puqok

D_{22}(λ, μ) = (5.1.2) Ǎ_{ll}(μ) ~A_{l,l−1}(μ) − λ ~B_{l,l−1} (μ) . . . ~A_{l,1}(μ) − λ ~B_{l,1}(μ) Ǎ_{l−1,l−1}(μ) . . . ~A_{l−1,1}(μ) − λ ~B_{l−1,1}(μ) O^{..}.^._{Ǎ11(μ)}

ØvlØetsØ puqkom polnogo stolbcovogo ranga, ne soderßawim nepreryvnogo spektra, za iskl¸qeniem, vozmoßno, odnomernogo sobstvennogo znaqeniØ (∞, μ). Diskretnyæ spektr puqka D_{22}(λ, μ) vhodit v diskretnyæ spektr ishodnogo puqka D(λ, μ). Puqok

D_{33}(λ, μ) = (5.1.3) λ ^B_{kk}(μ) A_{k−1,k}(μ)−λB_{k−1,k} (μ) −λ ^B_{k−1,k−1} (μ) O . . . . ... A_{1,k}(μ)−λB_{1,k}(μ) A_{1,k−1} (μ)−λB_{1,k−1}(μ) ... −λ ^B_{11}(μ) ØvlØetsØ puqkom polnogo stroqnogo ranga, ne soderßawim nepreryvnogo spektra, za iskl¸qeniem, vozmoßno, odnomernogo sobstvennogo znaqeniØ (0, μ). Diskretnyæ spektr puqka D_{33}(λ, μ) prinadleßit diskretnomu spektru ishodnogo puqka.

186 V. N. KUBLANOVSKA˚

Sledstvie 5.2. Ob¨edinenie diskretnyh spektrov puqkov

D_{22}(λ, μ) i D_{33}(λ, μ) obrazuet koneqnyæ diskretnyæ spektr ishodnogo puqka D(λ, μ).

Sledstvie 5.3. Algoritm iz teoremy 5.1 daet vozmoßnost~ vyqislit~ takße pravye i levye po λ minimal~nye indeksy puqka D(λ, μ), a takße spektral~nye indeksy odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ (0, μ) i (∞, μ).

1) Iz razmerov strok i stolbcov bloqnyh matric ^B_{ii}(μ) puqka

D_{33}(λ, μ) v forme (5.1.3) moßno postroit~ dve posledovatel~nosti qisel {ρ_i} i {r_i} (gde ρ_i – qislo stolbcov, a r_i – qislo strok matricy ^B_{ii}(μ)), udovletvorØ¸wih neravenstvam

ρ_1 ¿ r_1 ¿ ρ_2 ¿ . . . ¿ ρ_k ¿ r_k ¿ ρ_{k+1} = 0.

Veliqina ε_i = ρ_i − r_i, i = 1, . . . , k opredelØet qislo ravnyh i pravyh minimal~nyh indeksov puqka A(μ) − λB(μ). Veliqina θ_{0,i} = r_i − ρ_{i+1} opredelØet qislo ravnyh i strukturnyh indeksov odnomernogo sobstvennogo znaqeniØ (0, μ).

2) Iz razmerov strok i stolbcov bloqnyh matric Ǎ_{ii}(μ) puqka

D_{22}(λ, μ) v forme (5.1.2) moßno postroit~ dve posledovatel~nosti qisel {h_i} i {q_i} (gde h_i – qislo strok, a q_i – qislo stolbcov matricy Ǎ_{ii}(μ), udovletvorØ¸wih neravenstvam

h_1 ¿ q_1 ¿ h_2 ¿ . . . ¿ h_l ¿ q_l ¿ h_{l+1} = 0.

Veliqina δ_i = h_i − q_i, i = 1, . . . , l opredelØet qislo ravnyh i levyh minimal~nyh indeksov puqka A(μ) − λB(μ). Veliqina δ^∞_i = q_i − h_{i+1}, i = 1, . . . , l opredelØet qislo ravnyh i strukturnyh indeksov odnomernogo sobstvennogo znaqeniØ (∞, μ).

Spravedlivost~ teoremy 5.1 i sledstviæ iz nee sleduet iz sposoba postroeniØ puqka (5.1.1), esli prinØt~ vo vnimanie unimodulØrnost~ preobrazu¸wih matric, svoæstva ponißa¸- wih podprostranstv, postroennyh na baze ΔW -1 razloßeniØ nekotoryh vspomogatel~nyh matric.

Pereædem k rassmotreni¸ algoritma vydeleniØ iz puqkov

D_{33}(λ, μ) i D_{22}(λ, μ) odnomernyh rexeniæ vidov (0, μ) i (∞, μ).

DlØ fftogo ustanovim spravedlivost~ sledu¸weæ teoremy.

METODY I ALGORITMY 187

Teorema 5.4. Puqok vida (5.1.1) ffkvivalenten puqku vida

D_{11}(λ, μ) . . O^. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . O . .^{D(2)11 (λ,μ)} O ∗ D_2(λ,μ) . . ∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∗ . .^{D(3)11 (λ,μ)} O ∗ D_3 (λ,μ)

.

Zdes~ D_{11}(λ, μ), D^{(2)}_{11} (λ, μ) i D^{(3)}_{11} (λ, μ) sut~ regulØrnye puqki, ob¨edinenie spektrov kotoryh daet ves~ koneqnyæ nepreryvnyæ spektr ishodnogo puqka. Puqki D_2(λ, μ) i D_3(λ, μ) sut~ puqki sootvetstvenno polnogo stolbcovogo i stroqnogo rangov, ne ime¸wie nepreryvnogo spektra. Ob¨edinenie diskretnyh spektrov puqkov D_2(λ, μ) i D_3(λ, μ) daet ves~ koneqnyæ diskretnyæ spektr ishodnogo puqka. Minimal~nye indeksy levyh i pravyh polinomial~nyh rexeniæ sootvetstvenno puqkov D_2(λ, μ) i D_3(λ, μ) sovpada¸t s minimal~nymi indeksami levyh i pravyh polinomial~nyh rexeniæ ishodnogo puqka.

Zdes~ qerez ∗ oboznaqeny ne interesu¸wie nas polinomial~- nye puqki, qerez O oboznaqeny nulevye bloki rezul~tiru¸wego puqka.

DlØ dokazatel~stva teoremy primenim algoritm privedeniØ ishodnogo puqka k puqku vida (5.1.1) posledovatel~no snaqala k puqku D_{33}(λ, μ), zatem k puqku D_{22}(λ, μ).

Tak primenenie pervoæ qasti algoritma k puqku D_{33}(λ, μ) s zamenoæ veduweæ matricy A_{11}(μ) na matricu B_{11}(μ) privedet k vydeleni¸ regulØrnogo puqka (oboznaqim ego D^{(3)}_{11} (λ, μ)), ime- ¸wego tol~ko odnomernoe sobstvennoe znaqenie (0, μ), i puqka

D_3(λ, μ) polnogo stroqnogo ranga, ime¸wego tol~ko pravye po-

linomial~nye rexeniØ s takimi ße minimal~nymi indeksami, qto i u polinomial~nyh rexeniæ puqka D_{33}(λ, μ), a sledovatel~- no, i ishodnogo puqka. Primenenie vtoroæ qasti algoritma k puqku D_{22}(λ, μ) s zamenoæ veduweæ matricy ~B^T_{11}(μ) na ~A^T_{11}(μ) privedet k vydeleni¸ regulØrnogo bloka (oboznaqim ego ~D^{(2)}_{11} (λ, μ)), ime¸wego tol~ko odnomernye sobstvennye znaqeniØ (∞, μ) i puqka polnogo stolbcovogo ranga D_2(λ, μ), ime¸wego tol~ko levye polinomial~nye rexeniØ s minimal~nymi indeksami, sovpada- ¸wimi s sootvetstvu¸wimi minimal~nymi indeksami polinomial~nyh rexeniæ ishodnogo puqka.

188 V. N. KUBLANOVSKA˚

Ob¨edinenie spektrov puqkov D_{11}(λ, μ), D^{(3)}_{11} (λ, μ) i D^{(2)}_{11} (λ, μ) dast nepreryvnyæ spektr ishodnogo puqka.

§5.2. Algoritm vyqisleniØ diskretnogo spektra

5.2.1 Algoritm vyqisleniØ diskretnogo spektra puqka polnogo stolbcovogo ranga, ne soderßawego nepreryvnogo spektra.

Pust~ D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ) – puqok m × n ranga n (m > n), ne soderßawiæ nepreryvnogo spektra; D_1(λ, μ) – puqok, soglasovannyæ s D(λ, μ). Napomnim, qto po postroeni¸

D_1(λ, μ) = { W_−(μ) − λW_+(μ), μ ≠ μ_∗, Q_− − Q_+, μ = μ_∗.

Zdes~ qerez μ_∗ oboznaqeno l¸boe fiksirovannoe sobstvennoe znaqenie polinomial~noæ matricy A(μ) = [A(μ), −B(μ)]; W_−(μ) i

W_+(μ) – polinomial~nye matricy, postroennye sootvetstvenno

iz n poslednih i n pervyh strok matricy W_0(μ), stolbcy kotoroæ obrazu¸t minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy A(μ); Q_− i Q_+ – postoØnnye matricy, postroennye sootvetstvenno iz n poslednih i n pervyh strok matricy Q_∗, stolbcy kotoroæ obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis pravogo nul~-prostranstva postoØnnoæ matricy

A(μ∗)._{Sledu¸wie utverßdeniØ leßat v osnove predlagaemogo niße}

algoritma.

1^0. Puqok D_1(λ, μ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang i ne soderßit nepreryvnogo spektra.

2^0. L¸boe nul~mernoe sobstvennoe znaqenie (λ_∗, μ_∗) puqka D_1(λ, μ) ØvlØetsØ nul~mernym sobstvennym znaqeniem puqka D(λ, μ), a sootvetstvu¸wie emu sobstvennye vektory y_∗ i x_∗ sootvetstvenno puqkov D_1(λ, μ) i D(λ, μ) svØzany sootnoxeniem

x_∗ = Q_+y_∗, y_∗ = Q^T_∗ [ x_∗, λ_∗x_∗ ]_B . (5.2.1)

3^0. Para qisel (λ_∗, μ_∗) ØvlØetsØ nul~mernym sobstvennym znaqeniem puqka D(λ, μ), esli qislo μ_∗ est~ sobstvennoe znaqenie polinomial~noæ matricy A(μ), qislo λ_∗ est~ sobstvennoe znaqenie puqka D_1(λ, μ_∗).

Spravedlivost~ utverßdeniæ 1^0 i 2^0 neposredstvenno sleduet iz svoæstv spektral~nyh harakteristik soglasovannyh puqkov (sm. §4.2, svoæstva 1^0 i 3^0).

METODY I ALGORITMY 189 Privedem obosnovanie utverßdeniØ 3^0. Oboznaqim qerez

y_∗ – vektor,sootvetstvu¸wiæ sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗ puqka D_1(λ,μ_∗). Imeem

D_1(λ_∗, μ_∗)y_∗ ≡ ( Q_− − λ_∗Q_+ ) y_∗ = 0. (5.2.2)

UqityvaØ, qto puqok D_1(λ, μ_∗) soglasovan s puqkom D(λ, μ_∗), zakl¸qaem, qto D_1(λ, μ) est~ takße puqok polnogo stolbcovogo ranga, ne soderßawiæ nepreryvnogo spektra. Togda iz ravenstva (5.2.2) sleduet, qto y_∗ est~ sobstvennyæ vektor, sootvetstvu¸- wiæ sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗ puqka D_1(λ, μ_∗); (λ_∗, μ_∗) – nul~- mernoe sobstvennoe znaqenie.

Algoritm vyqisleniØ diskretnogo spektra puqka D(λ, μ) sostoit v postroenii koneqnoæ posledovatel~nosti puqkov polinomial~nyh matric umen~xa¸wihsØ razmerov: kaßdyæ posledu- ¸wiæ puqok ØvlØetsØ soglasovannym s predyduwim. Tipiqnyæ (pervyæ) xag perehoda ot puqka D_0(λ, μ) = A_0(μ) − λB_0(μ) razmerov m_0 × n_0 (A_0(μ) ≡ A(μ), B_0(μ) ≡ B(μ), m_0 = m, n_0 = n, m_0 > n_0) k puqku D_1(λ, μ) = A_1(μ) − λB_1(μ) razmerov m_1 × n_1, soglasovannomu s D_0(λ, μ), trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) FormiruetsØ matrica

A0(μ) =^[A0(μ), −B0(μ)^] (5.2.3)

i nahoditsØ ee ΔW -1 razloßenie

A0(μ)W (μ) =^[Δ0(μ), O^], (5.2.4)

gde W (μ) = [W_1(μ), W_2(μ)] – unimodulØrnaØ matrica s blokami

W_1(μ), W_2(μ) sootvetstvenno razmerov 2n_0 ×r_0 i 2n_0 ×(2n_0 −r_0), r_0

– rang A_0(μ), Δ_0(μ) – matrica m_0×r_0 polnogo ranga, vse sobstvennye znaqeniØ kotoroæ da¸t koneqnyæ spektr matricy A_0(μ).

(2) NahoditsØ minimal~nyæ bazis W_0(μ) pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ A_0(μ). DlØ fftogo osuwestvlØetsØ ΔW -1 razloßenie matricy W_2(μ)

W_2(μ)~W (μ) = W_0(μ), (5.2.5)

gde ~W (μ) – unimodulØrnaØ matrica, realizu¸waØ razloßenie (5.2.5), stolbcy W_0(μ) da¸t iskomyæ minimal~nyæ bazis.

(3) VyqislØ¸sØ sobstvennye znaqeniØ μ_1, . . . , μ_{ρ0} matricy

A0(μ) i dlØ kaßdogo fiksirovannogo μ∗ = μi nahoditsØ Qi = ker A(μi) i puqok D1(λ, μi) = Qi− − λQi+, soglasovannyæ s D(λ, μ)

pri μ = μ_i.

190 V. N. KUBLANOVSKA˚

(4) VyqislØ¸tsØ sobstvennye znaqeniØ λ_{i1}, . . . , λ_{i, ti} puqka

D_1(λ, μ_i).

Pary (λ_{ij} , μ_i), i = 1, . . . , t_i tak vyqislennyh qisel dlØ kaßdogo

μ_i, i = 1, . . . , ρ_0 prinadleßat diskretnomu spektru puqka D(λ, μ).

(5) FormiruetsØ puqok D_1(λ, μ) = W_−(μ) − λW_+(μ) razmerov

m_1 ×n_1, gde W_−(μ) i W_+(μ) – matricy, postroennye iz poslednih n_0 i pervyh n_0 strok matricy W_0(μ).

Po postroeni¸ i iz svoæstv soglasovannyh puqkov sleduet, spravedlivost~ neravenstv

m_1 = n_0 < m_0, n_1 = 2n_0 − r_0 6 n_0 (r_0 ¿ n_0), q_0 = m_0 − n_0,

gde q_0 – qislo levyh polinomial~nyh rexeniæ puqka D_0(λ, μ).

V rezul~tate budet postroena posledovatel~nost~ puqkov

{D_k(λ, μ)}, k = 0, . . . , l razmerov m_k × n_k, priqem vypolnØ¸tsØ

neravenstva

m_0 > n_0 = m_1 > n_1 = m_2 > . . . > n_l = m_{l+1} = 0.

Process zakanqivaetsØ na xage l, kogda

n_l = m_{l+1} = 0.

Ob¨edinenie vyqislennyh diskretnyh spektrov puqkov stroØweæsØ posledovatel~nosti dast iskomyæ (koneqnyæ po μ) spektr puqka D(λ, μ).

DlØ vyqisleniØ nul~mernyh sobstvennyh znaqeniæ vida (λ_∗, ∞) i (∞, ∞) sleduet na kaßdom xage processa vyqislØt~ ne tol~ko koneqnye sobstvennye znaqeniØ matricy A_k(μ), no i beskoneqnoe sobstvennoe znaqenie, esli poslednee est~ u A_k(μ). DlØ fftogo sleduet v polinomial~noæ matrice A_k(μ) sdelat~ zamenu peremennyh μ = 1 / μ^′, t.e. ot A_k(μ) pereæti k matrice μ^{−t}A(μ), gde

A(μ) imeet svoimi sobstvennymi znaqeniØmi μ^{−1}_∗ , tak qto sob-

stvennoe znaqenie μ_∗ = ∞ matricy A_k(μ) pereædet v sobstvennoe znaqenie μ_∗ = 0 dlØ matricy A_k(μ). Postroit~ puqok Q_− − λQ_+. Zdes~ Q_− i Q_+ – matricy, postroennye, kak i vyxe, iz n poslednih i n pervyh strok matricy Q_0, stolbcy kotoroæ sut~ ortonormirovannyæ bazis matricy A_k(0).

5.2.2. Algoritm vyqisleniØ diskretnogo spektra proizvol~- nogo puqka polinomial~nyh matric.

Algoritm sostoit iz treh stadiæ.

Na pervoæ stadii, ispol~zuØ algoritm razdeleniØ nepreryvnogoi diskretnogo spektrov puqka D(λ, μ) (sm. §5.1), nahodim

METODY I ALGORITMY 191 puqki D_{22}(λ, μ) i D_{33}(λ, μ) polnogo stolbcovogo i stroqnogo rangov, sootvetstvenno.

Na vtoroæ stadii odnomernye sobstvennye znaqeniØ vida

(0, μ) i (∞, μ) udalØem iz puqkov D_{33}(λ, μ) i D_{22}(λ, μ), sootvet-

stvenno. Rezul~tiru¸wie puqki oboznaqim D_3(λ, μ) i D_2(λ, μ).

Na tret~eæ stadii, ispol~zuØ algoritm vyqisleniØ nul~mernyh sobstvennyh znaqeniæ puqka polnogo stolbcovogo ranga, ne soderßawego nepreryvnogo spektra, nahodim diskretnye spektry puqkov D_2(λ, μ) i D^T_3 (λ, μ), kotorye v sovokupnosti dadut ves~ diskretnyæ spektr ishodnogo puqka D(λ, μ).

§5.3. Vyqislenie sobstvennyh vektorov i ßordanovyh cepoqek

Pust~ (λ_∗, μ_∗) – nul~mernoe sobstvennoe znaqenie m × n puqka D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ) ranga n, ne ime¸wego nepreryvnogo spektra.

Zadaqa sostoit v vyqislenii vektorov

x^{(i)}_1 , . . . , x^{(i)}_{ti} , i = 1, . . . , q_∗, (5.3.1)

udovletvorØ¸wih sootnoxeniØm [ A(μ_∗) − λ_∗B(μ_∗) ] x^{(i)}_1 = 0, [ A(μ_∗) − λ_∗B(μ_∗) ] x^{(i)}_k = B(μ_∗)x^{(i)}_{k−1}, k = 2, . . . , t_i, (5.3.2)

priqem sistema [ A(μ_∗) − λ_∗B(μ_∗) ] ξ = B(μ_∗)x^{(i)}_{ti} nesovmestna. Zdes~ x^{(i)}_1 – sobstvennyæ vektor, otveqa¸wiæ nul~- mernomu sobstvennomu znaqeni¸ puqka D(λ, μ); q_∗ – qislo lineæno nezavisimyh ßordanovyh cepoqek, sootvetstvu¸wih nul~mernomu sobstvennomu znaqeni¸ (λ_∗, μ_∗). �tu zadaqu moßno rassmatrivat~ kak zadaqu vyqisleniØ sobstvennyh vektorov i ßordanovyh cepoqek, sootvetstvu¸wih sobstvennomu znaqeni¸ λ = λ_∗ puqka

D(λ, μ_∗) = A(μ_∗) − λB(μ_∗) (5.3.3)

postoØnnyh matric polnogo stolbcovogo ranga i rexat~ izvestnymi dlØ fftogo sluqaØ algoritmami glavy 2. Niße privoditsØ odin iz takih algoritmov. Ne umalØØ obwnosti sqitaem

192 V. N. KUBLANOVSKA˚

λ_∗ = 0. V protivnom sluqae v (5.3.3) delaem zamenu peremenno-

go λ = λ^′ + λ_∗. Soglasno algoritmu stroitsØ koneqnaØ posledovatel~nost~ {D_k(λ)} puqkov D_k(λ) = A_k − λB_k , k = 1, . . . , l,

D_0(λ) = D(λ, μ_∗) po predpisani¸:

D_{k+1}(λ) = D_k(λ)T^k { I_{rk+1} , λ^{−1}I_{hk+1} } , k = 0, 1, . . . , l − 1. (5.3.4)

Zdes~ T^k – ortogonal~naØ matrica, bloqnoe razbienie T^k =

[T^k_1 T^k_2 ] kotoroæ daet rangovoe seqenie prostranstva na obraz

matricy D^T_k (0) i nul~-prostranstvo matricy D_k(0), tak qto

T^k_1 i T^k_2 ime¸t sootvetstvenno razmery n × r_{k+1} i n × h_{k+1},

r_{k+1} = rank D_k(0), h_{k+1} = n − r_{k+1}; I_p – ediniqnaØ p × p matri-

ca. Postroenie T^k moßno osuwestvit~, primeniv k D_k(0) = A_k algoritm ΔW -0 razloßeniØ. Perehod ot D_k(λ) i D_{k+1}(λ) osuwestvlØetsØ po formulam:

A_{k+1} = [ A_{k+1,1}, B_{k+1,2} ] , B_{k+1} = [ B_{k+1,1}, O ] , gde A_{k+1,1} = A_kT^k_1 , B_{k+1,1} = B_kT^k_1 , B_{k+1,2} = B_kT^k_2 – matricy, sostavlennye iz pervyh r_{k+1} stolbcov i poslednih h_{k+1} stolbcov

A_{k+1} i B_{k+1}.

Parallel~no postroeni¸ {D_k(λ)} vyqislØem matricy

M^{k+1} = M^kT^k = [ M^kT^k_1 , M^kT^k_2 ] ≡ [ M^{k+1}_1 , M^{k+1}_2 ] ,

M^{k+1} = . . O^{k+1}_2

M^{k+1}_1 . . . . . . . . . . . . . . . . M^{k+1}_2

O^{k+1}_1^. ≡ [ M^{k+1}_1 , M^{k+1}_2 ] , k = 0, . . . , l

M^0 = I.

T^k =

T^k_{11} . . . . . . T^k_{21} r_{k+1}

. . T^k_{12} . . . . . . . . T^k_{22} }r_k , M^{k+1}_1 = [ P^{k+1}_0 , . . . , P^{k+1}_k ]_B , M^{k+1}_2 = [ Z^{k+1}_{k+1} , . . . , Z^{k+1}_1 ]_B .

Algoritm postroeniØ puqkov (5.3.4) prodolßaetsØ do teh por, poka pri nekotorom l poluqim matricu A_l polnogo stolbcovogo ranga. V rezul~tate budet poluqena sledu¸waØ informaciØ.

METODY I ALGORITMY 193 1) Posledovatel~nost~ qisel {r_k}, k = 1, . . . , l + 1, gde r_{k+1} −

r_k ≡ δ_{k0} est~ qislo fflementarnyh deliteleæ stepeni k puqka

(5.3.3), sootvetstvu¸wih sobstvennomu znaqeni¸ λ_∗ = 0;

2) Puqok D_l(λ) ≡ D_l(λ, μ_∗) = D(λ, μ_∗) l∏ k=1 T^kdiag { I_{rk+1} , λ^{−1}I_{hk+1} } , ne ime¸wiæ nulevogo sobstvennogo znaqeniØ; otliqnye ot koneqnogo λ_∗ sobstvennye znaqeniØ D_l (λ, μ_∗) = A_l(μ_∗) − λB_l(μ_∗) v pare s μ_∗ sovpada¸t s koneqnymi nul~mernymi sobstvennymi znaqeniØmi vida (λ_∗, μ_∗) ishodnogo puqka;

3) ȷordanovy cepoqki, poroßdennye sobstvennym znaqeniem

(0, μ_∗). DlØ fftogo sleduet vypolnit~ operacii.

(1) Naæti matricu Y_k, stolbcy kotoroæ obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva matricy (T^k_{22})^T .

(2) obrazovat~ iskomye cepoqki vektorov x^k_i = Z^k_i Y_k, i = 1, . . . , k; k = 1, . . . , l − 2; x^{l+1}_i = Z^{l+1}_i , i = 1, . . . , l − 1.

Zameqanie.. DlØ postroeniØ sobstvennyh vektorov i ßordanovyh cepoqek, sootvetstvu¸wih nul~mernomu sobstvennomu znaqeni¸ vida (∞, μ_∗) puqka D(λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga, ne soderßawego nepreryvnogo spektra, opisannyæ vyxe algoritm sleduet primenit~ k puqku D(λ, μ) = B(μ) − λ^′A(μ), poluqennomu iz D(λ, μ) zamenoæ peremennyh λ = 1 / λ^′. Pri fftoæ zamene

nul~mernoe sobstvennoe znaqenie (∞, μ_∗) puqka D(λ, μ) pereædet v nul~mernoe sobstvennoe znaqenie (0, μ_∗) puqka D(λ, μ).

§5.4. Raskrytie funkcional~nogo opredelitelØ

Pri rexenii spektral~noæ zadaqi dlØ regulØrnogo puqka

D(λ, μ) porØdka n inogda polezno osuwestvit~ raskrytie funk-

cional~nogo opredelitelØ det D(λ, μ), predstaviv ego v vide polinoma po λ

det D(λ, μ) = a_n(μ)λ^n + a_{n−1}(μ)λ^{n−1} + · · · + a_0(μ),

gde a_k(μ), k = 0, 1, . . . , n sut~ skalØrnye polinomy ot μ. DlØ raskrytiØ det D(λ, μ), naprimer, moßno primenit~ interpolØcionnyæ metod, podrobnoe opisanie kotorogo s rekomendaciØmi po

194 V. N. KUBLANOVSKA˚ vyboru uzlov moßno naæti v stat~e [73]. Zdes~ my privodim algoritm raskrytiØ funkcional~nogo opredelitelØ, obobwa¸wiæ metod Lever~e–Faddeeva dlØ vyqisleniØ harakteristiqeskogo polinoma postoØnnoæ matricy.

Algoritm sostoit v postroenii dvuh koneqnyh posledovatel~- nosteæ {A_k(λ, μ)} i {B_k(λ, μ)} dvuhparametriqeskih polinomial~nyh matric i posledovatel~nosti {q_k(λ, μ)} skalØrnyh polinomov ot dvuh peremennyh. Ukazannye posledovatel~nosti stro- ØtsØ po predpisani¸: A_k(λ, μ) = D(λ, μ)B_{k−1}(λ, μ); B_k(λ, μ) = A_k(λ, μ) − q_k(λ, μ)I; q_k(λ, μ) = 1 k tr A_k(λ, μ); B_0(λ, μ) = I; k = 1, . . . , n. V rezul~tate n xagov budet postroen iskomyæ polinom

q_n(λ, μ) = det D(λ, μ) = a_n(μ)λ^n + a_{n−1}(μ)λ^{n−1} + · · · + a_0(μ).

Zameqanie. Opisannyæ algoritm raskrytiØ funkcional~nogo opredelitelØ primenim k l¸boæ regulØrnoæ mnogoparametriqeskoæ matrice s polinomial~nym vhoßdeniem parametrov. Tak v sluqae dvuhparametriqeskoæ n × n matricy F (λ, μ), ime¸weæ po odnomu iz parametrov (oboznaqim ego λ) stepen~ s, algoritm sostoit v postroenii posledovatel~nosteæ {A_k(λ, μ)}, {B_k(λ, μ)} i {q_k(λ, μ)}: A_k(λ, μ) = F (λ, μ)B_{k−1}(λ, μ); B_k(λ, μ) = A_k(λ, μ) − q_k(λ, μ)I; q_k(λ, μ) = 1 k tr A_k(λ, μ); B_0(λ, μ) = I; k = 1, . . . , n. V rezul~tate n xagov budet postroen polinom po λ: q_n(λ, μ) = det F (λ, μ) = a_m(μ)λ^m +a_{m−1}(μ)λ^{m−1} +· · ·+a_0(μ), m 6 ns, korni kotorogo sostavlØ¸t koneqnyæ nepreryvnyæ spektr matricy F (λ, μ).

METODY I ALGORITMY 195

Glava 6. Rexenie spektral~nyh zadaq dlØ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy

Pust~

F (λ, μ) = C_s(μ)λ^s + · · · + C_0(μ)

est~ m × n dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica celyh stepeneæ s ¿ 1 i t ¿ 1 sootvetstvenno po λ i μ, ranga

ρ 6 min(m, n).

V glave rassmotreny dva podhoda k rexeni¸ spektral~nyh zadaq dlØ F (λ, μ). Pervyæ podhod osnovan na linearizacii zadaqi po odnomu iz parametrov (dlØ opredelennosti λ), kotoryæ zakl¸qaetsØ v perehode k, tak nazyvaemomu, soprovoßda¸wemu puqku A(μ) − λB(μ) polinomial~nyh matric, bol~xih razmerov, s posledu¸wim rexeniem analogiqnyh spektral~nyh zadaq dlØ nego. Vtoroæ podhod osnovan na ΔW − 2 faktorizacii matricy F (λ, μ). Glava sostoit iz treh paragrafov.

V §6.1 rassmatriva¸tsØ sposoby linearizacii dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (λ, μ) obwego vida, issledu¸tsØ svoæstva vvodimyh soprovoßda¸wih puqkov, svØz~ ih spektral~nyh harakteristik s takovymi dlØ matricy F (λ, μ).

V §6.2 predlagaetsØ ΔW -2 algoritm, osuwestvlØ¸wiæ rangovoe seqenie vektornyh prostranstv, v kotoryh deæstvuet operator F (λ, μ). Issledu¸tsØ svoæstva ΔW -2 razloßeniØ.

V §6.3 rassmatrivaetsØ primenenie ΔW -2 razloßeniØ i algoritma, ego realizu¸wego, k rexeni¸ spektral~nyh zadaq dlØ

F (λ, μ) kak-to:

• postroenie minimal~nogo bazisa nul~-prostranstv (levogo i pravogo) iz polinomial~nyh rexeniæ F (λ, μ);

• razdelenie nepreryvnogo i diskretnogo spektrov; vyqislenie koneqnogo diskretnogo spektra (nul~mernyh sobstvennyh znaqeniæ).

§6.1. LinearizaciØ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy

6.1.1. Soprovoßda¸wie puqki.

Pust~ F (λ, μ) = C_s(μ)λ^s + · · · + C_0(μ) – dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica, linearizaci¸ kotoroæ po parametru λ sleduet osuwestvit~.

196 V. N. KUBLANOVSKA˚

Vvedem v rassmotrenie levyæ F_L(λ, μ) i pravyæ F_R(λ, μ) soprovoßda¸wie F (λ, μ) puqki vidov

F_L(λ, μ) = O −InO_{−In..} . ...O_{−In}

C_0(μ) C_1(μ) ... C_{s−2}(μ) C_{s−1} (μ) − λ −I_n ... −I_n −C_s(μ)

F_R(λ, μ) = O C0(μ) −I_m ..._{C1(μ)}

... O Cs−2 (μ) −I_m C_{s−1} (μ) − λ −I_m ... −I_m −C_s(μ) (6.1.1) sootvetstvenno razmerov [m + (s − 1)n] × ns i ms × [n + (s − 1)m]. NarØdu s puqkami F_φ(λ, μ) (φ = L, R) budem ispol~zovat~ puqki F_φ(ν, μ) = νF (ν^{−1}, μ).

6.1.2. SvØz~ meßdu spektral~nymi harakteristikami.

Spravedlivy sledu¸wie ffkvivalentnye preobrazovaniØ

block diag { F (λ, μ), Iα } = Pφ(λ, μ)Fφ(λ, μ)Qφ(λ, μ), block diag { F (ν, μ), Iα } = Pφ(ν, μ)F φ(ν, μ)Qφ(ν, μ), φ = L, R. (6.1.2)

Zdes~ P_φ(λ, μ), Q_φ(λ, μ) i P_φ(ν, μ), Q_φ(ν, μ) sut~ unimodulØrnye matricy vidov:

P_L(λ, μ) = G_1(λ,μ) ... G_{s−1}(λ,μ) I_m −I_n ... −I_n O_{nm} , QL(λ, μ) = I_n λI_n I_n . . . . ... λ^{s−1} I_n λ^{s−2} I_n ... I_n

P_R(λ, μ) = I_m λI_m ... λ^{s−1} I_m I_m ... λ^{s−2} I_m ... I_m , QR(λ, μ) = G_1(λ,μ) −I_m . . ... G_{s−1}(λ,μ) ... ... −I_m I_n O_{nm} , (6.1.3)

METODY I ALGORITMY 197 gde G_i(λ, μ) =^{s−i} ∑ k=0 λ^kC_{i+k}(μ);

P_L(ν, μ) = H_1 (ν,μ) ... H_{s−1} (ν,μ) I_m I_n ... I_n , Q_L(ν, μ) = ν^{s−1}I_n ... νI_n I_n . . In νI_n ... I_n

P_R(ν, μ) = ν^{s−1}I_m ... νI_m I_m . . Im νI_m ... I_m , QR(ν, μ) = H_1 (ν,μ) ... ... I_n . . ... H_{s−1} (ν,μ) I_n I_n ,

gde H_i(ν, μ) = −^i ∑ k=1 ν^kC_{i−k}(μ) i = 1, . . . , s − 1; I – ediniqnaØ ma-

trica.

Spravedlivost~ ravenstv (6.1.2) ustanavlivaetsØ neposredstvennoæ podstanovkoæ (6.1.3) v (6.1.2).

Ravenstva (6.1.2) pozvolØ¸t ustanovit~ sledu¸wu¸ svØz~ meßdu spektral~nymi harakteristikami matricy F (λ, μ) i ee soprovoßda¸wimi puqkami F_φ(λ, μ).

1^0. Odnomernye i nul~mernye sobstvennye znaqeniØ (s uqe-

tom ih kratnosteæ) matricy F (λ, μ) i puqki F_φ(λ, μ) sovpada¸t. Meßdu ßordanovymi cepoqkami, otveqa¸wimi odnoæ i toæ ße toqke (λ_∗, μ_∗) spektrov matricy F (λ, μ) i puqkov F_φ(λ, μ), suwestvuet vzaimnoodnoznaqnoe sootvetstvie, imenno:

a) dlØ λ_∗ < ∞ x_{φ,i} = i−1∑ k=0 1 k! Q^{(k)}_{φ1,∗}x_{i−k}, y^H_{φ,t−i+1} = i−1∑ k=0 y^H_{t−i+k+1} 1 k! P^{(k)}_{φ1,∗} i = 1, . . . , t; b) dlØ λ_∗ = ∞, t.e. ν_∗ = 0 x_{φ,i} = i−1∑ k=0 1 k! Q^{(k)}_{φ1,∗}x_{i−k},

y_{φ,t−i+1} = i−1∑ k=0 y^H_{t−i+k+1} 1 k! P^{(k)}_{φ1,∗} i = 1, . . . , t. Zdes~ x_1, . . . , x_t i y_1, . . . , y_t – pravaØ i levaØ ßordanovy cepoqki matricy F (λ, μ); x_{φi}, y_{φi} (i = 1, . . . , t) – pravaØ i levaØ ßordanovy cepoqki puqka F_φ(λ, μ), otveqa¸wie toqke (λ_∗, μ_∗) spektra.

198 V. N. KUBLANOVSKA˚ Qerez Q_{φ1}(λ, μ) i P_{φ1}(λ, μ) ( Q_{φ1}(ν, μ) i P_{φ1}(ν, μ) ) oboznaqeny pervyæ bloqnyæ stolbec i pervaØ bloqnaØ stroka matric Q_φ(λ, μ) i P_φ(λ, μ) ( Q_φ(ν, μ) i P_φ(ν, μ) ) sootvetstvenno. Q^{(k)}_{φ1,∗}, P^{(k)}_{φ1,∗} ( Q^{(k)}_{φ1,∗}, P^{(k)}_{φ1,∗} ) sut~ znaqeniØ proizvodnyh porØdka k po λ, vyqislennye v toqke (λ_∗, μ_∗).

2^0. Razmernosti pravyh i levyh nul~-prostranstv iz poli-

nomial~nyh rexeniæ matricy F (λ, μ) i puqka F_φ(λ, μ) sovpada- ¸t. Meßdu polinomial~nymi rexeniØmi x(λ, μ), y(λ, μ) matricy F (λ, μ) i polinomial~nymi rexeniØmi x_φ(λ, μ), y_φ(λ, μ) puqka

F_φ(λ, μ) suwestvuet vzaimnoodnoznaqnoe sootvetstvie: x_φ(λ, μ) = Q_{φ1}(λ, μ)x(λ, μ), y^H_φ (λ, μ) = y^H (λ, μ)P_{φ1}(λ, μ). Pri fftom, esli stepeni vektorov x(λ, μ), y(λ, μ) po parametru λ ravny ε i η sootvetstvenno, to stepeni po λ vektorov x_R(λ, μ) est~ ε, y_L(λ, μ) est~ η, x_L(λ, μ) est~ ε + s − 1, y_R(λ, μ) est~ η +

(s − 1). Stepeni vektorov po parmetru μ u vektorov x_L(λ, μ) i y_R(λ, μ) takie ße, kak u x(λ, μ) i y(λ, μ); stepen~ x_R(λ, μ) i y^H_R (λ, μ)

opredelØ¸tsØ maksimal~noæ stepen~¸ po μ vektorov ~x_i(λ, μ) = ε−1∑ j=0 λ^jx_{ij}(μ) x_{ij}(μ) = − ε∑ k=j+1 C_{i−k+j}(μ)x_k(μ)

~y^H_i (λ, μ) = η−1∑ j=0 λ^j y^H_{ij} (μ) y^H_{ij} (μ) = − η∑ k=j+1 y^H_k (μ)C_{i+k−j}(μ). Spravedlivost~ svoæstv 1^0, 2^0 proverØetsØ s ispol~zovaniem ravenstv (6.1.2), ustanvliva¸wih ffkvivalentnu¸ svØz~ soprovoßda¸wih puqkov F_φ(λ, μ) s bloqno-diagonal~nymi matricami iz blokov F (λ, μ) i ediniqnoæ matricy.

6.1.3. Drugoæ sposob linearizacii dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy.

Vvedem v rassmotrenie bloqnyæ vektor

Λ := ( λ^sx, . . . , λ^0x )_T i zapixem uravnenie F (λ, μ)x = 0 v ffkvivalentnoæ forme

A(μ)Λ = 0, (6.1.4) gde A(μ) := [Cs(μ), . . . , C0(μ)] – odnoparametriqeskaØ polinomi-

al~naØ m × n(s + 1) matrica. Oboznaqim Q(μ) matricu, stolbcy kotoroæ obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva matricy

METODY I ALGORITMY 199

A(μ), i zapixem Q(μ) v bloqnom vide

Q(μ) := [Q_s(μ), . . . , Q_0(μ)]^B

s blokami Q_k(μ) razmerov n × σ, gde σ := dim Q(μ). Vvedem v rassmotrenie matricy Q_+(μ) i Q_−(μ), sostavlennye sootvetstvenno iz s pervyh i s poslednih blokov Q(μ):

Q_+(μ) := [Q_s(μ), . . . , Q_1(μ)]^B, Q_−(μ) := [Q_{s−1}(μ), . . . , Q_0(μ)]^B.

Rassmotrim uravnenie

[Q_+(μ) − λQ_−(μ)]y(λ, μ) = 0. (6.1.5)

Spravedlivo utverßdenie.

Teorema 6.1. Meßdu spektral~nymi harakteristikami uravneniæ (6.1.5) i (6.1.4) suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie.

Dokazatel~stvo. Snaqala ustanovim, qto meßdu rexeniØmi zadaq (6.1.4) i (6.1.5) suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie.

Pust~ (λ_∗, μ_∗, x_∗) est~ rexenie uravneniØ (6.1.4); Q_∗ :=

Q(μ_∗) est~ pravoe nul~-prostranstvo matricy A(μ_∗); Λ_∗ := (λ^s_∗x_∗,. . ., λ^0_∗x_∗)^B est~ bloqnyæ vektor, prinadleßawiæ podpro-

stranstvu Q_∗, tak qto suwestvuet vektor y_∗ ≠ 0 takoæ, qto

Q_∗y_∗ = Λ_∗.

UqityvaØ stroenie vektora Λ_∗, poslednee ravenstvo moßno zapisat~ v vide

[Q_+(μ_∗) − λ_∗Q_−(μ_∗)]y_∗ = 0.

Ots¸da sleduet, qto troæka (λ_∗, μ_∗, y_∗) est~ rexenie uravneniØ (6.1.5). Dokaßem obratnoe utverßdenie. Pust~ (λ_∗, μ_∗, y_∗) est~ rexenie uravneniØ (6.1.5). Vvedem v rassmotrenie nenulevoæ vektor x_∗ := Q_0(μ_∗)y_∗ i pokaßem, qto troæka (λ_∗, μ_∗, x_∗) est~ rexenie uravneniØ (6.1.4).

Deæstvitel~no, po predpoloßeni¸, spravedlivo ravenstvo

[Q_+(μ_∗) − λ_∗Q_−(μ_∗)]y_∗ = 0,

kotoroe moßet byt~ zapisano v razvernutom vide

Q_1(μ_∗)y = λ_∗Q_0(μ_∗)y_∗ = λ_∗ x_∗

Q_2(μ_∗)y_∗ = λ_∗Q_1(μ_∗)y_∗ = λ^2_∗x_∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q_s(μ_∗)y_∗ = λ_∗Q_{s−1}(μ_∗)y_∗ = · · · = λ^s_∗x_∗.

200 V. N. KUBLANOVSKA˚ Ots¸da sleduet, qto vektor Λ_∗ := (λ^s_∗x_∗, . . . , x_∗)^T udovletvorØet ravenstvu

Λ_∗ = Q(μ_∗)y_∗,

t.e. vektor Λ_∗ prinadleßawiæ pravomu nul~-prostranstvu matricy A(μ_∗), tak qto spravedlivo ravenstvo A(μ∗)Λ∗ = 0, qto i dokazyvaet, qto (λ_∗, μ_∗; x_∗ := Q_0(μ_∗)y_∗) est~ rexenie uravneniØ (6.1.4).

Vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu rexeniØmi uravneniæ (6.1.4) i (6.1.5) ustanovleno.

Pereædem k dokazatel~stvu sootvetstviØ meßdu pravymi polinomial~nymi rexeniØmi zadaq (6.1.4) i (6.1.5), a takße meßdu sobstvennymi troækami fftih zadaq. DlØ fftogo, uqityvaØ uße ustanovlennoe vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu l¸- bymi rexeniØmi zadaq (6.1.4) i (6.1.5), dostatoqno dokazatel~- stvo provesti tol~ko dlØ odnoæ gruppy spektral~nyh harakteristik. DlØ opredelennosti dokazatel~stvo provedem dlØ pravyh polinomial~nyh rexeniæ.

Pust~ x(λ, μ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie zadaqi (6.1.4), tak qto pri l¸byh λ, μ imeet mesto ravenstvo

A(μ)Λ = 0,

i sledovatel~no, suwestvuet vektor y(λ, μ) takoæ, qto

Q(μ)y(λ, μ) = Λ tak qto [Q_+(μ) − λQ_−(μ)]y(λ, μ) = 0.

Poslednee ravenstvo oznaqaet, qto y(λ, μ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie zadaqi (6.1.5).

Obratno, pust~ y(λ, μ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie zadaqi (6.1.5), t.e. pri l¸byh λ, μ imeet mesto ravenstvo [Q_+(μ) − λQ_−(μ)]y(λ, μ) = 0. Zapisav ffto ravenstvo v razvernutom vide, poluqim Q_1(μ)y(λ, μ) = λQ_0(μ)y(λ, μ) Q_2(μ)y(λ, μ) = λQ_1(μ)y(λ, μ) = λ^2Q_0(μ)y(λ, μ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q_s(μ)y(λ, μ) = λQ_{s−1}(μ)y(λ, μ) = · · · = λ^sQ_0(μ)y(λ, μ).

METODY I ALGORITMY 201 Oboznaqiv x(λ, μ) := Q_0(μ)y(λ, μ), poluqim pri l¸byh λ i μ spravedlivost~ ravenstva Λ ≡ [λ^sx(λ, μ), . . . , λ^0x(λ, μ)]^B = Q(μ)y(λ, μ), t.e. vektor Λ prinadleßit nul~-prostranstvu matricy A(μ), tak qto imeem pri l¸bom λ, μ

A(μ)Λ = 0,

a sledovatel~no, F (λ, μ)x(λ, μ) = 0, t.e. x(λ, μ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie F (λ, μ). Teorema dokazana.

Iz teoremy sleduet, qto perehod ot (6.1.4) k (6.1.5) moßno traktovat~ kak sposob linearizacii zadaqi (6.1.4).

SummiruØ skazannoe, moßno rekomendovat~ sledu¸wiæ algoritm linearizacii dvuhparametriqeskoæ matricy.

(1) Uravnenie (6.1.4) zapisyvaetsØ v ffkvivalentnom vide:

A(μ)Λ = 0, gde A(μ) =^[Cs(μ), . . . , C0(μ)^] – polinomial~naØ matrica razme-

rov m × n(s + 1); Λ = (λ^sx, . . . , λ^0x)^B – bloqnyæ polinomial~nyæ vektor stepeni s, razmernosti (s + 1)n.

(2) VyqislØetsØ pravoe nul~-prostranstvo Q(μ) matricy A(μ) i konstruiruetsØ uravnenie

[Q_+(μ) − λQ_−(μ)]y = 0.

V kaqestve Q(μ) beretsØ Q(μ_∗) = ker A(μ_∗), t.e. bazis pravogo nul~-prostranstva matricy A(μ_∗), esli μ_∗ est~ sobstvennoe znaqenie polinomial~noæ matricy A(μ_∗) ; Q(μ) := W (μ) – minimal~nyæ bazis iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy

A(μ), esli μ ≠ μ∗.

§6.2. KlassifikaciØ nekotoryh faktorizaciæ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy

6.2.1. Faktorizacii dvuhparametriqeskih polinomial~nyh matric.

Pust~ F (λ, μ) est~ dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ m×n matrica ranga ρ (ρ 6 min(m, n)). Rassmotrim sledu¸wie tri vida faktorizacii F (λ, μ):

1) ΔW -2 faktorizaciØ F (λ, μ) vida

F (λ, μ)W (λ, μ) = [Δ(λ, μ), 0], (6.2.1)

202 V. N. KUBLANOVSKA˚ oblada¸waØ sledu¸wimi svoæstvami.

(a) Levye diskretnye spektry i nul~-prostranstva iz levyh polinomial~nyh rexeniæ matric F (λ, μ) i dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ m × ρ matrics Δ(λ, μ) sovpada¸t.

(b) W (λ, μ) est~ n × n regulØrnaØ dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica, unimodulØrnaØ po λ. Koneqnyæ spektr

W (λ, μ) sostoit iz sobstvennyh prØmyh vida μ = μ_∗.

(v) O est~ nulevaØ m × (n − ρ) matrica. Poslednie (n − ρ) stolbcy matricy W (λ, μ) = [W_1(λ, μ), W_0(λ, μ)], obrazu¸wie matricu W_0(λ, μ), ØvlØ¸tsØ bazisom pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy F (λ, μ).

(g) Pravyæ koneqnyæ diskretnyæ spektr matricy F (λ, μ) sovpadaet s koneqnym spektrom matricy W_0(λ, μ).

(d) Δ(λ, μ) est~ matrica polnogo stolbcovogo ranga. Stepen~ po λ matricy Δ(λ, μ), ne vyxe stepeni po λ matricy F (λ, μ). Nepreryvnyæ spektr Δ(λ, μ) sostoit iz ob¨edineniØ koneqnogo nepreryvnogo spektra matricy F (λ, μ) i spektra matricy W (λ, μ), ne prinadleßawego spektru matricy W_0(λ, μ).

2) ∇V -2 faktorizaciØ F (λ, μ) vida F (λ, μ) = ∇(λ, μ)V (λ, μ), (6.2.2) oblada¸waØ sledu¸wimi svoæstvami.

(a) ∇(λ, μ) est~ dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica ranga ρ. Nepreryvnyæ spektr matricy ∇(λ, μ) sovpadaet s koneqnym po λ nepreryvnym spektrom matricy F (λ, μ) i ne sodeoßit sobstvennyh prØmyh μ = μ_{i+}, esli daße poslednie vhodØt v spektr F (λ, μ). Levye diskretnye spektry i nul~- prostranstva, poroßdennye levymi polinomial~nymi rexeni- Ømi matric F (λ, μ) i ∇(λ, μ), sovpada¸t.

(b) V (λ, μ) est~ dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ ρ×n matrica ranga ρ. Koneqnyæ nepreryvnyæ spektr matricy V (λ, μ) sostoit iz prØmyh μ = μ_{i+}, esli poslednie vhodØt v spektr ishodnoæ matricy F (λ, μ), i otsutstvuet v protivnom sluqae. Pravye diskretnye spektry i nul~-prostranstva, poroßdennye pravymi polinomial~nymi rexeniØmi matric F (λ, μ) i V (λ, μ), sovpada¸t.

METODY I ALGORITMY 203 3) U T V -faktorizaciØ* F (λ, μ) vida F (λ, μ) = U (λ, μ)T (λ, μ)V (λ, μ), (6.2.3) oblada¸waØ sledu¸wimi svoæstvami.

(a) T (λ, μ) est~ regulØrnaØ dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ ρ×ρ matrica. Koneqnyæ spektr T (λ, μ) sovpadaet s koneqnym nepreryvnym spektrom F (λ, μ), za iskl¸qeniem sobstvennyh prØmyh μ = μ_{i−} i μ = μ_{i+}, esli poslednie vhodØt v spektr F (λ, μ).

(b) V (λ, μ) est~ dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ ρ × n matrica ranga ρ. Koneqnyæ spektr V (λ, μ) sostoit iz koneqnogo pravogo diskretnogo spektra matricy F (λ, μ) i prØmyh

μ = μ_{i+}, esli poslednie prinadleßat spektru F (λ, μ). Pravye

nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matric F (λ, μ) i V (λ, μ) sovpada¸t.

(v) U (λ, μ) est~ dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ m × ρ matrica ranga ρ. Koneqnyæ spektr U (λ, μ) sostoit iz koneqnogo levogo diskretnogo spektra F (λ, μ) i prØmyh μ = μ_{i∗}, esli poslednie prinadleßat spektru F (λ, μ). Levye nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matric F (λ, μ) i U (λ, μ) sovpada¸t.

Dokazatel~stvo suwestvovaniØ faktorizaciæ (6.2.1), (6.2.2), (6.2.3) provedem konstruktivno, opisyvaØ algoritmy ih realizu¸wie. Pri fftom dlØ prostoty rassußdeniæ budem predpolagat~, qto spektr F (λ, μ) ne soderßit prØmyh vida μ = μ_∗ i λ = λ_∗.

6.2.2 ΔW -2 algoritm i ego obosnovanie.

ΔW -2 algoritm realizuet ΔW -2 faktorizaci¸ (6.2.1) polinomial~noæ matricy i vyqislØet sobstvennye prØmye μ = μ_{i∗}, obrazu¸wie koneqnyæ spektr matricy W (λ, μ) iz (6.2.1).

ΔW -2 algoritm sostoit v postroenii koneqnoæ posledovatel~nosti matriqnyh polinomov {F_k(λ, μ)}, k = 1, . . . , l po formule F_k(λ, μ) = F_{k−1}(λ, μ)W_k(λ, μ) F_0(λ, μ) := F (λ, μ) = C_s(μ)λ^s + C_{s−1}(μ)λ^{s−1} + . . . + C_0(μ); F_l(λ, μ) := [Δ(λ, μ), O]. RealizaciØ tipiqnogo (pervogo) xaga trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

*UqityvaØ minimal~nost~ razmerov matric-somnoßiteleæ v faktorizacii UT V , budem posledn¸¸ nazyvat~ takße minimal~noæ faktorizacieæ matricy F (λ, μ).

204 V. N. KUBLANOVSKA˚

(1) Po kofffficientam F_0(λ, μ) formiruetsØ vspomogatel~naØ

m × n_1 (n_1 6 n) polinomial~naØ matrica

M_1(μ) = [C_{s,1}(μ) t_1 , C_{s−1,2}(μ) t_2 , . . . , C_{s+1−p,p}(μ) t_p ], p 6 s + 1, (6.2.4)

kotoraØ obrazovana nenulevymi kofffficientami, stoØwimi pri starxih stepenØh λ v stolbcah matricy F_0(λ, μ).

Postroenie M_1(μ) naqinaetsØ s prosmotra kofffficienta

C_s(μ).

Esli sredi stolbcov C_s(μ) net nulevyh, to M_1(μ) = C_s(μ). V protivnom sluqae sleduet perestavit~ stolbcy vo vseh kofffficientah C_q(μ) (q = s, s − 1, . . . , 0) tak, qtoby

C_s(μ) := [ C_s(μ), O ] , C_q(μ) := [ C_{q1}, C_{q2} ] q = s − 1, . . . , 0. Zdes~ qerez C_{s1}(μ) oboznaqena matrica m × t_1, sostavlennaØ iz nenulevyh stolbcov C_s(μ); C_{q1}(μ) i C_{q2}(μ) – matricy razmerov

m × t_1 i m × (n − t_1), sootvetstvenno.

Esli sredi stolbcov C_{s−1,2}(μ) net nulevyh, to M_1(μ) := [ C_{s1} C_{s−1,2} ] . V protivnom sluqae sleduet perestavit~ stolbcy v kofffficientah C_q(μ) (q = s − 1, . . . , 0) tak, qtoby C_{s−1,2}(μ) = [ C_{s−1,2}, O ] C_{q2}(μ) := [ C_{q2}(μ), C_{q3}(μ) ] , gde C_{s−1,2} – matrica m×t_2, ne ime¸waØ nulevyh stolbcov; C_{q2}(μ) i C_{q3}(μ) – matricy razmerov m × t_2 i m × (n − σ_2), σ_2 = t_1 + t_2.

Esli blok C_{s−2,3} ne imeet nulevyh stolbcov, to

M_1(μ) := [ C_{s1}(μ), C_{s−1,2}(μ), C_{s−2,3}(μ) ] . V protivnom sluqae process formirovaniØ matricy M_1(μ) analogiqno prodolßaetsØ i zakanqivaetsØ na xage p 6 s + 1, kogda budet postroena matrica M_1(μ) vida

M_1(μ) := [ C_{s1}(μ), C_{s−1,2}(μ), . . . , C_{s+2−p,p−1}(μ), C_{s+1−p,p}(μ) ] , sostoØwaØ iz blokov sootvetstvenno razmerov m × t_1, m × t_2, . . . , m × t_{s+2−p}, m × (n − σ_{p−1}), σ_{p−1} =^{s+2−p} ∑ k=1 t_k. Pri p < s + 1 sredi

posledu¸wih stolbcov matricy M_1(μ) mogut byt~ nulevye. V fftom sluqae vse kofffficienty preobrazuemogo matriqnogo polinoma ime¸t poslednimi nulevye stolbcy i ih razmery mogut byt~ umen~xeny vyqerkivaniem nulevyh stolbcov. Razmery

METODY I ALGORITMY 205 poluqennogo matriqnogo polinoma oboznaqim m × n_1. Matrica

M_1(μ) razmerov m × n_1 budet sostoØt~ iz nenulevyh stolbcov

M_1(μ) = [ C_{s1}(μ), . . . , C_{s+1−p,p}(μ) ] . (2) VyqislØetsØ polinomial~naØ matrica T_1(μ), stolbcy kotoroæ obrazu¸t minimal~nyæ bazis nul~-prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy M_1(μ).

DlØ postroeniØ T_1(μ) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii: (2.1) NahoditsØ ΔW -1 razloßenie matricy M_1(μ):

M_1(μ)W (μ) = [ Δ(μ), O ] W (μ) = [ W_1(μ), W_0(μ) ] , gde W (μ) – unimodulØrnaØ matrica, a ee blok W_0(μ) – unimodulØrnyæ bazis nul~-prostranstva M_1(μ) iz pravyh polinomial~- nyh rexeniæ.

(2.2) UnimodulØrnyæ bazis W_0(μ) perestraivaetsØ v iskomyæ minimal~nyæ bazis T_1(μ). DlØ fftogo nahoditsØ ΔW -1 razloßenie matricy W_0(μ). Imeem

W_0(μ)~W (μ) = [ T_1(μ) ] , gde ~W (μ) – unimodulØrnaØ matrica.

(3) Matrica T_1(μ) preobrazuetsØ k levoæ trapeceidal~noæ matrice L_1(μ). Preobrazovanie T_1(μ) k vidu L_1(μ) osuwestvlØetsØ umnoßeniem T_1(μ) sprava na cepoqku unimodulØrnyh matric. Tipiqnyæ (pervyæ) xag sostoit v umnoßenii T_1(μ)~W_1(μ), gde

~W_1(μ) – unimodulØrnaØ matrica, osuwestvlØ¸waØ ΔW -1 fakto-

rizaci¸ veduweæ (pervoæ) stroki T_1(μ). Imeem

T^{(1)}(μ) := T_1(μ)~W_1(μ) = l_{11}(μ) 0 . . . 0 l_{21}(μ) t_{22}(μ) . . . t_{2q}(μ) . . . . . . . . . . . . l_{m1}(μ) t_{m2}(μ) . . . t_{mq} (μ) . Zdes~ q = n_1 − r_1, r_1 = rank M_1(μ). Dalee v kaqestve veduweæ beretsØ stroka [t_{22}(μ), . . . , t_{2q}(μ)], sostavlennaØ iz fflementov vtoroæ stroki preobrazuemoæ matricy, i nahoditsØ unimodulØrnaØ matrica ~W_2(μ), osuwestvlØ¸waØ ΔW -1 razloßenie fftoæ stroki. Imeem

T^{(2)}(μ) ≡ T^{(1)}(μ)

[_{1 0} O~W2 (μ)^{] .} Process analogiqno prodolßaetsØ poka ne pridem k iskomoæ levoæ trapeceidal~noæ matrice L_1(μ).

206 V. N. KUBLANOVSKA˚

Esli pri perehode ot T_1(μ) k L_1(μ) na nekotorom xage i v preobrazuemoæ matrice vstretitsØ stroka s nomerom i nulevaØ, to ona vyqerkivaetsØ. Sootvetstvu¸wiæ stolbec v L_1 zamenØetsØ stolbcom ediniqnoæ matricy, tak qtoby v pozicii (i, i) fflement byl raven edinice. Privedenie k levoæ trapeceidal~noæ matrice prodolßaetsØ s vyqerknutoæ strokoæ.

V rezul~tate budet postroena matrica L_1(μ) razmerov n_1 × h_1, gde h_1 ¿ n_1 − r_1. Stolbcy fftoæ matricy soderßat bazis nul~- prostranstva matricy M_1(μ) i byt~ moßet stolbcy ediniqnoæ matricy, priqina naliqiØ kotoryh opisana vyxe. V dal~neæxem izloßenii budem sqitat~, qto L_1(μ) imeet n_1 − r_1 stolbcov. Vse rassußdeniØ, privedennye niße, osta¸tsØ v sile, esli vs¸- du (n_1 − r_1) zamenit~ na h_1.

Zametim, qto sredi diagonal~nyh fflementov l_{ii}(μ) matricy

L_1(μ) mogut byt~ skalØrnye polinomy, korni kotoryh μ_∗ nam

potrebu¸tsØ v dal~neæxem.

(4) Na baze matricy L_1(μ) formiruetsØ λ-modulØrnaØ matrica W^{(1)}(λ, μ). S fftoæ cel~¸ zapixem L_1(μ) v bloqnom vide.

a) Esli σ_{k−1} 6 n_1 − r_1, σ_k > n_1 − r_1 pri k < p (k – qislo bloqnyh stolbcov v L_1(μ), to

L_1(μ) = t_1{

t_p{

L_{11}(μ) L_{21}(μ) L_{22}(μ) O ... L_{k1}(μ) L_{k2}(μ) . . . L_{kk}(μ) . . . . . . . . . . . . L_{p1}(μ) t_1 L_{p2}(μ) t_2 . . . L_{pk}(μ) t_k

.

b) Esli σ_{k−1} 6 n_1 − r_1, σ_k > n_1 − r_1 tol~ko pri k = p, to

L_1(μ) = t_1{

t_p{

L_{11}(μ) L_{21}(μ) L_{22}(μ) O ... . . . . . . . . . L_{p−1,p−1}(μ) L_{p1}(μ) L_{p2}(μ) . . . L_{p,p−1}(μ) L_{pp}(μ) .

Zdes~ σ_k :=^k ∑ k=1 t_i, L_{ii}(μ) i = 1, . . . , k − 1 – levye treugol~nye

s nenulevoæ diagonal~¸ regulØrnye matricy razmerov t_i × t_i;

METODY I ALGORITMY 207 L_{kk}(μ) est~ t_k ×(n_1 −r_1 −σ_{k−1}) matrica polnogo stolbcovogo ranga

s nenulevoæ diagonal~¸. IskomaØ matrica W_1(λ, μ) budet:

v sluqae a)

W^{(1)}(λ, μ) =

L_{11}(μ) λL_{21}(μ) L_{22}(μ) O 0 . . . . . . . . . . . . λ^{k−1}L_{k1}(μ) λ^{k−2}L_{k2}(μ) . . . L_{kk}(μ) . . . . . . . . . . . . λ^{p−1}L_{p1}(μ) λ^{p−2}L_{p2}(μ) . . . L_{pk}(μ) I_{r1} ;

v sluqae b)

W^{(1)}(λ, μ) =

L_{11}(μ) λL_{21}(μ) L_{22}(μ) O 0 . . . . . . . . . . . . λ^{p−1}L_{p1}(μ) λ^{p−2}L_{p2}(μ) . . . λL_{pp}(μ) I_{r1} . (5). OsuwestvlØetsØ perehod k matriqnomu polinomu F_1(λ, μ)

F_1(λ, μ) = F_0(λ, μ)θ_1W_1(λ, μ),

gde θ_1 – rezul~tiru¸waØ matrica perestanovok pervogo xaga,

W_1(λ, μ) – unimodulØrnaØ po λ matrica

W_1(λ, μ) = { W^{(1)}(λ, μ) pri n = n_1 block diag {W^{(1)}(λ, μ), I_{n−n1} } . Operacii (1)–(6) algoritma vypolnØ¸tsØ do teh por, poka na nekotorom xage l + 1 poluqim matricu M_{l+1}(μ) polnogo stolbcovogo ranga. V fftom sluqae F_l(λ, μ) = [Δ(λ, μ) O] ≡ F (λ, μ), W (λ, μ), (6.2.5) gde W (λ, μ) = l+1∏ k=1 W̄_{k−1}(λ, μ)θ_k(λ, μ), W̄_0(λ, μ) := I. Predstavim matricu W (λ, μ) v bloqnom vide W (λ, μ) = [W_1(λ, μ), W_0(λ, μ)] gde matrica W_0(λ, μ) sostavlena iz poslednih stolbcov W (λ, μ), qislo kotoryh ravno qislu stolbcov nulevoæ matricy O v razloßenii (6.2.5), matrica W_1(λ, μ) sostavlena iz ostavxihsØ

208 V. N. KUBLANOVSKA˚ stolbcov W (λ, μ) qislo kotoryh ravno qislu stolbcov matricy Δ(λ, μ). Pokaßem, qto razloßenie (6.2.5), poluqennoe s pomow~¸ ΔW -2 algoritma, obladaet svoæstvami ΔW -2 faktorizacii. Snaqala ustanovim spravedlivost~ svoæstv matric W (λ, μ) i

W_0(λ, μ).

Lemma 6.2. Koneqnyæ spektr matricy W (λ, μ) ne zavisit ot λ i sovpadaet s kornØmi algebraiqeskih uravneniæ ot odnoæ peremen- noæ l^{(k)}_{ii} (μ) = 0, i = 1, . . . , n − r_k; k = 1, . . . , l (6.2.6)

Deæstvitel~no, po postroeni¸ W (λ, μ) = l+1∏ k=1 W̄_{k−1}(λ, μ)θ_k(λ, μ), gde W̄_{k−1}(λ, μ) levaØ treugol~naØ matrica s diagonal~¸ vida {l^{(k)}_{11} (μ), . . . , l^{(k)}_{n−rk,n−rk} (μ), 1, . . . , 1}; θ_k(λ,μ)–matrica perestanovok. Ots¸da koneqnyæ spektr W (λ, μ)

est~ ob¨edinenie koneqnyh spektrov matric W̄_k(λ, μ), k =

1, . . . , l, t.e. sovpadaet s kornØmi netrivial~nyh skalØrnyh po-

linomov iz (6.2.6), drugimi slovami, sostoit tol~ko iz svobstvennyh prØmyh μ = μ_∗.

Sledstvie 6.3. Koneqnyæ spektr matricy W0(λ, μ) soderßitsØ v spektre matricy W (λ, μ).

Spravedlivost~ sleduet iz regulØrnosti matricy W (λ, μ), dlØ kotoroæ W_0(λ, μ) ØvlØetsØ podmatriceæ, sostavlennoæ iz stolbcov W (λ, μ).

Lemma 6.4. Stolbcy matricy W0(λ, μ) obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ F (λ, μ).

Deæstvitel~no, prinadleßnost~ stolbcov W_0(λ, μ) pravomu nul~-prostranstvu iz polinomial~nyh rexeniæ F (λ, μ) sleduet iz ravenstva (6.2.5). Iz (6.2.5) takße sleduet, qto qislo stolbcov W_0(λ, μ) sovpadaet s razmernost~¸ rassmatrivaemogo nul~-prostranstva F (λ, μ̄). UqityvaØ, qto W_0(λ, μ) sostavlena iz stolbcov regulØrnoæ matricy W (λ, μ) zakl¸qaem, qto rang

W_0(λ, μ) raven n − ρ, qto i zaverxaet dokazatel~stvo lemmy.

METODY I ALGORITMY 209

Teorema 6.5. Pravyæ diskretnyæ koneqnyæ spektr matricy

F (λ, μ) sovpadaet s koneqnym spektrom W_0(λ, μ).

Dokazatel~stvo. Pust~ toqka (λi, μi) prinadleßit pravomu diskretnomu spektru F (λ, μ). Togda s uqetom, qto stolbcy W_0(λ, μ) obrazu¸t polinomial~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ F (λ, μ) po teoreme 6.4 imeem

rank W_0(λ_i, μ_i) < n − ρ,

i sledovatel~no, toqka (λ_i, μ_i) prinadleßit spektru W_0(λ, μ).

Obratno, pust~ (λ_i, μ_i) prinadleßit spektru W_0(λ, μ), tak qto

rank W_0(λ_i, μ_i) < n − ρ, t.e. stolbcy W_0(λ_i, μ_i) ne obrazu¸t ba-

zis pravogo nul~-prostranstva postoØnnoæ matricy F (λ_i, μ_i). Togda suwestvuet nenulevoæ vektor x_i, ne prinadleßawiæ podprostranstvu, natØnutomu na stolbcy matricy W_0(λ_i, μ_i), takoæ qto

F (λ_i, μ_i)x_i = 0

t.e. (λ_i, μ_i) ØvlØetsØ takße toqkoæ spektra F (λ, μ) i, sledovatel~no, rank F (λ_i, μ_i) < ρ. Iz spravedlivosti neravenstv

rank W_0(λ_i, μ_i) < n − ρ i rank F (λ_i, μ_i) < ρ po teoreme 6.4 sleduet,

qto (λ_i, μ_i) prinadleßit diskretnomu spektru F (λ, μ) Teorema 6.6. Nepreryvnyæ spektr matricy Δ(λ, μ) v ravenstve (6.2.5) sostoit iz ob¨edineniØ koneqnogo po λ nepreryvnogo spektra matricy F (λ, μ) i spektra matricy W (λ, μ), toqki kotorogo ne prinadleßat spektru W_0(λ, μ).

Pri dokazatel~stve ispol~zuem ravenstvo

Δ(λ, μ) = F (λ, μ)W_1(λ, μ) (6.2.7)

kotoroe sleduet iz (6.2.5).

Snaqala ustanovim spravedlivost~ vkl¸qeniØ

σ_r [Δ] ⊆ σ_r[F ] ∪ σ[W ] (6.2.8)

Zdes~ i niße oboznaqeno σ_r[A] – koneqnyæ nepreryvnyæ spektr matricy A(λ, μ), σ[A] – koneqnyæ spektr A(λ, μ).

Pust~ (λ_i, μ_i) ∈ σ_r[Δ], tak qto imeem

Δ(λ_i, μ_i)y_1 = 0, y_1 ≠ 0

S uqetom (6.2.7) spravedlivo ravenstvo

0 = Δ(λ_i, μ_i)y_1 = F (λ_i, μ_i)W_1(λ_i, μ_i)y_1,

210 V. N. KUBLANOVSKA˚ kotoroe vypolnØ¸tsØ v dvuh situaciØh

(i) W_1(λ_i, μ_i)y_1 = 0 y_1 ≠ 0

(i, i, ) F (λ_i, μ_i)x = 0 x := W_1(λ_i, μ_i)y_1 ≠ 0

V situacii (i) toqka (λ_i, μ_i) ∈ σ[w_1] ⊆ σ[w].

V situacii (i,i) toqka (λ_i, μ_i) ∈ σ[F ]. Nado dokazat~, qto

(λ_i, μ_i) ∈ σ_r[F ]. Dopustim protivnoe. Pust~ (λ_i, μ_i) ØvlØetsØ dis-

kretnoæ toqkoæ spektra F (λ, μ). Togda po teoreme 6.4 imeem

(λ_i, μ_i) ∈ σ[W_0] ⊆ σ[W ], qto nevozmoßno v rassmatrivaemoæ situ-

acii. Deæstvitel~no, vektor x est~ sobstvennyæ vektor F (λ, μ), sootvetstvu¸wiæ toqke spektra (λ_i, μ_i), tak qto proekciØ x na podprostranstvo W_0(λ_i, μ_i), t.e. vektor W_0(λ_i, μ_i)y_0, ravna nul¸. Pokaßem, qto

y_0 = W_0(λ_i, μ_i)[W^T_0 (λ_i, μ_i)W_0(λ_i, μ_i)]^{−1}W^T_0 (λ_i, μ_i)x = 0,

Dopustim protivnoe, t.e. x ≠ kerW^T_0 (λ_i, μ_i). Togda x ∈ imW_0(λ_i, μ_i), qto nevypolnimo v situacii (i, i). Protivoreqie dokazyvaet, qto

y_0 = 0, tak qto (λ_i, μ_i) ne prinadleßit spektru matricy W_0(λ, μ),

i sledovatel~no v silu teoremy 6.5 ne ØvlØetsØ toqkoæ diskretnogo spektra F (λ, μ), qto i dokazyvaet, qto (λ_i, μ_i) ∈ σ_r[F ]. Spravedlivost~ vkl¸qeniØ (6.2.8) ustanovlena.

Dokaßem vkl¸qenie vida

σ_r[Δ] ⊇ σ_r[F ] ∪ ^σ[W ], (6.2.9)

gde qerez ^σ[W ] oboznaqeny toqki spektra W (λ, μ), ne prinadleßawie spektru matricy W_0(λ, μ).

Pust~ (λ_i, μ_i) ∈ σ_r[F ]. Imeem

F (λ_i, μ_i)x = 0, x = W_1(λ_i, μ_i)y_1 + W_0(λ_i, μ_i)y_0 ≠ 0 (6.2.10)

Po teoreme 6.4 (λ_i, μ_i) ∉ σ[W_0]. Ots¸da s uqetom (6.2.7) imeem

0 = F (λ_i, μ_i)x = F (λ_i, μ_i)W_1(λ_i, μ_i)y_1 = Δ(λ_i, μ_i)y_1

i y_1 ≠ 0, t.e. toqki (λ_i, μ_i) prinadleßit spektru Δ(λ, μ) i tak kak Δ(λ, μ) ne imeet pravyh polinomial~nyh rexeniæ, a sledovatel~no i pravogo diskretnogo spektra, to toqka (λ_i, μ_i) ∈ σ_r[Δ].

Dalee pust~ (λ_i, μ_i) ∈ ^σ[W ], tak qto suwestvuet vektor y = (_{y1} y_0 ) ≠ 0 takoæ qto

0 = W (λ_i, μ_i)y = W_1(λ_i, μ_i)y_1 + W_0(λ_i, μ_i)y_0 (6.2.11)

METODY I ALGORITMY 211 priqem po uslovi¸ W_0(λ_i, μ_i)y_0 ≠ 0 pri y_0 ≠ 0. Iz (6.2.7) imeem

0 = F (λ_i, μ_i)W (λ_i, μ_i)y = F (λ_i, μ_i)W_1(λ_i, μ_i)y_1 = Δ(λ_i, μ_i)y_1

Dokaßem, qto ravenstvo y_1 = 0 nevypolnimo v rassmatrivaemyh usloviØh.

Deæstvitel~no, pri y_1 = 0 iz (6.2.11) s uqetom, qto y ≠ 0 imeem

W_0(λ_i, μ_i)y_0 = 0 pri y_0 ≠ 0,

qto nevozmoßno po uslovi¸.

Protivoreqie dokazyvaet spravedlivost~ vkl¸qeniØ (6.2.9). Iz (6.2.8) i (6.2.9) sleduet spravedlivost~ teoremy.

VernemsØ k dokazatel~stvu svoæstv a)–g), t.e. svoæstv ΔW -2 faktorizacii, razloßeniØ (6.2.5), poluqennogo s pomow~¸ ΔW -2 algoritma. Spravedlivost~ svoæstva a) sleduet iz ravenstva (6.2.5), sohranØ¸wego vse levye spektral~nye harakteristiki (levoe nul~-prostranstvo iz polinomial~nyh rexeniæ i levyæ diskretnyæ spektr) matricy F (λ, μ).

Spravedlivost~ svoæstva b) sleduet iz lemmy 6.2 i sledstviØ 6.3. Lemma 6.4 ustanavlivaet spravedlivost~ svoæstva v). Spravedlivost~ svoæstva g) sleduet iz teoremy 6.5.

Ustanovim spravedlivost~ svoæstva d). SvØz~ meßdu spektral~nymi harakteristikami matric Δ(λ, μ), W (λ, μ) i F (λ, μ) ustanavlivaet teorema 6.6. Po postroeni¸ vse matricy F_k(λ, μ)

k = 0, . . . , l ime¸t rang ρ, F_l(λ, μ) = [Δ(λ, μ), 0]. Sledovatel~no

rang Δ(λ, μ) raven ρ. Otsutstvie beskoneqnyh po λ sobstvennyh znaqeniæ u Δ(λ, μ) sleduet iz sovpadeniØ stolbcov matricy

M_{l+1}(μ̄) polnogo stolbcovogo ranga, s kofffficientami pri star-

xih stepenØh λ v stolbcah matricy Δ(λ, μ).

Stepen~ po veduwemu parametru λ matricy Δ(λ, μ), poluqennoæ ΔW -2 algoritmom, ne vyxe stepeni λ ishodnoæ matricy, tak kak po postroeni¸ vse matricy W̄_k(λ, μ), k = 0, . . . , l ØvlØ¸tsØ levymi treugol~nymi s diagonal~nymi fflementami ne zavisimymi ot λ. Pri fftom v kletoqnom razbienii matricy W (λ, μ) stepen~ parametra λ vozrastaet na edinicu pri perehode k niße raspoloßennoæ kletke (sm. stroenie matric W^{(k)}(λ, μ) v operacii (5) algoritma).

6.2.3. rV-2 algoritm i ego obosnovanie.

∇V -2 algoritm realizuet ∇V -2 faktorizaui¸ vida (6.2.2) dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (λ, μ) i osno-

212 V. N. KUBLANOVSKA˚ van na ispol~zovanii ΔW -2 faktorizacii. DlØ ego realizacii trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii

(1) Naæti ΔW -2 faktorizaci¸ matricy F (λ, μ)

F (λ, μ)W (λ, μ) = [Δ(λ, μ), 0], (6.2.12)

ispol~zovav algoritm p. 6.2.2.

(2) Vyqislit~ racional~nu¸ dvuhparametriqesku¸ ρ × n matricu ranga ρ vida R(λ, μ) = 1 φ(μ) B_ρ(λ, μ), (6.2.13)

obrazovannu¸ pervymi ρ strokami regulØrnoæ matricy

W^{−1}(λ, μ), obratnoæ k matrice W (λ, μ) iz (6.2.12). �ta operaciØ

moßet byt~ realizovana s pomow~¸ metoda Lever~e-Faddeeva, predloßennogo dlØ vyqisleniØ kofffficientov harakteristiqeskogo polinoma postoØnnoæ matricy, putem modifikacii ego dlØ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ regulØrnoæ matrice. Metod vyqisleniØ W^{−1}(λ, μ) v vide

W^{−1}(λ, μ) = 1 φ(μ) B(λ, μ), (6.2.14)

gde φ(μ) := det W (λ, μ), B(λ, μ) – so¸znaØ matrica dlØ W (λ, μ), opisan v gl. 8. Togda iz ravenstva (6.2.5) imeem F (λ, μ) = Δ(λ, μ)B_ρ(λ, μ) 1 φ(μ) . (6.2.15)

(3) Isqerpat~ iz matricy Δ(λ, μ) sobstvennye znaqeniØ vida μ = μ_{i∗}, i = 1, . . . , q, kak parazitiqeskie, poroßdennye ΔW -2 algoritmom, tak i prinadleßawie spektru matricy F (λ, μ). DlØ prostoty rassußdeniæ budem predpolagat~, qto μ = μ_{i∗} sut~ prostye sobstvennye znaqeniØ, t.e., ne ime¸t ßordanovyh cepoqek. S fftoæ cel~¸ dlØ μ = μ_{k+} kratnosti r_k ¿ 1, k = 1, . . . , q, vyqislØ¸tsØ matrica

∇(λ, μ) = Δ(λ, μ)P^{−1}(λ, μ), (6.2.16) gde P^{−1}(λ, μ) = q∏ k=1 W_k(λ)diag {I_{ρ−rk} , (μ − μ_{k+})^{−1}I_{rk} }, i matrica D(λ, μ) = P (λ, μ)B_ρ(λ, μ),

METODY I ALGORITMY 213 gde P (λ, μ) = 1∏ k=q diag {I_{ρ−rk} , I_{rk} (μ − μ_{k+})}W^{−1}_k (λ). (6.2.17)

DlØ postroeniØ ∇(λ, μ) i D(λ, μ) stroØtsØ dve koneqnye posledovatel~nosti matric {∇_k(λ, μ)} i {D_k(λ, μ)}, k = 1, . . . , q. Rassmotrim tipiqnyæ (pervyæ) xag. PolagaØ μ_∗ := μ_{1∗},

∇_0(λ, μ) := Δ(λ, μ), D_0(λ, μ) := B_ρ(λ, μ) vyqislØem matricy ∇_1(λ, μ)

i D_1(λ, μ) po sledu¸wemu predpisani¸

(i) Ispol~zuØ ΔW -1 algoritm, vyqislØem ΔW -1 faktorizaci¸ odnoparametriqeskoæ matricy ∇_0(λ, μ_∗):

∇_0(λ, μ_∗)W_1(λ) = [Δ_1(λ), 0]

i nahodim unimodulØrnu¸ matricu W^{−1}_1 (λ), obratnu¸ k unimodulØrnoæ matrice W_1(λ).

(ii) VyqislØem dvuhparametriqeskie polinomial~nye matri- cy ∇_0(λ, μ) = ∇_0(λ, μ)W_1(λ) i D_0(λ, μ) = W^{−1}_1 (λ)D_0(λ, μ).

(iii) VyqislØem matricu

∇_1(λ, μ) = ∇_0(λ, μ)diag {I_{ρ−r1} , (μ − μ_∗)^{−1}I_{r1} } i D_1(λ, μ) = diag {I_{ρ−r1} , (μ − μ_∗)I_{r1} }D̄_0(λ, μ).

Pri fftom ∇_1(λ, μ) poluqaetsØ iz ∇_0(λ, μ) deleniem fflementov poslednih stolbcov ∇_0(λ, μ) na ih obwiæ delitel~ (μ−μ_∗), ispol~- zuØ algoritm deleniØ polinomov ot dvuh peremennyh na ih obwiæ delitel~. �to delenie takße moßet byt~ realizovano po sheme Gornera, primenennoæ k polinomu ot dvuh peremennyh. Matrica D_1(λ, μ) poluqaetsØ iz D_0(λ, μ) umnoßeniem fflementov ee r_1 poslednih strok na mnoßitel~ (μ − μ_∗). V rezul~tate budet vyqislena matrica ∇_1(λ, μ), koneqnyæ nepreryvnyæ spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym nepreryvnym spektrom ∇_0(λ, μ) za iskl¸qeniem odnomernogo sobstvennogo znaqeniØ μ = μ_{1+}, kotoroe otsutstvuet u ∇_1(λ, μ).

214 V. N. KUBLANOVSKA˚

Operacii (i)–(iii) povtorØ¸tsØ s matricami ∇_1(λ, μ), D_1(λ, μ) i

μ_∗ = μ_{2+}. Process zakanqivaetsØ za q xagov. V rezul~tate budut

postroeny trebuemye matricy ∇(λ, μ) := ∇_q(λ, μ) ≡ Δ(λ, μ)P^{−1}(λ, μ), i D(λ, μ) := D_q(λ, μ) ≡ P (λ, μ)B_ρ(λ, μ). (6.2.18) Po postroeni¸ nepreryvnyæ spektr ∇(λ, μ) sovpadaet s koneqnym nepreryvnym spektrom ishodnoæ matricy F (λ, μ), za iskl¸qeniem sobstvennyh znaqeniæ μ = μ_+. Matrica D(λ, μ) =

P (λ, μ)B_ρ(λ, μ) imeet polnyæ stroqnyæ rang, ravnyæ ρ.

V rezul~tate vypolneniØ xagov (1)–(3) imeem F (λ, μ) = ∇(λ, μ)D(λ, μ) 1 φ(μ) = ∇(λ, μ)R_1(λ, μ), (6.2.19)

gde R_1(λ, μ) :=^1_{φ(μ)} D(λ, μ).

(4) DlØ racional~noæ matricy R_1(λ, μ) vyqislØetsØ nesokratimaØ faktorizaciØ vida:

R_1(λ, μ) = T^{−1}_1 (λ, μ)S_1(λ, μ). (6.2.20)

Zdes~ T_1(λ, μ) i S_1(λ, μ) sut~ ρ × ρ i ρ × n dvuhparametriqeskie polinomial~nye matricy ranga ρ; matrica [−S_1(λ, μ), T_1(λ, μ)]^B ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra.

Algoritm vyqisleniØ nesokratimoæ faktorizacii racional~noæ matricy rassmotren v glave 7. Zdes~ my privodim ego kratkoe opisanie. Perehod ot racional~noæ matricy R_1(λ, μ) iz (6.2.19) k ee faktorizacii vida (6.2.20) trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ

(i) FormiruetsØ vspomogatel~naØ n × (n + ρ) matrica C(λ, μ) := [K(λ, μ), D^T (λ, μ)], gde K(λ, μ) = φ(μ)I, D^T (λ, μ) – matrica, transponirovannaØ k

D(λ, μ) iz (6.2.18).

(ii) Ispol~zuØ algoritm ΔW -2, nahoditsØ matrica W_0(λ, μ),

stolbcy kotoroæ obrazu¸t minimal~nyæ bazis nul~-prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy C(λ, μ).*

(iii) Matrica W_0(λ, μ) razmerov (n+ρ)×ρ zapisyvaetsØ v bloq-

nom vide

W_0(λ, μ) = [W_1(λ, μ), W_2(λ, μ)]^B

*Postroenie minimal~nogo bazisa rassmotreno v p.6.3.1.

METODY I ALGORITMY 215 s blokami W_1(λ, μ) i W_2(λ, μ) razmerov n×ρ i ρ×ρ sootvetstvenno.

Togda iskomye matricy S(λ, μ) i T (λ, μ) razloßeniØ (6.2.20) budut

S_1(λ, μ) := −W^T_1 (λ, μ), T_1(λ, μ) := W^T_2 (λ, μ). (6.2.21)

Ravenstvo (6.2.15) s uqetom ravenstv (6.2.19)–(6.2.21) primet trebuemyæ vid F (λ, μ) = Δ(λ, μ)B_ρ(λ, μ) 1 φ(μ) = ∇(λ, μ)V (λ, μ), (6.2.22) gde V (λ, μ) := T^{−1}_1 (λ, μ)S_1(λ, μ).

Pokaßem, qto tak postroennoe razloßenie (6.2.22) obladaet mvoæstvami ∇V -2 faktorizacii matricy F (λ, μ).

S uqetom svoæstv ΔW -2 faktorizacii obosnovani¸ podleßit tol~ko utverßdenie, qto V (λ, μ) est~ polinomial~naØ matrica i ee nepreryvnyæ spektr sostoit iz prØmyh μ = μ_+, esli poslednie vhodØt v spektr F (λ, μ).

Snaqala dokaßem, qto V (λ, μ) est~ polinomial~naØ matrica. DlØ fftogo proanaliziruem ravenstvo (6.2.22). LevaØ qast~ (6.2.22) po uslovi¸ est~ dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica. Sledovatel~no i pravaØ qast~ (6.2.22) ØvlØetsØ takovoæ. No otsutstvie pol¸sov vozmoßno tol~ko pri vypolnenii odnogo iz dvuh

• ili regulØrnaØ matrica T_1(λ, μ) ne soderßit koneqnogo nepreryvnogo spektra, t.e. ØvlØetsØ unimodulØrnoæ;

• ili koneqnyæ nepreryvnyæ spektr po kraæneæ mere odnoæ iz matric [−S_1(λ, μ), T_1(λ, μ)], [T_1(λ, μ), ∇(λ, μ)]^B soderßit spektr matricy T_1(λ, μ) No vtoroe utverßdenie nevozmoßno, tak kak po postroeni¸ koneqnyæ spektr T_1(λ, μ) sostoit razve lix~ iz sobstvennyh znaqeniæ vida μ = μ_{i∗}. Pri fftom po svoæstvam nesokratimoæ faktorizacii matrica

[−S_1(λ, μ), T_1(λ, μ)] ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra. Po

postroeni¸ koneqnyæ spektr matricy ∇(λ, μ) ne imeet μ = μ_{i∗} svoimi odnomernymi sobstvennymi znaqeniØmi, tak qto i matrica [T_1(λ, μ), ∇(λ, μ)]^B ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra.

Iz skazannogo sleduet, qto matrica T_1(λ, μ) ØvlØetsØ unimodulØrnoæ. Ots¸da V (λ, μ) := T^{−1}_1 (λ, μ)S_1(λ, μ) est~ polinomial~naØ matrica.

216 V. N. KUBLANOVSKA˚

OstaetsØ ustanovit~, qto koneqnyæ nepreryvnyæ spektr V (λ, μ) moßet sostoØt~ tol~ko iz sobstvennyh prØmyh μ = μ_∗, esli poslednie vhodØt v spektr F (λ, μ).

Deæstvitel~no, po postroeni¸ V (λ, μ) = 1 φ(μ) (μ)D(λ, μ), D(λ, μ) = P (λ, μ)B_ρ(λ, μ), t.e. koneqnyæ nepreryvnyæ spektr V (λ, μ) soderßitsØ v spektre

D(λ, μ) i, sledovatel~no, moßet sostoØt~ razve lix~ iz sobstven-

nyh prØmyh μ = μ_∗.

Iz ravenstva F (λ, μ) = ∇(λ, μ)T^{−1}(λ, μ)V (λ, μ), ustanovlennogo vyxe, i svoæstv vhodØwih v nego matric sleduet, qto koneqnyæ spektr F (λ, μ) sostoit iz ob¨edineniØ spektrov matric ∇(λ, μ) i V (λ, μ). Ots¸da s uqetom, qto ∇(λ, μ) ne imeet v svoem spektre prØmyh μ = μ_∗, sleduet, qto spektr V (λ, μ) soderßit prØmye μ = μ_∗, prinadleßawie mpektru F (λ, μ).

�tim zaverxaetsØ obosnovanie algoritma postroeniØ ∇V -2 faktorizacii.

6.2.4. U T V -algoritm i ego obosnovanie.

U T V -algoritm realizuet U T V faktorizaci¸ (minimal~nu¸

faktorizaci¸) vida (6.2.3) dvuhparametriqeskoæ polinomial~- noæ matricy F (λ, μ) i osnovan na ∇V -2 algoritme.

DlØ postroeniØ minimal~noæ faktorizacii trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii

(1) Naæti ∇V -2 faktorizaci¸ matricy F (λ, μ) F (λ, μ) = ∇(λ, μ)V (λ, μ) ispol~zovav algoritm p. 6.2.3.

(2) Naæti ∇V -2 faktorizaci¸ ρ × m matricy ∇^T (λ, μ), transponirovannoæ k matrice ∇(λ, μ). Imeem ∇^T (λ, μ) = ~∇(λ, μ) ~V (λ, μ). (6.2.23) Zdes~ ~∇(λ, μ) est~ dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ regulØrnaØ ρ × ρ matrica, nepreryvnyæ spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym nepreryvnym spektorm ∇(λ, μ), a sledovatel~- no, i F (λ, μ), za iskl¸qeniem sobstvennyh prØmyh μ = μ_∗, esli poslednie vhodØt v spektr F (λ, μ). Koneqnyæ nepreryvnyæ

METODY I ALGORITMY 217 spektr matricy ~V^T (λ, μ) sostoit iz prØmyh μ = μ_−, vhodØwih v spektr F (λ, μ). Koneqnyæ diskretnyæ spektr ~V (λ, μ) i ee nul~- prostranstvo iz levyh polinomial~nyh rexeniæ sovpadaet s levym diskretnym spektrom F (λ, μ) i s nul~-prostranstvom iz levyh polinomial~nyh rexeniæ F (λ, μ). Oboznaqim T (λ, μ) :=

~∇^T (λ, μ), U (λ, μ) := ~V^T (λ, μ). Togda s uqetom (6.2.23), poluqim

iskomu¸ minimal~nu¸ faktorizaci¸ F (λ, μ) = U (λ, μ)T (λ, μ)V (λ, μ). Zameqanie 1. Kak pravilo, zaranee neizvestno prinadleßnost~ odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ vida μ = μ_+ spektru F (λ, μ) i potomu nußny dopolnitel~nye issledovaniØ. Sledu¸wie rassußdeniØ mogut byt~ poleznymi dlØ ustanovleniØ prinadleßnosti μ = μ_∗ spektru F (λ, μ).

Izvestno, qto nepreryvnyæ spektr Δ(λ, μ) v ΔW -2 razloßenii F (λ, μ) sostoit iz ob¨edineniØ spektrov matricy ^W (λ, μ) i koneqnogo spektra F (λ, μ) (sm. razloßenie (6.2.1).

Uveliqenie r-kratnosti μ = μ_∗ kak sobstvennogo znaqeniØ matricy Δ(λ, μ) po sravneni¸ s kratnost~¸ r, kak sobstvennogo znaqeniØ W (λ, μ), svidetel~stvu¸t o prinadleßnosti μ = μ_∗ spektru matricy F (λ, μ). Zametim, qto qislo r opredelØetsØ v processe algoritma ΔW -2 faktorizacii (6.2.1); qislo r opredelØetsØ v processe ΔW -1 razloßeniØ Δ(λ, μ_∗) pri isqerpyvanii

μ = μ_∗ iz matricy Δ(λ, μ).

Vse skazannoe analogiqno rasprostranØetsØ i na sobstvennye znaqeniØ vida μ = μ_∗ ≡ μ_−.

Zameqanie 2. PonØtie minimal~noæ faktorizacii, vvedennoe vyxe dlØ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy, moßno po analogii rasprostranit~ na odnoparametriqeskie polinomial~nye m × n matricy D(λ) i postoØnnye m × n matricy A.

Minimal~noæ faktorizacieæ (U T V -faktorizacieæ) polinomial~noæ m × n matricy D(λ) ranga ρ 6 min(m, n) nazovem ee predstavlenie v vide

D(λ) = U (λ)T (λ)V (λ), (6.2.24)

udovletvorØ¸wee sledu¸wim svoæstvam.

(a) T (λ) est~ ρ×ρ regulØrnaØ polinomial~naØ matrica, spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym spektrom D(λ).

(b) U (λ) i V (λ) sut~ polinomial~nye matricy ranga ρ razmerov m×ρ i ρ×n sootvetstvenno, ne ime¸wie koneqnyh spektrov.

218 V. N. KUBLANOVSKA˚

(v) Levye (pravye) nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matric D(λ) i U (λ) (matric D(λ) i V (λ)) sovpada¸t.

Postroenie minimal~noæ faktorizacii D(λ) realizuetsØ s pomow~¸ ΔW -1 algoritma, nametim osnovnye xagi.

Snaqala ΔW -1 algoritm primenØetsØ k matrice D(λ). Imeem

D(λ)W_1(λ) = [Δ_1(λ), 0] (6.2.25) ili D(λ) = ∇(λ)V (λ). (6.2.26)

Zdes~ W_1(λ) – unimodulØrnaØ matrica, V (λ) matrica ρ × n, sostavlennaØ iz pervyh ρ-strok unimodulØrnoæ matricy W^{−1}_1 (λ);

∇(λ) ≡ Δ_1(λ) est~ m×ρ polinomial~naØ matrica, spektr kotoroæ

sovpadaet s koneqnym spektrom matricy D(λ).

Zatem ΔW -1 algoritm primenØetsØ k matrice ∇^T (λ). Imeem

∇^T (λ)W_2(λ) = [∇_2(λ), 0] (6.2.27) ili ∇^T (λ) = ∇_2(λ)V_2(λ), (6.2.28)

gde ∇_2(λ) est~ ρ × ρ regulØrnaØ polinomial~naØ matrica; V_2(λ) est~ ρ×m matrica, sostavlennaØ iz pervyh ρ stork unimodulØrnoæ matricy W^{−1}_2 (λ). Oboznaqim U (λ) := V^T_2 (λ), T (λ) := ∇^T_2 (λ). Togda ravenstvo (6.2.26) s uqetom (6.2.28) primet vid iskomoæ minimal~noæ faktorizacii:

D(λ) = U (λ)T (λ)V (λ). (6.2.29)

Otsutstvie koneqnyh spektrov u matric V (λ) i U (λ) sleduet iz sposoba ih postroeniØ, t.e. iz unimodulØrnosti matric W^{−1}_1 (λ) i W^{−1}_2 (λ).

Spravedlivost~ svoæstva (v) sleduet iz vida (6.2.29) poluqennoæ faktorizacii.

Pod minimal~noæ faktorizacieæ postoØnnoæ m × n matricy A ranga ρ 6 min(m, n) budem ponimat~ ee predstavlenie v vide

A = U T V, (6.2.30)

udovletvorØ¸wee sledu¸wim svoæstvam.

(a) T est~ ρ×ρ neosobennaØ matrica, singulØrnye qisla kotoroæ sovpada¸t s nenulevymi singulØrnymi qislami matricy A.

METODY I ALGORITMY 219 (b) Matricy U i V , ranga ρ razmerov m × ρ i ρ × n sootvetstvenno, sostavleny iz ortonormirovannyh stolbcov i stork, tak qto

U^T U = I_ρ, V V^T = I_ρ.

Izvestno, qto postroenie razloßeniØ (6.2.30) moßet byt~ osuwestvleno, naprimer, s pomow~¸ algoritma SV D, realizu¸wego singulØrnoe razloßenie matricy A, ili s pomow~¸ normalizovannogo razloßeniØ (drugimi slovami, QR-razloßeniØ s perestanovkami).

V sluqae primeneniØ SV D matrica T v (6.2.30) budet diagonal~noæ, tak qto ee nenulevye fflementy sovpada¸t s singulØrnymi qislami A.

V sluqae primeneniØ normalizovannogo razloßeniØ, matrica T v (6.2.30) budet treugol~noæ.

§6.3. Rexenie spetral~nyh zadaq dlØ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy

Niße rassmatrivaetsØ rexenie spektral~nyh zadaq dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ m × n matricy F (λ, μ) ranga ρ 6

min(m, n). Predlaga¸tsØ algoritmy vyqisleniØ minimal~nogo

bazisa nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ F (λ, μ), diskretnogo spektra F (λ, μ) i algoritm vydeleniØ regulØrnogo Ødra iz F (λ, μ)

6.3.1. Postroenie minimal~nogo bazisa.

DlØ opredelennosti budem rassmatrivat~ postroenie minimal~nogo bazisa nul~-prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ F (λ, μ). Vyqislenie minimal~nogo bazisa levogo nul~- prostranstva provoditsØ analogiqno, esli vmesto F (λ, μ) vzØt~ matricu F^T (λ, μ).

Polinomial~nyæ bazis nazovem minimal~nym, esli matrica, sostavlennaØ iz ego stolbcov, ne imeet ni koneqnogo ni beskoneqnogo nepreryvnogo spektra.

DlØ postroeniØ minimal~nogo bazisa nul~-prostranstva iz pravyz polinomial~nyh rexeniæ dvuhparametriqeskoæ matricy

F (λ, μ) sleduet, ispol~zuØ ΔW -2 algoritm, naæti regulØrnu¸

matricu W (λ, μ), realizu¸wu¸ ΔW -2 faktorizaci¸ matricy

F (λ, μ). Imeem F (λ, μ)W (λ, μ) = [Δ(λ, μ), 0].

220 V. N. KUBLANOVSKA˚ Matricu W (λ, μ) zapixem v bloqnom vide W (λ, μ) = [W_1(λ, μ),

W_0(λ, μ)], gde stolbcy n×(n−ρ) matricy W_0(λ, μ) obrazu¸t bazis,

kotoryæ moßet otliqat~sØ ot iskomogo minimal~nogo bazisa pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ F (λ, μ) razve lix~ prisutstviem prØmyh μ = μ_{i+}, poroßda¸wih koneqnyæ diskretnyæ spektr (λ_{i+}, μ_{i+}) matricy F (λ, μ) i sobstvennyh znaqeniæ vida (∞, μ) i (λ, ∞). Iskl¸qenie prØmyh μ = μ_{i+} iz spektra W_0(λ, μ) osuwestvlØetsØ s pomow~¸ algoritma otnositel~noæ faktorizacii (sm. gl. 8), primenennogo k matriqnomu polinomu

W^T_0 (λ, μ) := P_σ(μ)λ^σ + . . . + P_0(μ)

i svoditsØ k vypolneni¸ sledu¸wih xagov

(1) DlØ matriqnyh polinomov P_k(μ), k = 0, . . . , s, vyqislØetsØ regulØrnaØ matrica ∇(μ), t.e. ih levyæ obwiæ naibol~xiæ delitel~ i razloßenie vida P_k(μ) = ∇(μ) V_k(μ), k = 0, 1, . . . , σ gde ∇(μ) – matrica spektr kotoroæ sostoit iz isqerpyvaemyh prØmyh μ = μ_{i∗} V_k(μ), k = 0, . . . , s, est~ posledovatel~nost~ sleva vzaimno prostyh matriqnyh polinomov, tak qto matrica

V (μ) := [V_s(μ), . . . , V_0(μ)] ne imeet v svoem spektre isqerpyvaemyh

prØmyh μ = μ_{i+}.

(2) Matrica W_0(λ, μ) zapisyvaetsØ v vide

W_0(λ, μ) = U_0(λ, μ)T (μ) (6.3.1) gde U_0(λ, μ) := σ∑ k=0 V^T_k (μ)λ^k, T (μ) = ∇^T (μ).

Stolbcy U_0(λ, μ) obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy F (λ, μ) i po postroeni¸ ne imeet v svoem spektre prØmyh μ = μ_{i+}.

Iskl¸qenie iz spektra matricy U_0(λ, μ) sobstvennyh znaqeniæ vida (∞, μ) i (λ, ∞) trebuet vypolneniØ sledu¸wih xagov.

(3) K matrice U_0(λ, μ) zapisannoæ v vide matriqnogo polinoma

U_0(λ, μ) = σ∑ k=0 V^T_k (μ)λ^k

METODY I ALGORITMY 221 primenØetsØ algoritm ΔW -2 faktorizacii (λ – veduwiæ parametr). Imeem

U_0(λ, μ)W^{(1)}(λ, μ) = Δ^{(1)}(λ, μ).

Nulevoæ blok v pravoæ qasti fftogo razloßeniØ budet otsutstvovat~, tak kak U_0(λ, μ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang. Matricy

Δ^{(1)}(λ, μ) ne budet imet~ sobstvennyh znaqeniæ vida (∞, μ), esli

daße oni prisutstvu¸t v matrice W_0(λ, μ), tak kak po svoæstvam ΔW -2 faktorizacii matrica Δ^{(1)}(λ, μ) moßet imet~ tol~ko koneqnyæ po λ spektr. Takim obrazom stolbcy matricy Δ^{(1)}(λ, μ) obrazu¸t bazis, ne soderßawiæ ni koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ μ = μ_{i∗}, ni beskoneqnogo sobstvennogo znaqeniØ (∞, μ). Pri fftom naliqie beskoneqnogo sobstvennogo znaqeniØ (λ, ∞) u matricy Δ^{(1)}(λ, μ) ne iskl¸qaetsØ.

(4) DlØ udaleniØ sobstvennogo znaqeniØ (λ, ∞) matrica

Δ^{(1)}(λ, μ) zapisyvaetsØ po stepenØm parametra μ.

Δ^{(1)}(λ, μ) = P^{(1)}_r (λ)μ^r + . . . + P^{(1)}_0 (λ).

PrinimaØ μ v kaqestve veduwego parametra, k Δ^{(1)}(λ, μ) primenØetsØ ΔW -2 algoritm. V rezul~tate budet postroeno razloßenie vida

Δ^{(1)}(λ, μ)W^{(2)}(λ, μ) = Δ^{(2)}(λ, μ).

Pri fftom stolbcy matricy Δ^{(2)}(λ, μ) obrazu¸t iskomyæ minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva F (λ, μ), t.e. ne soderßawiæ ni koneqnogo, ni beskoneqnogo nepreryvnogo spektra. Tak qto spektr Δ^{(2)}(λ, μ) sostoit tol~ko iz nul~mernyh sobstvennyh znaqeniæ matricy F (λ, μ). V dal~neæxem tak postroennyæ bazis budem po-preßnemu oboznaqat~ W_0(λ, μ).

Zameqanie. Privedennyæ vyxe algoritm isqerpyvaniØ iz bazisa W_0(λ, μ), (W_0(λ, μ) = Δ^{(2)}(λ, μ)) sobstvennyh znaqeniæ (∞, μ) i (λ, ∞) nußdaetsØ v dokazatel~stve. Nam ne udalos~ dokazat~, qto vypolnenie xaga (4) ne privedet k poØvleni¸ iskl¸qennogo na xage (3) sobstvennogo znaqeniØ (∞, μ). �tot vopros ostaetsØ otkrytym.

Postroennyæ vyxe bazis W_0(λ, μ) estestvenneæ nazvat~ otnositel~no minimal~nym, tak kak my garantiruem otsutstvie v ego spektre koneqnyh nepreryvnyh sobstvennyh znaqeniæ i beskoneqnogo sobstvennogo znaqeniØ vida (∞, μ) ili vida (λ, ∞). Zametim, qto v dal~neæxem pri vyqislenii koneqnogo diskretnogo spektra dvuhparametriqeskoæ matricy i pri rexenii drugih

222 V. N. KUBLANOVSKA˚ zadaq algebry, osnovannyh na primenenii ΔW -2 algoritma, dostatoqno imet~ bazis iz polinomial~nyh rexeniæ dvuhparametriqeskih matric, ne ime¸wiæ tol~ko koneqnogo nepreryvnogo spektra, t.e. bazis iz stolbcov matricy U_0(λ, μ) postroennyæ vypolneniem operaciæ (1) i (2) vyxe opisannogo algoritma.

6.3.2. Vyqislenie diskretnogo spektra.

Pust~ F (λ, μ) est~ m × n dvuhparametriqeskaØ polinomial~- naØ matrica, nul~mernye sobstvennye znaqeniØ kotoroæ sleduet vyqislit~. DlØ opredelennosti budem govorit~ o vyqislenii nul~mernyh sobstvennyh znaqeniæ, poroßdennyh pravymi polinomial~nymi rexeniØmi F (λ, μ). Ispol~zuØ algoritm postroeniØ minimal~nogo bazisa iz p. 6.3.1, nahodim matricu W_0(λ, μ) ≡

U_0(λ, μ) obrazovannyæ ee stolbcami, tak qto spektr W_0(λ, μ) so-

stoit tol~ko iz nul~mernyh sobstvennyh znaqeniæ i zadaqa sostoit v ih vyqislenii. Niße predlaga¸tsØ dva sposoba vyqisleniØ pravyh nul~mernyh sobstvennyh znaqeniæ (λ_{ji}, μ_{i+}) matricy F (λ, μ).

Pervyæ sposob predpolagaet, qto prØmye μ = μi+, poroßda¸- wie diskretnyæ spektr matricy W_0(λ, μ), izvestny.

DlØ kaßdogo fiksirovannogo znaqeniØ μ_∗ = μ_{i+} vyqislØetsØ odnoparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica W_0(λ, μ_∗) ≡

U_0(λ, μ_∗) polnogo stolbcovogo ranga i nahodØtsØ vse ee sobstven-

nye znaqeniØ λ_{j∗}. Togda pary (λ_{j∗}μ_∗) dadut iskomye koneqnye nul~mernye sobstvennye znaqeniØ matricy W_0(λ, μ), a v silu Teoremy 6.5 i matricy F (λ, μ).

Vtoroæ sposob trebuet ot uravneniØ

W_0(λ, μ)x = 0 (6.3.2)

pereæti k rexeni¸ ffkvivalentnogo emu uravneniØ

A(μ)Λ = 0 (6.3.3)

Zdes~ W_0(λ, μ)i = C_σ(μ)λ^σ + . . . + C_0(μ), A(μ) = [C_σ(μ), . . . , C_0(μ)] est~ odnoparametriqeskaØ polinomial~naØ n × (n − ρ)(σ + 1) matrica, Λ := (λ^σ x, . . . , x)^T vektor, zapisannyæ v bloqnom vide.

Iz (6.3.3) sleduet, qto vektor Λ prinadleßit nul~-prostranstvu (oboznaqim ego Q(μ)) matricy A(μ). Oqevidno, Q(μ) est~ ob¨edinenie minimal~nogo bazisa iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ A(μ) i bazisov invariantnyh podprostranstv, sootsvetstvu¸wih sobstvennym znaqeniØm μ_1, . . . , μ_t regulØrnoæ qasti

METODY I ALGORITMY 223

A(μ). Ots¸da Q(μ) = { W (μ) pri μ ≠ μ;

S_{μi} ∪ W (μ_i) pri μ = μ_i.

Zdes~ S_{μi} – podprostranstvo iz sobstvennyh vektorov, sootvetstvu¸wih sobstvennomu znaqeni¸ μ_i matricy A(μ).

Zapixem Q(μ) v bloqnom vide Q(μ) = [Q_1(μ), . . . , Q_{σ+1}(μ)]^B , gde kaßdyæ blok Q_i(μ) imeet (n − ρ) strok. Rassmotrim uravnenie

[Q_+(μ) − λQ_−(μ)]y = 0, (6.3.4)

gde Q_+(μ) = [Q_1(μ), . . . , Q_σ(μ)]^B , Q_−(μ) = [Q_2(μ), . . . , Q_{σ+1}(μ)]^B . Puqok D(λ, μ) =: Q_+(μ) − λQ_−(μ) oboznaqim

D(λ, μ) := W_+(μ) − λW_−(μ) pri μ ≠ μ_i W_+(μ) := Q_1(μ),

W_−(μ) := Q_−(μ) D(λ, μ) = Q^+ − λQ_− pri μ = μ_i

Spravedlivy sledu¸wie teoremy.

Teorema 6.7. Puqok D(λ, μ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang i ne soderßit nepreryvnogo spektra.

Dokazatel~stvo provedem ot protivnogo. Pust~ u(λ, μ) est~ pravoe polinomial~noe rexenie D(λ, μ) tak qto pri l¸byh λ i μ vypolnØetsØ ravenstvo [Q_+(μ) − λQ_−(μ)]u(λ, μ) = 0. �to ravenstvo zapixem v razvernutom vide. Oboznaqiv

Q_{σ+1}(μ) u(λ, μ) ≡ V (λ, μ), imeem Q_{σ+1}(μ)u(λ, μ) = V (λ, μ) Q_σ (μ)u(λ, μ) = λQ_{σ+1}(μ)u(λ, μ) ≡ λV (λ, μ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q_1(μ)u(λ, μ) = λQ_2(μ)u(λ, μ) = . . . = λ^σ V (λ, μ). Ots¸da sleduet spravedlivost~ ravenstva A(μ)[λ^σV (λ, μ), . . . , V (λ, μ)]^T = 0 ili, qto to ße, W_0(λ, μ)V (λ, μ) = 0, qto nevozmoßno, tak kak W_0(λ, μ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang.

Dokazatel~stvo otsutstviØ nerpreryvnogo spektra u puqka

D(λ, μ) provoditsØ po tomu ße planu, kak i dokazatel~stvo otsut-

stviØ pravyh polinomial~nyh rexeniæ s uqetom, qto matrica

W_0(λ, μ) ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra.

224 V. N. KUBLANOVSKA˚

Teorema 6.8. Meßdu rexeniØmi uravneniæ (6.3.3) i (6.3.4) suwestvuet vzaimoodnoznaqnoe sootvetstvie.

Pust~ (λ_∗, μ_∗, x_∗) est~ rexenie (6.3.2), t.e. A(μ∗)Λ∗ = 0. Ots¸da stolbcy Q(μ_∗) obrazu¸t ne trevial~noe mnoßestvo, t.e. suwestvuet y_∗ takoe, qto

Q(μ_∗)y_∗ = Λ_∗. (6.3.5)

UqityvaØ stroenie pravoæ qasti ravenstva (6.3.4), imeem

[Q_+(μ_∗) − λ_∗Q_−(μ_∗)]y_∗ = 0,

t.e. nabor (λ_∗, μ_∗, y_∗) udovletvorØet (6.3.4). Oboznaqim x_∗ :=

Q_{σ+1}y_∗. UqityvaØ stroenie Q_+(μ_∗) i Q_−(μ_∗) iz (6.3.4), imeem

cepoqku ravenstv pri μ = μ_∗:

Q_{σ+1}(μ_∗)y_∗ = x_∗ Q_σ (μ_∗)y_∗ = λ_∗Q_{σ+1}(μ_∗)y_∗ = λ_∗x_∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q_1(μ_∗)y_∗ = λ_∗Q_2(μ_∗)y_∗ = . . . = λ^{σ+1}x_∗.

Ots¸da sleduet, qto vektor λ_∗ = (λ^σ_∗ x_∗, . . . , x_∗)^T prinadleßit

Q(μ_∗), a sledovatel~no,

A(μ∗)Λ∗ = 0

ili, qto to ße, W_0(λ_∗, μ_∗)x_∗ = 0.

Sledstvie 6.9. Nul~mernye sobstvennye znaqeniØ matricy

W_0(λ, μ) i puqka Q_+(μ) − λQ_−(μ) sovpada¸t.

Oboznaqim A_1(μ) = [−W_−(μ), W_+(μ)]. Togda Q^{(1)}(μ) =

[Q^{(1)}_+ (μ), Q^{(1)}_− (μ)]^B est~ matrica, stolbcy kotoroæ obrazu¸t bazis

pravogo nul~-prostranstva matricy A_1(μ), tak qto

Q^{(1)}(μ) = { W^{(1)}(μ) pri μ ≠ μ_i; S^{(1)}_{μi} ∪ W (μ_i) pri μ = μ_i.

μ_i – sobstvennoe znaqenie A_1(μ); W^{(1)}(μ) ≡ [W^{(1)}_+ (μ), W^{(1)}_− (μ)]^B –

matrica s blokami W^{(1)}_+ (μ), W^{(1)}_− (μ) ravnyh razmerov, stolbcy

METODY I ALGORITMY 225 kotoroæ obrazu¸t minimal~nyæ bazis iz pravyh polinomial~- nyh rexeniæ A(μ); S^{(1)}μ_i – podprostranstva iz sobstvennyh vektorov, sootvetstvu¸wih sobstvennomu znaqeni¸ μ_i matricy A_1(μ)

Q^{(1)} ≡ Q(μ_i) = [Q^{(1)}_+ , Q^{(1)}_− ]^B = ker A(μ_i).

Vvedem v rassmotrenie uravneniØ

A1(μ)Λ1 = 0 Λ1 = (λx, x)^T (6.3.6)

[Q^{(1)}_+ (μ) − λQ^{(1)}_− (μ)]y_1 = 0 (6.3.7)

Spravedlivy utverßdeniØ.

Teorema 6.10. Meßdu rexeniØmi uravneniæ (6.3.6) i (6.3.7) suwestvuet vzaimnoodnoznaqnoe sootvetstvie.

Dokazatel~stvo provoditsØ po tomu ße planu, qto i dokazatel~stvo teoremy 6.8.

Sledstvie 6.11. Spektr puqka Q^{(1)}_+ (μ) − λQ^{(1)}_− (μ) soderßitsØ v spektre matricy W_0(λ, μ).

Spravedlivost~ sleduet iz teoremy 6.10 i sledstviØ 6.9. Teorema 6.12. 1^0 DlØ togo, qtoby para qisel (λ∗, μ∗) byla nul~- mernym sobstvennym znaqeniem matricy W_0(λ, μ) neobhodimo i dostatoqno vypolnenie odnogo iz sledu¸wih usloviæ:

a) qislo μ_∗ ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem polinomial~noæ matricy A(μ) = [C_σ, . . . , C_0], qislo λ_∗ est~ sobstvennoe znaqenie puqka Q_+ − λQ_−;

b) para qisel (λ_∗, μ_∗) ØvlØetsØ nul~mernym sobstvennym znaqeniem puqka W_+(μ) − λW_−(μ).

2^0 DlØ togo, qtoby para qisel (λ_∗, μ_∗) byla nul~mernym rexeniem puqka W_+(μ) − λW_−(μ) neobhodimo i dostatoqno vypolnenie odnogo iz sledu¸wih usloviæ:

v) qislo μ_∗ est~ sobstvennoe znaqenie polinomial~noæ matri-

cy A1(μ) = [−W−(μ), W+(μ)]; qislo λ∗ est~ sobstvennoe znaqe-

nie puqka Q^{(1)}_+ − λQ^{(1)}_− , gde Q^{(1)}_+ i Q^{(1)}_− – bloki matricy Q^{(1)} = [Q^{(1)}_+ , Q^{(1)}_− ]^B = ker A_1(μ_∗), sostavlennye iz pervyh m_1 i poslednih m_1 strok matricy Q^{(1)}(m_1 = n_0);

g) para qisel (λ_∗, μ_∗) ØvlØetsØ nul~mernym sobstvennym znaqeniem puqka W^{(1)}_+ (μ)−λW^{(1)}_− (μ), gde W^{(1)}_+ (μ) i W^{(1)}_− (μ) – bloki ravnyh razmerov matricy W^{(1)}(μ) = [W^{(1)}_+ (μ), W^{(1)}_− (μ)]^B, stolbcy kotoroæ

226 V. N. KUBLANOVSKA˚ obrazu¸t minimal~nyæ bazis nul~-prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy A_1(μ).

Spravedlivost~ utverßdeniæ sleduet iz teoremy 6.8 i 6.10, sledstviæ 6.9 i 6.11.

Pereædem k opisani¸ algoritma vyqisleniØ vseh koneqnyh nul~mernyh sobstvennyh znaqeniæ matricy F (λ, μ) (ili qto to ße, matricy W_0(λ, μ). DlØ fftogo uravnenie

W_0(λ, μ)x = 0, W_0(λ, μ) = C_σ(μ)λ^σ + . . . + C_0

zapixem v ffkvivalentnom vide

A(μ)Λ = 0, (6.3.8)

gde A(μ) = [Cσ(μ), . . . , C0(μ)], Λ = (λ^σ x, . . . , x)^T .

Algoritm rexeniØ uravneniØ (6.3.8) trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1). NahoditsØ regulØrnaØ qast~ matricy A(μ) i vyqislØ¸tsØ vse ee sobstvennye znaqeniØ μ_1, . . . , μ_r.

(2). DlØ kaßdogo fiksirovannogo μ_i = μ_∗ vyqislØetsØ matrica

A(μ∗) i ortogonal~nyæ bazis Q ee pravogo nul~-prostranstva.

(3). FormiruetsØ puqok Q_+ − λQ_−, gde Q_+ i Q_− – matricy, sostavlennye iz n_0 = σ(n − ρ) pervyh strok i n_0 poslednih strok matricy Q^{(0)} sootvetstvenno.

(4). VyqislØ¸tsØ vse sobstvennye znaqeniØ λ_1, . . . , λ_n puqka

Q_+ − λQ_−. Pary (λ_{ij} , μ_i) (i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , p) tak sostavlen-

nyh qisel ØvlØ¸tsØ nul~mernymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy W_0(λ, μ).

(5). NahoditsØ minimal~nyæ bazis W (μ) matricy A(μ). FormiruetsØ m_1 × 2n_1 (n_1 = dim W (μ), m_1 = n_0) matrica A1(μ) = [−W+(μ), W−(μ)]. Zdes~ W_+(μ) i W_−(μ) – bloki, sostavlennye iz pervyh n_0 i poslednih n_0 strok matricy W (μ) sootvetstvenno.

(6). NahoditsØ regulØrnaØ qast~ matricy A_1(μ) i vyqislØ¸tsØ vse ee sobstvennye znaqeniØ μ_1, . . . , μ_{r1}.

(7). DlØ kaßdogo fiksirovannogo μ_i = μ_∗ vyqislØetsØ posto- ØnnaØ matrica A_1(μ_∗) i ee pravoe nul~-prostranstvo Q^{(1)}.

(8). FormiruetsØ puqok

Q^{(1)}_+ − λQ^{(1)}_−

METODY I ALGORITMY 227 i nahodØtsØ vse ego sobstvennye znaqeniØ λ_{∗j} (j = 1, . . . , p_∗). Pary qisel (λ_{ij} , μ_i) (i = 1, . . . , r_1, j = 1, . . . , p_1) ØvlØ¸tsØ nul~mernymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy W_0(λ, μ).

(9). NahoditsØ minimal~nyæ bazis

W^{(1)}(μ) = [W^{(1)}_+ (μ), W^{(1)}_− (μ)]

pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matri-

cy A1(μ) i formiruetsØ novaØ matrica

A2(μ) = [−W^{(1)}_− (μ), W^{(1)}_+ (μ)].

Zdes~ W^{(1)}_+ (μ) i W^{(1)}_− (μ) – bloki razmerov m_2 × n_2 (m_2 = m_1, n_2 =

dim W^{(1)}(μ)), sostavlennaØ iz pervyh m_2 i poslednih m_2 strok

matricy W^{(1)}(μ).

Xagi (6)–(9) povtorØ¸tsØ s matriceæ A_2(μ).

Postroenie matric A_{k+1}(μ) = [−W^{(k)}_− (μ), W^{(k)}_+ (μ)] (k = 0, 1, ..., l) i xagi (6)–(9) prodolßa¸tsØ do teh por, poka na nekotorom xage l budet vypolnØt~sØ n_l = m_{l+1} = 0.

Ob¨edinenie tak vyqislennyh par qisel (λ_{ij} , μ_{ji}) dast ves~ koneqnyæ diskretnyæ spektr matricy W_0(λ, μ), a sledovatel~no, i ishodnoæ matricy F (λ, μ).

6.3.3. Vydelenie regulØrnogo Ødra.

RegulØrnym Ødrom dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ m× n matricy F (λ, μ) ranga ρ nazovem regulØrnu¸ ρ × ρ matricu, spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym nepreryvnym spektrom F (λ, μ). DlØ vyqisleniØ regulØrnogo Ødra F (λ, μ) predlaga¸tsØ sledu¸wie algoritmy.

Pervyæ algoritm trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ. (1) K matrice F (λ, μ) primenØetsØ ΔW -2 algoritm dlØ postroeniØ matricy Δ(λ, μ), spektr kotoroæ soderßit koneqnyæ po λ spektr ishodnoæ matricy. Imeem

F (λ, μ)W (λ, μ) = [Δ(λ, μ), 0] (6.3.9)

(2) Iz matricy Δ(λ, μ) isqerpyva¸tsØ postoronnie, poroßdennye pravymi polinomial~nymi rexeniØmi F (λ, μ), sobstvennye znaqeniØ, t.e. sobstvennye prØmye vida μ = μ_+, vhodØwie v spektr ^σ[W ] matricy W (λ, μ). Zametim, qto ffti sobstvennye prØmye opredelØ¸tsØ pri vypolnenii razloßeniØ (6.3.9) i

228 V. N. KUBLANOVSKA˚ ne trebu¸t vyqisleniØ matricy W (λ, μ). Zdes~ qerez ^σ[W ] oboznaqen spektr W (λ, μ), ne prinadleßawiæ spektru W_0(λ, μ).

DlØ isqerpyvaniØ trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie xagi.

(2i) DlØ fiksirovannogo μ_∗ = μ vyqislØetsØ Δ(λ, μ_∗) i ee ΔW -

1 razloßenie

Δ(λ, μ_∗)U_1(λ) = [∇_1(λ), O],

gde U_1(λ) – unimodulØrnaØ matrica, O – nulevaØ ρ × (ρ − ρ_1) matrica, ρ_1 = rank Δ(λ, μ_∗).

(2ii) VyqislØetsØ matrica Δ(λ, μ_∗)U_1(λ).

(2iii) Poslednie ρ − ρ_1 stolbcy vyqislennoæ matricy delØt-

sØ na obwiæ delitel~ (μ − μ_∗). V rezul~tate budet postroena dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica

Δ_1(λ, μ) = Δ(λ, μ)U_1(λ)d^{−1}_1 , d_1 = diag {I_{ρ1} (μ − μ_∗)I_{ρ−ρ1} },

ne soderßawaØ sobstvennogo znaqeniØ (λ, μ_∗). Vse proqie sobstvennye znaqeniØ Δ(λ, μ) i Δ_1(λ, μ) sovpada¸t; ρ_1 = rank Δ(λ, μ_∗).

(3) Process isqerpyvaniØ sledu¸wego sobstvennogo znaqeniØ

μ = μ_2 analogiqno provoditsØ dlØ matricy Δ_1(λ, μ).

V rezul~tate q isqerpyvaniØ (xagi 2i–2iii) budet postroena matrica Δ_q(λ) razmerov n×ρ ranga ρ, spektr kotoroæ i levye polinomial~nye rexeniØ sovpada¸t s takovymi matricy F (λ, μ), za iskl¸qeniem* sobstvennyh prØmyh μ = μ_∗, esli oni prisutstvu¸t v spektre matricy F (λ, μ).

(4) NahoditsØ ΔW -2 razloßenie matricy Δ^T_q (λ, μ) ≡ ~Δ(λ, μ) ~Δ(λ, μ)~W (λ, μ) = [ ~∇(λ, μ), O], gde ~∇(λ, μ) est~ ρ × ρ matrica, otliqa¸waØsØ ot iskomogo regulØrnogo bloka matricy F (λ, μ) razve lix~ prisutstviem postoronnih sobstvennyh prØmyh vida μ = μ_− isqerpyvanie kotoryh osuwestvlØetsØ analogiqnogo xagu (2), esli v kaqestve ishodnoæ vzØt~ matricu ~∇(λ, μ).

V rezul~tate isqerpyvaniØ vseh postoronnih sobstvennyh znaqeniæ budet poluqena regulØrnaØ matrica, spektr kotoroæ sovpadaet s nepreryvnym koneqnym spektrom ishodnoæ matricy F (λ, μ) za iskl¸qeniem prØmyh vida μ = μ_+ i μ = μ_−, esli poslednie vhodØt v spektr F (λ, μ) Pri vydelenii sobstvennyh

*V processe isqerpyvaniØ iz Δ(λ, μ) postoronnih sobstvennyh znaqeniæ proishodit isqerpyvanie vseh prØmyh vida μ = μ∗ v tom qisle prinadleßawih spektru F (λ, μ).

METODY I ALGORITMY 229 prØmyh vida μ = μ_∗ v pervom algoritme predloßen sposob posledovatel~nogo isqerpyvaniØ.

Vtoroæ algoritm vydeleniØ regulØrnogo Ødra matricy

F (λ, μ) ne trebuet predvaritel~nogo vyqisleniØ isqerpyvaemyh

sobstvennyh prØmyh i pozvolØet regulØrnoe Ødro poluqat~ v faktorizovannom vide. DlØ fftogo trebuetsØ vypolnit~ sledu¸- wie operacii.

(1) K matrice F (λ, μ) primenØetsØ algoritm ΔW -2 faktorizacii dlØ postroeniØ matricy Δ(λ, μ).

(2) K matrice Δ^T (λ, μ) primenØetsØ algoritm otnositel~noæ faktorizacii (sm. gl. 8), pozvolØ¸wiæ poluqit~ razloßenie vi- da Δ^T (λ, μ) = F_1(μ)F_2(λ)F_{12}(λ, μ).

Zdes~ F_i(v) – odnoparametriqeskaØ polinomial~naØ ρ × ρ matrica, F_{12}(λ, μ) – dvuhparametriqeskaØ ρ × m matrica ranga ρ, ne ime¸waØ v svoem spektre prØmyh vida μ = μ_∗, λ = λ_∗.

(3) K matrice F_{12}(λ, μ) polnogo stroqnogo ranga primenØetsØ algoritm ∇V -2 faktorizacii dlØ postroeniØ razloßeniæ vida F_{12}(λ, μ) = ∇(λ, μ)V (λ, μ) gde ∇(λ, μ) regulØrnaØ ρ × ρ dvuhparametriqeskaØ polinomial~- naØ matrica, koneqnyæ spektr kotoroæ sovpadaet so spektrom

F_{12}(λ, μ); V (λ, μ) est~ dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ ρ×m

matrica, ne ime¸waØ koneqnogo nepreryvnogo spektra: spektr

V (λ, μ) sovpadaet s levym diskretnym spektrom F (λ, μ).

V rezul~tate vypolneniØ operaciæ (1)–(3) budet postroeno razloßenie vida Δ(λ, μ) = U (λ, μ)T (λ, μ) gde U (λ, μ) := V^T (λ, μ); T (λ, μ) := ∇^T (λ, μ)F^T_2 (λ)F^T_1 (μ) est~ regulØrnoe Ødro F (λ, μ), pred-

stavlennoe v faktorizovannom vide, tak qto koneqnyæ nepreryvnyæ spektr F (λ, μ) sovpadaet s kornØmi uravneniæ

det F_1(μ) = 0; det F_2(λ) = 0; det ∇(λ, μ) = 0.

Tretiæ algoritm postroeniØ regulØrnogo Ødra matricy

F (λ, μ) sostoit v primenenii k F (λ, μ) opisannogo v p.6.2.4 al-

goritma U T V -2 faktorizacii, pozvolØ¸wego poluqit~ razloßenie vida F (λ, μ) = U (λ, μ)T (λ, μ)V (λ, μ)

230 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde T (λ, μ) est~ ρ × ρ regulØrnaØ dvuhparametriqeskaØ matrica koneqnyæ spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym nepreryvnym spektrom F (λ, μ), za sikl¸qeniem byt~ moßet prØmyh μ = μ_+ i

μ = μ_−, esli poslednie vhodØt v spektr F (λ, μ).

Glava 7. Rexenie spektral~nyh zadaq dlØ odnoi dvuhparametriqeskih racional~nyh matric

Pust~ R(λ) = {r_{ij}(λ)} i R(λ, μ) = {r_{ij}(λ, μ)} sut~ odno- i dvuhparametriqeskie racional~nye m×n matricy, t.e. matricy fflementy kotoryh ØvlØ¸tsØ drobno-racional~nye funkcii: r_{ij}(λ) = f_{ij} (λ) g_{ij} (λ) , r_{ij}(λ, μ) = f_{ij}(λ, μ) g_{i,j}(λ, μ) i = 1, . . . m, j = 1 . . . n f_{ij} (λ), g_{ij}(λ) i f_{ij} (λ, μ), g_{ij}(λ, μ) – skalØrnye polinomy ot odnoæ i

dvuh peremennyh sootvetstvenno. Oboznaqim qerez ρ rang matricy^∗ R : ρ 6 min(m, n). Esli m = n i det R ne raven toßdestvenno nul¸, to matrica R nazyvaetsØ regulØrnoæ, v protivnom sluqae matrica R nazyvaetsØ singulØrnoæ.

Niße rassmatriva¸tsØ razliqnye vidy faktorizaciæ matric

R(λ) i R(λ, μ) i ih primenenie k rexeni¸ spektral~nyh zadaq

dlØ racional~nyh matric.

Glava sostoit iz xesti paragrafov. V §7.1 daetsØ klassifikaciØ razliqnyh faktorizaciæ racional~nyh matric R(λ) i

R(λ, μ) obwego vida. VvodØtsØ v rassmotrenie vspomogatel~nye

(bazovye) faktorizacii i sposoby postroeniØ ih. Dana klassifikaciØ razliqnyh, tak nazyvaemyh, nesokratimyh faktorizaciæ. Dokazany invariantnye spektral~nye svoæstva somnoßiteleæ nesokratimyh faktorizaciæ, postroennyh razliqnymi sposobami dlØ odnoæ i toæ ße racional~noæ matricy. Algoritmy postroeniØ nesokratimyh faktorizaciæ, sostoØwie iz dvuh somnoßiteleæ, dlØ matric R(λ) i R(λ, μ) privedeny v §7.2.

V §§7.3, 7.4 rassmatriva¸tsØ dlØ R(λ) i R(λ, μ), tak nazyvaemye, minimal~nye nesokratimye faktorizacii. ˚vlØØs~ nesokratimymi, ffti faktorizacii ime¸t svoimi somnoßitelØmi matricy minimal~nyh razmerov i stepeneæ.

V §7.5 formuliru¸tsØ spektral~nye zadaqi dlØ racional~- nyh matric. UstanavlivaetsØ, qto pri ispol~zovanii nesokra-

∗Pri zapisi odno- i dvuhparametriqeskih matric dlØ sokraweniØ inogda budem opuskat~ parametry, esli rassußdeniØ verny dlØ oboih sluqaev.

METODY I ALGORITMY 231 timyh i minimal~nyh faktorizaciæ oni mogut byt~ svedeny k rexeni¸ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh matric.

V §7.6 dlØ odnoparametriqeskoæ racional~noæ matricy R(λ) ustanavlivaetsØ svØz~ rassmatrivaemyh nesokratimyh faktorizaciæ s tak nazyvaemymi neprivodimymi realizaciØmi v teorii sistem. Rezul~taty obobwa¸tsØ na sluqaæ dvuhparametriqeskih racional~nyh matric.

§7.1. KlassifikaciØ nekotoryh faktorizaciæ racional~nyh matric i ih svoæstva [46]

7.1.1. Bazovye faktorizacii. Rassmotrim faktorizacii R sledu¸wih vidov

R(λ) = K^{−1}(λ)D(λ), (7.1.1) R(λ, μ) = K^{−1}(λ, μ)D(λ, μ); (7.1.2) i R(λ) = D(λ)K^{−1}(λ), (7.1.3) R(λ, μ) = D(λ, μ)K^{−1}(λ, μ), (7.1.4) udovletvorØ¸wie svoæstvam

(a) K i D sut~ polinomial~nye matricy sootvetstvu¸wih razmerov;

(b) K est~ regulØrnaØ matrica.

K faktorizaciØm (7.1.1)–(7.1.4) budem ssylat~sØ kak k bazovym. V dal~neæxem izloßenii oni budut ispol~zovany kak vspomogatel~nye i slußit~ osnovoæ dlØ postroeniØ drugih faktorizaciæ racional~nyh matric.

Esli ishodnaØ racional~naØ matrica R ne zadana v odnom iz vidov (7.1.1) ili (7.1.3) i (7.1.2) ili (7.1.4), to v kaqestve bazovoæ moßno vzØt~ faktorizaci¸ R, naprimer, vybrav regulØrnu¸ matricu K v sledu¸wem vide:

K = kI_m ili K = diag {k_1, . . . , k_m}

dlØ (7.1.1) i (7.1.2);

K = kI_n ili K = diag {k_1, . . . , k_n}

dlØ (7.1.3) i (7.1.4). Zdes~ k – skalØrnyæ polinom, ØvlØ¸wiæsØ naimen~xim obwim kratnym (NOK) znamenateleæ vseh fflementov matricy R; k_i, i = 1, . . . , m (k_i, i = 1, . . . , n) sut~ NOK znamenateleæ fflementov i-oæ stroki (i-go stolbca) matricy R.

232 V. N. KUBLANOVSKA˚

7.1.2. Nesokratimye faktorizacii.

Nesokratimoæ faktorizacieæ racional~noæ m × n matricy R ranga ρ nazovem sledu¸wie faktorizacii.

1. FaktorizaciØ

R = ST^{−1}, (7.1.5)

udovletvorØ¸waØ svoæstvam

(a) S, T sut~ polinomial~nye m × n i n × n matricy; (b) T – regulØrnaØ matrica;

(v) M := [S, T ]^B – polinomial~naØ (m + n) × n matrica ne ime¸waØ

koneqnogo spektra v sluqae R := R(λ);

koneqnogo nepreryvnogo spektra v sluqae R := R(λ, μ). 2. FaktorizaciØ

R = T^{−1}S, (7.1.6)

udovletvorØ¸waØ svoæstvam

(a) T i S sut~ m × m i m × n polinomial~nye matricy; (b) T – regulØrnaØ matrica;

(v) M := [S, T ] est~ polinomial~naØ m × (n + m) matrica, ne ime¸waØ

koneqnogo spektra v sluqae R := R(λ);

koneqnogo nepreryvnogo spektra v sluqae R := R(λ, μ). 3. FaktorizaciØ

R = ST^{−1}V, (7.1.7)

udovletvorØ¸waØ svoæstvam

(a) S, T, V sut~ polinomial~nye matricy razmera m × q, q × q, q × n (q ¿ ρ); (b) T – regulØrnaØ matrica;

(v) polinomial~nye matricy [S, T ]^B i [T, V ] sootvetstvenno razmerov (m + q) × q i q × (q + n) ne ime¸t

koneqnyh spektrov v sluqae R := R(λ);

koneqnyh nepreryvnyh spektrov v sluqae R := R(λ, μ).

Zameqanie 1. Rassmotrennye vyxe bazovye faktorizacii (7.1.1)–(7.1.4), kak pravilo, ne ØvlØ¸tsØ nesokratimymi faktorizaciØmi.

NesokratimaØ faktorizaciØ racional~noæ m × n matricy R, ranga ρ, nazyvaetsØ minimal~noæ po razmeram vhodØwih v nee matric-somnoßiteleæ, esli vse oni ime¸t polnyæ rang ρ.

METODY I ALGORITMY 233 NesokratimaØ faktorizaciØ racional~noæ m × n matricy R nazyvaetsØ minimal~noæ po stepeni, esli stepen~ polinomial~- noæ matricy M = [S, T ]^B, harakterizu¸weæ ee, ØvlØ¸tsØ minimal~nymi.

NesokratimaØ faktorizaciØ racional~noæ m × n matricy R, ranga ρ, nazyvaetsØ minimal~noæ, esli ona minimal~na kak po razmeram, tak i po stepenØm ee somnoßiteleæ.

Nesokratimye faktorizacii dlØ odnoæ i toæ ße matricy R mogut otliqat~sØ vyborom matric somnoßiteleæ. V qastnosti mogut otliqat~sØ razmerami i stepenØmi matric-somnoßiteleæ. Imeet mesto sledu¸wee utverßdenie

Teorema 7.1. Koneqnyæ spektr matricy T i ob¨edinenie koneqnyh spektrov matric S i V v nesokratimyh faktorizaciØh vida (7.1.7) ØvlØ¸tsØ invariantami dlØ odnoæ i toæ ße racional~noæ matricy R.

Dokazatel~stvo. Zametim, vnaqale, qto nesokratimye faktorizacii vida (7.1.5) i (7.1.6) ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi nesokratimoæ faktorizacii (7.1.7):

R = ST^{−1} = ST^{−1}I, R = T^{−1}S = IT^{−1}S,

gde I – ediniqnaØ matrica. Tak, qto ob¨edinenie spektrov matric S i V dlØ faktorizaciæ vida (7.1.5) i (7.1.6) sostoit tol~- ko iz spektra matricy S. Naqnem s rassmotreniØ fftih naibolee prostyh sluqaev.

Dokazatel~stvo teoremy dlØ nesokratimoæ faktorizacii vida (7.1.5) R = ST^{−1} provedem razdel~no dlØ R := R(λ) i R := R(λ, μ).

Rassmotrim sluqaæ R := R(λ) i pust~

R(λ) = S_i(λ) T^{−1}_i (λ), i = 1, 2, (7.1.8)

dve nesokratimye faktorizacii R(λ) vida (7.1.5). Vvedem v rassmotrenie nesokratimu¸ faktorizaci¸ R(λ) vida (7.1.6)

R(λ) = T^{−1}_3 (λ) S_3(λ).

V silu svoæstv nesokratimoæ faktorizacii matricy M_i(λ) :=

[S_3(λ), T_i(λ)]^B i M_3(λ) := [S_3(λ) T_3(λ)] ne ime¸t koneqnyh spek-

trov. Dokaßem sovpadenie koneqnyh spektrov matric T_i(λ) i

234 V. N. KUBLANOVSKA˚

T_3(λ), a tak ße S_i(λ) i S_3(λ). Dokazatel~stvo v oboih sluqaØh

provoditsØ po odnomu planu. DlØ opredelennosti privodim dokazatel~stvo dlØ matric T_i(λ) i T_3(λ). Iz skazannogo sleduet, qto R(λ) = S_i(λ) T^{−1}_i (λ) = T^{−1}_3 (λ) S_3(λ). (7.1.9)

Pust~ λ = λ prinadleßit spektru T_i(λ), tak qto

T_i(λ)x_i = 0 i x_i ≠ 0.

Po svoæstvu (v) nesokratimoæ faktorizacii vida (7.1.5) y_i :=

S_i(λ) x_i ≠ 0.

Iz ravenstva (7.1.9) imeem

T_3 (λ) S_i(λ) x_i = S_3 (λ) T_i (λ) x_i = 0, ili T_3(λ) y_i = 0,

tak qto λ = λ est~ toqka spektra matricy T_3(λ).

Dokaßem obratnoe utverßdenie: Pust~ λ = λ est~ toqka spektra T_3(λ), tak qto z^T T_3 (λ) = 0, z ≠ 0. Pri fftom po svoæstvu (v) nesokratimoæ faktorizacii vida (7.1.6) vektor v^T := z^T S_3(λ) ≠ 0. Iz ravenstva (7.1.9) imeem

z^T S_3(λ) T_i(λ) = z^T T_3(λ) S_i(λ) = 0, ili v^T T_i (λ) = 0,

tak qto λ = λ prinadleßit spektru T_i(λ). Takim obrazom ustanovleno, qto koneqnye spektry matric T_i(λ) i T_3(λ) sovpada¸t. Itak, sovpadenie koneqnyh spektrov u matric T razliqnyh nesokratimyh faktorizaciæ vida (7.1.5) odnoæ i toæ ße racional~noæ matricy R(λ) ustanovleno.

Rassmotrim sluqaæ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy R := R(λ, μ). Pust~

R(λ, μ) = S_i(λ, μ)T^{−1}(λ, μ), i = 1, 2, (7.1.10)

sut~ dve nesokratimye faktorizacii matricy R(λ, μ). Dokazatel~stvo sovpadeniØ koneqnyh spektrov u matric S_i(λ, μ), a takße u matric T_i(λ, μ), provodØtsØ analogiqno. DlØ opredelennosti dokaßem sovpadenie koneqnyh spektrov matric T_1(λ, μ) i

METODY I ALGORITMY 235

T_2(λ, μ). S fftoæ cel~¸ vvedem v rassmotrenie nesokratimu¸ fak-

torizaci¸ matricy R(λ, μ) vida (7.1.6) R(λ, μ) = T^{−1}_3 (λ, μ)S_3(λ, μ). S uqetom fftogo ravenstva, moßno zapisat~

R (λ, μ) = S_i (λ, μ)T^{−1}_i (λ, μ) = T^{−1}_3 (λ, μ)S_3 (λ, μ) (7.1.11) ili [ T_3 (λ, μ), −S_3 (λ, μ) ] [ S_i (λ, μ) T_i (λ, μ) ] = 0.

Ots¸da, s uqetom svoæstv nesokratimoæ faktorizacii, sleduet, qto stolbcy matricy M_i(λ, μ) := [ S_i(λ, μ), T_i(λ, μ) ]_B obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva matricy M_3(λ, μ) := [ T_3(λ, μ), −S_3(λ, μ) ] , togda kak stroki M_3(λ, μ) obrazu¸t bazis levogo nul~- prostranstva matricy M_i(λ, μ). Ots¸da koneqnye diskretnye spektry matric M_i(λ, μ) i M_3(λ, μ) sovpada¸t. Pust~ (λ_∗, μ_∗) est~ toqka koneqnogo diskretnogo spektra fftih matric. Togda v silu regulØrnosti blokov T_i(λ, μ) i T_3(λ, μ) matric M_i(λ, μ) i M_3(λ, μ) sootvetstvenno, ffta toqka ØvlØetsØ tak ße toqkoæ prinadleßaweæ koneqnym nepreryvnym spektram matric T_i(λ, μ) i T_3(λ, μ).

Dalee rassmotrim sluqaæ, kogda toqka (λ, μ), ØvlØØs~ toqkoæ spektra T_i(λ, μ), ne prinadleßit diskretnomu spektru matricy

M_i(λ, μ), a znaqit i M_3(λ, μ), i pust~ x_i est~ pravyæ sobstvennyæ

vektor. tak qto

T_i(λ, μ)x_i = 0 i x_i ≠ 0.

S uqetom svoæstva (v) nesokratimoæ faktorizacii vida (7.1.5) i togo, qto (λ, μ) ne prinadleßit diskretnomu spektru M_i(λ, μ), imeem y_i := S_i(λ, μ)x_i ≠ 0. Togda iz ravenstva (1.11) poluqim:

T_3(λ, μ)y_i = 0, t.e. toqka (λ, μ) prinadleßit spektru matricy T_3(λ, μ). Dokaßem obratnoe utverßdenie. Pust~ toqka (λ, μ), ØvlØØs~ toqkoæ spektra T_3(λ, μ), ne prinadleßit diskretnomu spektru matricy M_3(λ, μ), a znaqit i M_i(λ, μ).

Imeem

z^T T_3(λ, μ) = 0, z ≠ 0;

pri fftom vektor v^T = z^T S_3(λ, μ) ≠ 0, tak kak po uslovi¸ (λ, μ) ne prinadleßit diskretnomu spektru M_3(λ, μ), i M_3(λ, μ) ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra. Togda iz ravenstva (7.1.11) imeem v^T T_i(λ, μ) = 0,

236 V. N. KUBLANOVSKA˚ t.e. toqka (λ, μ) prinadleßit spektru matricy T_i(λ, μ).

Takim obrazom ustanovleno sovpadenie koneqnyh spektrov matric T_i(λ, μ) i T_3(λ, μ). Dokazatel~stvo invariantnosti koneqnyh spektrov matric T_i(λ, μ) razliqnyh nesokratimyh faktorizaciæ vida (7.1.5) zakonqeno. Takim ße sposobom ustanavlivaetsØ sovpadenie koneqnyh spektrov matric S_i(λ, μ) nesokratimyh faktorizaciæ vida (7.1.5). �tim zaverxaetsØ dokazatel~stvo teoremy dlØ nesokratimoæ faktorizacii (7.1.5). Dokazatel~stvo teoremy dlØ faktorizacii (7.1.6) provoditsØ analogiqno.

Rassmotrim teper~ nesokratimu¸ faktorizaci¸ vidy (7.1.7) dlØ sluqaØ dvuhparametriqnoæ^∗ matricy R := R(λ, μ) R(λ, μ) = S(λ, μ)T^{−1}(λ, μ)V (λ, μ). (7.1.12) Postroim dlØ racional~noæ matricy ~R(λ, μ) zadannoæ v vide nesokratimoæ faktorizacii ~R(λ, μ) = T^{−1}(λ, μ)V (λ, μ) (7.1.13) nesokratimu¸ faktorizaci¸ vida ~R(λ, μ) = ~S(λ, μ) ~T^{−1}(λ, μ), (7.1.14) tak qto T (λ, μ) ~S(λ, μ) = V (λ, μ) ~T (λ, μ). (7.1.15) VypolnØØ sootvetstvu¸wu¸ zamenu v (7.1.12), poluqim sledu¸wee predstavlenie matricy R(λ, μ) : R(λ, μ) = S(λ, μ) ~S(λ, μ) ~T^{−1}(λ, μ) ≡ ^S(λ, μ) ~T^{−1}(λ, μ). (7.1.16) Dokaßem, qto (1.16) ØvlØetsØ nesokratimoæ faktorizacieæ. Dokazatel~stvo provedem ot protivnogo.

Pust~ matrica [ ^ S(λ, μ) ~T (λ, μ) ]_B imeet koneqnyæ nepreryvnyæ spektr, (λ, μ) – toqka fftogo spektra, a x – sootvetstvu¸wiæ pravyæ sobstvennyæ vektor:

~T (λ, μ)x = 0, (7.1.17)

^S(λ, μ)x = 0. (7.1.18)

Ravenstvo (7.1.18) oznaqaet, qto libo ~S(λ, μ) x = 0, libo pri y =:

~S(λ, μ) x ≠ 0, S(λ, μ) y = 0. Vypolnenie pervogo ravenstva i ra-

venstva (7.1.17) protivoreqit predpoloßeni¸ i nesokratimosti

∗V sluqae R := R(λ) dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno.

METODY I ALGORITMY 237 faktorizacii (7.1.14). Vypolnenie vtorogo ravenstva i poluqaemogo s uqetom (7.1.15), (7.1.17) ravenstva T (λ, μ) y = T (λ, μ) ~S (λ, μ) x = V (λ, μ) ~T (λ, μ) x = 0 protivoreqit predpoloßeni¸ o nesokratimosti faktorizacii (7.1.12). Takim obrazom dokazano, qto faktorizaciØ (7.1.16) ØvlØetsØ nesokratimoæ.

V otnoxenii nesokratimyh faktorizaciæ takogo vida invariantnost~ koneqnyh spektrov matric ~T i ^S uße dokazana. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostalos~ zametit~, qto koneqnyæ spektr matricy ^S ØvlØetsØ ob¨edineniem koneqnyh spektrov matric S(λ, μ) i ~S(λ, μ), a takße, qto sovpada¸t koneqnye spektry matric T (λ, μ) i ~T (λ, μ) i koneqnye spektry matric V (λ, μ) i ~S(λ, μ). §7.2. Suwestvovanie nesokratimyh faktorizaciæ i algoritmy ih postroeniØ [6, 46]

Pust~ R(λ) i R(λ, μ) sut~ racional~nye m×n matricy, ranga ρ. V fftom paragrafe rassmatriva¸tsØ nesokratimye faktorizacii vida (7.1.5) i (7.1.6), ustanavlivaetsØ ih suwestvovanie i privodØtsØ sposoby postroeniØ.

7.2.1. Snaqala rassmotrim faktorizaci¸ vida (7.1.5) razdel~no dlØ R(λ) i R(λ, μ).

Pust~

R(λ) = S(λ)T^{−1}(λ) (7.2.1)

nesokratimaØ faktorizaciØ R(λ), udovletvorØ¸waØ svoæstvam:

(a) S(λ) i T (λ) sut~ polinomial~nye m × n i n × n matricy sootvetvenno;

(b) T – regulØrnaØ matrica; (v) M (λ) := [ S(λ), T (λ) ]_B ne imeet koneqnogo spektra.

Analogiqno, pust~ R(λ, μ) = S(λ, μ)T^{−1}(λ, μ) (7.2.2) nesokratimaØ faktorizaciØ, udovletvorØ¸waØ svoæstvam:

(a) S(λ, μ) i T (λ, μ) sut~ dvuhparametriqeskie polinomial~- nye m × n i n × n matricy sootvetstvenno;

(b) T (λ, μ) – regulØrnaØ matrica;

(v) dvuhparametriqeskaØ (m + n) × n matrica M (λ, μ) := [ S(λ, μ), T (λ, μ) ]_B

238 V. N. KUBLANOVSKA˚ ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra.

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ Teorema 7.2. 1.^0 L¸baØ racional~naØ m × n matrica R(λ) ranga

ρ moßet byt~ predstavlena v vide nesokratimoæ faktorizacii

(7.2.1.)

2.^0 L¸baØ racional~naØ dvuhparametriqeskaØ m × n matrica

R(λ, μ) ranga ρ moßet byt~ predstavlena v vide nesokratimoæ faktorizacii (7.2.2.)

Dokazatel~stvo teoremy provodim konstruktivno, opisyvaØ algoritmy postroeniØ nesokratimyh faktorizaciæ (7.2.1) i (7.2.2). �ti algoritmy ime¸t odnu i tu ße shemu realizacii i trebu¸t vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) Matricy R(λ) i R(λ, μ) zapisyva¸tsØ v vide bazovyh faktorizaciæ (7.1.1) i (7.1.2) R(λ) = K^{−1}(λ)D(λ) i R(λ, μ) = K^{−1}(λ, μ)D(λ, μ). (7.2.3) (2) Formiru¸tsØ vspomogatel~nye matricy C(λ) = [K(λ), D(λ)] dlØ R(λ), i C(λ, μ) = [K(λ, μ), D(λ, μ)] dlØ R(λ, μ). (3) Ispol~zuØ algoritm ΔW -1 dlØ C(λ) i algoritm ΔW -2 dlØ

C(λ, μ) nahodim razloßeniØ vida

C(λ)W (λ) = [Δ(λ), O], C(λ, μ)W (λ, μ) = [Δ(λ, μ), O]. (7.2.4)

Zdes~ O – nulevaØ m × n matrica; W (λ) – unimodulØrnaØ

(m + n) × (m + n) matrica; W (λ, μ) – porØdka (m + n) regulØrnaØ

matrica, unimodulØrnaØ po λ. Iz (7.2.4) sleduet, qto poslednie n stolbcy matric W (λ) i W (λ, μ) obrazu¸t bazisy nul~- prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ sootvetstvenno matric

C(λ) i C(λ, μ). Oboznaqim ffti bazisy W_0(λ) i W_0(λ, μ); pri fftom

zametim, qto W_0(λ) ne imeet koneqnogo spektra, tak kak sostoit iz stolbcov unimodulØrnoæ matricy W (λ). Budem predpolagat~, qto W_0(λ, μ) takße ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra. Poslednee ograniqenie ne umalØet obwnosti, tak kak vsegda moßet byt~ dostignuto algoritmom isqerpyvaniØ.

(4) Zapixem matricy W_0(λ) i W_0(λ, μ) v sledu¸wem bloqnom vide

W_0(λ) = [W_1(λ, W_2(λ)]^B ; W_0(λ, μ) = [W_1(λ, μ), W_2(λ, μ)]^B

METODY I ALGORITMY 239 s blokami W_1 i W_2 razmerov m × n i n × n sootvetstvenno.

Togda v kaqestve matric S i T dlØ nesokratimoæ faktorizacii (7.2.1) i (7.2.2) berutsØ matricy

S(λ) := −W_1(λ), T (λ) := W_2(λ); (7.2.5)

S(λ, μ) := −W_1(λ, μ), T (λ, μ) := W_2(λ, μ). (7.2.6)

DlØ dokazatel~stva teoremy sleduet ustanovit~, qto pri vybore T i S iz (7.2.5) i (7.2.6) spravedlivy predstavleniØ R(λ) i R(λ, μ) v vide faktorizaciæ (7.2.1) i (7.2.2) sootvetstvenno, i dlØ kaßdogo iz nih vypolnØ¸tsØ svoæstva (a)–(v).

Obosnovanie rassmotrennyh algoritmov, a, sledovatel~no, i dokazatel~stvo teoremy 7.2 dlØ odno- i dvuhparametriqeskih racional~nyh matric provoditsØ po odnomu i tomu ße planu. DlØ opredelennosti privodim dokazatel~stvo dlØ R(λ, μ).

UqityvaØ, qto stolbcy matricy W_0(λ, μ) obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva C(λ, μ), imeem C(λ, μ)W_0(λ, μ) = O ili v razvernutom vide

K(λ, μ)W_1(λ, μ) + D(λ, μ)W_2(λ, μ) = O, (7.2.7)

gde po uslovi¸ K(λ, μ) – regulØrnaØ polinomial~nØ matrica,

D(λ, μ) – polinomial~naØ m × n matrica.

Snaqala ustanovim spravedlivost~ svoæstva (b), t.e. regulØrnost~ matricy W_2(λ, μ).

Dopustim protivnoe i pust~ stolbcy matricy Y (λ, μ) obrazu- ¸t bazis netrivial~nogo pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy W_2(λ, μ), tak qto W_2(λ, μ)Y (λ, μ) = O, Y (λ, μ) ≢ O. Togda iz (7.2.7) imeem K(λ, μ) W_1(λ, μ) Y (λ, μ) = O. Dalee, tak kak matrica W_0(λ, μ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang, to s uqetom skazannogo imeem W_0(λ, μ) Y (λ, μ) = [ W_1(λ, μ) Y (λ, μ) O ] ≠ O.

240 V. N. KUBLANOVSKA˚ Sledovatel~no matrica Z(λ, μ) := W_1(λ, μ)Y (λ, μ) ≢ O udovletvorØet ravenstvu K(λ, μ) Z(λ, μ) = O, qto protivoreqit regulØrnosti matricy K(λ, μ). Protivoreqie dokazyvaet regulØrnost~ matricy T (λ, μ) := W_2(λ, μ). Dalee, uqityvaØ regulØrnost~ matric K(λ, μ) i W_2(λ, μ) iz (7.2.7) nahodim −W_1(λ, μ)W^{−1}_2 (λ, μ) = K^{−1}(λ, μ) D(λ, μ) = R(λ, μ), qto dokazyvaet spravedlivost~ ravenstva (7.2.2) pri vybore

T (λ, μ) i S(λ, μ) v vide (7.2.6). Spravedlivost~ svoæstv (a) i (b)

ustanovlena. Spravedlivost~ svoæstva (v) sleduet iz togo, qto matrica [−S(λ, μ), T (λ, μ)]^B v silu ravenstv (7.2.6) sovpadaet s matriceæ W_0(λ, μ), kotoraØ po postroeni¸ ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra. �tim zaverxaetsØ dokazatel~stvo utverßdeniØ 2^0 teoremy 7.2. Dokazatel~stvo utverßdeniØ 1^0 provoditsØ po toæ ße sheme.

Zameqanie. Esli v rassmatrivaemom vyxe algoritme v kaqestve matric W_0(λ) i W_0(λ, μ) (sm. operaci¸ (3)) vybrat~ minimal~- nye bazisy nul~-prostranstv iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ sootvetstvenno matric C(λ) i C(λ, μ), to matricy M (λ) i

M (λ, μ) iz svoæstv (v) faktorizaciæ (7.2.1) i (7.2.2) budut imet~

minimal~nye stepeni, tak qto (7.2.1) i (7.2.2) budut nesokratimymi faktorizaciØmi, minimal~nymi po stepenØm vhodØwih v nih somnoßiteleæ.

7.2.2. Rassmotrim nesokratimye faktorizacii R(λ) i R(λ, μ) vida (7.1.6).

Pust~

R(λ) = T^{−1}(λ) S(λ) (7.2.9)

nesokratimaØ faktorizaciØ, udovletvorØ¸waØ svoæstvam: (a) T (λ) i S(λ) sut~ polinomial~nye m × m i m × n matricy; (b) T (λ) – regulØrnaØ matrica; (v) polinomial~naØ m × (n + m) matrica

M (λ) := [S(λ), T (λ)]

ne imeet koneqnogo spektra.

METODY I ALGORITMY 241 Analogiqno pust~

R(λ, μ) = T^{−1}(λ, μ) S(λ, μ) (7.2.10)

nesokratimaØ faktorizaciØ, udovletvorØ¸waØ svoæstvam:

(a) T (λ, μ) i S(λ, μ) sut~ dvuhparametriqeskie polinomial~- nye m × m i m × n matricy;

(b) T (λ, μ) – regulØrnaØ matrica;

(v) dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ m×(n+m) matrica M (λ, μ) := [S(λ, μ, T (λ, μ)] ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra.

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema 7.3. 1.^0 L¸baØ racional~naØ m × n matrica R(λ) ranga

ρ moßet byt~ predstavlena v vide nesokratimoæ faktorizacii

(7.2.9).

2.^0 L¸baØ racional~naØ m × n matrica R(λ, μ) ranga ρ moßet byt~ predstavlena v vide nesokratimoæ faktorizacii (7.2.10).

Dokazatel~stvo teoremy provoditsØ konstruktivno po tomu ße planu, qto i teoremy 7.2. Raznica sostoit tol~ko v vybore bazovyh faktorizaciæ. Zdes~ v kaqestve bazovyh sleduet vzØt~ faktorizacii (7.1.3) i (7.1.4), imenno

R(λ) := D(λ) K^{−1}(λ) i R(λ, μ) := D(λ, μ) K^{−1}(λ, μ) (7.2.11)

Dalee sleduet primenit~ algoritm p. 7.2.1 k matrice

R_1(λ) := R^T (λ) i R_1(λ, μ) := R^T (λ, μ)

vzØv v kaqestve

K_1(λ) := K^T (λ) i K_1(λ, μ) := K^T (λ, μ),

a matricy K(λ) i K(λ, μ) iz (7.2.11).

Primeniv xagi (2)–(4) upomØnutogo algoritma p.7.2.1 pridem k razloßeniØm

R_1(λ) = −W_1(λ)W^{−1}_2 (λ) i R_1(λ, μ) = −W_1(λ, μ)W^{−1}_2 (λ, μ)

Tak qto iskomye razloßeniØ (7.2.9) i (7.2.10) budut

R(λ) = T^{−1}(λ) S(λ), gde T (λ) := W^T_2 (λ), S(λ) := −W^T_1 (λ); R(λ, μ) = T^{−1}(λ, μ) S(λ, μ), gde T (λ, μ) := W^T_2 (λ, μ), S(λ, μ) = −W^T_1 (λ, μ).

242 V. N. KUBLANOVSKA˚

§7.3. Minimal~naØ nesokratimaØ faktorizaciØ racional~nyh matric polnogo ranga i algoritm ee postroeniØ [6, 46]

Pust~ R(λ) i R(λ, μ) racional~nye m × n matricy polnogo stolbcovogo ranga n. Rassmotrim faktorizaci¸ R(λ)

R(λ) = S(λ) T^{−1}(λ), (7.3.1)

udovletvorØ¸wu¸ svoæstvam:

(a) S(λ) i T (λ) – polinomial~nye m × n i n × n matricy; (b) T (λ) – regulØrnaØ matrica; (v) polinomial~naØ (m + n) × n matrica [S(λ), T (λ)]^B ne imeet spektra (kak koneqnogo tak i beskoneqnogo).

Analogiqno rassmotrim faktorizaci¸ R(λ, μ) vida R(λ, μ) = S(λ, μ) T^{−1}(λ, μ), (7.3.2) udovletvorØ¸wu¸ svoæstvam:

(a) S(λ, μ) i T (λ, μ) – dvuhparametriqeskie polinomial~nye

m × n i n × n matricy;

(b) T (λ, μ) – regulØrnaØ matrica;

(v) dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ (m + n) × n matrica

[S(λ, μ), T (λ, μ)]^B ne imeet nepreryvnogo spektra.

K faktorizaciØm (7.3.1) i (7.3.2) budem ssylat~sØ kak minimal~nym nesokratimym faktorizaciØm sootvetstvenno matric

R(λ) i R(λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga.

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema 7.4. 1.^0 L¸baØ m×n racional~naØ matrica R(λ) polnogo stolbcovogo ranga moßet byt~ predstavlena v vide minimal~noæ nesokratimoæ faktorizacii (7.3.1).

2.^0 L¸baØ m × n dvuhparametriqeskaØ racional~naØ matrica

R(λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga moßet byt~ predstavlena v vide minimal~noæ nesokratimoæ faktorizacii (7.3.2).

Dokazatel~stvo teoremy provedem konstruktivno, opisyvaØ algoritmy realizu¸wie minimal~nu¸ faktorizaci¸ matric R(λ) i R(λ, μ). Preßde vsego zametim, qto minimal~nye faktorizacii (7.3.1) i (7.3.2) otliqa¸tsØ ot nesokratimoæ faktorizacii (7.2.1) i (7.2.2) sootvetstvenno dlØ R(λ) i R(λ, μ) tol~ko svoæstvom (v).

METODY I ALGORITMY 243 Vypolnenie svoæstva (v) dlØ minimal~noæ faktorizacii vleqet vypolnenie svoæstva (v) dlØ nesokratimoæ faktorizacii kak dlØ

R(λ), tak i dlØ R(λ, μ). �to zameqanie pozvolØet dlØ postroeniØ

minimal~nyh faktorizaciæ matric R(λ) i R(λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga qastiqno ispol~zovat~ algoritm postroeniØ nesokratimoæ faktorizacii dlØ R(λ) i R(λ, μ) proizvol~nogo ranga.

Algoritmy vyqisleniØ minimal~noæ faktorizacii dlØ R(λ) i R(λ, μ) trebu¸t vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) Matricy R(λ) i R(λ, μ) zapisyva¸tsØ v vide bazovoæ faktorizacii R(λ) = K^{−1}(λ)D(λ), R(λ, μ) = K^{−1}(λ, μ)D(λ, μ). (2) Formiru¸tsØ vspomogatel~nye matricy

C(λ) := [K(λ), D(λ)] dlØ R(λ) i C(λ, μ) := [K(λ, μ), D(λ, μ)] dlØ R(λ, μ). (3) NahodØtsØ matricy W (λ) i W (λ, μ), realizu¸wie ΔW -1 i ΔW -2 faktorizacii matric C(λ) i C(λ, μ) sootvetstvenno:

C(λ) W (λ) = [Δ(λ), O]; C(λ, μ) W (λ, μ) = [Δ(λ, μ), O]. Zdes~ O – nulevaØ m × n-matrica, W (λ) – unimodulØrnaØ matrica, W (λ, μ) – regulØrnaØ matrica, unimodulØrnaØ po λ.

(4) Bazisy nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ matric C(λ) i C(λ, μ), obrazovannye iz poslednih n stolbcov matric W (λ) i W (λ, μ), perestraiva¸tsØ v minimal~nyæ bazis v sduqae C(λ) i v bazis, ne soderßawiæ koneqnogo nepreryvnogo spektra v sluqae C(λ, μ) (oboznaqim ih po-preßnemu W_0(λ) i

W_0(λ, μ)) nul~-prostranstv iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ

sootvetstvenno matric C(λ) i C(λ, μ).

Zametim, qto algoritm postroeniØ minimal~nyh faktorizaciæ otliqaetsØ ot algoritma postroeniØ nesokratimyh faktorizaciæ matric R(λ) i R(λ, μ) tol~ko xagom (4), imenno: postroennye matricy W_0(λ) i W_0(λ, μ), kak matricy, sostavlennyh iz stolbcov minimal~nyh bazisov, ne ime¸t kak koneqnyh, tak i beskoneqnyh sobstvennyh znaqeniæ.

(5) Matricy W_0(λ) i W_0(λ, μ) zapisyva¸tsØ v bloqnom vide

W_0(λ) = [ W_1(λ), W_2(λ) ]_B i W_0(λ, μ) = [ W_1(λ, μ, W_2(λ, μ) ]_B

244 V. N. KUBLANOVSKA˚ s blokami W_1 i W_2 razmerov m×n i n×n sootvetstvenno. Togda v kaqestve matric S i T minimal~nyh faktorizaciæ R(λ) i R(λ, μ) berutsØ matricy

S(λ) := −W_1(λ), T (λ) = W_2(λ); (7.3.3)

S(λ, μ) := −W_1(λ, μ), T (λ, μ) = W_2(λ, μ). (7.3.4)

Obosnovanie algoritma postroeniØ minimal~noæ faktorizacii, a, sledovatel~no, i dokazatel~stvo teoremy 7.3.1 provoditsØ po tomu ße planu, qto i obosnovanie algoritmov nesokratimoæ faktorizacii iz §7.2.

Analogiqno v §7.2 provoditsØ dokazatel~stvo suwestvovaniØ i algoritm postroeniØ minimal~noæ faktorizacii matric R(λ) i R(λ, μ) polnogo stroqnogo ranga.

§7.4. Minimal~naØ nesokratimaØ faktorizaciØ racional~nyh matric proizvol~nogo ranga i algoritm ee postroeniØ

7.4.1 Opredelenie minimal~noæ nesokratimoæ faktorizacii [46].

Pust~ R(λ) racional~naØ m × n matrica ranga ρ 6 min(m, n). Rassmotrim faktorizaci¸ R(λ) vida

R(λ) = S(λ)T^{−1}V (λ), (7.4.1)

udovletvorØ¸wu¸ sledu¸wim svoæstvam:

(a) S(λ), T (λ), V (λ) sut~ polinomial~nye matricy sootvetstvenno razmerov m × ρ, ρ × ρ, ρ × n, ime¸wie rang ρ, sovpada¸wiæ s rangom R(λ);

(b) T (λ) – regulØrnaØ matrica;

(v) Polinomial~naØ (m+ρ)×ρ matrica [S(λ), T (λ)]^B ne imeet spektra (ili qto to ße, ne imeet koneqnyh i beskoneqnyh sobstvennyh znaqeniæ).

(g) Polinomial~naØ ρ × (n + ρ) matrica [T (λ), V (λ)] ne imeet koneqnogo spektra.

Vvedem v rassmotrenie analogiqnu¸ faktorizaci¸ dlØ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ m × n matrice R(λ, μ) ranga

ρ 6 min(m, n) : R(λ, μ) = S(λ, μ)T^{−1}(λ, μ)V (λ, μ), (7.4.2) udovletvorØ¸wu¸ sludu¸wim svoæstvam:

METODY I ALGORITMY 245 (a) S(λ, μ), T (λ, μ) i V (λ, μ) sut~ dvuhparametriqeskie polinomial~nye matricy sootvetstvenno razmerov m × ρ, ρ × ρ i ρ × n, ime¸wie rang ρ, sovpada¸wiæ s rangom racional~noæ matri- cy R(λ, μ); (b) T (λ, μ) - regulØrnaØ matrica;

(v) Polinomial~naØ dvuhparametriqeskaØ (m + ρ) × ρ matrica

[S(λ, μ), T (λ, μ)] ne imeet nepreryvnogo spektra (drugimi slo-

vami, ne imeet koneqnyh i beskoneqnyh odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ);

(g) Polinomial~naØ dvuhparametriqeskaØ ρ × (ρ + n) matrica

[T (λ, μ), V (λ, μ)] ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra.

K faktorizaciØm (7.4.1) i (7.4.2), udovletvorØ¸wim svoæstvam (a)–(g), budem ssylat~sØ kak k minimal~nym faktorizaciØm matric R(λ) i R(λ, μ) sootvetstvenno.

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ

Teorema 7.5. 1^0. L¸baØ m × n racional~naØ matrica R(λ) ranga ρ 6 min(m, n) moßet byt~ predstavlena v vide minimal~noæ nesokratimoæ faktorizacii (7.4.1).

2^0. L¸baØ m × n dvuhparametriqeskaØ racional~naØ matrica R(λ, μ) ranga ρ 6 min(m, n) moßet byt~ predstavlena v vide minimal~noæ nesokratimoæ faktorizacii (7.4.2).

7.4.2. Algoritmy postroeniØ minimal~noæ nesokratimoæ faktorizacii. Dokazatel~stvo suwestvovaniØ minimal~noæ faktorizacii dlØ matric R(λ) i R(λ, μ) provedem konstruktivno, opisyvaØ algoritmy ih realizu¸wie.

7.4.2.1. Snaqala rassmotrim algoritm, realizu¸wiæ minimal~nu¸ faktorizaci¸ (7.4.1) dlØ matricy R(λ). On trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ

(1) Matricu R(λ) zapisat~ v vide bazovoæ faktorizacii

R(λ) = K^{−1}(λ)D(λ) (7.4.3)

gle K(λ) – regulØrnaØ m × m polinomial~naØ matrica, D(λ) – polinomial~naØ m × n matrica ranga ρ.

(2) Ispol~zuØ algoritm ΔW -1, vyqislit~ rangovu¸ faktorizaci¸ matricy D(λ) vida

D(λ)W (λ) = [Δ(λ), O]. (7.4.4)

Zdes~ O–nulevaØ m×(n−ρ) matrica, W (λ) – unimodulØrnaØ n×n matrica, Δ(λ) – polnogo stolbcovogo ranga matrica razmerov

246 V. N. KUBLANOVSKA˚

m × ρ, spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym spektrom matricy D(λ). (3) Vyqislit~ ρ × n matricu V (λ), obrazovannu¸ pervymi ρ strokami unimodulØrnoæ matricy W^{−1}(λ).

(4) Razloßenie (7.4.3) s uqetom (7.4.4) zapisat~ v vide

R(λ) = R_1(λ)V (λ) (7.4.5)

gde R_1(λ) := K^{−1}(λ)Δ(λ) – racional~naØ m × ρ matrica polnogo ranga ρ.

(5) K matrice R_1(λ) primenit~ algoritm minimal~noæ nesokratimoæ faktorizacii opisannyæ v §7.3:

R_1(λ) = −W^{(1)}_1 (λ)[W^{(1)}_2 (λ)]^{−1}, (7.4.6)

gde [W^{(1)}_1 (λ), W^{(1)}_2 ]^B ≡ W^{(1)}_0 (λ) est~ matrica, stolbcy kotoroæ obrazu¸t minimal~nyæ bazis nul~-prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy C_1(λ) ≡ [K(λ), Δ(λ)]. Togda s uqetom (7.4.6) ravenstvo (7.4.5) budet

R(λ) = −W^{(1)}_1 (λ)[W^{(1)}_2 (λ)]^{−1}V (λ). (7.4.7)

Zdes~ po postroeni¸ W^{(1)}_2 (λ) – regulØrnaØ ρ × ρ polinomial~naØ matrica; W_1(λ) i V (λ) matricy m × ρ i ρ × n polnogo ranga, pri fftom V (λ) ne imeet koneqnogo spektra kak matrica sostavlennaØ iz strok unimodulØrnoæ matricy W^{−1}(λ).

Oboznaqiv

S(λ) := −W^{(1)}_1 (λ), T (λ) := W^{(1)}_2 (λ), V (λ) := V (λ),

razloßenie (7.4.7) zapixem v vide

R(λ) = S(λ) T^{−1}(λ) V (λ). (7.4.8)

DlØ dokazatel~stva minimal~noæ nesokratimoæ faktorizacii

R(λ) v forme (7.4.8) dostatoqno ustanovit~ spravedlivost~

svoæstva (g), tak kak spravedlivost~ svoæstv (a)–(v) sleduet iz svoæstv minimal~noæ faktorizacii racional~noæ matricy

R_1(λ) := S(λ)T^{−1}(λ)

polnogo stolbcovogo ranga.

Otsutstvie koneqnogo spektra u matricy [T (λ), V (λ)], polnogo stroqnogo ranga ρ sleduet iz svoæstv matricy V (λ), sostavlennoæ iz strok unimodulØrnoæ matricy i, sledovatel~no, ne ime¸weæ koneqnogo spektra.

METODY I ALGORITMY 247 �tim zaverxaetsØ obosnovanie algoritma postroeniØ minimal~noæ faktorizacii (7.4.1) dlØ racional~noæ matricy R(λ).

7.4.2.2. Pereædem k dokazatel~stvu utverßdeniØ 2^0. DlØ fftogo snaqala opixem algoritm postroeniØ minimal~noæ faktorizacii (7.4.2) dlØ R(λ, μ). On trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) Matrica R(λ, μ) zapisyvaetsØ v vide bazovoæ faktorizacii (7.1.2): R(λ, μ) = K^{−1}(λ, μ)D(λ, μ), (7.4.9) gde K(λ, μ) – regulØrnaØ m × m dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica, D(λ, μ) – dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ

m × n matrica ranga ρ.

(2) PrimenØØ ΔW -2 algoritm, nahoditsØ faktorizaciØ D(λ,μ)

D(λ, μ)W (λ, μ) = [Δ(λ, μ), O]. (7.4.10)

Zdes~ O-nulevaØ m × (n − ρ) matrica, W (λ, μ) – regulØrnaØ matrica, unimodulØrnaØ po λ, tak qto polinom

det W (λ, μ) = φ(μ)

imeet korni* μ_1, . . . , μ_q, kotorye opredelØ¸tsØ v processe realizacii razloßeniØ (7.4.10); Δ(λ, μ) – dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ m × ρ matrica ranga ρ , nepreryvnyæ spektr kotoroæ sostoit iz ob¨edineniØ koneqnogo nepreryvnogo spektra matricy D(λ, μ) i spektra matricy W (λ, μ).

(3) Na baze ΔW -2 razloßeniØ (7.4.10) dvuhparametriqeskoæ matricy D(λ, μ) stroitsØ ∇V -2 razloßenie vida D(λ, μ) = ∇(λ, μ)V (λ, μ), (7.4.11) gde ∇(λ, μ) – dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ m × ρ matrica, polnogo stolbcovogo ranga, nepreryvnyæ spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym nepreryvnym spektrom matricy D(λ, μ). Tak qto v otliqie ot matricy Δ(λ, μ) razloßeniØ (7.4.10) matrica

∇(λ, μ) ne imeet μ = μ_i, i = 1 . . . q, svoimi odnomernymi sobstven-

nymi znaqeniØmi. DvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ ρ × n matrica V (λ, μ) ranga ρ ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra. Algoritm razloßeniØ (7.4.11) opisan v §6.2.

*V dal~neæxem dlØ prostoty rassußdeniæ sqitaem μ1, . . . , μq ne kratnymi kornØmi φ(μ).

248 V. N. KUBLANOVSKA˚

Zdes~ my privodim osnovnye fftapy ego realizacii. (3.1) Ispol~zuØ algoritm Lever~e–Faddeeva (sm. gl.8) vyqislØetsØ racional~naØ regulØrnaØ matrica W^{−1}(λ, μ) v vide

W^{−1}(λ, μ) = 1 φ(μ) B(λ, μ), (7.4.12)

gde B(λ, μ) est~ regulØrnaØ n × n matrica, so¸znaØ dlØ regulØrnoæ matricy W (λ, μ) razloßeniØ (7.4.10). Ravenstvo (7.4.10) s uqetom (7.4.12) primet vid D(λ, μ) = Δ(λ, μ)B_{ρn}(λ, μ) 1 φ(μ) , (7.4.13)

gde B_{ρn}(λ, μ) est~ ρ × n matrica, sostavlennaØ iz pervyh ρ strok matricy B(λ, μ).

(3.2) VyqislØ¸tsØ dvuhparametriqeskie polinomial~nye m× ρ matrica ∇(λ, μ) iz (7.4.11) i ρ × n vspomogatel~naØ matrica

C_{ρn}(λ, μ) po formulam: ∇(λ, μ) = Δ(λ, μ)P^{−1}(λ, μ) C_{ρn}(λ, μ) = P (λ, μ)B_{ρn}(λ, μ). (7.4.14)

Zdes~ P^{−1}(λ, μ) =^q ∏ k=1 W_k(λ)T^{−1}_k (μ), P (λ, μ) =^1 ∏ k=q T_k(μ)W^{−1}_k (λ);

T_k(μ) = diag{I_{ρ−1}, (μ − μ_k)}. Matricy W_k(λ) i W^{−1}_k (λ) – unimo-

dulØrnye razmerov ρ × ρ. Vyqislenie matric ∇(λ, μ) i C_{ρn}(λ, μ) provoditsØ parallel~no za q-xagov, gde q – qislo sobstvennyh znaqeniæ μ = μ_i (i = 1 . . . q), podleßawih isqerpyvani¸. Rassmotrim vypolnenie tipiqnogo (pervogo) xaga.

(i) PolagaØ ∇_0(λ, μ) := Δ(λ, μ), dlØ fiksirovannogo μ = μ_1 vyqislØetsØ matrica D_1(λ) := ∇_0(λ, μ_1), i nahoditsØ unimodulØrnaØ matrica W_1(λ), realizu¸waØ ΔW -1 razloßenie odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy D_1(λ).

(ii) VyqislØetsØ unimodulØrnaØ matrica W^{−1}_1 (λ), obratnaØ k matrice W_1(λ). Operacii (i), (ii) vypolnØ¸tsØ, ispol~zuØ ΔW -1 algoritm.

(iii) VyqislØ¸tsØ dvuhparametriqeskie polinomial~nye matricy

Δ_1(λ, μ) = ∇_0(λ, μ)W_1(λ);

B^{(1)}(λ, μ) := W^{−1}_1 (λ)B^{(0)}(λ, μ), B^{(0)}(λ) := B_{ρn}(λ, μ)

METODY I ALGORITMY 249 i polinomial~nye dvuhparametriqeskie matricy ∇_1(λ, μ) i

C^{(1)}(λ, μ):

∇_1(λ, μ) = Δ_1(λ, μ)d^{−1}_1 (μ) = Δ_1(λ, μ)diag{I_{ρ−1}, (μ − μ_1)^{−1}};

C^{(1)}(λ, μ) = d_1(μ)B^{(1)}(λ, μ) = [ (μ − μ_1)B^{(1)}_{ρ−1}(λ, μ) b^{(1)}_ρ (λ, μ) ] . Zdes~ qerez B^{(1)}_{ρ−1}(λ, μ) i b^{(1)}ρ (λ, μ) oboznaqeny bloki matricy

B^{(1)}(λ, μ), sostavlennye sootvetstvenno iz pervyh (ρ − 1) strok i

posledneæ stroki ee. Operacii (i)–(iii) povtorØ¸tsØ dlØ μ = μ_2 s matricami ∇_1(λ, μ) i C^{(1)}(λ, μ). Process zakanqivaetsØ na xage q, kogda budut vyqisleny matricy vida (7.4.14): ∇_q(λ, μ) ≡ ∇(λ, μ) i C^{(q)}(λ, μ) ≡ C_{ρn}(λ, μ). (3.3) Ravenstvo (7.4.13) zapisyvaetsØ v vide D(λ, μ) = ∇(λ, μ)P (λ, μ)B_{ρn}(λ, μ) 1 φ(μ) = = ∇(λ, μ)C_{ρn}(λ, μ) 1 φ(μ) = ∇(λ, μ)R_1(λ, μ), (7.4.15)

gde R_1(λ, μ) = C_{ρn}(λ, μ)^1_{φ(μ)} – racional~naØ matrica polnogo stroqnogo ranga ρ.

(3.4) Ispol~zuØ algoritm §7.3, nahoditsØ minimal~naØ faktorizaciØ matricy R^T_1 (λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga

R^T_1 (λ, μ) = 1 φ(μ) C^T_{ρn}(λ, μ) = S_1(λ, μ)T^{−1}_1 (λ, μ), (7.4.16)

tak qto

D(λ, μ) = ∇(λ, μ)T^{−T}_1 (λ, μ)S^T_1 (λ, μ), (7.4.17)

PolagaØ V (λ, μ) := T^{−T}_1 (λ, μ)S^T_1 (λ, μ), poluqim razloßenie vida (7.4.11) dlØ matricy D(λ, μ).

(4) K racional~noæ m × ρ matrice R_{mρ}(λ, μ) := K^{−1}(λ, μ)∇(λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga ρ, primenim algoritm minimal~noæ faktorizacii iz §7.3. Imeem R_{mρ}(λ, μ) = S(λ, μ)T^{−1}_{ρρ} (λ, μ), (7.4.18)

250 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde S(λ, μ) i T (λ, μ) ime¸t razmery m × ρ i ρ × ρ, i matrica

T (λ, μ) est~ regulØrnaØ. Togda s uqetom ravenstv (7.4.9), (7.4.11)

i (7.4.18) matrica R(λ, μ) budet R(λ, μ) = S(λ, μ)T^{−1}(λ, μ)V (λ, μ). (7.4.19) Dokaßem, qto (7.4.19) est~ minimal~naØ faktorizaciØ. Deæstvitel~no, spravedlivost~ svoæstv (a)–(v) vytekaet iz analogiqnyh svoæstv minimal~noæ faktorizacii (7.4.18) matricy R_{mρ}(λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga. Polnota ranga matricy V (λ, μ) sleduet iz postroeniØ posledneæ. Spravedlivost~ svoæstva (g), t.e. otsutstvie koneqnogo nepreryvnogo spektra u matricy [T (λ, μ), V (λ, μ)] vytekaet iz svoæstv matricy V (λ, μ), kotoraØ po postroeni¸ (sm. algoritm ∇V -2 v §6.2) ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra. �tim zaverxaetsØ obosnovanie algoritma postroeniØ minimal~noæ faktorizacii i dokazatel~stvo teoremy 7.4.1.

ZameqaniØ. 1. Minimal~naØ faktorizaciØ (7.3.1) i (7.3.2) dlØ racional~nyh matric R(λ) i R(λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga ØvlØetsØ qastnym sluqaem minimal~noæ faktorizacii (7.4.1) i (7.4.2) dlØ R(λ) i R(λ, μ) proizvol~nogo ranga ρ i poluqaetsØ pri V (λ) = I i V (λ, μ) = I sootvetstvenno. (I – ediniqnaØ

n × n matrica. Vypolnenie svoæstva (g), t.e. otsutstvie koneq-

nogo spektra u matricy [T, V ] ≡ [T, I], v fftom sluqae oqevidno.

2. Minimal~nye faktorizacii (7.3.1) i (7.3.2) matric R(λ) i R(λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga ØvlØ¸tsØ qastnym sluqaem nesokratimoæ faktorizacii (7.2.1) i (7.2.2) dlØ R(λ) i R(λ, μ) proizvol~nogo ranga. Oni otliqa¸tsØ svoæstvom (v), vypolnenie kotorogo dlØ minimal~noæ faktorizacii vleqet vypolnenie svoæstva (v) dlØ nesokratimoæ faktorizacii.

§7.5. Rexenie spektral~nyh zadaq dlØ racional~nyh matric

7.5.1. Opredelenie osobyh toqek. Opredelenie koneqnyh osobyh toqek tipa nul~ i tipa pol¸s dlØ odnoparametriqeskoæ matricy R(λ) obyqno daetsØ, ispol~zuØ kanoniqesku¸ formu Smita–MakMilana dlØ R(λ) (sm. gl. 1). Po-vidimomu, analogiqnoæ kanoniqeskoæ formy dlØ dvuhparametriqeskoæ racional~- noæ matricy ne suwestvuet.

Niße privoditsØ opredelenie osoboæ toqki racional~noæ matricy, ne zavisØweæ ot qisla ee parametrov.

METODY I ALGORITMY 251 Pust~ {_{gk} p_k } , k = 1, . . . , t, sut~ sovokupnost~ nesokratimyh dro-

beæ; Ψ est~ obwee kratnoe vseh znamenateleæ p_1, . . . , p_t; Ψ =

p_kv_k, ε_k = g_kv_k, tak qto g_k p_k = ε_k Ψ , k = 1, . . . , t. Imeet mesto sledu¸waØ teorema.

Teorema 7.6. DlØ togo, qtoby Ψ bylo NOK vseh polinomov

p_1, . . . , p_k, neobhodimo i dostatoqno, qtoby polinomy Ψ, p_1, . . . , p_k ne imeli obwego delitelØ. Drugimi slovami, neobhodimo i dostatoqno, qtoby sistema { ε_k = 0, k = 1, . . . , t, Ψ = 0

• ne imela koneqnyh korneæ v sluqae polinomov ot odnoæ peremennoæ;

• ne imela koneqnyh odnomernyh korneæ v sluqae polinomov ot dvuh peremennyh.

Pust~ R est~ m × n racional~naØ matrica ranga ρ. Vvedem v rassmotrenie sledu¸wu¸ sovokupnost~ drobno-racional~nyh funkciæ R ( i_1 . . . i_k j_1 . . . j_k ) ≡ η^{(k)}_{īj̄} θ^{(k)}_{īj̄} , (7.5.1) 1 6 i1 < . . . < ik 6 m, 1 6 j1 < . . . < jk 6 n, k = 1, . . . , ρ. Zdes~ R ( i_1 . . . i_k j_1 . . . j_k ) – minor porØdka k, sostavlennyæ iz

fflementov matricy R, stoØwih na pereseqenii strok s nomerami

i_1, . . . , i_k i stolbcov s nomerami j_1, . . . , j_k , qerez ī i j̄ oboznaqe-

ny sootvetstvenno mul~tiindeksy: ī = (i_1, . . . , i_k), j̄ = (j_1, . . . , j_k);

η^{(k)}_{īj̄} i θ^{(k)}_{īj̄} – poparno vzaimno-prostye polinomy ot odnoæ pere-

mennoæ dlØ R := R(λ) i ot dvuh peremennyh dlØ R := R(λ, μ). Oboznaqim qerez Ψ – NOK vseh znamenateleæ drobno-racional~nyh funkciæ sovokupnosti (7.5.1). Po opredeleni¸ NOK skalØrnyh polinomov

Ψ = θ^{(k)}_{īj̄} ω^{(k)}_{īj̄} ,

gde ω^{(k)}_{īj̄} ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi polinomami dlØ vseh ī =

(i_1 . . . i_k), j̄ = (j_1, . . . , j_k), k = 1, . . . , ρ. Zapixem (7.5.1) v ffkviva-

252 V. N. KUBLANOVSKA˚ lentnom vide ε^{(k)}_{īj̄} Ψ = R ( i_1 . . . i_k j_1 . . . j_k ) , (7.5.2) 1 6 i1 < . . . < ik 6 m, 1 6 j1 < . . . < jk 6 n, k = 1, . . .ρ, gde ε^{(k)}_{īj̄} = η^{(k)}_{īj̄} ω^{(k)}_{īj̄} .

Togda v silu teoremy 7.5.1 sistema nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ { ε^{(k)}_{īj̄} = 0, 1 6 i_1 < . . . < i_k 6 m; 1 6 j_1 < . . . < j_k 6 n, Ψ = 0, k = 1, . . . , ρ (7.5.3)

ne imeet

• koneqnyh rexeniæ v sluqae R = R(λ);

• koneqnyh odnomernyh rexeniæ v sluqae R = R(λ, μ). Geometriqeskoe mesto toqek, ØvlØ¸wihsØ kornØmi algebraiqeskogo uravneniØ

Ψ = 0, (7.5.4)

nazovem koneqnymi pol¸sami racional~noæ matricy R. Geometriqeskoe mesto toqek, ØvlØ¸wihsØ kornØmi sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ

ε^{(ρ)}_{īj̄} = 0

ī = (i_1 . . . i_ρ), j̄ = (j_1 . . . j_ρ), 1 6 i1 < . . . < jρ 6 m, 1 6 j1 < . . . < jρ 6 n. (7.5.5) nazovem koneqnymi nulØmi racional~noæ matricy R ranga ρ.

Zametim, qto pri R := R(λ) uravnenie (7.5.4) ØvlØetsØ algebraiqeskim uravneniem ot odnoæ peremennoæ; sistema (7.5.5) est~ sistema algebraiqeskih uravneniæ ot odnoæ peremennoæ. Pri R := R(λ, μ) korni uravneniØ (7.5.4) ØvlØ¸tsØ odnomernymi, kak korni uravneniØ ot dvuh peremennyh. Sistema (7.5.5) est~ sistema nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot dvuh peremennyh i moßet imet~ kak nul~mernye, tak i odnomernye korni. Ots¸da, koneqnye pol¸sy racional~noæ funkcii R(λ, μ) ØvlØ- ¸tsØ vse odnomernymi, kak korni uravneniØ (7.5.4); nuli R(λ, μ) mogut byt~ diskretnymi, sovpada¸wimi s nul~mernymi rexeniØmi (7.5.5), i nepreryvnymi, sovpada¸wimi s odnomernymi rexeniØmi (7.5.5).

METODY I ALGORITMY 253 Kak uße otmeqali, sistema uravneniæ (7.5.3) ne imeet koneqnyh rexeniæ v odnomernom sluqae i koneqnyh odnomernyh rexeniæ v dvumernom sluqae. Odnako, v dvumernom sluqae ffta sistema moßet imet~ nul~mernye rexeniØ. V dal~neæxem poslednie budem nazyvat~ toqkami neopredelennosti matricy R(λ, μ).

Vvedennye spektral~nye harakteristiki invariantny k unimodulØrnym preobrazovaniØm racional~noæ matricy. Spravedlivost~ sleduet iz sledstviØ 7.6.8.

Opredelenie pol¸sov i nuleæ racional~noæ matricy, dannoe vyxe, v sluqae R := R(λ), soglasuetsØ s opredeleniem pol¸sov i nuleæ, obyqno davaemym s ispol~zovaniem kanoniqeskoæ formy Smita–MakMillana.

Spravedliva teorema [236].

Teorema 7.7. L¸baØ m × n racional~naØ matrica R(λ) ranga ρ ffkvivalentna kanoniqeskoæ forme Smita–MakMillana vida

Σ(λ) = block diag, { φ_1(λ) ψ_i(λ) , . . . , φ_ρ(λ) ψ_ρ(λ) , O^} .

Zdes~ φ_i(λ), ψ_i(λ) dlØ kaßdogo i = 1, . . . , ρ sut~ vzaimno prostye polinomy s ediniqnym kofffficientom pri starxih stepenØh λ. Pri fftom kaßdyæ polinom φ_{i+1}(λ) ØvlØetsØ delitelem predyduwego polinoma φ_i(λ); kaßdyæ polinom ψ_i(λ) ØvlØetsØ delitelem posledu¸wego polinoma ψ_{i+1}(λ). Qerez O oboznaqena nulevaØ (m − ρ) × (n − ρ) matrica.

Korni polinomov φ_i(λ) (i = 1 . . . ρ) nazyva¸tsØ koneqnymi nulØmi, korni polinomov ψ_i(λ) (i = 1 . . . ρ) nazyva¸tsØ koneqnymi pol¸sami matricy R(λ).

V obwem sluqae odna i ta ße toqka α moßet byt~ i nulem, i pol¸som matricy R(λ). Kratnosti σ_i toqki α kak kornØ φ_i(λ), vzØtye so znakom “+”, i kak kornØ ψ_i(λ), vzØtye so znakom “-”, nazyva¸tsØ strukturnymi indeksami matricy R(λ) v toqke α i oboznaqa¸tsØ S[R, α] = {σ_1, . . . , σ_ρ}, σ_1 6 . . . 6 σ_ρ. Summarnye kratnosti toqki α, kak nulØ i pol¸sa matricy R(λ) opredelØ¸tsØ sootvetstvenno formulami δ_z(R, α) = ∑ σ_i>0 σ_i, δ_p(R, α) = − ∑ σ_i <0 σ_i.

254 V. N. KUBLANOVSKA˚

Zametim, qto harakteristiki beskoneqnoæ toqki (λ = ∞), opredelØ¸tsØ kak sootvetstvu¸wie harakteristiki toqki μ = 0 racional~noæ matricy R(μ^{−1}) : S[R, ∞] = {σ_i, . . . , σ_ρ} σ_1 6 . . . 6 σ_ρ. SvØz~ dvuh vvedennyh opredeleniæ nulØ i pol¸sa racional~- noæ matricy R(λ), a takße soglasovannost~ dvuh vvedennyh vyxe opredeleniæ nuleæ i pol¸sov racional~noæ matricy R(λ) ustanovlena v rabote [46].

7.5.2. Nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ. Pri n > ρ singulØrnaØ racional~naØ matrica R imeet netrivial~noe pravoe nul~-prostranstvo. Nas budut interesovat~ nul~- prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ R.

Polinomial~nyæ vektor*

x = λ^tx_t + . . . + x_0, (7.5.6)

gde x_k ∈ C^n dlØ R := R(λ), x_k ∈ C^n[μ] dlØ R := R(λ, μ), nazyvaetsØ pravym polinomial~nym rexeniem matricy R, esli uravnenie Rx = 0 udovletvorØetsØ pri l¸byh znaqeniØh parametrov λ i λ, μ:

R(λ)x(λ) = 0 dlØ R := R(λ); R(λ, μ)x(λ, μ) = 0 dlØ R := R(λ, μ). Stolbcy polinomial~noæ matricy X := [x_1, . . . , x_{n−ρ}] obrazu- ¸t bazis pravogo nul~-prostranstva matricy R, esli matrica X ne imeet

• koneqnogo spektra v sluqae R := R(λ), • koneqnogo nepreryvnogo spektra v sluqae R := R(λ, μ).

Pri fftom bazis nazyvaetsØ minimal~nym, esli ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi.

• vektornye kofffficienty pri starxih stepenØh λ v sluqae R := R(λ) • polinomial~nye vektornye kofffficienty pri starxih stepenØh λ i polinomial~nye vektornye kofffficienty pri starxih stepenØh μ v sluqae R := R(λ, μ).

*Qerez C^n i C^n [μ] oboznaqeny prostranstvo n-mernyh vektorov s komponentami sootvetstvenno iz polØ kompleksnyh qisel C i kol~ca skalØrnyh polinomov ot μ s kofffficientami iz polØ C.

METODY I ALGORITMY 255 Pri m > ρ analogiqno daetsØ opredelenie levogo nul~- prostranstva racional~noæ matricy R i ego minimal~nogo bazisa.

7.5.3. Spektral~nye zadaqi dlØ racional~noæ matricy i algoritmy ih rexeniØ. Spektral~nymi zadaqami dlØ racional~noæ matricy R(λ) ØvlØ¸tsØ:

– razdelenie koneqnyh osobyh toqek tipa nul~ i pol¸s s posledu¸wim vyqisleniem sootvetstvu¸wih im strukturnyh indeksov;

– opredelenie pol¸sno-nulevoæ struktury na beskoneqnosti; – postroenie minimal~nyh bazisov nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ R(λ).

Spektral~nymi zadaqami dlØ racional~noæ matricy R(λ, μ) ØvlØ¸tsØ:

– razdelenie koneqnyh osobyh toqek tipa nul~ i pol¸s; – razdelenie nepreryvnyh i diskretnyh toqek tipa nul~; – vyqislenie koneqnyh diskretnyh toqek tipa nul~; – vyqislenie koneqnyh osobyh toqek neopredelennosti; – vyqislenie algebraiqeskih mnogoqlenov, sootvetstvenno op-redelØ¸wih sovokupnosti koneqnyh nepreryvnyh nuleæ i nepreryvnyh pol¸sov;

– postroenie ne soderßawih koneqnogo nepreryvnogo spektra bazisov nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ matri- cy R(λ, μ). Rassmotrim primenenie algoritmov nesokratimoæ i minimal~noæ faktorizaciæ racional~nyh matric k razdeleni¸ ee nuleæ i pol¸sov. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema 7.8. 1^0. Pust~ racional~naØ m × n matrica R(λ) ranga

ρ predstavlena v vide nesokratimoæ faktorizacii (7.2.1)

R(λ) = S(λ)T^{−1}(λ)

gde S(λ), T (λ) sut~ polinomial~nye m × n i n × n matricy, T (λ) – regulØrnaØ, matrica [S(λ), T (λ)]^B ne imeet koneqnogo spektra. Togda koneqnye osobye toqki tipa nul~ matricy R(λ) sovpada¸t s kornØmi sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot odnoæ peremennoæ vida S ( i_1, . . . , i_ρ j_1, . . . , j_ρ ) = 0, (7.5.7) 1 6 i1 < . . . < iρ 6 m, 1 6 j1 < . . . < jρ 6 n.

256 V. N. KUBLANOVSKA˚ Koneqnye osobye toqki tipa pol¸s matricy R(λ) sovpada¸t s kornØmi algebraiqeskogo polinoma

det T (λ) = 0. (7.5.8)

2^0. Pust~ racional~naØ m × n matrica R(λ, μ) ranga ρ predstavlena v vide nesokratimoæ faktorizacii (7.2.2) R(λ, μ) = S(λ, μ)T^{−1}(λ, μ) gde S(λ, μ) i T (λ, μ) sut~ dvuhparametriqeskie polinomial~nye m × n i n × n matricy, T (λ, μ) – regulØrnaØ, matrica [S(λ, μ), T (λ, μ)]^B ne imeet koneqnogo nepreryvnogo spektra.

Togda koneqnye osobye toqki tipa nul~ matricy R(λ, μ) sovpada¸t s kornØmi sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot dvuh peremennyh vida S ( i_1 . . . i_ρ j_1 . . . j_ρ ) = 0, (7.5.9) 1 6 i1 < . . . < iρ 6 m, 1 6 j1 < . . . < jρ 6 n. Koneqnye osobye toqki tipa pol¸s matricy R(λ, μ) sovpada¸t s kornØmi nelineænogo algebraiqeskogo uravneniØ ot dvuh peremen- nyh det T (λ, μ) = 0. (7.5.10)

Sledstvie 7.9. 1^0. Pri nesokratimoæ faktorizacii (7.2.1) racional~noæ matricy R(λ) vse koneqnye osobye toqki tipa pol¸s i tipa nul~ ee sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matric T (λ) i S(λ) sootvetstvenno i imi isqerpyva¸tsØ.

2^0. Pri nesokratimoæ faktorizacii (7.2.2) racional~noæ matricy R(λ, μ) vse koneqnye osobye toqki tipa pol¸s i tipa nul~ ee sovpada¸t s koneqnymi odnomernymi sobstvennymi znaqeniØmi regulØrnoæ matricy T (λ, μ) i koneqnymi odnomernymi i nul~mernymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy S(λ, μ) sootvetstvenno i imi isqerpyva¸tsØ.

Teorema 7.10. 1^0. Pust~ racional~naØ m × n matrica R(λ) ranga

ρ predstavlena v vide minimal~noæ faktorizacii (7.4.1) R(λ) := S(λ)T^{−1}(λ)V (λ), gde S, T i V sut~ polinomial~nye matricy razmerov m × ρ, ρ × ρ i ρ × n sootvetstvenno; T – regulØrnaØ; matrica [S, T ]^B ne imeet spektra; matrica [T, V ] ne imeet koneqnogo spektra.

METODY I ALGORITMY 257 Togda koneqnye osobye toqki tipa pol¸s matricy R(λ) sovpada¸t s kornØmi uravneniØ

det T (λ) = 0; (7.5.11)

koneqnye osobye toqki tipa nul~ sovpada¸t s kornØmi sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot odnoæ peremennoæ S ( i_1 . . . i_ρ 1 . . . ρ ) = 0, 1 6 i_1 < . . . < i_ρ 6 m. (7.5.12)

2^0. Pust~ racional~naØ m × n matrica R(λ, μ) ranga ρ predstavlena v vide minimal~noæ faktorizacii (7.4.2) R(λ, μ) = S(λ, μ)T^{−1}(λ, μ)V (λ, μ), gde S, T i V sut~ dvuhparametriqeskie polinomial~nye matricy razmerov m × ρ, ρ × ρ i ρ × n sootvetstvenno; T – regulØrnaØ; matricy [S, T ]^B i [T, V ] ne ime¸t nepreryvnogo i koneqnogo nepreryvnogo spektrov sootvetstvenno.

Togda koneqnye osobye toqki tipa pol¸s matricy R(λ, μ) sovpada¸t s kornØmi uravneniØ

det T (λ, μ) = 0; (7.5.13)

koneqnye osobye toqki tipa nul~ sovpada¸t s ob¨edineniem korneæ dvuh sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot dvuh peremennyh:

– sistemy S ( i_1 . . . i_ρ 1 . . . ρ ) = 0, (7.5.14) 1 6 i1 < . . . < iρ 6 m; i – sistemy V ( 1 . . . ρ j_1 . . . j_ρ ) = 0,

1 6 j1 < . . . < jρ 6 n.^{(7.5.15)}

Sledstvie 7.11. 1^0. Pri minimal~noæ faktorizacii (7.4.1) racional~noæ matricy R(λ) vse koneqnye osobye toqki tipa pol¸s i tipa nul~ ee sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matric T (λ) i S(λ) sootvetstvenno i imi isqerpyva¸tsØ.

258 V. N. KUBLANOVSKA˚

2^0. Pri minimal~noæ faktorizacii (7.4.2) racional~noæ matricy R(λ, μ) vse koneqnye osobye toqki tipa pol¸s i tipa nul~ ee sootvetstvenno sovpada¸t s koneqnymi odnomernymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy T (λ, μ) i ob¨edineniem koneqnyh odnomernyh i nul~mernyh sobstvennymi znaqeniØmi matric S(λ, μ) i V (λ, μ). Dokazatel~stvo teorem 7.8, 7.10 i sledstviæ 7.9, 7.11 k nim privoditsØ v §7.6 (sledstviØ 7.6.2 i 7.17 dlØ R := R(λ) i sledstviØ 7.17 i 7.18 dlØ R := R(λ, μ)).

Zameqanie. UqityvaØ invariantnost~ spektral~nyh svoæstv somnoßiteleæ iz nesokratimyh faktorizaciæ (teorema 7.1.1) i sledstviØ 7.9, 7.11, moßno dat~ sledu¸wee opredelenie tipov osobyh toqek racional~noæ matricy R.

Koneqnymi pol¸sami racional~noæ matricy R, predstavlennoæ v vide nesokratimoæ faktorizacii* R = ST^{−1}V, nazyva¸tsØ sobstvennye znaqeniØ matricy T , a koneqnymi nulØmi matricy R nazyva¸tsØ sobstvennye znaqeniØ matric S i V .

Rassmotrim rexenie spektral~nyh zadaq dlØ racional~nyh matric.

Vyqislenie nuleæ i pol¸sov matricy R(λ, μ) trebuet predstavleniØ ee v odnom iz vidov nesokratimoæ faktorizacii (7.2.1), (7.3.1), (7.4.1) s posledu¸wimi vyqisleniØmi sobstvennyh znaqeniæ matric S i T sootvetstvenno. �ta zadaqa moßet byt~ rexena izvestnymi metodami rexeniØ problemy sobstvennyh znaqeniæ polinomial~noæ matricy. Obzor fftih metodov moßno, naprimer, naæti v [40, 208].

Vyqislenie koneqnyh nuleæ i pol¸sov matricy R(λ, μ) trebuet predstavleniØ R(λ, μ) v odnom iz vidov nesokratimoæ faktorizacii (7.2.2), (7.3.2) ili (7.4.2) s posledu¸wim vyqisleniem odnomernyh i nul~mernyh sobstvennyh znaqeniæ dvuhparametriqeskih polinomial~nyh matric. Primenenie nesokratimyh faktorizaciæ matricy R(λ, μ) pozvolØet razdelit~ nuli i pol¸- sy ee i rexat~ zadaqi opredeleniØ nuleæ i pol¸sov razdel~no. Koneqnye nuli matricy R(λ, μ) mogut byt~ kak diskretnye, tak i nepreryvnye. Preßde vsego sleduet razdelit~ ih. Vyqislenie

*Nesokratimye faktorizacii (7.2.1), (7.2.2) i (7.2.9), (7.2.10) ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi faktorizacii (7.4.1), (7.4.2) sootvetstvenno.

METODY I ALGORITMY 259 diskretnyh nuleæ, posle ih otdeleniØ ot odnomernyh nuleæ, moßet byt~ realizovano s pomow~¸ algoritma, opisannogo v §6.3. �tot ße algoritm, primenennyæ k sootvetstvu¸wim bloqnym matricam, pozvolØet opredelØt~ osobye toqki neopredelennosti matricy R(λ, μ).

K soßaleni¸ my ne umeem vyqislØt~ odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ dvuhparametriqeskih polinomial~nyh matric obwego vida, a sledovatel~no, ne umeem vyqislØt~ kak odnomernyh nuleæ, tak i pol¸sov matricy R(λ, μ).

Zdes~ my privodim nekotorye rekomendacii po vyqisleni¸ pol¸sov kak R(λ), tak i R(λ, μ). Predlagaemyæ niße algoritm pozvolØet vyqislenie korneæ polinoma p(λ) := det T (λ) dlØ R(λ) i polinoma p(λ, μ) := det T (λ, μ) dlØ R(λ, μ) svodit~ k razloßeni¸

p(λ) i p(λ, μ) na mnoßiteli: p(λ) = δ_1(λ) . . . δ_m(λ), p(λ, μ) = δ_1(λ, μ) . . . δ_m(λ, μ) s posledu¸wim vyqisleniem korneæ somnoßiteleæ: δ_i(λ) = 0 i δ_i(λ, μ) = 0, i = 1, . . . , m. Zdes~ δ_i(λ) i δ_i(λ, μ) – skalØrnye polinomy ot odnoæ i dvuh peremennyh sootvetstvenno.

Algoritm dlØ matric T (λ) i T (λ, μ) imeet odnu i tu ße shemu realizacii i svoditsØ k vypolneni¸ sledu¸wih operaciæ. (1) VyqislØ¸tsØ polinomy k_i, ØvlØ¸wiesØ NOK znamenateleæ fflementov i-oæ stroki i = 1, . . . , m (ili stolbcov j = 1, . . . , n) matricy R.

(2) NahoditsØ regulØrnaØ matrica T , sobstvennye znaqeniØ kotoroæ sut~ iskomye pol¸sa R. �ta operaciØ vypolnØetsØ s ispol~zovaniem odnogo iz algoritmov nesokratimoæ faktorizacii R, rassmotrennyh vyxe.

(3) Opredelitel~ T zapisyvaetsØ v vide skalØrnogo polinoma

p := det T . Postroenie p moßno realizovat~ metodom Lever~e–

Faddeeva, predloßennogo dlØ postroeniØ kofffficientov harakteristiqeskogo polinoma postoØnnoæ matricy, primeniv ego k raskryti¸ funkcional~nogo opredelitelØ.

(4) VyqislØ¸tsØ iskomye polinomy δ_i, i = 1, . . . , m. Vyqislenie polinomov δ, i = 1, . . . , m, osuwestvlØetsØ za koneqnoe qislo m xagov. Opixem tipiqnyæ (pervyæ) xag. DlØ dvuh polinomov p_1 := p i k_1 nahodØtsØ naibol~xiæ obwiæ delitel~ δ_1 i faktorizaciØ vida

p_1 = δ_1p_2.

260 V. N. KUBLANOVSKA˚

�ta operaciØ povtorØetsØ s paroæ polinomov p_2 i k_2 i t.d. Process zakanqivaetsØ na xage m + 1, kogda δ_{m+1} = const. V rezul~tate budet postroeno razloßenie det T na mnoßiteli i zadaqa vyqisleniØ pol¸sov R svedena k vyqisleni¸ korneæ uravneniæ δ_i = 0, i = 1, . . . , m. Zameqanie. Bez uqeta kratnosteæ pol¸sa racional~noæ matricy R opredelØ¸tsØ nulØmi znamenateleæ vseh fflementov matricy R (pri uslovii, qto predstavlØ¸wie ih drobi ØvlØ¸tsØ nesokratimymi). Tak qto nuli fftih znaqeniæ takße moßno ispol~zovat~ dlØ vyqisleniØ pol¸sov R.

Iz svoæstv nesokratimyh faktorizaciæ (7.2.1), (7.3.1), (7.4.1) dlØ R(λ) i (7.2.2), (7.3.2), (7.4.2) dlØ R(λ, μ) sleduet, qto levoe nul~-prostranstvo racional~noæ matricy R sovpadaet s levym nul~-prostranstvom polinomial~noæ matricy S. Iz nesokratimoæ faktorizacii (7.4.1) i (7.4.2) sleduet, qto pravoe nul~- prostranstvo R sovpadaet s pravym nul~-prostranstvom polinomial~noæ matricy V . Takim obrazom dlØ opredeleniØ minimal~nogo bazisa levogo (pravogo) nul~-prostranstva racional~- noæ matricy R dostatoqno opredelit~ minimal~nyæ bazis polinomial~noæ matricy S (matricy V ), vhodØweæ v upomØnutye vyxe nesokratimye faktorizacii. Napomnim, qto postroenie minimal~nogo bazisa odnoparametriqeskoæ matricy sostoit iz dvuh fftapov:

(i) postroenie nekotorogo bazisa, obrazovannogo stolbcami unimodulØrnoæ matricy;

(ii) perestroæka fftogo bazisa v minimal~nyæ.

DlØ postroeniØ bazisov moßno ispol~zovat~ matricy iz faktorizaciæ, kotorye ne ØvlØ¸tsØ nesokratimymi. V qastnosti, uqityvaØ sovpadenie pravyh nul~-prostranstv matricy R(λ) i polinomial~noæ matricy D(λ) iz ee bazovoæ faktorizacii:

R(λ) = K^{−1}(λ)D(λ), moßno ispol~zovat~ matricu D(λ) dlØ po-

stroeniØ pravogo minimal~nogo bazisa. Pri fftom (i) avtomatiqeski realizuetsØ v processe postroeniØ nesokratimoæ faktorizacii pri osuwestvlenii ΔW -1 razloßeniØ matricy D(λ): bazis ee pravogo nul~-prostranstva obrazuet poslednie (n − ρ) stolbcov unimodulØrnoæ matricy W (λ) iz fftogo ΔW -1 razloßeniØ.

Postroenie bazisa ne soderßawego nepreryvnogo spektra dlØ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy takße sostoit iz dvuh fftapov:

METODY I ALGORITMY 261 (i) postroenie bazisa iz polinomial~nyh rexeniæ matricy

S(λ, μ) (matricy V (λ, μ)); vhodØwih v nesokratimu¸ faktoriza- ci¸ R(λ, μ); (ii) perestroæka fftogo bazisa v iskomyæ bazis.

Oba fftapa realizu¸tsØ s pomow~¸ ΔW -2 algoritma i podrobno opisany v gl. 6.

Toqki neopredelennosti racional~noæ matricy R(λ, μ) obrazu¸tsØ ob¨edineniem diskretnyh sobstvennyh znaqeniæ dvuh matric [S(λ, μ), T (λ, μ)]^B i [T (λ, μ), V (λ, μ)]. Algoritmy vyqisleniØ diskretnyh sobstvennyh znaqeniæ dvuhparametriqeskih polinomial~nyh matric opisany v §6.3.

§7.6. SvØz~ nesokratimyh faktorizaciæ s neprivodimoæ realizacieæ racional~noæ matricy

7.6.1. NeprivodimaØ realizaciØ racional~noæ matricy.

V teorii sistem (sm., naprimer, [208, 255]) dlØ racional~noæ

m × n-matrica R(λ), nazyvaemoæ matriceæ peredatoqnoæ funk-

cii, rassmatriva¸tsØ predstavleniØ vida

R(λ) = S(λ)T^{−1}(λ)V (λ) + W (λ), (7.6.1) gde (a) S(λ), T (λ)V (λ), W (λ) sut~ polinomial~nye matricy razmerov m × q, q × q, q × n i m × n sootvetstvenno,

(b) T (λ) – regulØrnaØ matrica;

(v) matricy [T (λ), −S(λ)]^B i [T (λ), V (λ)] ne ime¸t koneqnyh spektrov.

Takoe predstavlenie matricy R(λ) nazyvaetsØ ee neprivodimoæ realizacieæ (irreducible realization)

Predstavleni¸ (7.6.1) sootnosØt polinomial~nu¸ (q + m) ×

(q + n) matricu vida

P (λ) = [ T (λ) V (λ) −S(λ) W (λ) ] , (7.6.2)

nazyvaemu¸ sistemnoæ matriceæ. V bol~xinstve sluqaev predpolagaetsØ, qto racional~naØ sostavlØ¸waØ v predstavlenii (7.6.1), t.e. racional~naØ matrica

R_1(λ) = S(λ)T^{−1}(λ)V (λ), (7.6.3)

ØvlØetsØ qisto racional~noæ matriceæ, tak qto pri λ → ∞ matrica R_1(λ) stremitsØ k nulevoæ matrice.

Spravedliva sledu¸waØ teorema.

262 V. N. KUBLANOVSKA˚

Teorema 7.12. KoneqnaØ pol¸sno-nulevaØ struktura racional~- noæ matricy R(λ) polnost~¸ opredelØetsØ koneqnymi spektral~- nymi harakteristikami sootvetstvenno matric T (λ) i P (λ), svØzannyh s neprivodimoæ realizacieæ matricy R(λ).

V osnove dokazatel~stva teoremy leßit sravnenie kanoniqeskoæ formy Smita–MakMillana racional~noæ matricy R(λ) s kanoniqeskimi formami Smita polinomial~nyh matric T (λ) i P (λ). 7.6.2. SvØz~ meßdu neprivodimoæ realizacieæ s nesokratimymi faktorizaciØmi. Ustanovim svØz~ neprivodimoæ realizacii racional~noæ matricy s nesokratimymi faktorizaciØmi, rassmatrivaemymi vyxe.

Oqevidno, qto dlØ postroeniØ neprivodimoæ realizacii vida (7.6.1) s qisto racional~noæ matriceæ (7.6.3) dostatoqno vydelit~ predvaritel~no polinomial~nu¸ sostavlØ¸wu¸ iz R(λ):

R(λ) = R_1(λ) + W (λ)

i primenit~ k racional~noæ matrice R_1(λ) algoritm minimal~- noæ faktorizacii iz §7.4

R_1(λ) = S(λ)T^{−1}(λ)V (λ),

gde T (λ) – regulØrnaØ matrica porØdka ρ_1, ρ_1 := rank R_1(λ). V rezul~tate budet poluqena neprivodimaØ realizaciØ vida (7.6.1) s q = ρ_1.

Esli algoritm minimal~noæ faktorizacii primenit~ neposredstvenno k racional~noæ matrice R(λ):

R(λ) = S(λ)T^{−1}(λ)V (λ), (7.6.4)

gde T (λ) – regulØrnaØ matrica porØdka ρ, ρ = rank R(λ), to sootvetstvu¸waØ matrica P (λ) iz (7.6.2) budet imet~ sledu¸wee predstavlenie

P (λ) = [ T (λ) V (λ) −S(λ) O ] . (7.6.5)

Matrica vida (7.6.5) ffkvivalentna matrice, ime¸weæ obobwennu¸ formu Xura: θ P (λ) = [ −S(λ) O T (λ) V (λ) ] . Zdes~ θ – matrica perestanovki, O – nulevaØ m × n matrica.

METODY I ALGORITMY 263 UqityvaØ svoæstva takih matric, a takße to, qto matrica

V (λ) pri minimal~noæ faktorizacii vida (7.6.4) ne imeet ko-

neqnogo spektra prihodim k sledu¸wemu sledstvi¸ iz Teoremy 7.12.

Sledstvie 7.13. Pri minimal~noæ faktorizacii vida (7.6.4) racional~noæ m × n matricy R(λ), ranga, ρ ee koneqnaØ pol¸snaØ struktura polnost~¸ opredelØetsØ koneqnoæ spektral~noæ strukturoæ ρ × ρ matricy T (λ), a koneqnaØ nulevaØ struktura R(λ) polnost~¸ opredelØetsØ koneqnoæ spektral~noæ strukturoæ m × ρ-matricy S(λ).

Analogiqnym obrazom, rassmatrivaØ nesokratimye faktorizacii racional~noæ m × n matricy R(λ)

R(λ) = S(λ)T^{−1}(λ), (7.6.6)

R(λ) = T^{−1}(λ)S(λ) (7.6.7)

(S(λ) – polinomial~naØ m × n matrica, a T (λ) – regulØrnaØ polinomial~naØ matrica sootvetstvu¸wego porØdka), kak qastnye formy predstavleniØ neprivodimoæ realizacii vida (7.6.4), poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 7.14. Pri nesokratimyh faktorizaciØh vidov (7.6.6) i (7.6.7) koneqnaØ pol¸snaØ struktura matricy R(λ) polnost~¸ opredelØetsØ koneqnoæ spektral~noæ strukturoæ matricy T (λ), a koneqnaØ nulevaØ struktura matricy R(λ) polnost~¸ opredelØetsØ koneqnoæ spektral~noæ strukturoæ matricy S(λ).

Obobwim na sluqaæ dvuhparametriqeskih racional~nyh matric R(λ, μ) rezul~taty iz punkta 7.6.1.

Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 7.6.4. Pust~ racional~naØ m × n matrica R(λ, μ) predstavima v vide R(λ, μ) = S(λ, μ)T^{−1}(λ, μ)V (λ, μ) + W (λ, μ), (7.6.8) gde (a) S(λ, μ), T (λ, μ), V (λ, μ), W (λ, μ) sut~ polinomial~nye matricy razmerov m × q, q × q, q × n i m × n sootvetstvenno;

(b) T (λ, μ) – regulØrnaØ matrica;

(v) matricy [T (λ, μ) − S(λ, μ)]^B i [T (λ, μ)V (λ, μ)] ne ime¸t koneqnogo nepreryvnogo spektra.

264 V. N. KUBLANOVSKA˚

Pust~ P (λ, μ) = [ T (λ, μ) V (λ, μ) −S(λ, μ) W (λ, μ) ] (7.6.9)

polinomial~naØ (q+m)×(q+n) matrica, obrazovannaØ iz vhodØwih v predstavlenie (7.6.8) matric.

Togda koneqnye pol¸sy matricy R(λ, μ) s uqetom ih kratnosteæ sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi regulØrnoæ matricy T (λ, μ); koneqnye nuli matricy R(λ, μ) s uqetom ih kratnosteæ sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy P (λ, μ) vida (7.6.9); koneqnye toqki neopredelennosti matricy R(λ, μ) sovpada¸t s ob¨edineniem koneqnyh diskretnyh spektrov matric [T (λ, μ), −S(λ, μ)]^B i [T (λ, μ), V (λ, μ)].

Dokazatel~stvu teoremy predpoxlem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 7.16. DlØ togo, qtoby v toqkah rexeniØ uravneniØ

det T = 0 (7.6.10)

vse (q + 1) × (q + 1) minory matricy P iz (7.6.9) vida det [ T v_j −s_i w_{ij} ] , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n, (7.6.11)

poluqaemye okaæmleniem ee q × q bloka T , obrawalis~ v nul~, neobhodimo i dostatoqno, qtoby v fftih toqkah vypolnØlos~ hotØ by odno iz usloviæ: rank [T, −S]^B < q, ili rank [T, V ] < q.

Dostatoqnost~ utverßdeniØ lemmy oqevidno, tak kak blagodarØ lineænoæ zavisimosti pervyh q stolbcov ili pervyh q strok matricy P analogiqnaØ zavisimost~ budet imet~ mesto u vseh minorov vida (7.6.11), qto vleqet za soboæ ravenstvo ih nul¸.

Dokaßem neobhodimost~. Pokaßem, qto esli ne vypolnØetsØ odno iz usloviæ, naprimer, rank [T, −S]^B = q, to obØzatel~no budet vypolnØt~sØ drugoe uslovie rank [T, V ] < q. Pust~ vse minory vida (7.6.11) ravny nul¸. Sledovatel~no, stroki (kak i stolbcy) kaßdogo iz takih minorov ØvlØ¸tsØ lineæno zavisimymi. Znaqit dlØ kaßdogo nomera i suwestvuet netrivial~nyæ nabor qisel α_{1i}, . . . , α_{qi}, β_i takih, qto sootvetstvu¸waØ lineænaØ kombinaciØ strok minora (7.6.11) ravna nul¸: q∑ k=1 α_{ki}[t_k, v_{kj}] + β_i[−s_i, w_{ij}] = 0, (7.6.12)

METODY I ALGORITMY 265 ili q∑ k=1 α_{kl}t_k − β_is_i = 0, q∑ k=1 α_{ki}v_{kj} + β_iw_{ij} = 0. (7.6.13)

Iz predpoloßeniØ o tom, qto rank [T, −S]^B = q sleduet, qto naædetsØ hotØ by odna stroka s_i s takim nomerom i, qto

rank [T, −s_i]^B = q. Oqevidno, qto dlØ fftogo nomera i ravenstvo

(7.6.13) moßet vypolnØt~sØ tol~ko dlØ β_i = 0 (v silu vypolneniØ (7.6.10) ffto vozmoßno). V fftom sluqae (7.6.12) prinimaet vid_q ∑ k=1 α_{ki}[t_k, v_{kj}] = 0

Tak kak ffto ravenstvo budet vypolnØt~sØ pri l¸bom j, poluqaem ravenstvo_q ∑ k=1 α_{ki}[t_k, v_k] = 0,

oznaqa¸wee lineænu¸ zavisimost~ strok matricy [T, V ], t.e. vypolnenie neravenstva rank [T, V ] < q.

Analogiqnym obrazom dokazyvaetsØ, qto predpoloßenie o tom, qto rank [T, V ] = q privodit k vypolneni¸ neravenstva rank [T, −S] < q. Pereædem k dokazatel~stvu Teoremy 7.15 Privedem vnaqale izvestnyæ fakt (sm., naprimer, [251]) o svØzi l¸bogo k × k minora racional~noæ matricy R, predstavlennoæ v vide (7.6.8) s

(q + k) × (q + k) minorom matricy P vida (7.6.9): R ( i_1 . . . i_k j_1 . . . j_k ) = 1 det T P ( 1 . . . q q + i_1 . . . q + i_k 1 . . . q q + j_1 . . . q + j_k ) , (7.6.14) 1 6 i1 < . . . < ik 6 m, 1 6 j1 < . . . < jk 6 m, k = 1, . . . , ρ. Ustanovim, vnaqale, qto det T ØvlØetsØ NOK znamenateleæ vseh minorov vseh porØdkov matricy R. Iz (7.6.14) sleduet, qto

det T ØvlØetsØ obwim kratnyh znamenateleæ fftih minorov. DlØ

266 V. N. KUBLANOVSKA˚ dokazatel~stva togo, qto on ØvlØetsØ naimen~xim dostatoqno pokazat~, qto sistema nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ vida

det T = 0, P ( 1 . . . q q + i_1 . . . q + i_k 1 . . . q q + j_1 . . . q + j_k ) = 0, 1 6 i1 < . . . < ik 6 m, 1 6 j1 < . . . < jk 6 n, k = 1, . . . , s ne imeet koneqnyh odnomernyh rexeniæ. V silu Lemmy 7.16 dlØ fftogo neobhodimo i dostatoqno, qtoby ne imeli koneqnyh odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ matricy [T, −S]^B i [T, V ]. No poslednee imeet mesto po uslovi¸ teoremy.

Tak kak det T ØvlØetsØ NOK znamenateleæ vseh minorov vseh porØdkov matricy R, to odnomernye korni uravneniØ

det T = 0,

t.e. koneqnye odnomernye sobstvennye znaqeniØ regulØrnoæ matricy T , opredelØ¸t vse koneqnye pol¸sa matricy R.

Pri k = ρ vyraßeniØ (7.6.14) prinima¸t vid R ( i_1 . . . i_ρ j_1 . . . j_ρ ) = 1 det T P ( 1 . . . q q + i_1 . . . q + i_ρ 1 . . . q q + j_1 . . . q + j_ρ ) , 1 6 i1 < . . . < iρ 6 m, 1 6 j1 < . . . < jρ < n Sledovatel~no, po opredeleni¸, koneqnye nuli matricy R polnost~¸ opredelØ¸tsØ rexeniØmi (nul~mernymi i odnomernymi) sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ P ( 1 . . . q q + i_1 . . . q + i_ρ 1 . . . q q + j_1 . . . q + j_ρ ) = 0, 1 6 i1 < . . . < iρ 6 m, 1 6 j1 < . . . < jρ 6 n, t.e. koneqnymi nul~mernymi i odnomernymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy P .

Sistema (7.5.3), nul~mernye rexeniØ kotoroæ harakterizu¸t toqki neopredelennosti matricy R(λ, μ), prinimaet vid

det T = 0, P ( 1 . . . q q + i_1 . . . q + i_k 1 . . . q q + j_1 . . . q + j_k ) = 0, 1 6 i1 < . . . < ik 6 m, 1 6 j1 < . . . < jk 6 n, k = 1, . . . , ρ.

METODY I ALGORITMY 267 S uqetom Lemmy 7.6.5 ffti rexeniØ dolßny byt~ nul~mernymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy [T, −S]^B , ili matricy [T, V ], tak qto ob¨edinenie spektrov fftih matric sovpada¸t s koneqnymi toqkami neopredelennosti matricy R(λ, μ). Teorema dokazana.

Rassmotrim svØz~ neprivodimoæ realizacii dvuhparametriqeskoæ matricy s ee nesokratimymi faktorizaciØmi.

Vydelenie polinomial~noæ qasti iz R(λ, μ): R(λ, μ) = R_1(λ, μ) + W (λ, μ) i primenenie k R_1(λ, μ) algoritma minimal~noæ faktorizacii, opisannogo v §7.4, privedet k predstavleni¸ R(λ, μ) = S(λ, μ)T^{−1}(λ, μ)V (λ, μ) + W (λ, μ) gde ρ_1 = rank R_1(λ, μ).

Primenenie algoritma minimal~noæ faktorizacii neposredstvenno k matrice R(λ, μ) R(λ) = S(λ, μ)T^{−1}(λ, μ)V (λ, μ) (7.6.15) daet qastnu¸ formu neprivodimoæ realizacii racional~noæ matricy s W (λ, μ) = O. V fftom sluqae matrica P (λ, μ) iz teoremy 7.15 imeet vid P (λ, μ) = [ T (λ, μ) V (λ, μ) −S(λ, μ) O ] , t.e. ffkvivalentna obobwennoæ forme Xura. Togda iz Teoremy 7.12 vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 7.17. Pri minimal~noæ faktorizacii (7.6.15) racional~noæ m × n matricy R(λ, μ) ranga ρ koneqnye pol¸sa matricy R(λ, μ) i ih kratnosti sovpada¸t s koneqnymi odnomernymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy T (λ, μ), a koneqnye nuli matricy R(λ, μ) i ih kratnosti sovpada¸t s sovokupnost~¸ koneqnyh nul~mernyh i odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ matric S(λ, μ) i V (λ, μ). Nesokratimye faktorizacii vida

R = S(λ, μ) T^{−1}(λ, μ) (7.6.16)

R(λ, μ) = T^{−1}(λ, μ) S(λ, μ) (7.6.17)

mogut rassmatrivat~sØ kak qastnye vidy predstavleniØ (7.6.8). Iz teoremy 7.15 poluqaem sledu¸wee utverßdenie

268 V. N. KUBLANOVSKA˚

Sledstvie 7.18. Pri nesokratimyh faktorizaciØh (7.6.16) ili (7.6.17) racional~noæ matricy R(λ, μ) koneqnye pol¸sa matricy

R(λ, μ) i ih kratnosti sovpada¸t s koneqnymi odnomernymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy T (λ, μ), a koneqnye nuli matricy R(λ, μ) i ih kratnosti sovpada¸t s koneqnymi nul~mernymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy S(λ, μ).

Zameqanie Teorema 7.15 i sledstviØ k neæ ØvlØ¸tsØ obobwenieØmi teorem 7.8, 7.10 i sledstviæ k nim.

Sledstvie 7.19. Osobye toqki racional~nyh matric invariantny po otnoxeni¸ k unimodulØrnym preobrazovaniØm.

Deæstvitel~no, pust~ racional~nye matricy R i R_1 svØzany preobrazovaniem R_1 = QRU, gde Q i U – unimodulØrnye matricy. Esli matrica R predstavlena v vide nesokratimoæ faktorizacii R = ST^{−1}V, to dlØ matricy R_1 imeem predstavlenie

R_1 = S_1T^{−1}_1 V_1 (7.6.18) gde S_1 = QS, T_1 = T, V_1 = V U. (7.6.19)

Poskol~ku preobrazovaniØ [ T_1 −S_1 ] = [ I O O Q ] [ T −S ] , [T_1V_1] = [T V ] [ I O O U ] (7.6.20)

ØvlØ¸tsØ unimodulØrnymi, faktorizaciØ (7.6.18) matricy R_1 takße ØvlØetsØ nesokratimoæ.

Sledstvie ob invariantnosti osobyh toqek racional~nyh matric R i R_1 vyteka¸t teper~ iz utverßdeniæ teoremy 7.15 i unimodulØrnosti preobrazovaniæ (7.6.19) i (7.6.20).

METODY I ALGORITMY 269

Glava 8. Primenenie metodov rexeniØ spektral~nyh zadaq k rexeni¸ parametriqeskih zadaq algebry

RassmatrivaetsØ primenenie metodov rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric k rexeni¸ nekotoryh parametriqeskih zadaq algebry. Glava sostoit iz xesti paragrafov.

V §§8.1 predlaga¸tsØ algoritmy vypolneniØ nekotoryh operaciæ nad skalØrnymi polinomami ot odnoæ i dvuh peremennyh, kak to: vyqislenie obwego naibol~xego delitelØ (OND) i naimen~xego obwego kratnogo (NOK) posledovaetl~nosti skalØrnyh polinomov, delenie polinomov na ih obwiæ delitel~, nekotorye vidy faktorizacii polinomov. V §§8.2 rassmotreny algoritmy nekotoryh operaciæ nad matriqnymi polinomami, kak to: OND i NOK posledovatel~nosti matriqnyh polinomov i nekotorye vidy ih faktorizaciæ.

V §8.3 predlaga¸tsØ metody postroeniØ obratnoæ i psevdoobratnoæ matricy i rexeniØ sistem s matricami, fflementy kotoryh polinomial~no ili racional~no zavisØt ot odnogo i dvuh parametrov.

V §8.4 rassmatriva¸tsØ dva metoda rexeniØ sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot odnoæ peremennoæ (SNAU-1). Pervyæ svodit rexenie SNAU-1 k vyqisleni¸ sobstvennyh znaqeniæ regulØrnogo puqka matric. Vtoroæ metod rexenie SNAU- 1 svodit k vyqisleni¸ korneæ OND skalØrnyh polinomov ot odnoæ peremennoæ.

V §8.5 rassmatriva¸tsØ metody rexeniØ sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot dvuh peremennyh (SNAU-2). Pervyæ metod svodit rexenie SNAU-2 k rexeni¸ problemy sobstvennyh znaqeniæ polinomial~noæ matricy. Vtoroæ metod osnovan na primenenii ΔW -2 razloßeniØ nekotoroæ vspomogatel~noæ matricy, sostavlennoæ po kofffficientam sistemy. NahoditsØ obwiæ naibol~xiæ delitel~ (OND) polinomov, soderßawiæ vse koneqnye odnomernye rexeniØ SNAU-2. Vyqislenie nul~mernyh rexeniæ (λ_{j∗}, μ_{i∗}) svoditsØ k vyqisleni¸ korneæ μ_{i∗} algebraiqeskih polinomov s posledu¸wim vyqisleniem λ_{j∗} kak korneæ nekotoryh SNAU-1. Tretiæ metod rassmatrivaet rexenie SNAU-2 kak zadaqu na opredelenie odnomernyh i nul~mernyh sobstvennyh znaqeniæ puqka odnoparametriqeskih polinomial~nyh matric.

V §8.6 predlagaetsØ nekotoryæ podhod k ocenke neustranimoæ

270 V. N. KUBLANOVSKA˚ pogrexnosti (pogrexnosti ishodnyh dannyh) na rexenie sistem lineænoalgebraiqeskih uravneniæ s postoØnnymi matricami.

§8.1 Operacii nad skalØrnymi polinomami ot odnoæ i dvuh peremennyh [48, 51]

Niße rassmatrivaetsØ primenenie ΔW -q q = 1, 2 algoritmov k vypolneni¸ nekotoryh operaciæ nad skalØrnymi polinomami ot odnoæ i dvuh peremennyh, kak to: vyqislenie obwego naibol~xego delitelØ i naimen~xego obwego kratnogo dlØ posledovatel~nosti skalØrnyh polinomov, delenie polinomov na ih obwih delitel~, razloßenie polinoma ot dvuh peremennyh na neprivodimye mnoßiteli.

8.1.1. Vyqislenie obwego naibol~xego delitelØ (OND) polinomov ot odnoæ peremennoæ.

Pust~ p_1(λ), . . . , p_n(λ) – zadannye skalØrnye polinomy. TrebuetsØ naæti razloßenie vida:

p_k(λ) = δ(λ)ω_{1k}(λ) k = 1, . . . , n, (8.1.1)

gde δ(λ) est~ OND polinomov p_1(λ), . . . , p_n(λ); ω_{11}(λ), . . . , ω_{1n}(λ) – vzaimno prostye polinomy. S fftoæ cel~¸ vypolnØ¸tsØ sledu- ¸wie operacii.

(1). FormiruetsØ polinomial~naØ matrica-stroka A(λ) = [p1(λ), . . . , pn(λ)] i nahoditsØ ee ΔW -1 razloßenie

A(λ)W (λ) = [δ(λ), O],

gde W (λ) – unimodulØrnaØ matrica, δ(λ) – skalØrnyæ polinom, kotoryæ ØvlØetsØ iskomym OND.

(2). NahoditsØ pervaØ stroka unimodulØrnoæ matricy, obratnoæ k matrice W (λ):

W^{−1}(λ) = [ ω_{11}(λ) . . . ω_{1n}(λ) ∗ . . . ∗ ] , (3). Iz ravenstva

A(λ) = [δ(λ), O]W^{−1}(λ)

nahodØtsØ iskomye (8.1.1) razloßeniØ, tak kak ω_{11}(λ), . . . , ω_{1n}(λ) sut~ vzaimno prostye polinomy kak fflementy stroki unimodulØrnoæ matricy W^{−1}(λ).

METODY I ALGORITMY 271

8.1.2. Delenie polinomov ot ot odnoæ peremennoæ na obwiæ delitel~.

Pust~ skalØrnye polinomy p(λ) i q(λ) takovy, qto p(λ) delitsØ na q(λ) bez ostatka. Qtoby poluqit~ qastnoe p(λ)/q(λ) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1). FormiruetsØ polinomial~naØ matrica A(λ) = [p(λ), q(λ)] i nahoditsØ ee ΔW -1 razloßenie

A(λ)W (λ) = [δ(λ), O],

gde δ(λ) est~ obwiæ naibol~xiæ delitel~ p(λ) i q(λ), tak qto

δ(λ) otliqaetsØ ot q(λ) razve lix~ postoØnnymi mnoßitelem.

(2). VyqislØetsØ pervaØ stroka obratnoæ matricy

W^{−1}(λ) = [ ω_{11}(λ) ω_{12} ∗ ∗ ] , gde ω_{12} = const ≠ 0.

(3). Iskomoe qastnoe nahoditsØ po formule p(λ)/q(λ) =

= ω_{11}(λ)/ω_{12}. Algoritm deleniØ bez ostatka moßno obobwit~ na

delenie neskol~kih skalØrnyh polinomov. Pust~ trebuetsØ naæti qastnye ot deleniØ polinomov p_1(λ), . . . , p_n(λ) na q(λ), priqem izvestno, qto kaßdyæ iz p_k(λ) delitsØ na q(λ) bez ostatka. Vyqislenie iskomyh qastnyh osuwestvlØetsØ vypolneniem sledu- ¸wih operaciæ.

(1). FormiruetsØ matrica A(λ) = [p_1(λ), . . . , p_n(λ), q(λ)] i nahoditsØ ee ΔW -1 razloßenie:

A(λ)W (λ) = [δ(λ), O].

(2). VyqislØetsØ pervaØ stroka matricy

W^{−1}(λ) = [ ω_{11}(λ) . . . ω_{1n}(λ) ω_{1,n+1} ∗ . . . ∗ ∗ ] . Zdes~ ω_{1,n+1} est~ nenulevaØ konstanta.

(3). Iskomye qastnye nahodØtsØ po formule

r_k(λ) = ω_{1k}(λ)/ω_{1,n+1}, k = 1, . . . , n. (8.1.2)

8.1.3. Vyqislenie naimen~xego obwego kratnogo (NOK) polinomov ot odnoæ peremennoæ.

Pust~ trebuetsØ naæti naimen~xee obwee kratnoe dlØ zadannyh skalØrnyh polinomov p_1(λ), . . . , p_n(λ), t.e. trebuetsØ naæti

272 V. N. KUBLANOVSKA˚ skalØrnyæ polinom k(λ) i vzaimno prostye skalØrnye polinomy ω_1(λ), . . . , ω_n(λ), udovletvorØ¸wie sisteme neravenstv:

k(λ) = p_1(λ)ω_1(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . k(λ) = p_n(λ)ω_n(λ). (8.1.3)

S fftoæ cel~¸ vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii. (1). Ispol~zuØ algoritm p.8.1.1, nahodØtsØ razloßeniØ vida

p_k(λ) = δ(λ)ω_{1k}(λ) k = 1, . . . , n, (8.1.4)

gde δ(λ) est~ OND polinomov p_1(λ), . . . , p_n(λ); ω_{11}(λ), . . . , ω_{1n}(λ) – vzaimno prostye polinomy.

(2). VyqislØ¸tsØ skalØrnye polinomy ^p_k(λ) = Ω(λ)/ω_{1k}(λ), gde Ω(λ) =^n ∏ i=1 ω_{1i}(λ) (k = 1, . . . , n), naprimer, ispol~zuØ algoritm

p.8.1.2.

(3). DlØ kaßdogo polinoma posledovatel~nosti ^p_1(λ), ..., ^p_n(λ), ispol~zuØ algoritm p.8.1.1, nahodØtsØ razloßeniØ vida ^p_k(λ) = ^δ(λ)^ω_{1k}(λ) k = 1, . . . , n, (8.1.5) gde ^δ(λ) est~ OND polinomov ^p_1(λ), . . . , ^p_n(λ); ^ω_{1k}(λ) (k = 1, . . . , n) – vzaimno prostye polinomy.

(4). Iskomye mnogoqleny k(λ) i ω_1(λ_1), . . . , ω_n(λ) vyqislØ¸tsØ po formulam

k(λ) = p_1(λ)^ω_{11}(λ) ω_k(λ) = ^ω_{1k}(λ) k = 1, . . . , n (8.1.6)

DlØ obosnovaniØ algoritma dostatoqno ustanovit~ dlØ polinomov (8.1.6) spravedlivost~ ravenstv (8.1.3).

Rassmotrim otdel~no pravu¸ i levu¸ qasti (8.1.3), predvaritel~no umnoßiv kaßdu¸ na polinom ^δ(λ). V predpoloßenii, qto ime¸t mesto (8.1.4) i (8.1.5), imeem

k(λ) ^Δ(λ) = p_1(λ)^ω_{11}(λ)^δ(λ) = p_1(λ)^p_1(λ) = p_1(λ)

Ω(λ) ω_{11}(λ)

= δ(λ)Ω(λ) p_k(λ)^ω_{1k}(λ)δ(λ) = p_k(λ)^p_k(λ)^p_k(λ) = p_k(λ) Ω(λ) ω_{1k}(λ) = δ(λ)Ω(λ). Ots¸da sleduet spravedlivost~ (8.1.3), esli uqest~, qto ω_k(λ) ≡

^ω_{1k}(λ) (k = 1, . . . , n) sut~ vzaimno prostye polinomy kak fflemen-

ty stroki unimodulØrnoæ matricy W^{−1}(λ).

METODY I ALGORITMY 273

8.1.4.Otnositel~naØ faktorizaciØ polinomov ot dvuh peremennyh.

1) Pust~ f(λ, μ) = d_s(μ)λ^s + . . . + d_0(μ) – skalØrnyæ polinom ot dvuh peremennyh. Zdes~ d_k(μ) (k = s, s − 1, . . . , 0) sut~ skalØrnye polinomy ot μ.

TrebuetsØ poluqit~ razloßenie vida f(λ, μ) = δ(μ)^δ(λ) ^f (λ, μ), (8.1.7) gde δ(μ) i ^δ(λ) – skalØrnye polinomy, ^f (λ, μ) – skalØrnyæ polinom ot dvuh peremennyh, ne ime¸wiæ svoimi delitelØmi polinomov ot odnoæ peremennoæ. DlØ fftogo nußno vypolnit~ sledu- ¸wie operacii.

(1). Naæti OND δ(μ) polinomov d_s(μ), . . . , d_0(μ) i razloßeniØ vida

d_k(μ) = δ(μ)ω_{1k}(μ) k = s, s − 1, . . . , 0. (8.1.8)

ispol~zuØ algoritm p.8.1.1 vyqisleniØ OND.

(2). PrinimaØ vo vnimanie (8.1.7), zapisat~ f(λ, μ) po stepenØm μ f(λ, μ) = δ(μ)[ω_{1s}(μ)λ^s + . . . + ω_{10}(μ)] = ^d_t(λ)μ^t + . . . + ^d_0(λ).

(3). Naæti ^δ(λ) – OND polinomov ^d_t(λ), . . . , ^d_0(λ) i razloßeniØ vida ^d_k(λ) = ^δ(λ)^ω_{1k}(λ), k = 0, . . . , t. (8.1.9) (4). UqityvaØ ravenstva (8.1.9) i (8.1.8), zapisat~ f(λ, μ) v iskomom vide (8.1.7) f(λ, μ) = δ(μ)^δ(λ) ^f (λ, μ), gde ^f (λ, μ) = ^ω_{1t}(λ)μ^t + · · · + ^ω_{10}(μ).

2) Pust~ f_1(λ, μ), . . . , f_n(λ, μ) – posledovatel~nost~ skalØrnyh polinomov. TrebuetsØ kaßdyæ iz polinomov f_k(λ, μ) (k =

1, . . . , n) predstavit~ v vide* f_k(λ, μ) = Δ(μ) ^Δ(λ) ^f_k(λ, μ) k = 1, . . . , n. (8.1.10) Zdes~ Δ(μ) i ^Δ(λ) – skalØrnye polinomy ot odnoæ peremennoæ, ØvlØ¸wiesØ obwimi delitelØmi polinomov f_k(λ, μ), (k =

*K razloßeniØm vida (8.1.8), (8.1.10) budem ssylat~sØ kak k otnositel~- noæ faktorizacii polinoma ot dvuh peremennyh.

274 V. N. KUBLANOVSKA˚

1, . . . , n), a posledovatel~nost~ polinomov ^f_1(λ, μ), . . . , ^f_n(λ, μ) ne

imeet svoimi obwimi delitelØmi polinomov ot odnoæ peremennoæ.

DlØ vyqisleniØ razloßeniæ (8.1.10) nado vypolnit~ sledu¸- wie operacii.

(1). Kaßdyæ iz polinomov f_k(λ, μ) razloßit~ na neprivodimye mnoßiteli f_k(λ, μ) = ^δ_k(λ)δ_k(μ) ~f_k(λ, μ). (2). Ispol~zuØ algoritm vyqisleniØ OND naæti razloßeniØ ^δ_k(λ) = ^Δ(λ)ω_{1k}(λ), gde ^Δ(λ) − OND{^δ_1(λ), . . . , ^δ_n(λ)}; ^ω_{11}(λ), . . . , ^ω_{1n}(λ) − vzaimno prostye polinomy;

δ_k(μ) = Δ(μ)ω_{1k}(μ), gde Δ(μ) − OND { δ_1(μ), . . . , δ_n(μ) } , ω_{11}(μ), . . . , ω_{1n}(μ) − vzaimno prostye polinomy.

Togda v rezul~tate vypolneniØ operaciæ (1) i (2) kaßdyæ polinom f_k(λ, μ) moßet byt~ predstavlen v iskomom (8.1.10) vide. 8.1.5. Vyqislenie OND polinomov ot dvuh peremennyh.

Pust~

f_1(λ, μ), f_2(λ, μ), . . . , f_q (λ, μ) (8.1.11)

sut~ zadannaØ posledovatel~nost~ skalØrnyh polinomov, dlØ kotoryh sleduet naæti h(λ, μ), t.e. OND, i razloßeniØ vida f_k(λ, μ) = h(λ, μ)ω_k(λ, μ), k = 1, . . . , q, (8.1.12) gde ω_k(λ, μ), k = 1, . . . , q, vzaimno prostye polinomy ot dvuh peremennyh.

DlØ vyqisleniØ (8.1.12) trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Ispol~zuØ algoritm iz 8.1.4, kaßdyæ polinom f_k(λ, μ) iz (8.1.11) predstavit~ v vide

f_k(λ, μ) = Δ_k(μ) ^Δ_k(λ) ^f_k (λ, μ), k = 1, . . . , q. (8.1.13)

(2) Ispol~zuØ algoritm p. (8.1.1), naæti δ(μ) i ^δ(λ), t.e. obwie naibol~xie deliteli posledovatel~nosteæ polinomov ot odnoæ peremennoæ Δ_1(μ), . . . , Δ_q(μ) i ^Δ_1(λ), . . . , ^Δ_q(λ) sootvetstvenno, i razloßeniØ vidov

Δ_k(μ) = δ(μ)u_k(μ); ^Δ_k(λ) = ^δ(λ)^u_k(λ), k = 1, . . . , q, (8.1.14)

METODY I ALGORITMY 275 gde u_1(μ), . . . , u_q(μ) i ^u_1(λ), . . . , ^u_q(λ) sut~ posledovatel~nosti vzaimno prostyh polinomov.

(3) Kaßdyæ polinom f_k(λ, μ) iz (8.1.11) s uqetom (8.1.13) i (8.1.14) zapisat~ v vide f_k(λ, μ) = δ(μ)^δ(λ)g_k(λ, μ), (8.1.15) gde g_k(λ, μ) = u_k(μ)^u_k(λ) ^f_k (λ, μ), k = 1, . . . , q. (4) Sformirovat~ dvuhparametriqesku¸ polinomial~nu¸ matricu G(λ, μ) = [g_1(λ, μ), . . . , g_q(λ, μ)] i, ispol~zuØ ΔW -2 algoritm, naæti ee ΔW -2 faktorizaci¸ vida G(λ, μ)W (λ, μ) = [g(λ, μ), 0, . . . , 0], (8.1.16) gde polinom g(λ, μ) otliqaetsØ ot iskomogo OND h(λ, μ) mnoßitelØmi (μ − μ^∗_i ); μ = μ^∗_i sut~ korni det W (λ, μ), kotorye, kak sleduet iz ΔW -2 algoritma, opredelØ¸tsØ v processe realizacii razloßeniØ (8.1.16).

(6) Ispol~zuØ algoritm p. 8.1.4, razloßit~ polinom g(λ, μ) na mnoßiteli g(λ, μ) = ∇(μ)^h(λ, μ). (8.1.17) Zdes~ ^h(λ, μ) – polinom, ne ime¸wiæ delitelØmi polinomov ot peremennoæ μ i ot peremennoæ λ.

Zametim, qto po postroeni¸ v (8.1.17) polinom ^Δ(λ) ot peremennoæ λ budet otsutstvovat~, tak qto dlØ vyqisleniØ (8.1.17) dostatoqno realizovat~ (1) i (2) xagi otnositel~nogo razloßeniØ polinoma ot dvuh peremennyh.

Togda iskomyæ OND polinomov (8.1.11) budet h(λ, μ) = δ(μ)^δ(λ)^h(λ, μ). (8.1.18) (7) DlØ postroeniØ razloßeniØ vida (8.1.12) sleduet naæti pervu¸ stroku matricy W^{−1}(λ, μ), vhodØwu¸ v razloßenie (8.1.16). DlØ fftogo, ispol~zuØ, naprimer,, metod Lever~e– Faddeeva, nado poluqit~ W^{−1}(λ, μ) v vide

W^{−1}(λ, μ) = 1 det W (λ, μ) B_{n−1}(λ, μ), gde B_{n−1}(λ, μ) est~ so¸znaØ dlØ W (λ, μ) matrica.

276 V. N. KUBLANOVSKA˚

Zapixem pervu¸ stroku W^{−1}(λ, μ) v vide 1 det W (λ, μ) [b_1(λ, μ), . . . , b_q(λ, μ)] = 1 ∇(μ) [ ω_1(λ, μ), . . . , ω_q(λ, μ) ] . (8.1.19)

DlØ fftogo vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii

(i) Ispol~zuØ algoritm p. 8.1.4 nahodØtsØ razloßeniØ vida b_k(λ, μ) = β_k(μ)b̂_k(λ, μ), k = 1, . . . , q, gde b̂_k(λ, μ) ne ime¸t obwim delitelem polinomov ot μ.

(ii) NahoditsØ ^∇(μ), t.e. OND posledovatel~nosti polinomov β_k(μ), k = 1, . . . , q, i razloßeniØ vida β_k(μ) = ^∇(μ)~ω_k(μ), gde ω_k(μ), k = 1, . . . , q, vzaimno prostye polinomy.

Imeem b_k(λ, μ) = ^∇(μ)ω_k(λ, μ), ω_k(λ, μ) := ^ω_k(μ)^b_k(λ, μ). Ots¸da, uqityvaØ, qto det W (λ, μ) = Δ(μ) ^∇(μ), poluqim (8.1.19).

S uqetom (8.1.16)–(8.1.19) poluqim [ f_1(λ, μ), . . . , f_q(λ, μ) ] = δ(μ)^δ(λ) [ g_1(λ, μ), . . . , g_q(λ, μ) ] = = δ(μ)^δ(λ)h(λ, μ) [ ω_1(λ, μ), . . . , ω_q(λ, μ) ] , tak qto f_k(λ, μ) = h(λ, μ)ω_k(λ, μ), k = 1, . . . , q. (8.1.20) VyraßeniØ (8.1.18) i (8.1.20) da¸t sootvetstvenno trebuemyæ OND posledovatel~nosti polinomov (8.1.11) i razloßeniØ vida (8.1.12).

8.1.6. Delenie polinomov ot dvuh peremennyh na obwiæ delitel~.

Pust~ polinom φ(λ, μ) est~ obwiæ delitel~ posledovatel~nosti polinomov f_1(λ, μ), . . . , f_q(λ, μ).

TrebuetsØ vyqislit~ qastnye f_k(λ, μ)/φ(λ, μ), k = 1, . . . , q. S fftoæ cel~¸ vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

METODY I ALGORITMY 277 (1) Ispol~zuØ operacii (1)–(3) algoritma p.8.1.2.2 dlØ vyqisleniØ OND posledovatel~nosti polinomov f_1(λ, μ), . . . , f_q(λ, μ),

f_{q+1}(λ, μ), gde f_{q+1}(λ, μ) ≡ φ(λ, μ), poluqit~ razloßeniØ vida f_k(λ, μ) = δ(μ)^δ(λ)g_k(λ, μ), k = 1, . . . , q + 1. (8.1.21) (2) Sformirovat~ 1 × (q + 1) matricu G(λ, μ) = [ g_1(λ, μ), . . . , g_{q+1}(λ, μ) ] i, ispol~zuØ ΔW -2 algoritm, naæti razloßenie vida G(λ, μ)W (λ, μ) = [ g(λ, μ), 0, . . . , 0 ] . (8.1.22)

(3) Polinom g(λ, μ) razloßit~ na otnositel~no nerazloßimye mnoßiteli po peremennoæ μ, t.e. predstavit~ ego v vide (8.1.7): g(λ, μ) = ∇(μ)^h(λ, μ). (8.1.23) Togda (8.1.22) primet vid [ g_1(λ, μ), . . . , g_{q+1}(λ, μ) ] = [ ∇(μ)^h(λ, μ), 0, . . . , 0 ] W^{−1}(λ, μ). (8.1.24) (4) Naæti pervu¸ stroku matricy W^{−1}(λ, μ): 1 ∇(μ) [ ω_1(λ, μ), . . . , ω_{q+1}(λ, μ) ] . Togda s uqetom (8.1.21)–(8.1.24) budem imet~ ravenstva f_k(λ, μ) = δ(μ)^δ(λ)^h(λ, μ)ω_k(λ, μ) ≡ h(λ, μ)ω_k(λ, μ), k = 1, . . . , q + 1. Oqevidno, f_{k+1}(λ, μ) ≡ φ(λ, μ) otliqaetsØ ot OND h(λ, μ) polinomov f_1(λ, μ), . . . , f_{q+1}(λ, μ) razve lix~ mnoßitelem (oboznaqim ego ω_{q+1}), kotoryæ est~ konstanta ω_{q+1}(λ, μ) ≡ ω_{q+1}, ne zavisØwaØ ot λ i μ: Togda iskomye qastnye budut f_k(λ, μ) φ(λ, μ) = ω_k(λ, μ) ω_{q+1} , k = 1, . . . , q. 8.1.7. Vyqislenie NOK polinomov ot dvuh peremennyh.

Pust~ trebuetsØ naæti NOK dlØ posledovatel~nosti polino- mov f_1(λ, μ), . . . , f_q(λ, μ). (8.1.25)

278 V. N. KUBLANOVSKA˚ Drugimi slovami, trebuetsØ naæti skalØrnyæ polinom k(λ, μ) takoæ, qto (s toqnost~¸ do postoØnnyh mnoßiteleæ) vypolnØ- ¸tsØ ravenstva: k(λ, μ) = f_1(λ, μ)~ω_1(λ, μ) = . . . = f_q (λ, μ)~ω_q(λ, μ), (8.1.26) gde ~ω_1(λ, μ), . . . , ~ω_q(λ, μ) sut~ vzaimno prostye polinomy nad kol~com skalØrnyh polinomov.

DlØ vyqisleniØ k(λ, μ) trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Ispol~zuØ algoritm p.8.1.5, naæti h(λ, μ), t.e. OND skalØrnyh polinomov (8.1.25) v vide h(λ, μ) = δ(μ)^δ(λ)^h(λ, μ). (2) Ispol~zuØ algoritm p.8.1.6, naæti ω_k(λ, μ), k = 1, . . . , q – qastnye ot deleniØ ishodnyh polinomov na ih OND.

(3) DlØ skalØrnyh polinomov ω_k(λ, μ), k = 1, . . . , q, vypolnit~ sledu¸wie xagi. Pust~ Ω_1(λ, μ) = ω_1(λ, μ).

(3.1) Ispol~zuØ algoritmy p.8.1.2 i 8.1.3 dlØ polinomov

Ω_1(λ, μ) i ω_2(λ, μ) naæti OND i qastnye ot deleniØ fftih dvuh

polinomov na ih OND. Pust~ γ_1(λ, μ) – OND(Ω_1(λ, μ), ω_2(λ, μ)), oboznaqim β_1(λ, μ) = v_1(λ, μ) · v_2(λ, μ), gde v_i(λ, μ) – qastnye ot deleniØ polinomov Ω_1(λ, μ) i ω_2(λ, μ) na ih OND.

(3.2) Postroit~ polinom Ω_2(λ, μ) = β_1(λ, μ) · γ_1(λ, μ). (3.3) DlØ i = 3, . . . , q vypolnit~ xagi (3.1) i (3.2), t.e. naæti polinom Ω_{q−1}(λ, μ), kotoryæ budet ØvlØtsØ NOK polinomov ω_1(λ, μ), . . . , ω_q(λ, μ). (3.4) NOK ishodnyh polinomov f_1(λ, μ), . . . , f_q(λ, μ) vyqislit~ po formule k(λ, μ) = h(λ, μ) · Ω_{q−1}(λ, μ). §8.2. Operacii nad matriqnymi polinomami ([42])

8.2.1. Vyqislenie OND matriqnyh polinomov.

Pust~ D_1(λ), . . . , D_r(λ) – zadannye razmerov m × n matriqnye polinomy (polinomial~nye matricy). Zadaqa sostoit v postroenii razloßeniæ vida

D_k(λ) = Δ(λ)W_{1k}(λ), k = 1, . . . , r, (8.2.1)

METODY I ALGORITMY 279 gde W_{11}(λ), . . . , W_{1r}(λ) – sleva vzaimno prostye* ρ × n ranga ρ matriqnye polinomy; Δ(λ) – m × ρ matriqnyæ polinom, polnogo stolbcovogo ranga, nazyvaemyæ levym OND matriqnyh polinomov D_1(λ), . . . , D_r(λ).

DlØ vyqisleniØ razloßeniæ (8.2.1) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1). FormiruetsØ matrica A(λ) ≡ [D_1(λ), . . . , D_r(λ)] i nahoditsØ ee ΔW -1 razloßenie:

A(λ)W (λ) = [Δ(λ), O],

gde Δ(λ) – m × ρ polinomial~naØ matrica polnogo stolbcovogo ranga ρ(ρ = rank A(λ)), spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym spektrom A(λ) : O – nulevaØ m × (n − ρ) matrica; W (λ) – unimodulØrnaØ n × n matrica.

(2). VyqislØetsØ pervaØ ρ × nr bloqnaØ stroka matricy

W^{−1}(λ) = [ W_{11}(λ) . . . W_{1r}(λ) ∗ . . . ∗ ] , gde W_{1k}(λ) (k = 1, . . . , r) sut~ ρ×n matricy takie, qto [W_{11}(λ),. . . ,

W_{1r}(λ)] est~ ρ×nr pervaØ bloqnaØ stroka unimodulØrnoæ matri-

cy W^{−1}(λ). Togda iz ravenstva

[D_1(λ), . . . , D_r(λ)] = Δ(λ)[W_{11}(λ), . . . , W_{1r}(λ)]

i svoæstv ΔW -1 razloßeniØ sleduet spravedlivost~ (8.2.1), gde polinomy W_{11}(λ), . . . , W_{1r}(λ), kak fflementy bloqnoæ stroki unimodulØrnoæ matricy W^{−1}(λ), sut~ vzaimno prostye sleva matriqnye polinomy, ime¸wie rang ρ. 8.2.2. “Delenie” matriqnyh polinomov.

Pust~ zadany matriqnye polinomy P (λ) i Q(λ), priqem izvestno, qto regulØrnaØ matrica Q(λ) est~ levyæ delitel~ P (λ). DlØ vyqisleniØ matriqnogo polinoma Q^{−1}(λ)P (λ) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1). FormiruetsØ polinomial~naØ matrica

A(λ) = [P (λ), Q(λ)]

i nahoditsØ ee ΔW -1 razloßenie

A(λ)W (λ) = [Δ(λ), O], (8.2.2)

*Matriqnye polinomy nazyva¸tsØ vzaimno prostymi sleva, esli ih obwiæ levyæ delitel~ trivialen, t.e. ØvlØetsØ unimodulØrnoæ (v qastnosti, postoØnnoæ) matriceæ.

280 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde Δ(λ) est~ levyæ OND matriqnyh polinomov P (λ) i Q(λ), tak qto Δ(λ) otliqaetsØ ot Q(λ) razve lix~ mnoßitelem, kotoryæ est~ unimodulØrnaØ ili postoØnnaØ matrica.

(2). VyqislØetsØ W^{−1}(λ) i ravenstvo (8.2.2) zapisyvaetsØ v vide

[P (λ), Q(λ)] = [Δ(λ), O]W^{−1}(λ).

Pust~

W^{−1}(λ) = [ Γ_1(λ) Γ_1(λ) ∗ ∗ ] , gde ∗ oboznaqeny ne interesu¸wie nas bloki W^{−1}(λ); Γ_1(λ) i

Γ_2(λ) sut~ polinomial~nye n × n matricy. Ots¸du nahodim

P (λ) = Δ(λ)Γ_1(λ)

Q(λ) = Δ(λ)Γ_2(λ),

gde Γ_2(λ) est~ unimodulØrnaØ ili postoØnnaØ, ne zavisØwaØ ot λ, neosobennaØ matrica. Iz poslednih ravenstv nahodim

Q^{−1}(λ)P (λ) = Γ^{−1}_2 (λ)Γ_1(λ).

Algoritm vydeleniØ levogo delitelØ iz matriqnogo polinoma moßno obobwit~ na sluqaæ vydeleniØ levogo OND iz neskol~- kih matriqnyh polinomov. Pust~ trebuetsØ vydelit~ regulØrnyæ obwiæ naibol~xiæ delitel~ Q(λ) iz matriqnyh polinomov

P_1(λ), . . . , P_n(λ). DlØ vyqisleniØ Q^{−1}(λ)P_k(λ), k = 1, . . . , n vypol-

nØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1). FormiruetsØ matrica A(λ) = [ P_1(λ), . . . , P_n(λ), Q(λ) ] i nahoditsØ ee ΔW -1 razloßenie

A(λ)W (λ) =^[Δ(λ), O^].

(2). VyqislØetsØ pervaØ bloqnaØ stroka unimodulØrnoæ matricy

W^{−1}(λ) = [ W_{11}(λ) . . . W_{1n}(λ) W_{1,n+1}(λ) ∗ . . . ∗ ∗ ] , bloki W_{11}(λ), . . . , W_{1n}(λ) i W_{1,n+1}(λ) kotoroæ ime¸t takie ße razmery, qto i matriqnye polinomy P_1(λ), . . . , P_n(λ) i Q(λ), sootvetstvenno.

(3). NahodØtsØ ravenstva

P_k(λ) = Δ(λ)W_{1k}(λ) k = 1, . . . , n

Q(λ) = Δ(λ)W_{1,n+1}(λ).

(8.2.3)

METODY I ALGORITMY 281 Ots¸da W_{1,n+1}(λ) ≡ W_{1,n+1} est~ unimodulØrnaØ ili postoØnnaØ neosobennaØ matrica, tak qto iz ravenstv (8.2.3) nahodim Q^{−1}(λ)P_k(λ) = W^{−1}_{1,n+1}(λ)W_{1k}(λ), k = 1, . . . , n. 8.2.3. Vyqislenie NOK matriqnyh polinomov.

Pust~ P_1(λ), . . . , P_q(λ) – posledovatel~nost~ regulØrnyh porØdka n matriqnyh polinomov. TrebuetsØ naæti matriqnye polinomy K(λ), W_1(λ), . . . , W_q(λ), udovletvorØ¸wie ravenstvam

K(λ) = P_k(λ)W^T_k (λ) k = 1, . . . , q. (8.2.4)

Polinom K(λ) nazovem levym NOK, esli W_1(λ), . . . , W_q(λ) sut~ vzaimno prostye sleva matriqnye polinomy.

PredlagaetsØ sledu¸wiæ algoritm dlØ vyqisleniØ NOK i razloßeniæ (8.2.4) zadannyh matriqnyh polinomov.

(1). Ispol~zuØ algoritm p. 8.2.1, nahodØtsØ razloßeniØ vida

P_k(λ) = Δ(λ)W_{1k}(λ) k = 1, . . . , q, (8.2.5)

gde Δ(λ) est~ OND matriqnyh polinomov P_1(λ), . . . , P_q(λ) i ØvlØetsØ regulØrnoæ matriceæ, W_{11}(λ), . . . , W_{1r}(λ) – sleva vzaimno prostye matriqnye polinomy.

(2). Ispol~zuØ algoritm p. 8.2.2, vyqislØ¸tsØ matriqnye polinomy ^P_k(λ) = Ω(λ)W^{−T}_{1k} (λ) k = 1, . . . , q, (Ω(λ) =^q ∏ i=1 W_{1i}(λ)), kotorye, oqevidno, sut~ regulØrnye matriq-

nye polinomy.

(3). DlØ kaßdogo matriqnogo polinoma ^P_k(λ) (k = 1, . . . , q), ispol~zuØ algoritm p. 8.2.1, nahodØtsØ razloßeniØ vida

^P_k(λ) = ^Δ(λ)^W_{1k}(λ) k = 1, . . . , q, (8.2.6)

gde ^Δ(λ) est~ OND polinomov ^P_1(λ), . . . , ^P_q(λ) i ØvlØetsØ n×n regulØrnoæ matriceæ; ^W_{11}(λ), . . . , ^W_{1q}(λ) – sleva vzaimno prostye matriqnye polinomy.

(4). Iskomye polinomy vyqislØ¸tsØ po formulam

K(λ) = P_1(λ)^W^T_{11}(λ), W_k(λ) = ^W_{1k}(λ), k = 1, . . . , q. (8.2.7)

DlØ obosnovaniØ algoritma dostatoqno dokazat~, qto matriqnye polinomy (8.2.5) udovletvorØ¸t sisteme (8.2.4). DlØ fftogo, prinimaØ vo vnimanie (8.2.5), podsqitaem levu¸ i pravu¸ qasti

282 V. N. KUBLANOVSKA˚ ravenstv (8.2.4), predvaritel~no umnoßiv ih sprava na ^Δ^T (λ). S uqetom sootnoxeniæ (8.2.5) – (8.2.7), poluqim

P_1(λ)^W^T_{11}(λ) ^Δ^T (λ) = P_1(λ) ^P^T_1 (λ) = P_1(λ)W^{−1}_{11} (λ)Ω^T (λ) = Δ(λ)Ω^T (λ)

P_k(λ)W^T_k (λ) ^Δ^T (λ) = P_k(λ)^W^T_{1k}(λ) ^Δ^T (λ) = P_k(λ) ^P^T_k (λ) =

= P_k(λ)W^{−1}_{1k} (λ)Ω^T (λ) = Δ(λ)Ω^T (λ).

SravnivaØ poluqennye ravenstva, ubeßdaemsØ, qto

K(λ) ^Δ^T (λ) = P_k(λ)^W^T_{1k}(λ) ^Δ^T (λ).

Otkuda s uqetom, qto ^Δ(λ) est~ regulØrnaØ n×n polinomial~naØ matrica, imeem

K(λ) = P_k(λ)^W^T_{1k}(λ) ≡ P_k(λ)W^T_k (λ),

t.e. sistema (8.2.4) pri vybore K(λ) i W_k(λ) (k = 1, . . . , q) po formulam (8.2.7) udovletvorØetsØ. VzaimnaØ prostota (sleva) matriqnyh polinomov W_1(λ), . . . , W_q(λ) sleduet iz svoæstva unimodulØrnoæ matricy ^W^{−1}(λ), pervoæ bloqnoæ strokoæ kotoroæ oni ØvlØ¸tsØ. �tim zaverxaetsØ obosnovanie algoritma. 8.2.4. Otnositel~naØ faktorizaciØ matriqnogo polinoma ot dvuh parametrov.

Pust~ F (λ, μ) est~ matriqnyæ polinom razmerov m×n ot dvuh peremennyh.

Zadaqa sostoit v vyqislenii razloßeniØ vida*

F (λ, μ) = Δ(μ) ^Δ(λ) ^F (λ, μ), (8.2.8)

gde Δ(μ), ^Δ(λ) – matriqnye polinomy ot odnoæ peremennoæ,

^F (λ, μ) – matriqnyæ polinom, ne ime¸wiæ svoimi levymi de-

litelØmi matriqnyh polinomov ot odnoæ peremennoæ.

DlØ realizacii razloßeniØ (8.2.8) nado vypolnit~ sledu¸- wie operacii.

(1). Zapisat~ F (λ, μ) po stepenØm λ

F (λ, μ) = C_s(μ)λ^s + · · · + C_0(μ)

i dlØ matriqnyh polinomov C_s(μ), . . . , C_0(μ) naæti razloßeniØ vida

C_k(μ) = Δ(μ)W_{1k}(μ), (8.2.9)

*K razloßeni¸ (8.2.8) budem ssylat~sØ kak k otnositel~noæ faktorizacii matriqnogo polinoma ot dvuh peremennyh.

METODY I ALGORITMY 283 gde Δ(μ) – OND polinomov {C_k(μ)}; {W_{1k}(μ)} – posledovatel~- nost~ vzaimno prostyh sleva matriqnyh polinomov.

(2). PrinimaØ vo vnimanie ravenstva (8.2.9), zapisat~ F (λ, μ) po stepenØm μ: F (λ, μ) = Δ(μ) [ W_{1s}(μ)λ^s +· · ·+W_{10}(μ) ] = Δ(μ) [ ^ C_t(λ)μ^t +· · ·+ ^C_0(λ). ] (3). Naæti dlØ matriqnyh polinomov ^C_t(λ), . . . , ^C_0(λ) razloßeniØ vida

^C_k(λ) = ^Δ(λ)^W_{1k}(λ) k = t, . . . , 0. (8.2.10)

Zdes~ ^Δ(λ) – levyæ OND matriqnyh polinomov ^C_t(λ), . . . , ^C_0(λ);

^W_{1t}(λ), . . . , ^W_{10}(λ) – vzaimno prostye sleva matriqnye polino- my. (4). S uqetom razloßeniæ (8.2.9) i (8.2.10) zapisat~ matriqnyæ polinom F (λ, μ) v iskomom (8.2.8) vide F (λ, μ) = Δ(μ) ^Δ(λ) ^F (λ, μ), gde ^F (λ, μ) = ^W_{1t}(λ)μ^t + ^W_{1,t−1}(λ)μ^{t−1} + . . . + ^W_{10}(λ).

Zameqanie. V rassmotrennom vyxe algoritme vydelim iz

F (λ, μ) levye mnoßiteli, t.e. matriqnye polinomy ot odnoæ pe-

remennoæ. Analogiqno, primenØØ vyxe opisannyæ algoritm k matrice ^F^T (λ, μ), moßno vydelit~ iz F (λ, μ) pravye mnoßiteli, t.e. matriqnye polinomy ot odnoæ peremennoæ, a sledovatel~no predstavit~ F (λ, μ) v vide

F (λ, μ) = Δ(μ) ^Δ(λ)F_1(λ, μ) ^Δ_1(λ)Δ_1(μ).

Zdes~ F_1(λ, μ) – matriqnyæ polinom ot dvuh parametrov, ne ime- ¸wiæ matriqnyh polinomov ot odnoæ peremennoæ svoimi levymi i pravymi delitelØmi.

8.2.5. Vyqislenie OND matriqnyh polinomov ot dvuh parametrov.

Pust~ {F_k(λ, μ)}, k = 1, 2, . . . , p posledovatel~nost~ dvuhparametriqeskih polinomial~nyh m × n matric.

Rassmotrim razloßenie vida F_k(λ, μ) = ∇(λ, μ)V_k(λ, μ), k = 1, . . . , p (8.2.11) gde ∇(λ, μ) i V_k(λ, μ) matricy polnogo stolbcovogo i stroqnogo rangov sootvetstvenno.

284 V. N. KUBLANOVSKA˚

Matricu ∇(λ, μ) nazovem levym OND posledovatel~nosti

{F_k(λ, μ)}, esli matrica [ ^ V_1(λ, μ), . . . , ^V_p(λ, μ) ] ne imeet koneqnogo regulØrnogo spektra. Pri fftom v qastnom sluqae ∇(λ, μ) moßet byt~ postoØnnoæ matriceæ.

Algoritm postroeniØ razloßeniæ (8.2.11) sostoit v vypolneniii sledu¸wih operaciæ

(1) FormiruetsØ matrica

Φ(λ, μ) := [ F_1(λ, μ), . . . , F_p(λ, μ) ] . (2) Ispol~zuØ algoritm ∇V -2 faktorizacii iz [46], vyqislØetsØ ∇V -2 razloßenie Φ(λ, μ) vida Φ(λ, μ) = ∇(λ, μ)V (λ, μ), gde ∇(λ, μ) est~ m × ρ polnogo stolbcovogo ranga matricy, regulØrnyæ spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym regulØrnym spektrom Φ(λ, μ); V (λ, μ) = [ ^ V_1(λ, μ), . . . , ^V_p(λ, μ) ] est~ ρ×nρ matrica s blokami ^V_k(λ, μ) razmerov ρ × n, neime¸waØ koneqnogo regulØrnogo spektra.

V rezul~tate vypolneniØ operaciæ (1), (2) budem imet~ razloßenie (8.2.11).

§8.3. Metody rexeniØ lineæno-algebraiqeskih sistem s polinomial~nymi i racional~nymi matricami [19, 47]

RassmatrivaetsØ rexenie lineænyh sistem i obrawenie matric, zavisØwih polinomial~no ili racional~no ot odnogo i dvuh parametrov.

8.3.1. Vyqislenie psevdoobratnyh matric.

Predlaga¸tsØ sposoby postroeniØ psevdoobratnyh matric dlØ matric, fflementy kotoryh polinomial~no ili drobno-ra-cional~no zavisØt ot parametrov. Rassmatriva¸tsØ sluqai odno i dvuhparametriqeskih matric.

Postroenie psevdoobratnyh matric realizuetsØ na baze algoritmov rangovoæ faktorizacii. V sluqae matric s polinomial~nym vhoßdeniem parametrov takimi algoritmami ØvlØ¸tsØ ΔW -1 i ΔW -2 algoritmy sootvetstvenno dlØ odno i dvuhparametriqeskih matric. V sluqae matric s racional~nym vhoßdeniem parametrov takimi algoritmami ØvlØ¸tsØ algoritmy nesokratimoæ minimal~noæ faktorizacii.

METODY I ALGORITMY 285

8.3.1.1. Teoretiqeskie predposylki.

Pust~ A est~ m × n matrica ranga ρ (ρ 6 min(m, n)), fflementy kotoroæ sut~ postoØnnye qisla. Izvestno, qto faktorizaciØ vida

A = B C, (8.3.1)

gde B i C m×ρ i ρ×n matricy ranga ρ, moßet byt~ ispol~zovana dlØ postroeniØ psevdoobratnoæ matricy A^+, udovletvorØ¸weæ aksiomam:

AA^+A = A, A^+AA^+ = A^+, (AA^+)^T = AA^+, (A^+A)^T = A^+A.

(8.3.2) Pri naliqii faktorizacii (8.3.1) matrica A^+ moßet byt~ vyqislena po formule

A^+ = C^T (CC^T )^{−1}(B^T B)^{−1}B^T . (8.3.3)

RangovaØ faktorizaciØ (8.3.1) moßet byt~ realizovana razliqnymi sposobami, naprimer, s ispol~zovaniem algoritmov singulØrnogo razloßeniØ matricy A, v qastnosti SV D-algoritma, ili s ispol~zovaniem normalizovannogo razloßeniØ matricy A (drugimi slovami QR-razloßeniØ s perestanovkami). 8.3.1.2. RangovaØ faktorizaciØ matric, zavisØwih ot parametrov.

Niße ideØ ispol~zovaniØ rangovogo razloßeniØ matricy dlØ postroeniØ psevdoobratnoæ matricy, a sledovatel~no, i dlØ rexeniØ sistem po principu naimen~xih kvadratov obobwaetsØ na sluqaæ matric, zavisØwih ot parametrov.

V kaqestve rangovoæ faktorizacii ispol~zu¸tsØ sledu¸wie. DlØ odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ m × n matricy

D(λ) ranga ρ rassmatrivaetsØ rangovaØ faktorizaciØ vida

D(λ) = ∇(λ)V (λ) (8.3.4)

gde Δ(λ) est~ polinomial~naØ m × ρ matrica polnogo stolbcovogo ranga, ime¸waØ spektr, sovpada¸wiæ s koneqnym spektrom

D(λ); V (λ) est~ polinomial~naØ ρ × n matrica, ne ime¸waØ ko-

neqnogo spektra.

Razloßenie (8.3.4) realizuetsØ na baze ΔW -1 faktorizacii:

D(λ)W (λ) = [Δ(λ), 0],

gde 0-nulevaØ m × (n − ρ) matrica, W (λ) est~ unimodulØrnaØ matrica, tak qto matrica V (λ) obrazovana pervymi ρ strokami unimodulØrnoæ matricy W^{−1}(λ).

286 V. N. KUBLANOVSKA˚

DlØ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ m × n matricy

F (λ, μ) ranga ρ, rassmatrivaetsØ rangovaØ faktorizaciØ vida F (λ, μ) = ∇(λ, μ)V (λ, μ), (8.3.5) gde ∇(λ, μ) i V (λ, μ) – dvuhparametriqeskie m × ρ i ρ × n polinomial~nye matricy polnogo ranga sootvetstvenno.

Spektr ∇(λ, μ) sovpadaet s koneqnym nepreryvnym spektrom matricy F (λ, μ), za iskl¸qeniem sobstvennyh znaqeniæ vida

μ = μ_i, kotorye, buduqi v spektre F (λ, μ), otsutstvu¸t v spektre ∇(λ, μ). Spektr V (λ, μ) ØvlØetsØ diskretnym, sovpada¸wim s diskretnym spektrom F (λ, μ), poroßdennym ee pravymi polinomial~- nymi rexeniØmi za iskl¸qeniem sobstvennyh znaqeniæ vida

μ = μ_i, esli poslednie vhodØt v spektr F (λ, μ).

RangovaØ faktorizaciØ (8.3.5) realizuetsØ na baze ΔW -2 razloßeniØ matricy F (λ, μ) i algoritm ego podrobno opisan v glave 6. DlØ odnoparametriqeskoæ racional~noæ m × n matricy R(λ) ranga ρ, v kaqestve rangovoæ faktorizacii rassmatrivaetsØ tak nazyvaemaØ nesokratimaØ minimal~naØ faktorizaciØ vida

R(λ) = S(λ)T^{−1}(λ)V (λ) (8.3.6)

gde S(λ), T (λ), V (λ) – sootvetstvenno polinomial~nye m × ρ, ρ × ρ i ρ×n matricy, tak qto T (λ) est~ regulØrnaØ matrica, pri fftom kaßdaØ iz matric [ S(λ) T (λ) ] i [T (λ), V (λ)]

ne imeet koneqnogo spektra.

DlØ dvuhparametriqeskoæ racional~noæ m×n matricy R(λ, μ) ranga ρ, v kaqestve rangovoæ faktorizacii rassmatrivaetsØ, tak nazyvaemaØ, nesokratimaØ minimal~naØ faktorizaciØ vida R(λ, μ) = S(λ, μ)T^{−1}(λ, μ)V (λ, μ). (8.3.7) Zdes~ S(λ, μ), T (λ, μ), V (λ, μ) sootvetstvenno m × ρ, ρ × ρ, ρ × n dvuhparametriqeskie polinomial~nye matricy ranga ρ, tak qto

T (λ, μ), est~ regulØrnaØ matrica. Pri fftom kaßdaØ iz matric [ S(λ, μ) T (λ, μ) ] i [ T (λ, μ), V (λ, μ) ] ne ime¸t koneqnogo nepreryvnogo spektra.

METODY I ALGORITMY 287

8.3.1.3. Postroenie psevdoobratnyh matric dlØ matric, zavisØwih ot parametrov.

PsevdoobratnaØ matrica D^+ (λ) dlØ odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy D(λ), postroennaØ na baze razloßeniØ (8.3.4), imeet vid

D^+ (λ) = V^T (λ) [ V (λ)V^T (λ) ]_{−1}[ ∇^T (λ)∇(λ) ]_{−1} ∇^T (λ). (8.3.8)

PsevdoobratnaØ matrica F^+(λ, μ) dlØ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (λ, μ), postroennaØ na baze razloßeniØ (8.3.5), imeet vid

F^+(λ, μ) = V^T (λ, μ) [ V (λ, μ)V^T (λ, μ) ]_{−1}[ ∇^T (λ, μ)∇(λ, μ) ]_{−1} ∇^T (λ, μ). (8.3.9) PsevdoobratnaØ matrica R^+(λ) dlØ odnoparametriqeskoæ racional~noæ matricy R(λ), postroennaØ na baze razloßeniØ (8.3.6), imeet vid

R^+(λ) = V^T (λ) [ V (λ)V^T (λ) ]_{−1} T (λ) [ S^T (λ)S(λ) ]_{−1} S^T (λ). (8.3.10)

PsevdoobratnaØ matrica R^+(λ, μ) dlØ dvuhparametriqeskoæ racional~noæ matricy R(λ, μ), postroennaØ na baze razloßeniØ (8.3.7), imeet vid

R^+(λ, μ) =

= V^T (λ, μ) [ V (λ, μ)V^T (λ, μ) ]_{−1} T (λ, μ) [ S^T (λ, μ)S(λ, μ) ]_{−1} S^T (λ, μ). (8.3.11)

Tak postroennye psevdoobratnye matricy udovletvorØ¸t qetyrem aksiomam vida (8.3.2), v qem legko ubedit~sØ neposredstvennoæ proverkoæ.

8.3.2. Obrawenie regulØrnyh matric.

Kak vidno iz formul (8.3.8)–(8.3.11) vyqislenie psevdoobratnyh matric trebuet vyqisleniØ obratnoæ matricy dlØ regulØrnyh polinomial~nyh odno i dvuhparametriqeskih matric.

Niße predlaga¸tsØ algoritmy obraweniØ regulØrnyh matric zavisØwih ot odnogo i dvuh parametrov, postroennyh na razliqnyh principah. V osnove pervoæ gruppy algoritmov leßat modifikacii izvestnogo metoda Lever~e-Faddeeva, ranee predloßennogo dlØ vyqisleniØ kofffficientov harakteristiqeskogo polinoma postoØnnoæ matricy.

288 V. N. KUBLANOVSKA˚

8.3.2.1. Postroenie obratnoæ matricy D^{−1}(λ) dlØ regulØrnoæ odnoparametriqeskoæ n × n matricy D(λ), trebuet vyqisleniØ dvuh posledovatel~nosteæ {A_k(λ)}, {B_k(λ)} k = 1, . . . , n regulØrnyh polinomial~nyh matric i posledovatel~nosti {q_k(λ)} skalØrnyh polinomov. PolagaØ B_0(λ) = I, vyqisleniØ realizu¸tsØ po formulam

A_{k+1}(λ) = D(λ)B_k (λ), q_{k+1}(λ) = 1 k + 1 tr A_{k+1}(λ),

B_{k+1}(λ) = A_{k+1}(λ) − q_{k+1}(λ)I, k = 0, . . . , n − 1, (8.3.12)

gde I – ediniqnaØ matrica.

Togda iskomaØ matrica D^{−1}(λ) vyqislØetsØ po formule

D^{−1}(λ) = 1 q_n(λ) B_{n−1}(λ), (8.3.13)

pri fftom B_n(λ) ≡ O – nulevaØ n × n matrica.

Postroenie obratnoæ matricy D^{−1}(λ, μ) dlØ regulØrnoæ dvuhparametriqeskoæ polinomial~noæ n × n matricy D(λ, μ) trebuet vyqisleniØ dvuh koneqnyh posledovatel~nosteæ

{A_k(λ, μ)}, {B_k(λ, μ)}, k = 1, . . . , n regulØrnyh dvuhparametriqe-

skih polinomial~nyh matric i posledovatel~nosti skalØrnyh polinomov {q_k(λ, μ)} ot dvuh peremennyh.

PolagaØ B_0(λ, μ) = I, vyqisleniØ realizu¸tsØ po formulam A_{k+1}(λ, μ) = D(λ, μ)B_k(λ, μ), q_{k+1}(λ, μ) = 1 k + 1 tr A_{k+1}(λ, μ), B_{k+1}(λ, μ) = A_{k+1}(λ, μ) − q_{k+1}(λ, μ)I, k = 0, . . . , n − 1. Togda iskomaØ matrica D^{−1}(λ, μ) vyqislØetsØ po formule D^{−1}(λ, μ) = 1 q_n(λ, μ) B_{n−1}(λ, μ), pri fftom B_n(λ, μ) ≡ O – nulevaØ n × n matrica.

Postroenie obratnoæ matricy R^{−1}(λ) dlØ regulØrnoæ racional~noæ odnoparametriqeskoæ n × n matricy R(λ) trebuet vyqisleniØ dvuh koneqnyh posledovatel~nosteæ racional~nyh odnoparametriqeskih matric {A_k(λ)}, {B_k(λ)} k = 1, . . . , n i posledovatel~nosti {q_k(λ)} racional~nyh funkciæ.

Predvaritel~no ishodnu¸ matricu R(λ) zapisyvaem v faktorizavannoæ vide R(λ) = K^{−1}(λ)D(λ),

METODY I ALGORITMY 289 gde K(λ) i D(λ) sut~ n × n polinomial~nye matricy. Faktorizaci¸ moßno realizovat~, naprimer, vzØv K(λ) := diag {k_1(λ), . . . , k_n(λ)}, gde k_i(λ) est~ NOK znamenateleæ fflementov i-oæ stroki matricy

R(λ). Togda D(λ) = K(λ)R(λ).

Perehod ot xaga k k xagu k+1 trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ

(1) Racional~naØ matrica B_k(λ) predstavlØetsØ v sledu¸wem faktorizovannom vide

B_k(λ) = D̄_k(λ)K̄^{−1}(λ),

gde v kaqestve polinomial~nyh n × n matric D̄_k(λ) i K̄(λ) moßno vzØt~, naprimer, sledu¸wie

K̄(λ) = diag {k̄_1(λ), . . . , k̄_n(λ)}, D̄_k(λ) = B_k(λ)K̄(λ).

Zdes~ k̄_i(λ) est~ NOK znamenateleæ fflementov i-go stolbca matricy B_k(λ).

(2) Vyqislit~ racional~nu¸ matricu A_{k+1}(λ) v sledu¸wem faktorizovannom vide

A_{k+1}(λ) = D(λ)B_k (λ) =

= K^{−1}(λ)D_k(λ)D̄_k(λ)K̄^{−1}(λ) =

= K^{−1}(λ) ~D_k(λ)K̄^{−1}(λ),

~D_k(λ) := D_k(λ)D̄_k(λ) – polinomial~naØ n × n matrica.

(3) Vyqislit~ sled racional~noæ matricy A_{k+1}(λ). DlØ qego matrica A_{k+1}(λ) zapisyvaetsØ v vide matricy s racional~nymi

fflementami r^{(k+1)}_{ij} (λ). Tak qto tr A_{k+1}(λ) =^n ∑ i=1 r^{(k+1)} ii (λ). (4) Vyqislit~ racional~nu¸ matricu

B_{k+1}(λ) = A_{k+1}(λ) − q_{k+1}(λ)I, gde q_{k+1}(λ) = 1 k + 1 tr A_{k+1}(λ).

Xagi (1)–(4) vypolnØ¸tsØ dlØ k = 1, . . . , n − 1. Togda iskomaØ matrica R^{−1}(λ) vyqislØetsØ po formule

R^{−1}(λ) = 1 q_n(λ) B_{n−1}(λ),

290 V. N. KUBLANOVSKA˚ pri fftom B_n(λ) ≡ O – nulevaØ matrica.

Postroenie obratnoæ matricy R^{−1}(λ, μ) dlØ regulØrnoæ dvuhparametriqeskoæ racional~noæ n×n matricy R(λ, μ) trebuet vyqisleniØ dvuh koneqnyh posledovatel~nosteæ regulØrnyh dvuhparametriqeskih racional~nyh matric {A_k(λ, μ)} i B_k(λ, μ)} k =

1, . . . , n i posledovatel~nosti racional~nyh funkciæ {q_k(λ, μ)} k = 1, . . . , n ot dvuh parametrov.

Predvaritel~no ishodnu¸ matricu R(λ, μ) zapisyvaem v sledu¸wem faktorizovannom vide R(λ, μ) = K^{−1}(λ, μ)D(λ, μ), gde K(λ, μ) i D(λ, μ) sut~ dvuhparametriqeskie polinomial~nye

n × n matricy.

Vyqislenie K(λ, μ) moßno realizovat~, naprimer, v vide K(λ, μ) = diag {k_1(λ, μ), . . . , k_n(λ, μ)}, gde k_i(λ, μ) est~ NOK znamenateleæ fflementov i-oæ stroki matri- cy R(λ, μ); D(λ, μ) = K(λ, μ)R(λ, μ). Perehod ot xaga k k xagu k+1 trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) Predstavit~ racional~nu¸ dvuhparametriqesku¸ matricu B_k(λ, μ) v sledu¸wem faktorizovannom vide B_k(λ, μ) = D̄_k(λ, μ)K̄^{−1}(λ, μ), gde v kaqestve dvuhparametriqeskih polinomial~nyh matric

D̄(λ, μ) i K̄(λ, μ) moßno vzØt~, naprimer, sledu¸wie K̄(λ, μ) = diag {k̄_1(λ, μ), . . . , k̄_n(λ, μ)}, D̄_k(λ, μ) = B_k(λ, μ)K̄(λ, μ). Zdes~ k_i(λ, μ) est~ NOK znamenateleæ fflementov i-go stolbca matricy B_k(λ, μ).

(2) Vyqislit~ racional~nu¸ matricu A_{k+1}(λ, μ) v sledu¸wem faktorizovannom vide A_{k+1}(λ, μ) = D(λ, μ)B_k(λ, μ) = K^{−1}(λ, μ)D_k(λ, μ)D̄_k(λ, μ)K̄^{−1}(λ, μ) = = K^{−1}(λ, μ)D̃_k(λ, μ)K̄^{−1}(λ, μ), gde D̃_k(λ, μ) = D_k(λ, μ)D̄_k(λ, μ) est~ polinomial~naØ dvuhparametriqeskaØ matrica.

METODY I ALGORITMY 291 (3) Vyqislit~ sled racional~noæ matricy A_{k+1}(λ, μ). DlØ qego A_{k+1}(λ, μ) zapisyvaetsØ v vide matricy s racional~nymi ffle-

mentami r^{(k+1)}_{ij} (λ, μ). Tak qto sp A_{k+1}(λ, μ) =^n ∑ i=1 r^{(k+1)} ii (λ, μ). (4) VyqislØetsØ racional~naØ matrica B_{k+1}(λ, μ) = A_{k+1}(λ, μ) − q_{k+1}(λ, μ)I, gde q_{k+1}(λ, μ) = 1 k + 1 tr A_{k+1}(λ, μ). Operacii (1)–(4) vypolnØ¸tsØ dlØ k = 0, . . . , n − 1. Togda iskomaØ matrica R^{−1}(λ, μ) vyqislØetsØ po formule R(λ, μ) = 1 q_n(λ, μ) B_{n−1}(λ, μ), pri fftom B_n(λ, μ) ≡ O est~ nulevaØ n × n matrica.

DlØ opredelennosti obosnovanie algoritma provedem dlØ sluqaØ odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. Snaqala ustanavlivaetsØ, qto

t^n − q_1(λ)t^{n−1} − · · · − q_n(λ) = det [ D(λ) − tI ] (8.3.14)

est~ harakteristiqeskiæ polinom polinomial~noæ matricy D(λ) i q_n(λ) = det D(λ) ≡ q(λ). Dokazatel~stvo provoditsØ po indukcii i osnovano na rekurrentnyh formulah N~¸tona

kq_k(λ) = s_k(λ) − q_1(λ)s_{k−1}(λ) − · · · − q_k(λ)s_1(λ)

k = 1, . . . , n, ustanavliva¸wih svØz~ meßdu kofffficientami i

kornØmi polinoma. Zdes~ qerez s_k(λ) =^n ∑ r=1 t^k_r (λ) oboznaqena sum-

ma k-tyh stepeneæ korneæ t_k polinoma (8.3.14). UqityvaØ, qto

q_n(λ) = t_1(λ) . . . t_n(λ) = det D(λ), zakl¸qaem, qto korni q_n(λ) sut~

sobstvennye znaqeniØ D(λ).

Dalee dokazyvaetsØ, qto matrica B_n(λ) est~ nulevaØ matrica. DlØ fftogo, ispol~zuØ formuly obrazovaniØ posledovatel~nosti

{A_k(λ)} i {B_k(λ)} ustanavlivaetsØ spravedlivost~ ravenstva B_n(λ) = D^n(λ) − q_1(λ)D^{n−1}(λ) − · · · − q_n(λ)I, tak qto B_n(λ) = O, ibo matrica D(λ) est~ koren~ svoego harakteristiqeskogo polinoma. Iz (8.3.12) vytekaet spravedlivost~ ravenstva (8.3.13). Zametim, qto faktorizaciØ D^{−1}(λ) v forme

292 V. N. KUBLANOVSKA˚ (8.3.13) ØvlØetsØ sokratimoæ, qto vleqet neopravdanno zavyxennu¸ stepen~ u matricy B_{n−1}(λ). Matrica B_{n−1}(λ) imeet λ_i svoimi sobstvennymi znaqeniØmi, kaßdyæ kratnosti (n − 1). Zdes~

λ_1, . . . , λ_{ns} sobstvennye znaqeniØ matricy D(λ).

Algoritm vtoroæ i tret~eæ grupp obraweniØ regulØrnyh matric rassmotrim dlØ vyqisleniØ D^{−1}(λ).

8.3.2.2. V osnove algoritmov vtoroæ gruppy leßit sledu¸waØ lemma.

Lemma 8.1. L¸boæ k-yæ stolbec matricy D^{−1}(λ) sovpadaet s pervymi n komponentami vektora, obrazu¸wego pravoe nul~- prostranstvo matricy [D(λ), −e_k], normirovannogo k ediniqnoæ posledneæ komponente. (Zdes~ D(λ) – regulØrnaØ n × n polinomial~naØ matrica, e_k = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)^T – k-yæ stolbec ediniqnoæ n × n matricy.)

Dokazatel~stvo provodim konstruktivno, opisyvaØ algoritm vyqisleniØ D^{−1}(λ). Vyqislenie D^{−1}(λ) budem osuwestvlØt~ po stolbcam. Tak dlØ opredeleniØ k-togo stolbca (k = 1, . . . , n) sleduet naæti pravoe nul~-prostranstvo rasxirennoæ polinomial~noæ n × (n + 1) matricy [D(λ), −e_k], primeniv k neæ, naprimer, algoritm ΔW − 1 razloßeniØ. Imeem [ D(λ), −e_k ] W_k(λ) = [ Δ_k(λ), O ] . Zdes~ O – nulevoæ stolbec, Δ_k(λ) – regulØrnaØ n × n matrica,

W_k(λ) – unimodulØrnaØ porØdka n+1 matrica, posledniæ stolbec

kotoroæ obrazuet iskomoe pravoe nul~-prostranstvo. Oboznaqim

W_{k,n+1}(λ) – posledniæ stolbec W_k(λ), podelennyæ na OND svoih

komponent, i zapixem ego v bloqnom vide W_{k,n+1}(λ) = [ X_k(λ), p_k(λ) ]_B , gde p_k(λ) – poslednØØ komponenta, X_k(λ) – vektor-stolbec iz pervyh n komponent W_{k,n+1}(λ). Imeem D(λ)X_k(λ) = p_k(λ)e_k. Oboznaqim P (λ) = diag {p_1(λ),...,p_n(λ)}, X(λ) = [x_1(λ),...,x_n(λ)].

Togda poslednee ravenstvo moßno zapisat~ v matriqnom vide D(λ)X(λ) = P (λ). Ots¸da

D^{−1}(λ) = X(λ)P^{−1}(λ), (8.3.16)

METODY I ALGORITMY 293

gde P^{−1}(λ) = diag { 1 p_1(λ) , . . ., 1 p_n(λ) } – racional~naØ diagonal~naØ matrica.

Esli opisannyæ algoritm primenit~ k matrice D^T (λ), t.e. poluqit~ faktorizaci¸ vida

D^{−T} (λ) = Y_1(λ)P^{−1}_1 (λ),

to faktorizaciØ D^{−1}(λ) budet

D^{−1}(λ) = P^{−1}_1 (λ)Y^T_1 (λ), (8.3.17)

gde P^{−1}_1 (λ) – diagonal~naØ racional~naØ matrica; Y^T_1 (λ) – polinomial~naØ matrica.

Predstavlenie D^{−1}(λ) v formah (8.3.16) i (8.3.17) moßet byt~ sokratimoæ faktorizacieæ, qto vleqet zavyxennu¸ stepen~ u matric Y (λ) i Y_1(λ).

8.3.2.3. Algoritmy obraweniØ tret~eæ gruppy baziru¸tsØ na predstavlenii l¸boæ regulØrnoæ matricy D(λ) v vide

D(λ) = L(λ)~W (λ), (8.3.18)

gde ~W (λ) est~ unimodulØrnaØ matrica, L(λ) – levaØ treugol~naØ. Razloßenie (8.3.18) moßno poluqit~, ispol~zuØ ΔW -1 algoritm ili ZW algoritm. Tak, naprimer, primeniv algoritm ΔW -1 dlØ privedeniØ D(λ) k treugol~noæ forme, poluqim razloßenie

D(λ)W (λ) = L(λ), (8.3.19)

gde W (λ) – unimodulØrnaØ L(λ) – levaØ treugol~naØ matrica. Otkuda, polagaØ W^{−1}(λ) = ~W (λ), naædem razloßenie (8.3.18). Iz (8.3.18) nahodim

D^{−1}(λ) = W (λ)L^{−1}(λ). (8.3.20)

Esli vmesto matricy D(λ) vzØt~ matricu D_1(λ) = D^T (λ), to (8.3.19) primet vid

D^{−1}_1 (λ) ≡ D^{−T} (λ) = W_1(λ)L^{−1}_1 (λ), (8.3.21)

gde W_1(λ) i L_1(λ) – matricy ravenstva (8.3.19), poluqennogo dlØ

D_1(λ). Tak qto iz (8.3.21) nahodim

D^{−1}(λ) = L^{−T}_1 (λ)W^T_1 (λ). (8.3.22)

294 V. N. KUBLANOVSKA˚ Ravenstva (8.3.20) i (8.3.22) da¸t predstavlenie D^{−1}(λ) v faktorizovannom vide s mnoßitelØmi, ne ime¸wimi sokratimyh koneqnyh osobyh toqek. Sokratimymi mogut byt~ tol~ko osobennosti beskoneqnoæ toqki: osobennost~ tipa pol¸s unimodulØrnoæ matricy moßet sokratit~sØ s osobennost~¸ tipa nul~ levoæ treugol~noæ racional~noæ matricy.

8.3.3. Rexenie sistem s matricami, zavisØwimi ot parametrov.

Pust~

QX = q (8.3.23)

sistema lineænoalgebraiqeskih uravneniæ s matriceæ Q i svobodnym qlenom q, fflementy kotoryh sut~ racional~nye funkcii, v qastnosti skalØrnye polinomy ot odnogo (dvuh) peremennyh.

L¸boæ vektor Y = (_{f1} g_1 , . . . , f_n g_n )_T , ime¸wiæ svoimi komponentami racional~nye funkcii ot odno (dvuh) peremennyh budem nazyvat~ nesokratimym i zapisyvat~ v vide Y = δ ^Y , esli vektor

^Y = (^{^f}1_{^g1} , . . . ,^{^f}n_{^gn} )^T imeet komponenty, oblada¸wie sledu¸wimi

svoæstvami f_k = δ ^f_k, g_k = δ^g_k, k = 1, . . . , n. (8.3.24) Polinomy ^f_1, . . . , ^f_n, ^g_1, . . . , ^g_n obrazu¸t posledovatel~nost~ vzaimno-prostyh polinomov; δ est~ OND posledovatel~nosti polinomov f_1, . . . , f_n, g_1, . . . , g_n. Zametim, qto l¸boæ vektor s racional~nymi komponentami ot odnoæ (dvuh) peremennyh moßet byt~ predstavlen v nesokratimom vide. DlØ fftogo sleduet ispol~zovat~ algoritmy, pozvolØ¸wie nahodit~ polinom δ, t.e. OND skalØrnyh polinomov f_1, . . . , f_n, g_1, . . . , g_n ot odnoæ (dvuh) peremennyh, i razloßeniØ vida (8.3.24).

Neizvestnyæ vektor X sistemy (8.3.23) budem opredelØt~ kak vektor X = Q^+q v sluqae singulØrnoæ (otnositel~no parametrov) matricy Q i kak vektor X = Q^{−1}q v sluqae regulØrnoæ otnositel~no parametrov matricy Q i zapisyvat~ v nesokratimom vide X = δ ^X. Pri fftom, v sluqae singulØrnoæ matricy Q vektor X = Q^+q = δ ^X budem nazyvat~ obobwennym rexeniem sistemy (8.3.23). Oqevidno, pri l¸bom fiksirovannom znaqenii parametrov matricy Q i svobodnogo qlena q sistemy (8.3.23) obobwennoe rexenie dostavlØet minimum evklidovoæ norme vektora nevØzki, t.e. daet rexenie sistemy (8.3.23) po principu naimen~xih kvadratov.

METODY I ALGORITMY 295 V sluqae regulØrnoæ matricy Q, vektor X = Q^{−1}q = δ ^X budem nazyvat~ rexeniem sistemy (8.3.23). On udovletvorØet sisteme pri l¸byh znaqeniØh parametrov.

Zameqanie.

PredstavleniØ obratnyh matric dlØ regulØrnyh matric

D(λ), D(λ, μ), R(λ) i R(λ, μ) sootvetstvenno v faktorizovannyh

vidah ne ØvlØ¸tsØ nesokratimymi. KaßdaØ iz obratnyh matric ØvlØetsØ racional~noæ matriceæ, zapisannoæ v vide sokratimoæ

faktorizacii. Poslednee sleduet iz togo, qto matrica [ q_nI B_{n−1‘} ] imeet koneqnyæ spektr.

Suwestvu¸t algoritmy (sm. gl. 7), pozvolØ¸wie sokratimu¸ faktorizaci¸ predstavlØt~ v vide nesokratimoæ. No esli obratnaØ matrica primenØetsØ dlØ rexeniØ sistemy, to vyqislitel~nyh zatrat budet men~xe, esli, vyqisliv vektorrexenie sistemy, ego zapisat~ zatem v nesokratimom vide.

§8.4. Metody rexeniØ sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ (SNAU-1) ([41, 77])

Pust~ ( f_1(λ), . . . , f_m(λ) )_T = 0 (8.4.1)

zadannaØ sistema nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot odnoæ peremennoæ. Zdes~ f_k(λ) ≡ a_{ks}λ^s + a_{k,s−1}λ^{s−1} + · · · + a_{k0} (k = 1, . . . , m), sut~ skalØrnye polinomy, s – maksimal~naØ stepen~ λ v uravneniØh (8.4.1). TrebuetsØ vyqislit~ vse koneqnye korni SNAU (8.4.1).

8.4.1. Pervyæ metod rexeniØ SNAU-1.

Zapixem (8.4.1) v ffkvivalentnom vide

AΛ = 0, (8.4.2)

gde Λ = (λ^s, λ^{s−1}, . . . , λ, 1)^T – vektor, A – postoØnnaØ m × (s + 1)

matrica A = a_{1s} a_{1,s−1} . . . a_{10} a_{2s} a_{2,s−1} . . . a_{20} . . . . . . . . . . . . a_{ms} a_{m,s−1} . . . a_{m0} . DlØ rexeniØ uravneniØ (8.4.2) nado vypolnit~ sledu¸wie operacii:

296 V. N. KUBLANOVSKA˚

(1). Vyqislit~ bazis Q pravogo nul~-prostranstva matricy

A, primenØØ k neæ, naprimer, ΔW − 0 algoritm.

(2). Obrazovat~ puqok polnogo stolbcovogo ranga Q_+ − λQ_−, matricy Q_+ i Q_− kotorogo sostavleny iz s pervyh i s poslednih strok matricy Q.

(3). Naæti vse sobstvennye znaqeniØ puqka Q_+ − λQ_−, t.e. iskomye korni sistemy (8.4.1).

8.4.2. Vtoroæ metod rexeniØ SNAU-1.

DlØ rexeniØ SNAU (8.4.1) sleduet naæti obwiæ naibol~xiæ delitel~ polinomov f_k(λ), k = 1, . . . , m i vyqislit~ ego korni. S fftoæ cel~¸ vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii

(1) FormiruetsØ 1 × m matriqnyæ polinom

F (λ) := [f_1(λ), . . . , f_m(λ)] =

λ^s[a_{1s}a_{2s}, . . . , a_{ms}] + . . . + [a_{10}, a_{20}, . . . , a_{m0}]

(2) nahoditsØ ΔW -1 razloßenie F (λ). Imeem F (λ)W (λ) = [Δ(λ), 0, . . . , 0], gde skalØrnyæ polinom Δ(λ) ØvlØetsØ OND posledovatel~nosti polinomov f_1(λ), . . . , f_m(λ).

(3) VyqislØ¸tsØ korni algebraiqeskogo uravneniØ

Δ(λ) = 0

kotorye dadut koneqnye korni SNAU (8.4.1).

§8.5. Metody rexeniØ sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot dvuh peremennyh (SNAU-2) [45, 50]

Pust~

f_k(λ, μ) = 0, k = 1, . . . , m (8.5.1)

zadannaØ sistema nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot dvuh peremennyh (SNAU-2). Zdes~ f_k(λ, μ) = a^{(k)}s_k (μ)λ^{sk} + . . . + a^{(k)}s_k (μ),

k = 1, . . . , m, est~ skalØrnye polinomy ot dvuh peremennyh, za-

pisannyæ po peremennoæ λ, s kofffficientami a^{(k)}_i (μ) polinomial~no zavisØwimi ot μ; s i t sut~ maksimal~nye stepeni po λ i μ sootvetstvenno.

Korni SNAU-2 prinØto delit~ na dve gruppy. K pervoæ gruppe otnosØtsØ, tak nazyvaemye, nul~mernye korni, t.e. pary (λ_∗, μ_∗) qisel, udovletvorØ¸wie sisteme (8.5.1). Ko vtoroæ gruppe otnosØtsØ odnomernye korni, t.e. pary (φ(λ), μ) i

METODY I ALGORITMY 297

(λ, φ̂(μ)), komponenty kotoryh svØzany funkcional~noæ zavisi-

most~¸. Pri fftom Øvnyæ (formul~nyæ) vid φ i φ̂ moßut byt~ neizvestnym i daße ne suwestvovat~. No vsegda moßno ukazat~ pravilo, pozvolØ¸wee pri fiksirovannom znaqenii odnoæ iz komponent odnomernogo kornØ nahodit~ vtoru¸ komponentu ego. Polezno zametit~, qto odnomernye korni (8.3.3) sut~ korni h(λ, μ), t.e. naibol~xego obwego delitelØ (OND) polinomov f_1(λ, μ), . . . , f_m(λ, μ). Zadaqa sostoit v vyqislenii vseh nul~mernyh rexeniæ SNAU (8.5.1) i v nahoßdenii polinoma h(λ, μ) ili regulØrnogo puqka polinomial~nyh matric, sobstvennye znaqeniØ kotorogo sovpada¸t s odnomernymi kornØmi SNAU (8.5.1).

Niße predlaga¸tsØ tri metoda rexeniØ SNAU-2 pervyæ i vtoroæ metody osnovany na primenenii ΔW -2 algoritma, tretiæ – na primenenii ΔW -1 algoritma.

8.5.1 Pervyæ metod. rexeniØ sostoit iz dvuh fftapov. Na pervom fftape ot SNAU (8.5.1) perehodim k SNAU vida

^f_k(λ, μ) = 0, (8.5.2)

ne soderßaweæ odnomernyh korneæ. Koneqnye nul~mernye rexeniØ (8.5.1) i (8.5.2) sovpada¸t.

Na vtorom fftape nahodim nul~mernye korni SNAU (8.5.2). 8.5.1.1 Pervyæ fftap sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) Kaßdyæ polinom f_k(λ, μ) = 0, k = 1, . . . , m, predstavlØetsØ v vide otnositel~noæ faktorizacii:

f_k(λ, μ) = f^{(k)}_1 (λ)f^{(k)}_2 (μ)f^{(k)}_{1,2} (λ, μ). (8.5.3)

Zdes~ f^{(k)}_i ( ) – algebraiqeskie polinomy ot odnoæ peremennoæ;

f^{(k)}(λ, μ) – polinom ot dvuh peremennyh, ne ime¸wiæ svoimi de-

litelØmi polinomov ot odnoæ peremennoæ.

DlØ vyqisleniØ razloßeniØ (8.5.3) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii

(1.1) Polinom f_k(λ, μ) zapisyvaetsØ po stepenØm parametra λ: f_k(λ, μ) = t_1∑

i=0 a^{(k)}_i (μ)λ^i.

298 V. N. KUBLANOVSKA˚

(1.2) NahoditsØ f_2(μ), t.e. OND polinomov a^{(k)}_i (μ), i = 0, 1,. . ., t_1, i razloßeniØ vida

a^{(k)}_i (μ) = f^{(k)}_2 (μ)^a^{(k)}_i (μ), i = 0, 1, . . . , t_1,

gde ^a^{(k)}_i (μ), i = 0, 1, . . . , t_1 sut~ vzaimno prostye polinomy.

V rezul~tate vypolneniØ xagov (1,1), (1,2) imeem

f_k(λ, μ) = f^{(k)}_2 (μ)

t_1∑

i=0 ^a^{(k)}_i (μ)λ^i. (8.5.4)

(1.3) Polinom^{t1} ∑ i=0 ^a^{(k)}_i (μ)λ^i ≡ g_k(λ, μ) zapisyvaetsØ po stepe-

nØm μ: g_k(λ, μ) = t_2∑

i=0 b^{(k)}_i (λ)μ^k.

(1.4) NahoditsØ f^{(k)}_1 (λ), t.e. OND polinomov b^{(k)}_i (λ), i =

0, . . . , t_2 i razloßeniØ vida b^{(k)}_i (λ) = f^{(k)}_1 (λ)^b^{(k)}_i (λ).

V rezul~tate vypolneniØ operaciæ (1.3), (1.4) imeem

f_k(λ, μ) = f^{(k)}_1 (λ)f^{(k)}_2 (μ)f^{(k)}_{1,2} (λ, μ),

gde f^{(k)}_{12} (λ, μ) :=^{t2} ∑ i=0 ^b^{(k)}_i (λ)μi. (2) NahoditsØ razloßenie vida

f_k(λ, μ) = δ_1(λ)δ_2(μ)δ_{12}(λ, μ) ^f_k(λ, μ),

gde δ_1(λ) i δ_2(μ) OND polinomov f^{(k)}_1 (λ) i f^{(2)}_2 (μ), k = 1, . . . , m, sootvetstvenno, tak qto imeem

f^{(k)}_1 (λ) = δ_1(λ)ω^{(k)}_1 (λ) f^{(k)}_2 (μ) = δ_2(λ)ω^{(k)}_1 (μ) {ω^{(k)}_1 (λ) i {ω^{(k)}_2 (μ), i = 1, . . . , m posledovatel~nosti vzaimno pro-

styh polinomov; δ_{12}(λ, μ) est~ OND polinomov f^{(k)}_{1,2} (λ, μ) k =

1, . . . , m, tak qto imeem f^{(k)}_{12} (λ, μ) = δ_{12}(λ, μ)ω^{(k)}_{12} (λ, μ),

METODY I ALGORITMY 299 gde ω^{(k)}_{1,2}(λ, μ), k = 1, . . . , m, est~ vzaimno prostye polinomy nad kol~com skalØrnyh polinomov ot dvuh peremennyh:

^f_k(λ, μ) := ω^{(k)}_1 (λ)ω^{(k)}_2 (μ)ω^{(k)}_{12} (λ, μ).

V rezul~tate vypolneniØ pervogo fftapa budut poluqeny • SNAU vida (8.5.2), ne soderßawaØ odnomernyh korneæ. (Koneqnye nul~mernye korni (8.5.2) sovpada¸t s takovymi dlØ ishodnoæ sistemy (8.5.1));

• ne zavisØwie drug ot druga skalØrnye uravneniØ

δ_1(λ) = 0, δ_2(μ) = 0,

δ_{12}(λ, μ) = 0,

(8.5.5)

korni kotoryh sovpada¸t s koneqnymi odnomernymi kornØmi ishodnoæ sistemy (8.5.1), tak qto h(λ, μ) := δ_1(λ)δ_2(μ)δ_{12}(λ, μ) est~ OND polinomov f_k(λ, μ) ishodnoæ SNAU (8.5.1).

8.5.1.2 Vtoroæ fftap. sostoit v rexenii SNAU (8.5.2) Vvedem v rassmotrenie matriqnyæ polinom F (λ, μ) := ( ^ f_1(λ, μ), . . . , ^f_m(λ, μ) ) ≡ C_s(μ)λ^s + C_{s−1}(μ)λ^{s−1} + . . . C_0(μ)

gde s – maksimal~naØ stepen~ po λ polinomov ^f_k(λ, μ), k = 1, . . . , m. Zapixem (8.5.2) v ffkvivalentnom vide

A(μ)Λ = 0, (8.5.6) gde A(μ) =^[Cs(μ), . . . , C0(μ)^] est~ m×(s + 1) polinomial~naØ po μ

matrica, Λ = ( λ^s, λ^{s−1}, . . . , 1 )_T – vektor.

RealizaciØ vtorogo fftapa osnovan na svØzi rexeniæ SNAU (8.5.2) so spekral~nymi harakteristikami uravneniæ (8.5.6) Pust~ μ = μ^∗ est~ toqka spektra matricy A(μ); Q(μ^∗)- matrica, stolbcy kotoroæ obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva

A(μ^∗), Rassmotrim puqok

Q_+(μ^∗) − λQ_−(μ^∗),

gde matricy Q_+(μ^∗), Q_−(μ^∗) sostavleny iz s pervyh i s poslednih strok Q(μ^∗). Oboznaqim λ = λ^∗_i , i = 1, . . . , t sobstvennye znaqeniØ puqka. Togda pary qisel (λ^∗_i , μ^∗), i = 1, . . . , t udovletvorØ¸t uravneni¸ (8.5.6). K takim param budem ssylat~sØ kak k

300 V. N. KUBLANOVSKA˚ toqkam spektra F (λ, μ), poroßdennogo sobstvennymi znaqeniem

μ^∗ matricy A(μ). Oboznaqim W_0(μ) matricu razmerov (s + 1)×n_1,

stolbcy kotoroæ obrazu¸t minimal~nyæ bazis pravogo nul~- prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy A(μ), poluqennogo algoritmom ΔW -1 faktorizacii matricy A(μ). Imeem

A(μ)W (μ) =^[Δ(μ), O^],

gde W (μ) = [ W_1(μ), W_0(μ) ] , tak qto qislo poslednih stolbcov

n_1 matricy W (μ), obrazu¸wie matricu W_0(μ), ravno qislu

stolbcov nulevoæ matricy O. Pust~ N_c oboznaqaet pravoe nul~- prostranstvo matricy A(μ). Imeem

N_c = W_0(μ^∗) ∪ S(μ^∗) pri μ = μ^∗;

N_c = W_0(μ) pri μ ≠ μ^∗.

Zdes~ S(μ^∗) est~ invariantnoe podprostranstvo matricy A(μ), poroßdennoe ee sobstvennym znaqeniem μ^∗.

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

1^0. Koneqnyæ spektr matricy F (λ, μ) sostoit iz ob¨edineniØ • koneqnyh spektrov, poroßdennyh sobstvennymi znaqeniØmi matricy A(μ);

• koneqnogo spektra puqka

F_1(λ, μ) := W^{(0)}_+ (μ) − λW^{(0)}_− (μ).

Zdes~ W^{(0)}_+ (μ) i W^{(0)}_− (μ) sut~ s×n_1 matricy sostavlennye sootvetstvenno iz s pervyh i s poslednih strok matricy W_0(μ).

2^0. Koneqnyæ spektr puqka F_1(λ, μ) sostoit iz ob¨edineniØ • koneqnyh spektrov, poroßdennyh sobstvennymi znaqeniØmi matricy A_1(μ) := [ − W^{(0)}_− (μ), W^{(0)}_+ (μ) ] ; • koneqnogo spektra puqka

F_2(λ, μ) := W^{(1)}_+ (μ) − λW^{(1)}_− (μ).

Zdes~ W^{(1)}_+ (μ) i W^{(1)}_− (μ) sut~ n_1 × n_2 matricy, sostavlennye sootvetstvenno iz n_1 pervyh i n_1 poslednih strok matricy

W_1(μ), stolbcy kotoroæ obrazu¸t minimal~nyæ bazis nul~-

prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy

A1(μ), postroennyæ s pomow~¸ ΔW -1 algoritma. Pri fftom n1 ¿

n_2.

METODY I ALGORITMY 301

8.5.1.3. Metod rexeniØ SNAU-(8.5.2). sostoit iz koneqnogo qisla xagov i trebuet postroeniØ posledovatel~nosti polinomial~nyh po μ matric {A_k(μ)}, k = 0, . . . , l.

Zdes~ A_0(μ) = A(μ) ≡ [ C_s(μ), . . . , C_0(μ) ] est~ m×(s_0 + 1)n_0 matrica (s_0 = s, n_0 = 1);

Ak(μ) =^[ − W^{(k−1)}_− (μ), W^{(k−1)}_+ (μ)^] est~ sk−1nk−1×(sk−1 + 1)nk

matrica, sostoØwaØ iz dvuh matriqnyh blokov −W^{(k−1)}_− (μ) i W^{(k−1)} + (μ). Matricy W^{(k−1)}_+ (μ) i W^{(k−1)}_− (μ) sostavleny sootvet-

stvenno iz s_{k−1}n_{k−1} pervyh s_{k−1}n_{k−1} poslednih strok matricy

W_{k−1}(μ) razmerov (s_{k−1} + 1)n_{k−1}×n_k, stolbcy kotoroæ obrazu¸t

minimal~nyæ bazis nul~-prostranstva iz pravyh polinomial~- nyh rexeniæ matricy A_{k−1}(μ),

s_0 = s, s_k = 1, esli k ≠ 0, n_k = dim W_{k−1}(μ).

Perehod ot xaga k k xagu k + 1 trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ

(1) DlØ matricy A_k(μ), poluqennoæ na xage k metoda, vyqislØetsØ matrica W_k(μ). �ta operaciØ realizuetsØ s pomow~¸ ΔW -1 algoritma, primenennogo k A_k(μ).

Imeem

Ak(μ)Wk(μ) =^[Δ(μ), O^].

Zdes~ O-nulevaØ matrica; W_k(μ) = [ W_1(μ), W_0(μ) ] , gde W_0(μ) sostavlena iz poslednih stolbcov unimodulØrnoæ matricy W_k(μ), qislo kotoryh ravno qislu stolbcov nulevoæ matricy O.

(2) VyqislØ¸tsØ vse koneqnye sobstvennye znaqeniØ matricy

Ak(μ). Oboznaqim ih μ^∗_i .

(3) VyqislØetsØ koneqnyæ diskretnyæ spektr matricy

F (λ, μ), t.e. koneqnye nul~mernye korni SNAU (8.5.2).

�tu operaci¸ moßno realizovyvat~ dvumØ sposobami Pervyæ sposob sostoit v vypolnenii sledu¸wih xagov. (3i) DlØ kaßdogo fiksirovannogo sobstvennogo znaqeniØ μ :=

μ^∗ matricy A_k(μ) vyqislØetsØ matrica Q_k(μ^∗), stolbcy kotoroæ

obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy A_k(μ^∗), i formiruetsØ puqok iz postoØnnyh matric

Q^{(k)}_+ (μ^∗) − λQ^{(k)}_− (μ^∗).

Matricy Q^{(k)}_+ (μ^∗) i Q^{(k)}_− (μ^∗) sootvetstvenno sostavlØ¸tsØ iz

s_{k−1}n_{k−1} pervyh i s_{k−1}n_{k−1} poslednih strok matricy Q_k(μ^∗).

302 V. N. KUBLANOVSKA˚

(3ii) VyqislØ¸tsØ vse koneqnye sobstvennye znaqeniØ λ_j puq- ka. (3iii) OperaciØ (3i), (3ii) povtorØ¸tsØ dlØ kaßdogo sobstvennogo znaqeniØ μ^∗ matricy A_k(μ). Togda pary (λ^∗_{ji}, μ^∗_i ) tak vyqislennyh qisel obrazu¸t diskretnyæ spektr matricy F (λ, μ) (ili qto to ße nul~mernye rexeniØ SNAU (8.5.2)), poroßdennye toqkami diskretnogo spektra matricy A_k(μ).

Vtoroæ sposob sostoit v vypolnenii sledu¸wih xagov. (3i) DlØ kaßdogo fiksirovannogo sobstvennogo znaqeniØ μ^∗ matricy A_k(μ) vyqislØetsØ SNAU-1, t.e. sistema nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot λ vida ^f_k(λ, μ^∗) = 0, k = 1, . . . , m; (3ii) NahodØtsØ vse koneqnye rexeniØ λ^∗_i fftoæ SNAU. Togda nabory (λ^∗_i , μ^∗) obrazu¸t nul~mernye rexeniØ SNAU (8.5.2), poroßdennye sobstvennym znaqeniem μ^∗ matricy A_k(μ).

VypolnØØ operacii (3i) (3ii) dlØ kaßdogo sobstvennogo znaqeniØ μ^∗ matricy A_k(μ), poluqim nul~mernye korni SNAU (8.5.2), poroßdennye spektrom A_k(μ).

(4) Esli n_{k+1} := dim W_k(μ) ≠ 0, to osuwstvlØetsØ perehod k sledu¸wemu (k + 1)-mu xagu metoda. V kaqestve A_{k+1}(μ) beretsØ matrica [

− W^{(k)}_− (μ), W^{(k)}_+ (μ) ] . Process formirovaniØ posledovatel~nosti {A_k(μ)} zakanqivaetsØ na xage l, kogda n_{l+1} = 0. SituaciØ n_{l+1} = 0 oznaqaet, qto SNAU (8.5.2) soderßit tol~ko nul~mernye korni i ih vyqislenie zakonqeno.

8.5.2. Vtoroæ metod. rexeniØ SNAU-2 (8.5.1) sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) Sisteme (8.5.1) sopostavlØetsØ 1 × n matrica Φ(λ, μ) = [ f_1(λ, μ), . . . , f_m(λ, μ) ] s fflementami, polinomial~no zavisØwimi ot dvuh parametrov.

(2) NahoditsØ razloßenie Φ(λ, μ) vida Φ(λ, μ) = δ_1(λ)δ_2(μ) ~F (λ, μ), gde ~F (λ, μ) ≡ [ ~ f_1(λ, μ), . . . , ~f_m(λ, μ) ] – matrica, fflementy ~f_k(λ, μ)

k = 1, . . . , m kotoroæ ne ime¸t v kaqestve obwih deliteleæ po-

linomov ot odnoæ peremennoæ;

METODY I ALGORITMY 303 (3) VyqislØetsØ OND polinomov ~f_k(λ, μ), k = 1, . . . , m . DlØ fftogo

(3i) nahoditsØ ΔW -2 razloßenie matricy ~F (λ, μ). Imeem ~F (λ, μ)W (λ, μ) = [Δ(λ, μ), O], gde W (λ, μ)–n × n – unimodulØrnaØ po λ matrica; Δ(λ, μ) — polinom ot dvuh peremennyh, otliqa¸wiæsØ ot ~h(λ, μ), t.e. obwego naibol~xego delitelØ polinomov ~f_1(λ, μ), . . . , ~f_n(λ, μ), razve lix~ prisutstviem mnoßiteleæ vida (μ − μ_∗);

(3ii) nahoditsØ razloßenie Δ(λ, μ) vid Δ(λ, μ) = δ(μ)~h(λ, μ), gde ~h(λ, μ) – polinom, neime¸wiæ svoimi delitelØmi polinomov ot odnoæ peremennoæ μ. DlØ fftogo polinom Δ(λ, μ) zapisyvaetsØ po stepenØm λ : Δ(λ, μ) = ∑_t k=0 c_k(μ)λ^k i vyqislØ¸tsØ razloßeniØ

vidov c_k(μ) = δ(μ)ω_k(μ), gde {ω_k(μ)} vzaimno prostye polinomy. V kaqestve ~h(λ, μ) beretsØ polinom ∑_t k=0 ω_k(μ)λ^k.

(4) NahoditsØ polinom h(λ, μ) = δ_1(λ)δ_2(μ)~h(λ, μ), korni kotorogo sovpada¸t s odnomernymi kornØmi sistemy (8.5.1) (h(λ, μ) — OND polinomov ~f_1(λ, μ), . . . , ~f_m(λ, μ)).

(5) VyqislØ¸tsØ vse koneqnye nul~mernye rexeniØ (λ_∗, μ_∗) sistemy (8.5.1). DlØ fftogo

(5i) vyqislØ¸tsØ vse korni μ_i uravneniØ*

δ(μ) = 0;

(5ii) dlØ kaßdogo fiksirovannogo μ_∗ = μ_{∗i} nahoditsØ qastnoe ot deleniØ f_k(λ, μ_∗) na h(λ, μ_∗), ω_{k∗}(λ) = f_k(λ, μ_∗)/h(λ, μ_∗), k = 1, . . . , n (5iii) vyqislØ¸tsØ korni sistemy algebraiqeskih uravneniæ od odnoæ peremennoæ:

ω_{1∗}(λ) = 0, . . . , ω_{n∗}(λ) = 0

*Zametim, qto det W (λ, μ) =^l∏_{k=1}^n∏_{i=1} l^{(k)}_{ii} (μ), gde l^{(k)}_{ii} (μ) – diagonal~nye ffle-

menty, zavisØwie ot μ, levyh trapeceidal~nyh matric L_k(μ), formiruemyh v algoritme ΔW � 2 razloßeniØ matricy ~F (λ, μ). Tak qto korni μ∗i polinoma δ(μ) mogut byt~ opredeleny v hode primeneniØ k matrice ~F (λ, μ) algoritma ΔW -2 faktorizacii.

304 V. N. KUBLANOVSKA˚ ili drugimi slovami, korni OND polinomov ω_{n∗}(λ), . . . , ω_{n∗}(λ). Pary (λ_{∗n}, μ_{∗i}) tak naædennyh qisel dadut vse koneqnye nul~- mernye korni sistemy (8.5.1).

8.5.3. Tretiæ metod. rexeniØ (8.5.1) sostoit iz dvuh fftapov. Na pervom fftape ot sistemy (8.5.1) perehodim k rexeni¸ spektral~noæ zadaqi dlØ puqka D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ) polinomial~- nyh matric A(μ) i B(μ), nul~mernye i odnomernye sobstvennye znaqeniØ kotorogo sovpada¸t s iskomymi nul~mernymi i odnomernymi kornØmi SNAU-2. Na vtorom fftape rexaem spektral~- nu¸ zadaqu dlØ puqka D(λ, μ): nahodim vse nul~mernye sobstvennye znaqeniØ puqka D(λ, μ) i regulØrnyæ puqok polinomial~nyh matric, spektr kotorogo daet vse odnomernye sobstvennye znaqeniØ D(λ, μ). Drugimi slovami, nahodim vse nul~mernye korni (8.5.1) i regulØrnu¸ dvuhparametriqesku¸ polinomial~nu¸ matricu, korni opredelitelØ kotoroæ sovpada¸t s odnomernymi kornØmi sistemy (8.5.1). S fftoæ cel~¸ predvaritel~no k puqku D(λ, μ) primenØem algoritm razdeleniØ nepreryvnogo i diskretnogo spektrov, privodØ ego k kvazitreugol~nomu vidu, diagonal~nye bloki (regulØrnyæ i singulØrnyæ) kotorogo soderßat sootvetstvenno nepreryvnyæ i diskretnyæ spektr puqka D(λ, μ). Zatem vyqislØetsØ diskretnyæ spektr, sostoØwiæ iz nul~mernyh sobstvennyh znaqeniæ singulØrnogo bloka kvazitreugol~noæ formy.

RealizaciØ pervogo fftapa sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ:

(1) Sistemu (8.5.1) zapisyvaem v vide m × 1 matriqnogo polinoma stepeni s: F (λ, μ) = ( f_1(λ, μ), . . . , f_m(λ, μ) )_T = C_s(μ)λ^s + · · · + C_0(μ), (8.5.7)

gde C_k(μ) est~ m-mernyæ polinomial~nyæ vektor s komponentami a^{(i)}_{tk} μ^t + a^{(i)}_{t−1,k}μ^{t−1} + · · · + a^{(i)}_{0k} , i = 1, . . . , m. (2) Matriqnomu polinomu (8.5.7) sopostavlØem soputstvu¸- wiæ emu puqok D(λ, μ) = A(μ) − λB(μ) polnogo stolbcovogo ranga

METODY I ALGORITMY 305 vida

D(λ, μ) = O . . . . . . C0(μ) −I_m C_1(μ)

... . . −I_m C_{s−1}(μ)

− λ −I_m . . . . . . O ... . . −I_m O O −Cs(μ) . (8.5.8)

Meßdu spektral~nymi harakteristikami matriqnogo polinoma

F (λ, μ) i soputstvu¸wego emu puqka (8.5.8) suwestvuet vzaimno

odnoznaqnoe sootvetstvie. V qastnosti diskretnyæ i nepreryvnyæ spektry F (λ, μ) i D(λ, μ) sovpada¸t.

Vtoroæ fftap sostoit v rexenii spektral~noæ zadaqi dlØ puqka (8.5.8) i osuwestvlØetsØ s pomow~¸ algoritma, izloßennogo v glave 6 dlØ puqkov polinomial~nyh matric obwego vida. Privodim kratkoe opisanie ego primenitel~no k puqku (8.5.8). Snaqala ot puqka (8.5.8) perehodim k ffkvivalentnomu emu puqku vida

D_{11}(λ, μ) . . O . . . . . . . . . . . . D_{12}(λ, μ) . . D_{22}(λ, μ)

, (8.5.9)

gde D_{ij} (λ, μ) — puqki polinomial~nyh matric: D_{11}(λ, μ) imeet tol~ko nepreryvnyæ spektr, t.e. tol~ko odnomernye sobstvennye znaqeniØ (ili, qto to ße, odnomernye korni SNAU (8.5.1)). Puqok D_{22}(λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga imeet tol~ko diskretnyæ spektr i, sledovatel~no, opredelØet vse nul~mernye korni SNAU (8.5.1).

Perehod ot (8.5.8) k (8.5.9) sostoit iz koneqnogo qisla xagov. Tipiqnyæ xag trebuet vypolneniØ sledu¸wiæ operaciæ: (1) PolagaØ A_{11}(μ) = A(μ), B_{11}(μ) = B(μ), nahoditsØ ΔW -1 razloßenie A^T_{11}(μ):

A^T_{11}(μ)W_a(μ) = [ Δ_a(μ), O ] . (2) VyqislØetsØ puqok W^T_a [ A_{11}(μ) − λB_{11}(μ) ] = [ A_2(μ) − λB_2(μ)

O − λ^~B1(μ) ] ,

306 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde A_2(μ) ≡ Δ^T_a (μ) — matrica polnogo stroqnogo ranga, O — nulevaØ matrica.

(3) NahoditsØ ΔW -1 razloßenie matricy B̃_1(μ) :

~B_1(μ)W_b(μ) = [ ^B_{11}(μ), O].

(4) VyqislØetsØ puqok

W^T_a (μ) [ A_{11}(μ) − λB_{11}(μ) ] W_b(μ) = [ A_{21}(μ) − λB_{21}(μ) A_{22}(μ) − λB_{22}(μ) −λB̂_{11}(μ) O ]

ili, posle perestanovki bloqnyh stolbcov, puqok [ A_{22}(μ) − λB_{22}(μ) A_{21}(μ) − λB_{21}(μ)

O −λ^^B11(μ) ] ≡ W^T (μ) [ A_{11}(μ) − λB_{11}(μ) ] W_b(μ)θ, gde θ — matrica perestanovok.

Esli veduwaØ matrica A_{22}(μ) imeet nepolnyæ stroqnyæ rang, analogiqnyæ process vydeleniØ blokov iz puqka A_{22}(μ)−λB_{22} (μ) prodolßaetsØ i zakanqivaetsØ na xage k, kogda matrica

A_{k+1,k+1}(μ) imeet polnyæ stroqnyæ rang. V rezul~tate budet po-

stroen puqok [ A_{k+1,k+1}(μ) − λB_{k+1,k+1}(μ) O A_{k+1,k}(μ) − λB_{k+1,k}(μ) D_{22}(λ, μ) ] , ffkvivalentnyæ ishodnomu puqku. Zdes~ po postroeni¸

D_{11}(λ, μ) = A_{k+1,k+1}(μ) − λB_{k+1,k+1}(μ) imeet polnyæ stroqnyæ

rang (ØvlØetsØ regulØrnym), puqok D_{22}(λ, μ), ØvlØØs~ singulØrnym polnogo stolbcovogo ranga, ne imeet regulØrnogo bloka. Zameqanie. Opisannyæ vyxe algoritm razdeleniØ nepreryvnogo i diskretnogo spektra primenim k puqku D(λ, μ) = A(μ) −

λB(μ), ne ime¸wemu odnomernyh sobstvennyh znaqeniæ vida (0, μ) ili (∞, μ), no ffto ne umalØet ego obwnosti, tak kak fftih

situaciæ moßno izbeßat~. Tak, esli (0, μ) est~ odnomernyæ koren~ SNAU (8.5.1) ili, qto to ße, odnomernoe sobstvennoe znaqenie puqka D(λ, μ), to sdvigom spektra, t.e. zamenoæ peremennyh

λ = λ^′ + a moßno pereæti k puqku D(λ^′ + a, μ), ne ime¸wemu (0, μ)

svoim sobstvennym znaqeniem. Analogiqno, esli (∞, μ) est~ koren~ SNAU (8.5.1) ili, qto to ße, odnomernoe sobstvennoe znaqenie D(λ, μ), to primenØ¸t zamenu peremennyh vida λ =^1_{λ′+b} .

METODY I ALGORITMY 307 Pri fftom qisla “a” i “b^{−1}” ne dolßny sovpadat~ ni s odnim iz qisel λ_∗, esli (λ_∗, μ) est~ odnomernoe sobstvennoe znaqenie D(λ, μ). Iz skazannogo vyxe sleduet, qto vyqislenie odnomernyh korneæ SNAU (8.5.1) svoditsØ k nahoßdeni¸ nepreryvnogo spektra regulØrnogo puqka D_{11}(λ, μ), t.e. k vyqisleni¸ korneæ uravneniØ

det D_{11}(λ, μ) = 0.

DlØ raskrytiØ det D_{11}(λ, μ) moßno vospol~zovat~sØ modifikacieæ metoda Lever~e–Faddeeva, rassmotrennoæ v glave 8, p. 8.3.2.

Postroeniem puqka (8.5.9) vyqislenie nul~mernyh korneæ SNAU (8.5.1) svedeno k vyqisleni¸ diskretnyh sobstvennyh znaqeniæ puqka D_{22}(λ, μ) polnogo stolbcovogo ranga. Privodim kratkoe opisanie algoritma vyqisleniØ diskretnogo spektra puqka D_{22}(λ, μ) polinomial~nyh matric polnogo stolbcovogo ranga.

Pust~ D_{22}(λ, μ) ≡ D_0(λ, μ) = A_0(μ) − λB_0(μ) puqok razmerov

m_0 × n_0, polnogo stolbcovogo ranga. Predlagaemyæ algoritm so-

stoit iz koneqnogo qisla xagov i svoditsØ k postroeni¸ koneqnoæ posledovatel~nosti puqkov umen~xa¸wihsØ razmerov. Tipiqnyæ (pervyæ) xag trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) FormiruetsØ matrica

A0 =^[ − B0(μ), A0(μ)^]

i nahoditsØ ee ΔW -1 razloßenie

A0(μ)W (μ) =^[Δ0(μ), O^],

gde W (μ) = [ W_1(μ), W_2(μ) ] – unimodulØrnaØ matrica s blokami

W_1(μ) i W_2(μ) sootvetstvenno razmerov 2n_0 × r_0 i 2n_0 × [2n_0 − r_0], r_0 = rank A_0(μ); Δ_0(μ) – polinomial~naØ matrica ranga r_0,

sobstvennye znaqeniØ kotoroæ sovpada¸t s koneqnym spektrom matricy A_0(μ).

(2) NahoditsØ minimal~nyæ bazis W_0(μ) pravogo nul~–prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy A_0(μ). DlØ qego osuwestvlØetsØ ΔW − 1 razloßenie matricy W_2(μ) :

W_2(μ)~W (μ) = W_0(μ).

Zdes~ ~W (μ) — unimodulØrnaØ matrica, realizu¸waØ ΔW -1 razloßenie matricy W_2(μ).

308 V. N. KUBLANOVSKA˚

(3) VyqislØ¸tsØ sobstvennye znaqeniØ μ_1, . . . , μ_{ρ0} matricy

Δ_0(μ) i dlØ kaßdogo fiksirovannogo μ_i = μ_∗ nahoditsØ orto-

gonal~nyæ bazis Q_0 = ker A_0(μ_∗) i puqok Q_+ − λQ_−, gde Q_+ i Q_− – matricy, sostavlennye iz n_0 pervyh i n_0 poslednih strok Q_0.

(4) VyqislØ¸tsØ sobstvennye znaqeniØ λ_1, . . . , λ_t puqka Q_+ −

λQ_−. Pary (λ_{∗i}, μ_∗) tak vyqislennyh qisel dlØ kaßdogo μ_∗ = μ_i

(i = 1, . . . , ρ_∗) prinadleßat diskretnomu spektru puqka D(λ, μ), drugimi slovami, ØvlØ¸tsØ nul~mernymi kornØmi SNAU.

(5) FormiruetsØ puqok

D_1(λ, μ_∗) = W_+(μ) − λW_−(μ)

razmerov m_1 × n_1, m_0 > n_0 = m_1 > n_1 s matricami W_+(μ) i

W_−(μ), postroennymi iz pervyh n_0 i poslednih n_0 strok matri-

cy W_0(μ). Process analogiqno prodolßaetsØ s puqkom D_1(λ, μ) i zakanqivaetsØ na xage l, kogda n_l = m_{l+1} = 0. Ob¨edinenie vyqislennyh spektrov puqkov postroennoæ posledovatel~nosti daet iskomyæ (koneqnyæ po μ) spektr puqka D_{22}(λ, μ) (vse koneqnye po μ nul~mernye korni (8.5.1)).

DlØ vyqisleniØ nul~mernyh korneæ vida (λ_∗, ∞) i (∞, ∞) sleduet na kaßdom xage processa vyqislØt~ ne tol~ko koneqnye sobstvennye znaqeniØ matricy A_k(μ), no i beskoneqnye sobstvennye znaqeniØ ee, sdelav zamenu peremennyh: μ =^1_μ v A_k(μ), t.e. pereæti k matrice μ^{−1}A_k(μ), matrica A_k(μ) imeet svoimi sobstvennymi znaqeniØmi qisla μ^{−1}_∗ , tak qto sobstvennoe znaqenie μ_∗ = ∞ matricy A_k(μ) pereædet v nulevoe sobstvennoe znaqenie matricy A_k(μ).

Dalee nado obrazovat~ puqok Q_+(0)−λQ_−(0), gde Q_+(0) i Q_−(0) – matricy, postroennye, kak i vyxe, iz n pervyh i n poslednih strok Q_0 = ker A(0), i naæti ego sobstvennye znaqeniØ, obratnye veliqiny kotoryh oboznaqim λ_{∗i}. Pary (λ_{∗i}, ∞) i (∞, ∞) dadut iskomye korni (8.5.1).

§8.6. Ocenka neustranimoæ pogrexnosti

PredlagaetsØ novyæ sposob ocenki pogrexnosti naqal~nyh dannyh (tak nazyvaemoæ, neustranimoæ pogrexnosti) na pogrexnost~ rexeniØ sistemy lineæno algebraiqeskih uravneniæ. �tot sposob pozvolØet v formul~nom vide poluqit~ pogrexnost~ v kaßdoæ komponente rexeniØ sistemy, tak qto dal~neæxiæ analiz fftih formul pozvolØet vyØvlØt~ znaqeniØ parametrov ishodnyh dannyh, okazyva¸wih naibol~xee vliØnie na pogrexnost~ rexeniØ.

METODY I ALGORITMY 309 Priqinoæ neustranimoæ pogrexnosti mogut byt~, naprimer, sledu¸wie: nesoverxenstvo izmereniæ (vyqisleniæ) fiziqeskih konstant ishodnyh dannyh; pogrexnost~ approksimacii, voznika¸weæ pri perehode ot nepreryvnoæ zadaqi k zadaqam lineænoæ algebry. V zavisimosti ot vida approksimacii parametry, harakterizu¸wie pogrexnost~, mogut vhodit~ polinomial~no ili racional~no. Pri fftom qislo parametrov moßet menØt~sØ ot odnogo i bolee, qto, v qastnosti, zavisit ot razmernosti rexaemoæ zadaqi. V dal~neæxem k neustranimym pogrexnostØm takogo vida budem ssylat~sØ kak k pogrexnostØm polinomial~nogo ili racional~nogo vidov. Pogrexnost~ vyzvannu¸ nesoverxenstvom izmereniæ tak ße budem rassmatrivat~, kak pogrexnost~ polinomial~nogo vida s lineænym vhoßdeniem parametra.

Nas budet interesovat~ vliØnie neustranimoæ pogrexnosti polinomial~nogo i racional~nogo vidov na rexenie sovmestnoæ lineæno algebraiqeskoæ sistemy

Ax = f (8.6.1)

s matriceæ polnogo stolbcovogo ranga. Pri fftom, esli vybrat~ razliqnye parametry dlØ pogrexnosti fflementov matricy i komponent svobodnogo qlena, to moßno razdel~no ocenit~ ih vliØnie na rexenie sistemy.

8.6.1. Sposob ocenki neustranimoæ pogrexnosti polinomial~nogo vida.

Rexaemu¸ sistemu (8.6.1) s uqetom neustranimoæ pogrexnosti zapixem v rasxirennom vide

D(λ)Y = 0. (8.6.2) Zdes~ D(λ) = [A, −f] + P (λ) = {α_{ij}(λ)}, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n + 1; P (λ) est~ n × (n + 1) matrica, ime¸waØ svoimi fflementami skalØrnye polinomy ot peremennoæ λ, kotorye sut~ pogrexnosti kak v fflementah matricy, tak i v komponentah pravoæ qasti:

p_{ij}(λ), i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n sut~ pogrexnosti v fflementah

matricy: p_{in+1}(λ), i = 1, . . . , n sut~ pogrexnosti pravoæ qasti;

Y = (X, 1)^T est~ vektor iz n + 1 komponenty, pervye n komponent

kotorogo da¸t iskomoe rexenie.

DlØ rexeniØ sistemy (8.6.2) nado naæti minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy D(λ). Oqevidno, v sluqae sovmestnoæ sistemy (8.6.1), s ma-

310 V. N. KUBLANOVSKA˚ triceæ polnogo stolbcovogo ranga, upomØnutyæ bazis sostoit tol~ko iz odnogo polinomial~nogo vektora.

DlØ vyqisleniØ minimal~nogo bazisa nado vypolnit~ sledu- ¸wie operacii.

Ispol~zuØ algoritm ΔW -1 faktorizacii odnoparametriqeskoæ matricy, vyqislit~ unimodulØrnu¸ porØdka n+1 matricu

W (λ), realizu¸wu¸ razloßenie

D(λ)W (λ) = [Δ(λ), O].

Zdes~ O est~ nulevoæ stolbec, tak qto posledniæ stolbec

W_{n+1}(λ) := (ω_1(λ), . . . , ω_{n+1}(λ))^T matricy W (λ) obrazuet mini-

mal~nyæ bazis nul~-prostranstva (iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ) matricy D(λ), tak kak skalØrnye polinomy ω_k(λ),

k = 1, . . . , n + 1, ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi.

Iskomoe rexenie sistemy (8.6.1) budet X = ( ω_1(λ) ω_{n+1}(λ) , . . . , ω_n(λ) ω_{n+1}(λ) )_T . (8.6.3)

Kak sleduet iz (8.6.3), komponenty rexeniØ X ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi ot parametra λ. Naibolee “opasnymi” v smysle quvstvitel~nosti rexeniØ k neustranimoæ pogrexnosti ØvlØ¸tsØ znaqeniØ λ, sovpada¸wie i blizkie k kornØm uravne- niØ ω_{n+1}(λ) = 0. (8.6.4)

Tak, v usloviØh lineænoæ teorii pogrexnosti, neustranimaØ pogrexnost~ moßet byt~ zadana v vide P (λ) = λP, gde P = {p_{ij}} – postoØnnaØ matrica, p_{ij}, i = 1, . . . , n, j =

1, . . . , n + 1 sut~ porØdki okrugleniØ v fflementah matricy re-

xaemoæ sistemy i v svobodnom qlene. Poluqiv rexenie v vide (8.6.3), neobhodimo proanalizirovat~ blizost~ znaqeniØ λ = 1 k kornØm uravneniØ (8.6.4). Blizost~ budet harakterizovat~ quvstvitel~nost~ rexeniØ k oxibkam v ishodnyh dannyh.

Pri bolee sloßnom zadanii neustranimoæ pogrexnosti v ishodnyh dannyh, sleduet analizirovat~ pri kakih znaqeniØh parametrov zadannoæ pogrexnosti, rexenie sistemy preterpevaet nedopustimye izmeneniØ, i, byt~ moßet, sleduet bolee detal~- no analizirovat~ parametry vhodnyh dannyh, qtoby izbeßat~

METODY I ALGORITMY 311 nekorrektnoæ postanovki zadaqi, kotoraØ privodit k nedopustimym izmeneniØm v rexenii pri malyh izmeneniØh parametrov ishodnoæ zadaqi.

My rassmotreli sposob ocenki neustranimoæ pogrexnosti, zadavaemoæ v odnoparametriqeskom polinomial~nom vide, na rexenie sistemy. IdeØ fftogo sposoba moßet byt~ rasprostranena kak na sluqaæ pogrexnosti polinomial~nogo vida ot dvuh i bol~xego qisla parametrov, tak i na sluqaæ pogrexnosti racional~nogo vida ot odnogo i bol~xego qisla parametrov.

Tak, v sluqae neustranimoæ pogrexnosti polinomial~nogo vida ot dvuh parametrov sleduet dlØ otyskaniØ bazisa pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy D(λ, μ̄), zavisØweæ ot dvuh parametrov λ, μ, vospol~zovat~sØ ΔW -2 algoritmom, realizu¸wim razloßenie vida D(λ, μ)W (λ, μ) = [Δ(λ, μ), O]. Zdes~ W (λ, μ) est~ dvuhparametriqeskaØ regulØrnaØ matrica, unimodulØrnaØ po λ, posledniæ stolbec kotoroæ obrazuet bazis pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy D(λ, μ̄). DlØ postroeniØ iskomogo bazisa pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy D(λ, μ) sleduet predvaritel~no (do normirovki k ediniqnoæ posledneæ komponente) naæti obwiæ naibol~xiæ delitel~ (OND) skalØrnyh polinomov iz fflementov poslednego stolbca W (λ, μ), i podelit~ na nego ves~ posledniæ stolbec. Komponenty tak postroennogo vektora-stolbca po-preßnemu oboznaqim

(ω_1(λ, μ), . . . , ω_{n+1}(λ, μ))^T . Togda iskomoe rexenie sistemy (8.6.1)

s uqetom neustranimoæ pogrexnosti budet X(λ, μ̄) = ( ω_1(λ, μ̄) ω_{n+1}(λ, μ̄) , . . . , ω_n(λ, μ̄) ω_{n+1}(λ, μ̄) )_T . (8.6.4)

8.6.2. Sposob ocenki neustranimoæ pogrexnosti racional~- nogo vida.

DlØ prostoty rassmotrim zadanie neustranimoæ pogrexnosti racional~nogo vida v odnoparametriqeskom sluqae. Vse skazannoe moßet byt~ obobweno na sluqaæ bol~xego qisla parametrov.

Rexaemu¸ sistemu (8.6.1) s uqetom neustranimoæ pogrexnosti racional~nogo vida, kak i v polinomial~nom sluqae, zapixem v rasxirennom vide

R(λ)Y = 0. (8.6.6)

312 V. N. KUBLANOVSKA˚

gde R(λ) = [A, −f] + R_1(λ), R_1(λ) = {_{rij (λ)} q_{ij} (λ) } – racional~naØ

n × (n + 1) matrica; r_{ij}(λ) i q_{ij}(λ) sut~ skalØrnye polinomy ot

λ :^{rij (λ)}_{qij (λ)} , i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n + 1 sut~ pogrexnosti v ffle-

mentah matricy,^{ri,n+1 (λ)}_{qi,n+1 (λ)} , i = 1, . . . , n pogrexnosti v komponentah svobodnogo qlena; Y est~ vektor iz n + 1 komponenty, ØvlØ- ¸wiæsØ minimal~nym polinomial~nym bazisom pravogo nul~- prostranstva racional~noæ matricy R(λ), tak qto pervye n komponent vektora Y , normirovannogo k ediniqnoæ posledneæ komponente, da¸t rexenie ishodnoæ sistemy s uqetom neustranimoæ pogrexnosti racional~nogo vida.

DlØ vyqisleniØ vektora Y sleduet matricu R(λ) (predvaritel~no) predstavit~ v vide nesokratimoæ faktorizacii

R(λ) = T^{−1}(λ)S(λ). (8.6.7)

Zdes~ T (λ)–regulØrnaØ polinomial~naØ n×n matrica, S(λ)–polinomial~naØ n×(n+1) matrica, priqem matrica [−T (λ), S(λ)]^B ne imeet koneqnogo spektra. Togda iskomyæ polinomial~nyæ minimal~nyæ bazis nul~-prostranstva racional~noæ matricy R(λ) sovpadaet s minimal~nym bazisom nul~-prostranstva polinomial~noæ matricy S(λ).

Literatura

1. A. I. Belinskiæ, B. M. Podlevskiæ , “VariacionnaØ harakteristika sobstvennyh znaqeniæ nekotoryh polinomial~nyh puqkov differencial~nyh operatorov,” Mat. Metody i Fiz.-meh. PolØ, No. 17, 17–21 (1983).

2. V. A. Belyæ, “FaktorizaciØ polinomial~noæ matricy i ee primenenie k rexeni¸ spektral~nyh zadaq,” Sb. Nauqn. Tr. LKI: Prikl. Mat. i SAPR v Sudostroenii, 76–83 (1987).

3. V. A. Belyæ, V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, “Spektral~nye zadaqi dlØ puqkov matric. Metody i algoritmy 3.,” Preprint LOMI R-4-88 (1988).

4. V. A. Belyæ, “K rexeni¸ spektral~nyh zadaq dlØ lineænogo puqka matric,” Sb. Nauqn. Tr. LKI: Prikl. Mat. i SAPR v Sudostroenii, 18–24 (1989).

5. V. A. Belyæ, V. N. KublanovskaØ, “Rexenie spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh puqkov matric,” Sb. Nauqn. Tr. LKI: Prikl. Mat. i SAPR v Sudostroenii, 4–17 (1989).

6. V. A. Belyæ, V. N. KublanovskaØ, “Spektral~nye zadaqi dlØ racional~nyh matric. Metody i algoritmy. 4,” Preprint LOMI R-4-88 (1990).

METODY I ALGORITMY 313

7. V. A. Belyæ, O nekotoryh algoritmah rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric, Avtoreferat diss. kand. fiz.-mat. nauk, Leningr. un-t (1990).

8. T. V. Vawenko, V. N. KublanovskaØ, “Postroenie fundamental~nogo rØda rexeniæ puqka matric,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 139, 74–93 (1984).

9. V. V. Voevodin, LineænaØ Algebra, M., Nauka (1974). 10. F. R. Gantmaher, TeoriØ Matric, M., Nauka (1967). 11. ȷ. Gaxpar, G. Popper, “Rexenie algebraiqeskoæ problemy sobstvennyh znaqeniæ razbieniem na kletki,” ȷ. Vyqislit. Mat. i Mat. Fiz., 21, No. 2, 263–270 (1981).

12. S. K. Godunov, “GarantirovannaØ toqnost~ v nesimmetriqeskih spektral~nyh zadaqah,” V kn.: Vvedenie v vyqislitel~nu¸ lineænu¸ algebru, Novosibirsk, Nauka, 204–223 (1991).

13. A. V. Gulin, O. M. Drozdov, S. V. Kartyxev, “Iteracionnyæ metod rexeniØ zadaqi na sobstvennye znaqeniØ s nelineænym vhoßdeniem spektral~nogo parametra,” Preprint No. 137, IPM AN SSSR (1986).

14. V. V. Ditkin, “O priblißennom vyqislenii sobstvennyh znaqeniæ polinomial~nogo puqka lineænyh operatorov,” ȷ. Vyqisl. Matem. i Matem. Fiziki, 18, No. 5, 1302–1306 (1968).

15. O. M. Drozdov, “Shodimost~ odnogo metoda rexeniØ nelineænoæ spektral~noæ problemy,” ȷ. Diff. Urav., 7, 1263–1265 (1986).

16. H. D. Ikramov, Qislennoe Rexenie Matriqnyh Uravneniæ, Nauka, M., (1984).

17. H. D. Ikramov, NesimmetriqeskaØ Problema Sobstvennyh Znaqeniæ, M., Nauka (1991).

18. T. ˚. Kon~kova, V. N. KublanovskaØ, L. E. Savinova, “K rexeni¸ nelineænoæ spektral~noæ zadaqi dlØ matricy,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 58, 54–66 (1976).

19. T. ˚. Kon~kova, V. N. KublanovskaØ, “Obrawenie polinomial~nyh i racional~nyh matric,” Zap. Nauqn. Semin. POMI, 202, 97–109 (1992).

20. T. ˚. Kon~kova, V. N. Simonova, “Biblioteka MATLAB-funkciæ dlØ polinomial~nyh matric,” Zap. Nauqn. Semin. POMI, 219, 53–80 (1994).

21. KublanovskaØ V. N., “Ob odnom sposobe postroeniØ kanoniqeskogo bazisa matricy,” Meßdunarodnyæ Kongress Matematikov, (1986), tezisy.

22. V. N. KublanovskaØ, “Ob odnom sposobe rexeniØ polnoæ problemy sobstvennyh znaqeniæ vyroßdennoæ matricy,” ȷ. Vyqisl. Matem. i Matem. Fiziki, 6, No. 3, 611–620 (1966).

23. V. N. KublanovskaØ, “O primenenii metoda N~¸tona k opredeleni¸ sobstvennyh znaqeniæ matric,” Dokl. AN SSSR, 188, No. 5, 1004–1005 (1969) .

24. V. N. KublanovskaØ, “Metod N~¸tona dlØ opredeleniØ sobstvennyh znaqeniæ i sobstvennyh vektorov matricy,” ȷ. Vyqisl. Matem. i Matem. Fiziki, 12 No. 6, 1371–1380 (1966).

25. V. N. KublanovskaØ, T. N. Smirnova, V. B. Hazanov, “K rexeni¸ problemy sobstvennyh znaqeniæ polinomial~noæ matricy,” Tr. Leningr. Korablestr. In-ta, No. 97, 94–111 (1975).

314 V. N. KUBLANOVSKA˚

26. V. N. KublanovskaØ, V. B. Mihaælov, V. B. Hazanov, “K probleme sobstvennyh znaqeniæ neregulØrnoæ λ-matricy,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 58, 80–92 (1976).

27. V. N. KublanovskaØ, “K analizu singulØrnyh puqkov matric,” Zap.

Nauqn. Semin. LOMI, 70, 89–102 (1977).

28. V. N. KublanovskaØ, “K rexeni¸ spektral~nyh zadaq dlØ singulØrnogo puqka matric,” ȷ. Vyqisl. Matem. i Matem. fiziki, 18, No. 4, 1056–1060 (1978).

29. V. N. KublanovskaØ, “K spektral~noæ zadaqe dlØ polinomial~nyh puqkov matric,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 80, 83–116 (1976).

30. V. N. KublanovskaØ, “Postroenie kanoniqeskogo bazisa dlØ matric i puqkov matric,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 90, 46–62 (1979).

31. V. N. KublanovskaØ, “Algoritm AV i ego svoæstva,” Zap. Nauqn. Cemin. LOMI, 102, 42–60 (1980).

32. V. N. KublanovskaØ, V. N.Simonova, “O nekotoryh modifikaciØh algoritma AV,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 111, 117–137 (1981).

33. V. N. KublanovskaØ, “K spektral~noæ zadaqe dlØ polinomial~nyh puqkov matric,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 111, 109–116 (1981).

34. V. N. KublanovskaØ, “Ob odnom sposobe postroeniØ fundamental~nogo rØda polinomial~nyh rexeniæ i ßordanovyh cepoqek dlØ singulØrnogo lineænogo puqka matric,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 124, 101–113 (1983).

35. V. N. KublanovskaØ, “Postroenie fundamental~nogo rØda puqka matric,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 130, 74–93 (1984).

36. V. N. KublanovskaØ, V. B.Hazanov, “Isqerpyvanie v spektral~nyh zadaqah dlØ puqkov matric,” Otd. vyqisl. mat-ki AN SSSR, Moskva, (1986), Preprint 111, s. 32.

37. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, “Isqerpyvanie v spektral~nyh zadaqah dlØ puqkov matric,” Vyqislitel~nye Processy i Sistemy, vyp. 5, M., Nauka (1987).

38. V. N. KublanovskaØ, “Algoritmy vyqisleniØ spektral~noæ struktury singulØrnogo lineænogo puqka matric,” Zap. Nauqn. Semin. LO- MI, 159, 23–33 (1987).

39. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, “Spektral~nye zadaqi dlØ puqkov matric. Metody i algoritmy. I,” Preprint LOMI R-2-88, L. (1988).

40. V. N. KublanovskaØ, V. B.Hazanov, “Spektral~nye zadaqi dlØ puqkov matric. Metody i algoritmy II,” Preprint LOMI R-3-88, L. (1988), 33c.

41. V. N. KublanovskaØ, V. N. Simonova, “Ob odnom podhode k rexeni¸ nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ,” Preprint LOMI R- 7-89, (1989), 42 s.

42. V. N. KublanovskaØ, “O nekotoryh faktorizaciØh matriqnyh polinomov,” Algebra i analiz, 2, No. 6, 167–176 (1990).

43. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, “Spektral~nye zadaqi dlØ puqkov polinomial~nyh matric. V,” Preprint LOMI R-8-91, (1988), 62c.

44. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, “Spektral~nye zadaqi dlØ puqkov polinomial~nyh matric,” Zap. Nauqn. Semin. POMI, 202, 26–70 (1992).

METODY I ALGORITMY 315

45. V. N. KublanovskaØ, V. N. Simonova, “Ob odnom podhode k rexeni¸ sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ. 2,” Zap. Nauqn. Semin. POMI, 202, 71–96 (1992).

46. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, “O nesokratimyh faktorizaciØh racional~nyh matric i ih primenenii,” Zap. Nauqn. Semin. POMI, 219, 117–156 (1994).

47. V. N. KublanovskaØ, “Metod naimen~xih kvadratov dlØ matric, zavisØwih ot parametrov,” Zap. Nauqn. Semin. POMI, 219, 176–185 (1994).

48. V. N. KublanovskaØ, V. N. Simonova, “Operacii nad skalØrnymi polinomami i ih maxinnaØ realizaciØ,” Zap. nauqn. semin. POMI, 219, 157–175 (1994).

49. V. N. KublanovskaØ, “Rexenie sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot treh peremennyh. Metody i algoritmy,” Zap. Nauqn. Semin. POMI, 229, ??? (1995).

50. V. N. KublanovskaØ, “O nekotoryh faktorizaciØh dvuh parametriqeskih polinomial~nyh matric,” Zap. Nauqn. Semin. POMI, 219, 94– 116 (1994).

51. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, “Otnositel~naØ faktorizaciØ mnogoqlenov ot neskol~skih peremennyh,” (ȷ. Vyqisl. Matem. i Matem. Fiziki).

52. V. N. KublanovskaØ, “Ob odnom sposobe ocenki neustranimoæ pogrexnosti,” (ȷ. Vyqisl. Matem. i Matem. Fiziki).

53. M. I. MavlØnova, “Primenenie ortogonal~nyh preobrazovaniæ k opredeleni¸ sobstvennyh znaqeniæ i vektorov polinomial~nyh matric,” Voprosy Vyqisl. i Prikl. Mat., Taxkent, No. 41, 68–73 (1970).

54. M. I. MavlØnova, “Rexenie qastiqnoæ problemy sobstvennyh znaqeniæ polinomial~noæ matricy,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 18, 116– 124 (1970).

55. M. I. MavlØnova, “Ob odnom sposobe postroeniØ matriqnogo rexeniØ polinomial~noæ matricy,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 18, 125–137 (1970).

56. M. I. MavlØnova, “Problemy sobstvennyh znaqeniæ polinomial~noæ matricy,” Sb. Nauqn. Tr. Taxkent. Politehn. In-ta, No. 235, 29–34 (1978).

57. A. S. Markeus, Vvedenie v Spektral~nu¸ Teori¸ Polinomial~nyh Operatornyh Puqkov, Xtinica, Kixinev (1986).

58. A. G. Mazko, “K zadaqe raswepleniØ spektra regulØrnogo puqka matric,”ȷ. PrØmye Metody v Zadaqah Dinamiki i Ustoæqivosti Mnogomernyh Sistem, Kiev, In-t matem. AN USSR, (1986).

59. A. G. Mazko, “Obobwennoe uravnenie LØpunova dlØ regulØrnogo puqka matric,” Sb. Matem. Metody IssledovaniØ Prikladnyh Zadaq Dinamiki Tel, Nesuwih ȷidkost~, Kiev, In-t matem. AN USSR (1992).

60. A. G. Mazko, “Obobwennoe uravnenie LØpunova i ego primenenie v zadaqah ustoæqivosti i lokalizacii spektra,” DissertaciØ fiz.-mat. nauk, Kiev, In-t matem. AN USSR (1995).

61. G. I. Marquk, Metody Vyqislitel~noæ Matematiki, M., Nauka (1980).

316 V. N. KUBLANOVSKA˚

62. N. A. Nedaxevskiæ, “Rexenie sistem algebraiqeskih uravneniæ s polinomial~nymi matricami,” Dokl. AN USSR, ser. A, No. 10, 72– 77 (1984).

63. N. A. Nedaxevskiæ, “Rexenie sistem algebariqeskih uravneniæ s polinomial~no-bukvennymi fflementami,” Mat. Metody i Fiz.-Meh. PolØ, vyp. 24, s. 10–16 (1986).

64. N. A. Nedaxevskiæ, “O rexenii sistem algebraiqeskih uravneniæ s λ-matricami,” ȷ. Vyqisl. Matem. i Mat. Fiziki, 28, No. 3, 439–443 (1988).

65. ı. M. Neqepurenko, “SingulØrnye funkcii matricy mnogoqlenov,” M., IVM RAN, (1991).

66. ı. M. Neqepurenko, Metod SingulØrnoæ Funkcii dlØ Problem Sobstvennyh Znaqeniæ, M., (1994).

67. ı. M. Neqepurenko, “Metod singulØrnoæ funkcii dlØ vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ matricy mnogoqlenov,” ȷ. Vyqisl. Matem. i Matem. Fiziki (1995).

68 Dß. Ortega, V. Reænbalt, Iteracionnye Metody RexeniØ Sistem Uravneniæ so Mnogimi Neizvestnymi, M., Mir (1975).

69. B.N. Parlett, SimmetriqeskaØ Problema Sobstvennyh Znaqeniæ. Qislennye Metody, M., Nauka (1983).

70. M. Petkov, “O rexenii uravneniØ (Aλ^2 + Bλ + C)x = 0,” VIII, Int.

Kongress über Anwendungen der. Mathematik in den Ingenieurwiss. mit dem Rahmenthema (Weimar, Bd. 2, S. 340–344 (1978). Erfurt, (1978).

71. Petkov M., “Dva algoritma za qisleno rexavane na uravnenito

(Aλ2 + Bλ + C)x = 0,” Deveta proletna konferenciØ na SMB, Dokladi.

Matematika i Mat. Obrazovanie, SofiØ, BAN, 159–161 (1980). 72. G. G. Rasputin, “O qislennom rexenii sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ,” Vestnik LGU, No. 1, 66–70 (1977).

73. G. G. Rasputin, “Qislennoe rexenie sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ,” Sb. Metody Vyqisleniæ, vyp. 11, 57–81 (1978).

74. D. Sapagovne, “Posledovatel~nost~ Xturma dlØ nelineænyh algebraiqeskih zadaq na sobstvennye znaqeniØ,” ȷ. Diff. UravneniØ i ih Primenenie, 16, 87–95 (1976).

75. V. N. Simonova, “Rexenie qastiqnoæ problemy sobstvennyh znaqeniæ regulØrnogo puqka matric,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 159, 33– 39 (1987).

76. V. N. Simonova, “Algoritm ABCSD”, Trudy LKI. Matematiqeskoe Obespeqenie Avtomatizirovannyh Sistem v Sudostroenii, L. (1989).

77. V. N. Simonova, “Modifikacii AV-algoritma i ih primenenie k rexeni¸ sistemy nelineænyh uravneniæ,” Avtoreferat diss. kand. fiz.-mat nauk, L. Leningr. un-t (1990).

78. Dß. H. Uilkinson, AlgebraiqeskaØ Problema Sobstvennyh Znaqeniæ, M., Nauka (1970).

79. Dß. H. Uilkinson, Reænx, Spravoqnik na ˚zyke ALGOL. LineænaØ Algebra, Maxinostroenie, M. (1976).

80. D. K. Faddeev, V. N. KublanovskaØ, V. N. Faddeeva, “Lineænye algebraiqeskie sistemy s prØmougol~nymi matricami,” V kn.: Sovremennye Vyqislitel~nye Metody , vyp. 1 Materialy meßdunarodnoæ letneæ xkoly po qislennym metodam Kiev, 16–75 (1966).

METODY I ALGORITMY 317

81. D. K. Faddeev, V. N. Faddeeva, Vyqislitel~nye Metody Lineænoæ Algebry, GIFML, M.-L. (1963).

82. D. K. Faddeev, V. N. Faddeeva, “Vyqislitel~nye metody lineænoæ algebry,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 54, 3–228 (1979).

83. V. N. Faddeeva, H. D. Ikramov, E. A. Meænik, T. G. Fursa, Vyqislitel~nye Metody Lineænoæ Algebry. Bibliografiqeskiæ Ukazatel~ 1975–1980 (pod red. V. V. Voevodina), LOMI AN SSSR, L. (1982).

84. V. N. Faddeeva, A. ı. Eremin, L. ı. Kolotilina E. A. Meænik, Vyqislitel~nye Metody Lineænoæ Algebry. Bibliografiqeskiæ Ukazatel~ 1981–1984 (pod red. V. V. Voevodina), LOMI AN SSSR, L. (1986).

85. L. F. ıhno, “O qislennom rexenii nelineænoæ spektral~noæ zadaqi dlØ simmetriqeskih matric,” ȷ. Vyqisl. Matem. i Matem. Fiziki, 27, No. 9, 1320–1326 (1987).

86. V. B. Hazanov, “O spektral~nyh svoæstvah λ-matric,” Zap. Nauqn.

Semin. LOMI, 111, 180–194 (1981).

87. V. B. Hazanov, “Matriqnye rexeniØ, ponißa¸wie podprostranstva i bloqnaØ problema sobstvennyh znaqeniæ λ-matric,” Sb. Nauq. Tr. LKI. Prikl. Mat. i SAPR v Sudostroenii, L., 91–99 (1982).

88. V. B. Hazanov, “O primenenii metoda odnovremennyh iteraciæ dlØ rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ λ- matric,” Sb. Nauq. Tr. LKI. Prikl. Mat. i SAPR v Sudostroenii, L., 100–110 (1982).

89. V. B. Hazanov, “Primenenie metoda odnovremennyh iteraciæ dlØ λmatric,” Vyqisl. Metody Lineænoæ Algebry, Tr. Vses. konf. (Moskva, 1982), M., OVM AN SSSR (1983).

90. V. B. Hazanov, “K rexeni¸ spektral~nyh zadaq dlØ λ-matric,” Avtoreferat dis. kand. fiz.-mat.nauk, L., Leningr. un-t (1983).

91. V. B. Hazanov, “O nekotoryh spektral~nyh harakteristikah λmatric,” Zap. Nauqn. Semin. LOMI, 139, 111–124 (1984).

92. V. B. Hazanov, “Normalizovannyæ process ortogonalizacii Grama– Xmidta,” Sb. Nauq. Tr. LKI. Prikl. Mat. i SAPR v Sudostroenii, L., 109–113 (1984).

93. R. Horn, Q. Dßonson, Matriqnyæ Analiz, M., Mir (1989).

94. L. Andersson, K. Holmström, A. Ruhe, “Complex formation constants – a problem from solution chemistry”, in: Algorithms for Approximatiom, J. C. Mason and M. G. Cox, editors, Clarendon Press, Oxford, 557–572 (1987).

95. E. Anderson, Z. Bai, C. Bischof, J. Demmel, J. Dongarra, J. Du Croz, A. Greenbaum, S. Hammarling, A. McKenney, S. Ostrouchov, D. Sorensen, LAPACK Users’ Guide, Society for Industrial and Applied Math. (1992).

96. P. M. Anselone, L. B. Rall, “The solution of characterictic value-vector problems by Newton’s method,” Number. Math., 11, No. 1, 38–45 (1968).

97. P. Arbenz, W. Geneler, “Solving nonlinear eigenvalue problems by algorithmic differentiation,” Computing, 36, No. 3, 205–215 (1986).

98. F. V. Atkinson, Multiparameter Eigenvalue Problems. V. 1. Matrices and Compact Operators, Academic Press, New York (1972).

99. H. Bart, I. Gphberg, M. A. Kaashoek, Minimal Factorization of Matrix and Operator Functions, Birkhäuser, Basel (1974).

100. Bart H. , I. Gohberg, M. Kaashoek, P. Van Dooren, “Factorization of transfer functions,” SIAM J. Control Optim, 18, 675–696 (1980).

318 V. N. KUBLANOVSKA˚

101. R. H. Bartels, G. W. Stewart, “Solution of the equation AX +XB = C,” Comm.

Assoc. Comput. Math, 15, 820–826 (1972).

102. K.-J. Bathe, S. Ramaswany, “An accelerated subspace iteration method,” Comput. Meth. Appl. Mech. and Eng., 23, No. 3, 313–331 (1980).

103. C. Bavely , G. W. Stewart, “An algorithm for computing reducing subspaces by block diagonalization,” SIAM J. Numer. Anal., 16, No. 2, 359–367 (1979).

104. T. G. J. Beelen, New Algorithm for Computing the Kronecker Structure of a Pencil with Applications to System and Control Theory, Doctor thesis, Helmond (1987).

105. T. G. J. Beelen, P. Van Dooren, “An improved algorithm for the computation of Kronecker’s canonical form of a singular pencil,” Lin. Alg. Appl., 105, 9–65 (1988).

106. T. G. J. Beelen, P. Van Dooren, M. Verhaegen, A Class of Stair Case Algorithms for Generalized State Space Systems, Proceedings of American Control Conference, Seattle Wash, 425–426 (1986).

107. V. A. Bely, V. N. Kublanovskaya, “Solution of spectral problems for polynomials matrix pencils”, Teubne texte, 107, 221–227 (1987).

108. V. A. Bely, V. B. Khazanov, V. N. Kublanovskaya, “Spectral poroblems for matrix pencils. Methods and Algorithms. 3” J. Numer. Anal. Math. Modelling, 4, No. 1, 19–51 (1989).

109. V. A. Bely, V. N. Kublanovskaya, “Spectral poroblems for rational matrices.

Methods and Algorithms. 4” J. Numer. Anal. Math. Modelling, 6, No. 3, 1–13 (1991).

110. J. P. Berlioz, “A propos de l’algorithme QZ, RAIRO,” Anal. numer,, 13, No. 1, 21–30 (1979).

111. J. P. Berlioz, “Stabilité d’un algorithme recherche de valeur propre de problem generalizé,” RAIRO, Anal. numer., 14, No. 3, 227–238 (1980).

112. J. P. Berlioz, Sur L’algorithme QZ, Th. 3e Cyclé, Rennes, Math. Appl. (1980). 113. C. Bischof, J. Demmel, J. Dongarra, J. Du Croz, A. Greenbaum, S. Hammarling, D. Sorensen, LAPACK Provisional Contents Mathematics and Computer Science Division, Report L-88-38, Argonne National Laboratory (1988).

114. S. P. Bhattacharyya, E. Souza, “Pole assignment via Sylvester’s equation,” Systems Control Lett., 1, 261–263 (1982).

115. A. Bjork, Least Square Methods, Dep. of Math., Linkoping university, S–581, Sweden (1987).

116. E. K. Blum, Solution of λ-Matrices by Gradient Method, U. S. C. Math. Dept.

Report (1975).

117. D. L. Boley, “Computing the contrabolity/ observability decomposition of a linear time-invariant dynamic system, a numerical approach, PhD,” Dissertation Stanford University (1981).

118. D. Bolley and G. Golub, “The Lanczos-Arnoldi algorithm and controllability,” Syst. and Cont. Lett, 4, 317–324 (1984).

119. A. Bojanzyk, G. Golub, P. Van Dooren, The Periodic Schur decomposition.

Algorithms and Applications, SCCM Inter. Rept. NA–92–07 (1992). 120. L. Brusa, “Similtaneous iteration algorithms for the solution of large eigenvalue problems,” Publ. Ist. Applic. Calc., Ser. 3, No. 99 (1975).

121. R. Byers, “A LINPACK-styl condition estimator for the equation AX � XB = C,” IEEE Trans. Automat. Control, AC–29, 926–928 (1984).

METODY I ALGORITMY 319

122. J. J. Dongarra, C. Moler, J. Bunch, and G. Stemart, LINPACK User’s Grud, SIAM, Philadelphia, PA (1979).

123. J. Bunch, “The weak and strong stability of algorithms in numerical linear algebra,” Lin. Alg. Appl., 88/89, 49–66 (1987).

124. S. L. Campbell, Singular Systems of Differential Equations, 1, 2, Pitman, Marshfield, MA (1980 and 1982).

125. S. L. Cambell, “The numerical solution of higher index linear time varying singular systems of differential equations,” SIAM J. Sci. Stat. Computing, 6, No. 2, 334–348 (1985).

126. T. Chan, “Rank revealing QR factorizations,” Lin. Alg. Appl., 88/89, 67–82 (1987).

127. L. O. Chua, Introduction to Nonlinear Network Theory, Mc. Graw Hill, New York (1969).

128. K. E. Chu, Exclusion Theorems and the Perturbation Analysis of the Generalized Eigenvalue Problem, NA-report 11/85, Dept. of Mathematics, Univ. of Reading UK (1985).

129. J. B. Cruz, J. S. Freudenberg, D. P. Looze, “A relationship between sensitivity and stability of multivariable feedback systems,” TEEE Trans. Automat. Centr., 26, No. 1, 66–74 (1981).

130. B. N. Datta, “Parallel and large scal matrix computations in control: some ideas,” Linear Alg. Appl., 121, 243–264 (1989).

131. C. Davis, W. M. Kahan, “The rotation of eigenvectors by a perturbation. III,” SIAM J. Num. Anal., 7, 1–46, (1970).

132. G. J. Davis, “Numerical solution of a quadratique matrix equations,” SIAM J.

Sci. Stat. Compat., 2, No. 2, 164–175 (1981).

133. G. J. Davis, “An algorithm to compute solvents of the matrix equations AX2 + BX + C = 0. Algorithm 596,” ACM Trans. Math. Software, 9, No. 2, 246–254 (1983).

134. A. M. Dell, R. L. Weil, G. L. Thompson, “Roots of matrix pencil: the generalized eigenvalue problems,” Comm. ACM, 14, No. 2, 113–117 (1971).

135. J. E. Dennis, J. F. Traub, R. P. Weber, On Matrix Polynomial. Lambda-Matrix and Block Eigenvalue Problems, Cornegie-Mellon, Univ. Dept. Compat. Sci. CMU-CS-71-110, Pittsburg (1971).

136. J. Demmel, “The condition number of eigenvalence transformations that block diagonalize matrix pencils,” SIAM J. Numer. Anal., 20, 599–610 (1983).

137. J. Demmel, B. K ∘ agström, Stable Eigendecompositions of Matrix Pencils A�λB, Rep. UMINF-118.84, University of Ume ∘ a (1984).

138. J. Demmel, B. K ∘ agström, Stable Eigendecompositions of Matrix Pencils, Computer Science Dept. Technical Report No. 163, Courant Inst., New York Univ. (1985).

139. J. Demmel, B. K ∘ agström, Stability Computing the Kronecker Structure and Reducing Subspaces of Singular Pencils A�λB for Uncertain Data, Proceedings of Conf. on large eigenvalue problems, IBM Europe Int., Austria (1986).

140. J. Demmel, “Computing stable eigendecompositions of matrices,” Lin. Alg. Appl., 79, 163–193 (1986).

141. J. Demmel, B. K ∘ agström, “Computing stable eigendecompositions of matrix pencils,” Lin. Alg. Appl., 8, 139–186 (1987).

320 V. N. KUBLANOVSKA˚

142. J. Demmel, B. K ∘ agström, “Accurate solutions of ill-posed problems in control theory,” SIAM J. Mat. Anal. Appl., 9, No. 1, 126–145 (1988).

143. J. Demmel, W. Kahan, “Accurate singular values of bidiagonal matrices,” SIAM Sci. Stat. Comput, 11, No. 5, 873–912 (1990).

144. J. Demmel, B. K ∘ agström, The Generalized Schur Decomposition of an Arbitrary Pencil A � λB: Robust Soltware with Error Bounds and Applications. Part I: Theory and Algoritms, ACM Trans. Math. Software and Report UMINF 91.22 (1991).

145. J. Demmel, B. K ∘ agström, The Generalized Schur Decomposition of an Arbitrary Pencil A � λB: Robust Soltware with Error Bounds and Applications. Part II: Theory and Algoritms, ACM Trans. Math. Software, submitted, 1–29 (1991).

146. J. E. Dennis, J. E. Traub, R. P. Weber, “The algebraic theory of matrix polynomials,” SIAM J. Numer. Anal., 13, No. 6, 831–845 (1978).

147. J. E. Dennis, J. E. Traub, R. P. Weber, “Algorithm for solvents of matrix polynomials,” SIAM J. Numer. Anal., 15, No. 3, 523–533 (1978).

148. J. E. Dennis, R. B. Scnabel, Numerical Methods for Unconstrained Optimization and Nonlinear Equations, Press Hall Inc. Englewood Clifts, New York (1983).

149. P. Deuflhard, W. Sautter, On Rank Deficient Pseudo-Inverses, Preprint, Univ.

Heidelberg, Inst. Angew. Math. (1979).

150. J. Dongara, S. Hammarling, J. Wilkinson, “Numerical considerations in computing invariant subspaces,” SIAM J. Matrix Anal. Appl., 13, No. 1, 145–161 (1992).

151. P. Van Dooren, P. Dewild, State-Space Realization of a General Rational Matrix. A Numerically Stable Algorithm, Proc. Midw. Symp. Circ. and Syst., 773– 781 (1977).

152. P. Van Dooren, G. Verghese, T. Kailath, Propertice of the System Matrix of a Generalized Stable Space System for Rational Matrix, Proc. Iee Conf. Contr., 173–175 (1979).

153. P. Van Dooren, “The computation of Kroneeker’s canonical form of a singular pencil,” Lin. Alg. Appl., 27, 103–141 (1979).

154. P. Van Dooren, Computing of the Eigenvalue of a Polynomial Matrix, Proc. of the IBM-NFWO Symposium, Brussels, 213–223 (1979).

155. P. Van Dooren, The Generalized Eigenstructure Problem. Application in Linear System Theory, Doctoral theses. Univ. of Louvain (1979).

156. P. Van Dooren, “The generalized eigenstructure problem in linear system theory,” IEEE Trans. Aut. Control, AC-26, 111–129 (1981).

157. P. Van Dooren, P. Dewild, “Minimal cascade factorization of real and complex rational transfer matrices,” IEEE Trans. Circuits ans System CAS, 28, No. 5, 395 (1981).

158. P. Van Dooren, “A generalized eigenvalue approach for solving Riecati equations,” SIAM J. Sci. Stat. Comp., 2, 121–135 (1981); Correction, 4, No. 4, 787 (1983).

159. P. Van Dooren, “Algorithm 590:DSUBSP and EXCHQZ. Fortran routines for computing deflating subspaces with specified spectrum,” ACM Trans. Math. Software, 8, No. 4, 376–382 (1982).

160. P. Van Dooren, Reducing Subsapce: Computational Aspects and Applications in Linear Systems Theory, Proc. 5th Internat. Conference on Analysis and Optimization of Systems, Lecture Notes on Control and Information Sci. (1982).

METODY I ALGORITMY 321

161. P. Van Dooren, A. Emami-Nazini, “Computation of zeros of linear multivariable systems,” Automatica, 18, 415–430 (1982).

162. P. Van Dooren, P. Dewidle, “The eigenstructure of an arbitrary polynomial matrix. Computational aspects,” Lin. Alg. Appl., 50, 545–579 (1983).

163. P. Van Dooren, “Reducing subspace: definitions, properties and algorithms,” Lect. Notes Math., 973, 58–73 (1983).

164. R. Eising, “Polynomial matrices and feedbach,” IEEE Trans. Aut. Contr., AC{ 30, 1022–1025 (1985).

165. E. Elmroth, Matrix Computations: Factorizing in Parallel and Surfing the Kronecker Structure Hierarchies, Ph. D. Thesis, UmeåUniversity, Sweden (1995).

166. T. Ericsson, A. Ruhe, “The spectral transformation Lanczos method for the numerical solution of large sparse generalized symmetric eigenvalue problems,” Math. Comp., 35, 1251–1268 (1980).

167. T. Ericsson, A. Ruhe, “Lanczos algorithms and field of value rotations for symmetric matrix pencils,” L. A. A., 88/89, 733–746 (1987).

168. T. Ericsson, A. Ruhe, “Stlm – a softwarw package for the spectral transformation Lanczos algorithm,” Technical report, UMINF (1982).

169. G. D. Forney, “Minimal bases of rational vector spaces with applications to multivariable linear systems,” SIAM J. Control, 13, No. 3, 493–520 (1975).

170. A. Friedman, M. Shinbrot, “Nonlinear eigenvalue problems,” Acta Math., 112, No. 1/2, 77–125 (1968).

171. B. S. Garbow, J. M. Boyle, J. J. Dongarra, C. B. Moler, Matrix Eigensystem Routines, EISPAC Guid Extension, Lecture Notes in Compluter Science (1977).

172. B. S. Garbow, “Algorithm 535. The QZ-algorithm to solve the generalized problem for complex matrices F 2,” ACM Trans. Math. Software, 4, No. 4, 404–410 (1978).

173. B. S. Garbow, “Remark on algorithm 535. The QZ algorithm to solve the generalized eigenvalue problem,” ACM Trans. Math. Software, 8, No. 4, 402 (1982).

174. B. S. Garbow, “Remark on algorithm 535,” ACM Trans. Math. Software, 10, No. 4, 476 (1984).

175. C. W. Gear, L. R. Petzold, “Differential’Algebraic Systems and Matrix Pencils,” Lecture Notes in Mathematics, 973, 75–89 (1983).

176. I. Gohberg, P. Lancaster, L. Rodman, Matrix Polynomials. Computer Science and Appl. Math., Birkhäuser.

177. I. Gohberg, P. Lancaster, L. Rodman, Matrices and Indefinite Scalar Products.

Operators Theory: Advances and Applications, Birkhäuser.

178. G. H. Golub, W. Kahan, “Calculating the singular values and pseudoinverse of matrix,” J. SIAM Numer. Anal. Ser. B2, 2, No. 2, 205–224 (1965).

179. G. H. Golub, C. Reinsch, “Singular value decomposition and least square solutions,” Numer. Math., 14, No. 5, 403–420 (1970).

180. G. H. Golub, J. H. Wilkinson, “Ill-conditioned eigensystems and the computation of the Jordan canonical form,” SIAM Review, 18, No. 4, 578–619 (1976).

181. G. H. Golub, S. Nash, C. Van Loon, “A Hessenberg–Schur method for the matrix problem AX + XB = C,” IEEE Trans. Autom. Contr. AC, 24, 909–913 (1979).

182. G. H. Golub, C. Van Loan, Matrix Computations (1983).

183. G. H. Golub, C. Van Loan, Matrix Computations, (second edition) Johns Hopkin University Press, Baltimore, MD (1989).

322 V. N. KUBLANOVSKA˚

184. L. Hayes, E. Wasserstron, “Solution of non-linear eigenvalue problems by the continuation method,” J. Inst. and Appl., 17, No. 1, 5–14 (1976).

185. N. J. Higham, “Experience with a matrix norm estimator,” SIAM J. Sci Statist.

Comput., 11, 804–809 (1990).

186. J. Huitfeldt, A. Ruhe, “A new algorithm for numerical path following applied to an example from hydrodynamical flow,” SISSC, 11, 1181–1192 (1990).

187. Y. S. Hung, A. C. J. MacFarlan, “Analytic properties of the singular value of rational matrix,” Int. J. Control, 37, No. 2, 221–234 (1983).

188. K. Huseyin, K. Singhal, N. K. Jain, “On roots of functional lambda matrices,” Comput. Math. Appl. Mech. Eng., 10, No. 3, 277–292 (1983).

189. N. K. Jain, K. Singhal, “Kublanovskaya’s approach to the solution of the generalized latent value problem for functional λ-matrices,” SIAM J. Numer. Anal., 20, No. 5, 1062–1070 (1983).

190. A. Jennings, W. J. Stewart, “Simultaneous iteration for partial eigensolution of real matrices,” J. Inst. Math. Appl., 15, No. 3, 341–361 (1983).

191. L. S. Jenning, M. R. Osborn, “Generalized eigenvalue problems for rectangular matrices,” J. Inst. Math. and Appl., 20, No. 4, 443–458 (1977).

192. B. Kågström, A. Ruhe, “An algorithm for numerical computation of the Jordan normal form of a complex matrix,” ACM Trans on Math. Software, 6, 398–419 (report), 437–443 (algorithm) (1980).

193. B. Kågström, “On computing the Kronecker canonical form of regular A – λBpencils,” Lect. Notes Math., 973, 30–57 (1983).

194. B. Kågström, “RGSVD – An algorithm for computing the Kronecker structure and reduced subspaces of singular A � λB-pencils,” Umea Univ. Inst. Information Processing, Rep. UMINF – 112, 83, Sweden (1983).

195. B. Kågström, “The generalized singular value decomposition and the general

(A � λB) probelm,” BIT, 24, 568–583 (1984).

196. B. Kågström, “RGSVD – An algorithm for computing the Kronecker structure and reduced subspaces of singular A � λB-pencils,”SIAM J. Sci. Statist. Comput., 7, No. 1, 185–211 (1986).

197. B. Kågström, L. Westin, “CSYLV-Fortran routines for the generalized Schur methods with Dif−1-estimators for solving the generalized Sylvester equations,” Report UMINF-B282, Institute of Information Processing, University of Umeå(1987).

198. B. Kågström, L. Westin, “Generalized Schur methods with condition estimators for solving the generalized Sylvester equation,” IEEE Trans. Autom. Contz., 34, (4), 745–751 (1989).

199. B. Kågström, P. Poromaa, “Distributed block algorithms for the triangular Silvester equation with condition estimator,” in Hypercube and Distributed Computters, North-Holland, Amsterdam, 233–248 (1989).

200. B. Kågström, L. Nyström, P. Poromaa, “Parallel shared memory algorithms for solving the triangular Silvester equation,” in Vector and Parallel Computing, Ellis Horwood, Chichester, UK, 229–240 (1989).

201. B. Kågström, “A perturbation analysis of the generalized Silvester equation

(AR�LB, DR�LF ) = (C, F ),” Rep. UMINF-92.17, University of Umeå (1992).

202. B. Kågström, P. Poromaa, “Distributed and shared memory block algorithms for the triangular Sylvester equation with sep−1 estimators,” SIAM J. Matrix Anal. Appl., 13, No. 1, 90–101 (1992).

METODY I ALGORITMY 323

203. B. Kågström, “A direct method for reordering eigenvalues in the generalized real Schur form of a regular matrix pair (A, B),” Report UMINF–92.18, ISSN- 0348–0542, University of Umeå (1992) and also Linear Algebra for Large Scale and Real-Time Applications, Klumer Acad. Publischers, Amsterdam, 195–218 (1993).

204. B. Kågström, P. Poromaa, “An LAPACK-style Block Algorithm with Difestimator for solving the generalized Sylvester equation,” Report UMINF-93, University of Umeå, (to appear) (1993).

205. W. Kahan, “Numerical linear algebra,” Canadian Math. Bulletin, 9, No. 6, 757–801 (1966).

206. T. Kailath, Lecture Notes on System Theory, Informations systems Lab., Stanford Univ. (1978).

207. T. Kailath, Linear Systems, Prentice Hall (1980).

208. R. E. Kalman, “Irreducible realizations and the degree of rational matrix,” SIAM J. Appl. Math., 13, 520–544 (1965).

209. L. Kaufman, “Some thoughts of the QZ-algorithm for solving the generalized eigenvalue problem,” ACM Trans. Math. Software, 3, No. 1, 65–75 (1977).

210. V. B. Khazanov, V. N. Kublanovskaya, “Deflaction in spectral problems for matrix pencils,” Sov. J. Numer. Anal. Math. Modelling, 2, 15–36 (1987).

211. V. B. Khazanov, V. N. Kublanovskaya, “Spectral problems for matrix pencils.

Methods and Algorithms. 1,” Sov. J. Numer. Anal. Math. Modelling, 3, No. 2, 337–371 (1988).

212. V. B. Khazanov, V. N. Kublanovskaya, “Spectral problems for matrix pencils.

Methods and Algorithms. 2,” Sov. J. Numer. Anal. Math. Modelling, 3, No. 3, 467–485 (1988).

213. N. M. Kostenko, “Necessary and sufficient condition for factorization of rational matrix functions,” Functional Analisis and Applications, 12, 87–88 (1978).

214. L. Kroneker, “Algebraisch reduction der schaaren bilinearer formen,” S. B.

Acad., 763–776 (1890).

215. W. Kratz, E. Stickel, “Numerical solution of matrix polynomial equations by Newton’s method,” IMA J. Numer. Anal., 7, No. 3, 355–369 (1987).

216. V. N. Kublanovskaya, “On an approach to the solution of the generalized latent value problem for λ-matrices,” SIAM J. Numer. Anal., 7, No. 4, 532–537 (1970).

217. V. N. Kublanovskaya, On an Algorithm for Solution Spectral Problems of Linear Matrix Pencils, LOMI Preprint E–1–82 (1982).

218. V. N. Kublanovskaya, “An approach to solving the spectral problem of A�λB,” Lecture Notes in Mathem., 973, 17–29 (1983).

219. V. N. Kublanovskaya, “The AB-algorithm and its modifications for spectral problems of linear pencils of matrices,” Numer. Math., 43, 329–342 (1984).

220. V. N. Kublanovskaya, “Solution of spectral problems for matrix pencils,” Colloquia Matematics Societatis Janoe Bolyai 50. Numerical Methods Miscol, 67–109 (1986).

221. V. N. Kublanovskaya, V. N. Simonova, “An approach to solving nonlinear algebraic systems,” Sov. J. Anal. Math. Modelling, 5, No. 4/5, 369–394 (1990).

222. V. Kublanovskaya, “Rank-devision algorithms and their applications,” J. Numer. Lin. Algebra Appl. 1, No. 2, 199–213 (1992).

223. V. Kublanovskaya, “Solving spectral problem for two-parameter polynomial matrices. Methods and algorithms,” J. Numer. Anal. Math. Modelling, 9, No. 2, 111–120 (1994).

324 V. N. KUBLANOVSKA˚

224. P. Lancaster, “Inversion of lambda-matrices and applications to the theory of linear vibrations,” Arch. Rational Mech. Anal., 6, 105–114 (1960).

225. P. Lancaster, “On eigenvalues of matrices dependent on a parameter,” Numer.

Math., 6, No. 5, 377–387 (1964).

226. P. Lancaster, Lambda-Matrices and Vibrating Systems, Pergamon Press, New York (1966).

227. P. Lancaster, “A fundamental theorem of lambda-matrices with applications.

I, II. Ordinary differential equations with constant coefficients,” Linear Algebra Appl., 18, 189–211 (1977).

228. P. Lancaster, H. K. Wimmer, “Zur Theorie der λ-Matrizen,” Math. Nachr., 68, 325–330 (1975).

229. A. Laub, “A Schur method for solving algebraic Riccati equations,” IEEE Trans.

Autom. Contr., AC-24, 913–921 (1974).

230. D. O’Leary, G. W. Stewart, “Data-flow algorithms for parallel matrix compositions,” Comm. ACN, 28, 840–853 (1985).

231 F. L. Levis, “Fundamental reachability, and observability matrices for descriptor systems,” IEEE Trans. Autom. Contr., AC-30, No. 5, 502–505 (1985).

232. C. Van Loan, “Computing the CS and the generalized singular value decomposition,” Numer. Math., 46, No. 4, 479–491 (1985).

233. C. Van Loan, “Generalizing the singular value decomposition,” SIAM J. Number Anal., 13, No. 1, 76–83 (1976).

234. C. Van Loan, Computing the CS and the Generalized Singular Value Decomposition, Cornell Univ. Report TR84–614 (1984).

235. C. Van Loan, “A general matrix eigenvalue algorithm,” SIAM J. Numer. Anal., 12, 812–834 (1975).

236. B. McMillan, “Introduction to formal realizability theory I and II,” Bell. Syst.

Techn. J., 31, 217–279, 541–600 (1952).

237. C. Moler, G. Stewart, “An algorithm for the generalized matrix eigenvalue problem,” SIAM J. Numer. Anal., 10, 241–256 (1973).

238. R. Natarajan, “An Arnoldi-based iterative scheme for nonsymmetric matrix pencils arising in finite element stability problems,” J. Comput. Phys., 100, 128–142 (1992).

239. Yu. M. Nechepurenko, “Singular functions of polynomial matrices,” Russ. J.

Numer. Annal. Math. Modelling, 7, No. 1, 63–74 (1992).

240. A. Neumaier, “Residial inverse iteration for the nonlinear eigenvalue problem,” SIAM J. Numer. Anal., 22, No. 5, 914–923 (1985).

241. C. C. Paige, “Properties of numerical algorithms related to computing controllability,” IEEE Trans. Aut. Contr., AC-26, 130–138 (1981).

242. C. C. Paige, M. Saunders, “Towards a generalized singular value decomposition,” SIAM J. Numer. Anal., 18, No. 3, 398–405 (1981).

243. C. C. Paige, “Computing the generalized singular value decomposition,” SIAM J. Sci. Stat. Comput., 7, 1126–1146 (1986).

244. C. Papaconstantinou, “Iterative solution of the generalized eigenvalue problem,” J. Inst. Math. and Appl., 17, No. 2, 255–260 (1976).

245. L. Pernedo, Algebraic Control Theory for Linear Multivariable System, Ph. D.

Thesis, Depr. Aut. Control, Lund Inst. of Technology, Sweden (1978). 246. G. Peters, J. H. Wilkinson,“Ax = λBx and the generalized eigenvalue problem,” SIAM J. Numer. Anal., 479–492 (1970).

METODY I ALGORITMY 325

247. G. Peters, J. H. Wilkinson, “Computing the generalized singular value decompositions,” SIAM J. Sci. Stanf. Comput., 4, 1112–1146 (1986).

248. G. Popper, Z. Gáspár, The Solution of the Algebraic Eigenvalue Problem by Partitioning, Bracketing of Eigenfrequencies of Continuous Structures. Proc. Euromech Colloq. (Matkafúred, 1979), Ed. A.Bosznay. Akad. Kiadó, Budapest, 399–413 (1980).

249. G. Popper, J. Gyórgyi, “Computation of eigenfreguencies of structures by lambda-matrices,” Z. Angew. Math. Mech., 62, No. 4, 68–69 (1982).

250. G. Popper, Z. Gáspár, “Numerical method for solving eigenvalue problems of lambda-matrices of degree,” Acta Techn. Acad. Sci. Hung., 94, No. 3/4, 103– 109 251. P. Poromaa, Design and Implemention Aspects of Parallel Algorithms for the Triangular Silvester Equation with Condition Estimator, Report UMINF– 18890, UmeåUniversity (1990).

252. A. Pokrzywa, “On perturbations and the eigenvalence orbit of a matrix pencil,” Linear Alg. Appl., 82, 99–121 (1986).

253. L. Postlethwaite, A. G. J. MacFarlan, A Complex Variable Approach to the Analysis of Linear Multivariable Feedback Systems, Lecture Notes in Control and Information Dciences, 12, Springer Verlag, New York (1979).

254. G. H. Rodrigne, “A gradient method for the matrix eigenvalue problem AX = λBX,” Numer. Math., 22, No. 1, 1–16 (1973).

255. H. H. Rosenbrock, State-Space and Multivariable Theory, John Wiley and Sone, New York (1970).

256. H. H. Rosenbrock, “Structural properties of linear dynamical systems,” Int. J.

Control, 20, No. 2, 191–202 (1974).

257. A. Ruhe, “An algorithm for numerical determination of the structure of a general matrix,” BIT, 10, 196–216 (1970).

258. A. Ruhe, “Perturbation bounds for means of eigenvalues and invariant subspaces,” BIT, 10, 343–354 (1970).

259. A. Ruhe, Algorithms for the Nonsymmetric Algebraic Eigenvalue Problem, PhD thesis, Lund, Sweden (1970).

260. A. Ruhe, T. Wiberg, “The method of conjugate gradients used in inverse iteration,” BIT, 12, 543–554 (1972).

261. A. Ruhe, “Algorithms for the nonlinear algebraic eigenvalue problem,” SIAM J. Num. Anal., 10, 674–689 (1973).

262. A. Ruhe, “Iterative eigenvalue algorithms for large symmetric matrices,” in:

L. Collatz and K. P. Hadeler, editors, Eigenwertprobleme, ISNM 24, 24, 97– 115. Birkhäuser Verlag Base; und Stuttgart (1974).

263. A. Ruhe, “SOR-methods for the eigenvalue problem of large sparse matrices,” Math. Comp., 28, 695–710 (1974).

264. A. Ruhe, “On the closeness of eigenvalues and singular values for almost normal matrices,” Lin. Alg. Appl., 11, 87–93 (1975).

265. A. Ruhe, “Numerical computation of principal components when several observations are missing,” Technical report, UMINF–48, Umeå(1974).

266. A. Ruhe, “Iterative eigenvalue algorithms based on convergent splittings,” Journal of Comp. Physics, 19, 110–120 (1975).

267. A. Ruhe, “Numerical methods for the solution of large sparse eigenvalue problems,” in: V. A. Barker, editor, Sparse Matrix Techniques, Lect. Notes Math., 572, 1300-184. Springer Berlin-Heidelberg–New York (1976).

326 V. N. KUBLANOVSKA˚

268. A. Ruhe, “Accelerated Gauss–Newton algorithms for nonlinear least squares problems,” BIT, 19, 356–367 (1979).

269. A. Ruhe, “A universal elimination scheme for generalized linear least squares problems with equality constraints,” Technical report, UMINF–74 (1974).

270. A. Ruhe, “Eigenvalues in an APL environment, an algorithm based on Rayleigh quotient iteration,” APL Quote Quad, 10, No. 3, 29–30 (1980).

271. A. Ruhe, “Fitting empirial data by positive sums of exponentials,” SIAM J.

Scient and Stat Comp., 1, 481–498 (1980).

272. A. Ruhe, “Fitting empirial data by positive sums of exponentials,” in:

M. M. Barrit and D. Wishart, editors, COMPSTAT, Edinburgh, 622–628. Physica-Verlag, Vienna (1980).

273. A. Ruhe, P. A. Wedin, “Algorithms for separable nonlinear least squares problems,” SIAM Rewiew, 22, 318–337 (1980).

274. A. Ruhe, “Numerical aspects of Gram–Schmidt orthogonalization of vectors,” L. A. A., 52/53, 591–601 (1983).

275. A. Ruhe, “The two-sided Arnoldi algorithm for nonsymmetric eigenvalue problems,” in: B. Kågström and A. Ruhe, editors, Matrix Pencils LNM, 973, 104– 120. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York (1983).

276. A. Ruhe, S. Wold, W. J. Dunn, “The collinearity problem in linear regression the partial least squares (pls) approach to generalized inverses,” SISSC, 5, 735–743 (1984).

277. A. Ruhe, “Rational Kryliv sequence methods for eigenvalue computation,” L.

A. A, 58, 391–405 (1984).

278. A. Ruhe, Y. F. Zhou, “Numerical path following and eigenvalue criteria for branch switching,” in: J. Cullum and R. A. Willoughby, editors, Large Scale Eigenvalue Problems, 121–142. Elsevier Science Publishers B. V., North-Holland (1986).

279. A. Ruhe, “Rational Krylov algorithms for nonsymmetric eigenvalue problems,” in: G. Golub, A. Greenbaum, M. Luskin, editors, Iterative methods for Sparse and Structured Problems, Proc. conf. IMA, University of Minnesota, Feb.24–28, 1992. Springer-Verlag, New York (1993).

280. A. Ruhe, “Rational Krylov algorithms for nonsymmetric eigenvalue problems, II” The homogeneous case. in: ILAS Conference Lisbon Aug 3–7, 1992, to appear in L. A. A. (1993).

281. H. Rutishauser, “Computational aspects of F. Bauer’s simultaneous itaration method,” Numer. Math., 13, No. 1, 4–13 (1969).

282. Y. Saad, “Chebyshev acceleration techniques for solving nonsymmetric eigenvalue problems,” Math. Comput., 42, No. 166, 567–588 (1984).

283. B. T. Smith, J. M. Boyle, J. J. Dongarra, B. S. Garbow, Y. Ikebe, V. C. Klema, C. B. Moler, “Matrix eigensystem routines – EISPACK Guide,” Lecture Notes in Computer Sci., 6, (1976).

284. H. J. S. Smith, “On systems of linear congruences,” Proc. London Math. Soc., IV, 241–249 (1973).

285. D. S. Scott, “Solving sparse symmetric definite quadratic λ-matrix problem,” BIT, 21, No. 4, 475–480 (1981).

286. D. S. Scott, R. G. Ward, “Solving symmetric-definite quadratic λ-matrix problem without factorization,” SIAM J. Sci. Stat. Comput., 3, No. 1, 58–67 (1982).

287. G. W. Stewart, “On the sensivity of the eigenvalue problem Ax = λBx,” SIAM J. Numer. Anal., 9, No. 4, 669–686 (1972).

METODY I ALGORITMY 327

288. G. W. Stewart, Introduction to Matrix Computations, Academic Press, New York (1973).

289. G. W. Stewart, “Error and perturbation bounds for subspaces associated with certain eigenvalue problems,” SIAM Rev., 15, 752–764 (1973).

290. G. W. Stewart, “Gershgorin theory for the generalized eigenproblem Ax = λBx,” Math. Comp., 29, No. 130, 600–606 (1975).

291. G. W. Stewart, “Perturbation bounds for the QR factorization of a matrix,” SIAM J. Num. Anal., 14, 509–518 (1977).

292. G. W. Stewart, “The effecient generation of random orthogonal matrices with an application of condition estimators,” SIAM J. Numer. Anal., 17, No. 3, 403–409 (1980).

293. G. W. Stewart, “A method for computing the generalized singular value decomposition,” Lectire Notes Math., 973, 207–220 (1982).

294. G. W. Stewart, “An algorithm for computing the CS decomposition of partioned ortogonal matrix,” Numer. Math., 40, No. 3, 297–306 (1982).

295. G. W. Stewart, “Computing the CS decomposition of a partitioned orthonormal matrix,” Numer. Math., 40, 297–306 (1983).

296. G. W. Stewart, Matrix perturbation theory, Acad. Press, New York (1990). 297. G. W. Stewart, On the Perturbation of LU, Cholesky and QR Factorizations, Technical Report TR–92–24, TR–2848, Department of Computer Sci, University of Muryland (1992).

298. J. -G. Sun, “Orthogonal projections and the perturbation of the eigenvalues of singular pencils,” J. Comp. Math. (China), 1, No. 1, 63–74 (1983).

299. J. -G. Sun, “Perturbation analysis for the generalized eigenvalue and the generalized singular value problem,” Matrix pencils. Lecture Notes in Math., 973, 221–244 (1983).

300. J. -G. Sun, “Perturbation analysis for the generalized singular value problem,” SIAM J. Num. Anal., 20, 611–625 (1983).

301. J. -G. Sun, “Perturbation bounds for the Cholesky and QR factorizations,” BIT, 31, 341–352 (1991).

302. J. -G. Sun, “Componentwise perturbation bounds for some matrix decompositions,” BIT, 32, 702–714 (1992).

303. J. -G. Sun, “On perturbation bounds for the QR-factorization,” Report UMINF–93.07, ISSN–0348–0542 (1993).

304. S. Tan, J. Vandewalle, State Feedbach and Pole Assignment for Singular Systems via Canonical Form, 25-th CDC, Athens (1986).

305. G. L. Thompson, R. L. Weil, “The roots of matrix pencils Ay = λBy: existence, calculations and relations to game theory,” Linear Alg. and Appl., 5, No. 3, 207–226 (1972).

306. J. S. Thorp, “The singular pencil of a linear dynamical system,” Int. J. Control, 18, 557–596 (1973).

307. G. A. Thurston, “Roots of lambda matrices,” Trans. ASME J. Appl. Mech., 45, No. 4, 859–863 (1978).

308. P. Turán, “On the latent roots of λ-matrices,” Comput. and Math. with Appl., 1, No. 3/4, 307–313 (1975).

309. R. Walker, Computing the Jordan Form for Control of Dynamic Systems, PhD thesis, Stanford University, CA 94305 (1981).

310. Pu. Wang, “An embedding method for generalized eigenvalue problems,” Math.

Numer. Sinica, 1, No. 2, 194–198 (1979).

328 V. N. KUBLANOVSKA˚

311. W. Waterhouse, “The codimension of singular matrix pairs,” Lin. Alg. Appl., 57, 227–245 (1984).

312. J. Wilkinson, “The differential system Bx = Ax and the generalized eigenvalue problem Au = λBu,” Nat. Phys. Lab. , Report NAC73 (1977).

313. J. Wilkinson, Linear Differential Equations and Kronecker’s Canonical Forms, Numer. Anal., Academ. Press, New York, 231–265 (1978).

314. J. Wilkinson, “Kronecker’s canonical form and the QZ algorithm,” Nat. Phys.

Lab. Div. Numer. Anal. and Comput. Sci. Rept., 10, 1–21 (1979). 315. J. Wilkinson, “Kronecker’s canonical form and the QZ algorithm,” Linear Algebra and Appl., 28, 285–303 (1979).

316. H. K. Wimmer, “A Jordan factorization theorem for polynomial matrices,” Proc. Amer. Math. Sci., 75, No. 12, 201–206 (1979).

317. W. A. Wolowich, Linear Multivariable Systems, Springer Verlag, New York (1974).

318. R. Wobst, “The generalized eigenvalue problem and acoustic wave computation,” Computing, 39, No. 1, 57–69 (1987).

319. M. Wonham, Linear Multivariable. Theory A. Geometric Approach, 2 nd ed., New York (1979).

320. J. Varach, “On the separation of two matrices,” SIAM J. Numer. Anal., 16, No. 2, 216–221 (1979).

321. G. Verghese, Infinite Frequency Behaviour in Generalized Dynamical Systems, PhD thesis, Inform. Systems Lab., Stanford (1978).

322. G. Verghese, P. van Dooren, T. Kailath, “Properties of the system matrix of a generalized state-space system,” Int. J. Control, 30, 235–243 (1979).

323. G. Verghese, B. Levy, T. Kailath, “Generalized state-space systems,” IEEE Trans. Aut. Control, 30, No. 2, 235–243 (1979).

324. M. Vidyasugar, Control System Synthesis: A Factorization Approach, MIT Press, Gamburge (1985).

325. W. H. Yang, “A method for eigenvalues of sparse λ-matrices,” Int. J. Numer.

Mech. Eng., 19, No. 6, 943–948 (1983).

326. S. Utku, J. L. M. Clements, “Computation of eigenpares of Ax = λbx for vibrations of spinning deformable bodies,” Comput. Struct., 19, No. 5–6, 843–847 (1984).

Kublanovskaya V. N. Methods and algorithms of solving spectral problems for polynomial and rational mathrices.

The present paper studies some methods and algorithms for numerical solution of spectral problems and problems related to them for one- and two-parameter polynomial and rational matrices.

A review of some known methods based on rank factorization of constant matrices (the SVD and QR-decomposition algorithms) is suggested. The rank factorization approach is generalized to one- and two-parameter polynomial and rational matrices. Methods and algorithms for solving some parametric problems of algebra are constructed by using rankfactorization methods.

Postupilo 10 fevralØ 1996 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN