E. P. Golubeva RASPREDELENIE NORM PRIMITIVNYH GIPERBOLIQESKIH KLASSOV

Pust~ d > 0 – celoe, d ≡ 0, 1 (mod 4) i d ne ØvlØetsØ polnym kvadratom. Qerez h(d) oboznaqim qislo klassov (v uzkom smysle) neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh form diskriminanta d. Ewe Gauss zametil, qto h(d) vedet sebØ kraæne prihotlivo pri roste d. �to svØzano, v osnovnom, s neregulØrnost~¸ osnovnoæ edinicy sootvetstvu¸wego vewestvennogo kvadratiqnogo polØ. Oboznaqim qerez ε(d) = P + Q √ d naimen~xee rexenie uravneniØ PellØ

P^2 − dQ^2 = 4. (1)

Togda h(d) = √ dL_d(1)/ log ε(d), gde L_d(s) – rØd Dirihle s soot-

vetstvu¸wim kvalratiqnym harakterom. DlØ srednih znaqeniæ

h(d) moßno predpoloßit~ ocenku ∑ d6x^{h(d) = O(X log} α X), gde α > 0 – postoØnnaØ, no na nastoØwiæ moment izvestno lix~ oqen~ slaboe neravenstvo ∑ d6X^{h(d) = O(X} √ X/ log X), kotoroe poluqaetsØ iz trivial~noæ ocenki snizu dlØ kaßdogo

ε(d). �to svØzano s tem obstoØtel~stvom, qto, v otliqie ot slu-

qaØ poloßitel~nyh binarnyh kvadratiqnyh form, rØd Dirihle ∑ d h(d) d^s , po-vidimomu, ne obladaet horoximi svoæstvami. Takimi svoæstvami obladaet rØd ∑ d h(d) log ε(d) d^s ,

40

RASPREDELENIE NORM 41

no on ne daet predstavleniØ o raspredelenii znaqeniæ h(d).

S drugoæ storony, srednee znaqenie h(d) pri uporØdoqivanii po veliqine ε(d) tesno svØzano s raspredeleniem norm primitivnyh giperboliqeskih klassov soprØßennyh fflementov gruppy Γ = SL_2 (Z). Pust~ π(X) = π_Γ(X) – qislo primitivnyh giperboliqeskih klassov s normami, ne prevoshodØwimi X^2 (po povodu opredeleniæ, sm., naprimer, [1]), togda

π_Γ(X) = ∑ ε(d)6X h(d). (2) DlØ posledneæ summy, vvidu ee svØzi s dzeta-funkcieæ Sel~- berga, suwestvuet asimptotiqeskaØ formula s horoxeæ ocenkoæ ostatoqnogo qlena ([2]).

Odnako pri takom sposobe uporØdoqivaniØ vopros o sootnoxenii veliqin d i ε(d), kotoryæ ØvlØetsØ naibolee interesnym i trudnym, ostaetsØ v storone. �to vidno iz osnovnogo rezul~tata nastoØweæ raboty.

Teorema. Suwestvuet absol¸tnaØ postoØnnaØ C > 0 takaØ, qto ∑ ε(d)6X, h(d)<C p_{dlog2 d} h(d) = O(X log^3 X). (3)

Takim obrazom, daße esli ostatoqnyæ qlen v asimptotiqeskoæ formule dlØ summy (2) budet predel~no uluqxen, diskriminanty d, dlØ kotoryh h(d) < C √ d/ log^2 d, faktiqeski iskl¸qa-

¸tsØ iz summy.

AnalogiqnaØ situaciØ imeet mesto i dlØ prostyh diskriminantov (sm. Predloßenie 1 niße). Zametim takße, qto v summe (2) diskriminanty s normami osnovnyh edinic -1 i 1 neravnopravny, poskol~ku dlØ pervyh ε(d) > d.

V zakl¸qitel~noæ qasti raboty my utoqnØem granicy dlØ ocenki sverhu dlØ π(x + X) − π(X), poluqennoæ v rabote [6] (sm. takße [7]).

Dokazatel~stvo teoremy. Razob~em summu iz levoæ qasti (3)

na dva slagaemyh ∑ 1 i ∑ 2 sledu¸wim obrazom: k ∑ 1 otnesem te h(d), dlØ kotoryh L_d(s), vozmoßno, imeet vewestvennyæ nul~ na promeßutke 1 − c_1/ log d < s < 1 pri nekotoroæ poloßitel~- noæ postoØnnoæ c_1; mnoßestvo takih d oboznaqim qerez D_0. K ∑ 2

42 E. P. GOLUBEVA

otnesem vse ostal~nye h(d). Koliqestvo fundamental~nyh diskriminantov d 6 X^λ, d ∈ D_0, ocenivaetsØ kak O(log X) pri l¸bom fiksirovannom λ. (�to izvestnyæ rezul~tat Landau. Sm., naprimer, [3].) Oboznaqim qerez d_0 kakoæ-libo diskriminant iz D_0 i pust~ (x_0, y_0) – naimen~xee rexenie uravneniØ (1):

x^2_0 − d_0y^2_0 = 4.

DlØ nefundamental~nyh diskriminantov vida d_0m^2 imeem

x^2 − d_0m^2y^2 = 4,

gde x imeet porØdok x^k_0 i x^k_0 6 X. ˚sno, qto ∑ d=d0 m2 , ε(d)6X, d∈D0 h(d) = O ( ∑ k x y ) = O ( X log X ∑ k 1 ) = O(X log^2 X).

Takim obrazom, ∑ 1 = O(X log^3 X).

Ocenim teper~ ∑ 2. Pust~ d ne prinadleßit D_0. V silu izvestnyh rezul~tatov iz teorii L-rØdov (sm. [4]), L_d(1) > c_2/ log d, gde

c_2 > 0 – nekotoraØ ffffektivnaØ postoØnnaØ. Sledovatel~no, dlØ

takih d imeet mesto ocenka h(d) > c_2 √ d log d log ε(d) . Esli d < X^λ, gde λ > 0 – proizvol~naØ fiksirovannaØ postoØnnaØ, to log ε(d) = O_λ(log d) i, znaqit, h(d) > c_3 √ d/ log^2 d pri

nekotoroæ postoØnnoæ c_3, zavisØweæ ot λ.

Takim obrazom, ∑ 2 = O ( ∑ d∈D0 , ε(d)<X, h(d)<c3 √ d/ log2 d h(d) ) = O(X^{32 λ}).

VybiraØ λ dostatoqno malym, imeem nußnu¸ ocenku.

RASPREDELENIE NORM 43

Zameqanie. Esli vmesto rezul~tata Landau ispol~zovat~ v do-

kazatel~stve teoremu Bomb~eri-Vinogradova, to moßno poluqit~ sledu¸wu¸ ocenku: ∑ ε(d)6X, h(d)< c p_d

log d log log d

h(d) = O_ε(X^{1+ε}),

gde c > 0 – absol¸tnaØ postoØnnaØ, ε > 0 proizvol~no malo.

Predloßenie 1. Pust~ p – prostoe i

d_p = { p, p ≡ 1 (mod 4), 4p, p ≡ 3 (mod 4), togda ∑ ε(dp )6X h(d_p) = O(X log X).

Dokazatel~stvo. DlØ p ≡ 3 (mod 4) sootvetstvu¸wiæ rezul~tat

iz dovol~no tonkih soobraßeniæ byl poluqen v rabote [5].

Pust~ p ≡ 1 (mod 4). Iz uravneniØ (1) dlØ p ≠ 5 imeem

y^2 − py^2_1 = −4,

gde y = y_1y_2. Po zadannomu y_2 p i y_1 opredelØ¸tsØ odnoznaqno. Takim obrazom, ∑ p≡1 (mod 4), ε(p)6X h(p) = O X ∑ y16X 1 y_1y_2 = O(X log X),

i predloßenie dokazano.

Predloßenie 2. Suwestvu¸t absol¸tnye poloßitel~nye po-

stoØnnye C_1 i C_2 takie, qto pri x > C_1 π(x + X) − π(X) > C_2 xX log^2 X

. (4)

Pust~ (log log X)^2 < x < X, togda π(x + X) − π(X) = O(Xx).

44 E. P. GOLUBEVA

Dokazatel~stvo. Poluqim snaqala ocenku snizu. Imeem π(x + X) − π(X) = ∑ X<ε(d)6X+x h(d). Rassmotrim d vida d = n^2 − 4. Togda ε(d) = n + √ n^2 − 4, ∑ X<ε(d)6X+x h(d) > C log X ∑ X<n<X+x/2 nL_n2_{−4}(1).

V silu teoremy Peædßa, ne bolee qem odno slagaemoe v posledneæ summe ne udovletvorØet ocenke snizu s X/ log X. Takim obrazom, (4) dokazano.

Poluqim teper~ ocenku sverhu. Pri log^2 X < x sootvetstvu¸- wiæ rezul~tat byl poluqen v rabote [6]. SleduØ rassußdeniØm fftoæ raboty, imeem

π(x + X) − π(X) = O X ∑ m<2X 1 m ∑ X<n<X+x, n2≡4 (mod m2 )) 1 .

Pust~

N (m) =

1, esli sravnenie n^2 ≡ 4 (mod m^2 ) imeet rexenie pri X < n < X + x, 0 v protivnom sluqae.

Togda dlØ posledneæ summy imeem π(x + X) − π(X) = O ( X ∑ m<2X τ (m) m ( 1 m^2 x + N (m) )) =

= O ( xX + X ∑ m<2X τ (m) m N (m) ) . (5)

Pust~ p_m – naibol~xiæ prostoæ delitel~ m. Poskol~ku kaßdomu znaqeni¸ n sootvetstvuet odno znaqenie p_m 6 X i n prinimaet ne bolee x znaqeniæ, to ∏ n p_m 6 X^x.

RASPREDELENIE NORM 45

Takim obrazom, p_m prinimaet ne bolee qem O(x log X) = O(log^3 X) razliqnyh znaqeniæ. Mnoßestvo fftih znaqeniæ oboznaqim qerez P . Togda ∑ m<2X τ (m)N (m) m = O ∏ p∈P ( 1 + 2 p ) 6 ∏ p6c4 log^3 X ( 1 + 2 p ) = O(exp 2 log log log X) = O(x),

poskol~ku x ¿ (log log X)^2. PodstavlØØ fftu ocenku v (5), imeem trebuemoe utverßdenie.

Literatura

1. P. Sarnak, Class number of indefinite binary quadratic forms, J. of Number The-

ory 15, No. 2 (1982), 229–247.

2. W. Luo, Z. Rudnick and P. Sarnak, On Selberg’s eigenvalue conjecture, Geom.

and Funct. Analysis 5, No. 2 (1995), 387–401.

3. G. Dffvenport, Mul~tiplikativnaØ teoriØ qisel, Nauka, 1971.

4. J. Pintz, Elementary methods in the theory of L-functions, Acta Arithm. 31, No. 1 (1976), 53–60.

5. E. P. Golubeva, O qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ diskriminanta 4p, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 11–36.

6. H. Iwaniec, Prime geodesic theorem, J. reine und angew. Math. 349 (1984), 136–159.

7. V. A. Bykovskiæ, Plotnostnye teoremy i srednee znaqenie funkciæ na korotkih intervalah, Zap. nauqn. semin. POMI 212 (1994), 56–71.

Postupilo 15 sentØbrØ 1997 g. Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa