Z. I. Boreviq , V. A. Koæbaev, I. V. Lavrent~ev

GIRL˚NDY, SODERȷAWIE POLNUı LINE`NUı GRUPPU NAD PROMEȷUTOQNYM POLEM

§1. Vvedenie

Pust~ G - nekotoraØ gruppa, T ≤ G - podgruppa gruppy G. Podgruppa H ≤ G nazyvaetsØ promeßutoqnoæ otnositel~no T , esli T ≤ H ≤ G. Rexetku vseh promeßutoqnyh podgrupp gruppy G otnositel~no T oboznaqim qerez Lat (T, G). Vvedem na Lat (T, G) strukturu grafa, prinØv vse promeßutoqnye podgruppy v kaqestve verxin. Esli H_1 i H_2 - dve promeßutoqnye podgruppy i H_1 ◁ H_2 (t.e. H_1 - normal~nyæ delitel~ v H_2), to H_1 i H_2 soedinØem rebrom i na rebre ukazyvaem napravlenie iz H_1 v H_2. Poluqennyæ graf nazyvaetsØ grafom normal~nosti, a ego svØznye komponenty nazyva¸tsØ girlØndami (sm.[1]). Na rexetke Lat (T, G) vvedem dve unarnye operacii: H ∈ Lat (T, G), H → H^{(1)} = N_G(H)- normalizator podgruppy H v gruppe G (operaciØ pod¨ema) i H → H_{(1)} = T^H =< hT h^{−1} : h ∈ H > - operaciØ spuska. ˚sno, qto l¸baØ girlØnda invariantna otnositel~no vvedennyh operaciæ. Esli H^{(1)} = H, to H - samonormalizuemaØ podgruppa, a esli H_{(1)} = H, to H nazyvaetsØ polnoæ promeßutoqnoæ podgruppoæ.

V dannoæ rabote rassmatrivaetsØ sledu¸waØ situaciØ. Pust~ k - pole, K/k - rasxirenie stepeni n < ∞. Pust~, dalee, L - promeßutoqnoe podpole, k ⊆ L ⊆ K. Qerez GL_L(K) my oboznaqim polnu¸ lineænu¸ gruppu vseh L-lineænyh obratimyh otobraßeniæ vektornogo prostranstva K_L (polØ K nad polem L ). ˚sno, qto K^∗ ≈ GL_K (K) ≤ GL_L(K) ≤ GL_k(K) = G. V naxem sluqae gruppu GL_k(K) oboznaqim qerez T (maksimal~nyæ neraswepimyæ tor). V dal~neæxem my polagaem H = GL_L(K). Podgruppa H soderßitsØ v nekotoroæ girlØnde, kotoru¸ my oboznaqim qerez Γ_L. Osnovnoæ rezul~tat raboty sostoit v tom, qto Γ_L = Lat (H_{(1)}, H^{(1)}), to est~ vse podgruppy, zakl¸qennye meßdu H_{(1)} = T^H i H^{(1)} = N_G(H) i obrazu¸t girlØndu Γ_L. V qastnosti, 34

GIRL˚NDY 35 podgruppa T^H = H_{(1)} ØvlØetsØ polnoæ, i my daem ee opisanie. My takße daem opisanie gruppy H^{(1)} = N_G(H).

§2. Normal~noe zamykanie i normalizator

Gruppy GLL(K).

DlØ koneqnogo rasxireniØ poleæ k ⊆ L ⊆ K i svØzannogo s nim vloßeniØ K^∗ ≈ GL_K (K) ≤ GL_L(K) ≤ GL_k(K) poloßim T = GL_K (K), H = GL_L(K), G = GL_k(K).

Teorema 1. Esli L = F2 i (K : L) = 2, to T^H = T . Vo vseh ostal~-

nyh sluqaØh T^H = T · SL_L(K), gde SL_L(K)- special~naØ lineænaØ gruppa iz GL_L(K).

Dokazatel~stvo. Esli L = F2 i (K : L) = 2, to netrudno uvi-

det~, qto T - normal~naØ podgruppa gruppy H = GL_L(K), pofftomu T^H = T . Pust~ L = F_3, (K : L) = 2. Tak kak T ≤ T^H ≤ H, to nesloßno uvidet~, qto gruppa T^H soderßit transvekci¸, a potomu i gruppu SL_L(K), sledovatel~no, T^H = T · SL_L(K). Rassmotrim teper~ ostavxiesØ sluqai. Vkl¸qenie T^H ≤ T · SL_L(K) – oqevidno: t ∈ T, h ∈ H, hth^{−1} = tt^{−1}hth^{−1} = t · [t^{−1}, h] ∈ T · SL_L(K). Pokaßem obratnoe vkl¸qenie. Oqevidno, qto gruppa T^H normalizuetsØ gruppoæ SL_L(K) i ne soderßitsØ v centre gruppy GL_L(K). Pofftomu vypolneny usloviØ Teoremy 4.9 [2], soglasno kotoroæ SL_L(K) ≤ T^H . Sledovatel~no, T · SL_L(K) ≤ T^H .

Zameqanie. Rassmotrim gruppu D = diag(1, 1, ..., N_{K/L}K^∗) vseh

matric 1 ... O O 1 δ porØdka m = (K : L), gde δ = N_{K/L}(α), α ∈ K^∗. Legko videt~, qto gruppa T · SL_L(K) v vybrannom bazise polØ K nad L izomorfna proizvedeni¸ gruppy D i special~noæ lineænoæ gruppy SL(m, L). Sledstvie 1. Esli N_{K/L}K^∗ = L^∗, to T^H = H, a potomu H =

GL_L(K) - polnaØ promeßutoqnaØ podgruppa v rexetke Lat(T, G).

36 Z. I. Boreviq , V. A. KO`BAEV, I. V. LAVRENT^EV

Sledstvie 2. Gruppa T^H ØvlØetsØ polnoæ promeßutoqnoæ pod-

gruppoæ v rexetke Lat(T, G).

Dokazatel~stvo. Pust~ H_{(1)} = T^H . Esli L = F2, (K : L) = 2,

to po Teoreme 1 T^H = T , a potomu T^{H(1)} = H_{(1)}. V ostal~nyh sluqaØh soglasno Teoreme 1 H_{(1)} = T^H = T · SL_L(K). Analogiqno dokazatel~stvu Teoremy 1 T^{H(1)} ≥ T · SL_L(K). Obratnoe zakl¸qenie oqevidno. Pofftomu T^{H(1)} = H_{(1)}.

ZaæmemsØ teper~ vyqisleniem normalizatora podgruppy GL_L(K) = H v gruppe G = GL_k(K). DlØ vsØkogo fflementa α ∈ K qerez ^α oboznaqim otobraßenie ^α : K −→ K, dlØ kotorogo ^α(x) = αx, x ∈ K. Oqevidno, qto gruppa T = GL_k(K) sovpadaet s mnoßestvom {^α : α ∈ K^∗}. Sledu¸wie dve teoremy vyteka¸t iz rezul~tatov raboty [3].

Teorema 2. Imeet mesto ravenstvo N_G(H) = {g ∈ G : g ^L = ^L g}, gde ^L = {^λ : λ ∈ L^∗}. Takim obrazom, N_G(H) = N_G(^L).

Teorema 3. Normalizator NG(H) sovpadaet s poluprØmym pro-

izvedeniem gruppy Ω, izomorfnoæ gruppe Aut (L/k) vseh avtomorfizmov polØ L, toßdestvennyh na k, i gruppy H = GL_L(K) : N_G(H) = Ω λGL_L(K).

§3. GirlØndy, soderßawie GLL(K)

Napomnim, qto qerez Γ_L my oboznaqim girlØndu v rexetke podgrupp Lat (T, G), soderßawu¸ gruppu H = GL_L(K). V fftom paragrafe my vyqislØem girlØndu Γ_L.

Pust~ k ⊆ L ⊆ K - koneqnoe rasxirenie poleæ, priqem (K : L) = m. Rassmotrim sledu¸wu¸ realizaci¸ polnoæ lineænoæ gruppy GL_k(K) i ee podgrupp.

Rassmotrim kol~co

Λ = M (m, End_k(L)) = g = g_{11} . . . g_{1m} . . . . . . . . . . . . . . . . g_{m1} . . . g_{mm} : g_{ij} ∈ End_k(L)

Pokaßem, qto Λ izomorfno kol~cu End_k(K). Rassmotrim bazis e_1, ..., e_m polØ K nad L ; x = λ_1e_1 + ... + λ_me_m ∈ K, λ_i ∈ L. Pust~

GIRL˚NDY 37 g ∈ Λ. Poloßim g(x) = ∑_m i=1 ξ_ie_i, gde

ξ_1 . . ξ_m = g_{11} . . . g_{1m} . . . . . . . . . . . . . . . . g_{m1} . . . g_{mm} λ_1 . . λ_m . Togda g ∈ End_k(K). Obratno, pust~ g ∈ End_k(K). DlØ λe_k ∈ Le_k/λ ∈ L imeem g(λe_k) = g_1k(λ)e_1 + ... + g_{mk}(λ)e_m , g_{ik}(λ) ∈ L. Pri fftom voznika¸t k-lineænye otobraßeniØ g_{ij} : L 99 K L, to est~ g_{ij} ∈ End_k(L). Togda dlØ matricy

g_{11} . . . g_{1m} . . . . . . . . . . . . . . . . g_{m1} . . . g_{mm} ∈ M (m, End_k(L)) my imeem x = λ_1e_1 + ... + λ_me_m ∈ K, λ_i ∈ L, g(x) = ∑_m i=1 ξ_ie_i, priqem ξ_1 . . ξ_m = g_{11} . . . g_{1m} . . . . . . . . . . . . . . . . g_{m1} . . . g_{mm} λ_1 . . λ_m . Itak, Λ = M (m, End_k(L)) ≈ End_k(L), pofftomu my ne budem razliqat~ kol~co Λ i End_k(L).

Dalee, G = GL_k(K) = Λ^∗. Podgruppa H = GL_L(K) sostoit iz vseh matric iz G vida h = ^λ_{11} . . . ^λ_{1m} . . . . . . . . . . . . . . . ^λ_{m1} . . . ^λ_{mm} , λ_{ij} ∈ L, gde dlØ λ ∈ L qerez ^λ my oboznaqaem otobraßenie ^λ : L −→ L, ^λ(x) = λx, x ∈ L. Pust~ ω ∈ Aut (L/k), Ω = ω O ... O ω ∈ G : ω ∈ Aut (L/k) . Togda soglasno Teoreme 3 N_G(H) = ΩλH, to est~ N_G(H) = ΩH i Ω ∩ H = 1. Otmetim, nakonec, oqevidnu¸ formulu ω^λω^{−1} = ^ω(λ) spravedlivu¸ dlØ vseh λ ∈ L, ω ∈ Aut(L/k).

38 Z. I. Boreviq , V. A. KO`BAEV, I. V. LAVRENT^EV

Lemma 1. Pust~ b ∈ GLk(L) i b^^L b^{−1} ⊆ Aut (L/k) ·^^L, gde^^L = {^^λ : λ ∈ L^∗}. Togda b^Lb^{−1} ⊆ ^L. Dokazatel~stvo. Pust~ A = b^^Lb^{−1}. Napomnim, qto Aut (L/k) ∩

^L = 1, pofftomu iz togo, qto ω_1^λ_1 = ω_2^λ_2 (ω_i ∈ Aut (L/k), λ_i ∈ L^∗) sleduet, qto ω_1 = ω_2 i λ_1 = λ_2. Pust~ a_0 ∈ A, a_0 = ω_0^λ_0, gde ω_0 ∈ Aut (L/k), λ_0 ∈ L^∗. Pokaßem togda, qto dlØ vsØkogo a ∈ A imeet mesto a = ω_0 ^λ dlØ nekotorogo λ ∈ L^∗. Deæstvitel~no, pust~ a ∈ A, a = ω^λ. Togda a_0 +a ∈ A, a potomu ω_0 ^λ_0 +ω ^λ = ω_1 ^λ_1. Ots¸da ^λ_0 + ω_0^{−1}ω ^λ = ω_0^{−1}ω_1 ^λ_1. (∗)

Sdelaem teper~ odno zameqanie. Esli dlØ proizvol~nyh avtomorfizmov ω, ω_1 ∈ Aut (L/k) i λ_1, λ_2 ∈ L^∗ imeet mesto ravenstvo ω = ω_1 ^λ_1 − ^λ_2, to ω = ω_1 = 1. Deæstvitel~no, imeem ω(1) = 1, otkuda ω_1(λ_1) = λ_2 + 1. Dalee, tak kak dlØ x ∈ L^∗, 1 = ω (x) · ω ( 1 x ) , to 1 = (ω_1(λ_1) ω_1(x) − λ_2x) ( ω_1(λ_1) ω_1(x) − λ_2 x ) , no tak kak ω_1(λ_1) = λ_2 + 1, to

1 = ((1 + λ_2) ω_1(x) − λ_2x) ( 1 + λ_2 ω_1(x) − λ_2 x ) , otkuda λ_2(1 + λ_2)(x − ω_1(x))^2 = 0. No λ_1 ≠ 0, λ_2 ≠ 0 i ω_1(λ_1) = 1 + λ_2 ≠ 0. Sledovatel~no, ω_1(x) = x, dlØ vseh x ∈ L^∗. Otkuda ω_1 = 1. Pofftomu ω = ^λ_1 − ^λ_2, a znaqit ω = 1. Soglasno fftomu zameqani¸ iz (*) my imeem ω_0^{−1}ω = ω_0^{−1}ω_1 = 1, otkuda ω = ω_0. Itak, dlØ vsØkogo a ∈ A my imeem a = ω_0^λ. No a^2 ∈ A, gde a^2 = ω_0 ^λ · ω_0 ^λ = ω_0^2 · “ω_0^{−1}(λ) · ^λ. S drugoæ storony soglasno skazannomu a^2 = ω_0 · ^μ, μ ∈ L^∗. Pofftomu ω_0^2 = ω_0, otkuda ω_0 = 1. Sledovatel~no, A ⊆ ^L.

Lemma 2. Pust~ g ∈ G = GLk(K) i g SLL(K)g^{−1} ⊆ Ω i H, gde

H = GL_L(K). Togda g SL_L(K) g^{−1} ⊆ SL_L(K).

Dokazatel~stvo. My pol~zuemsØ realizacieæ gruppy GLk(K) o

kotoroæ my govorili v naqale paragrafa. Pust~ t_{ij}(^λ) = e + ^λe_{ij} – proizvol~naØ fflementarnaØ transvekciØ iz H = GL_L(K), λ ∈ L, i ≠ j, 1 ≤ i, j ≤ m, (e – ediniqnaØ matrica porØdka

GIRL˚NDY 39 m = (K : L), e_{ij} – matrica, u kotoroæ na pozicii (i, j) stoit 1, a na ostal~nyh mestah nuli). Pokaßem, qto g t_{ij}( ^λ ) g^{−1} ∈ GL_L(K). Matrica g t_{ij}( ^λ ) g^{−1} imeet vid

(δ_{rs} + α_r ^λ β_s), δ — simvol Kronekera,

gde α_r, β_s ∈ End_k(L), priqem ∑_m r=1 α_rβ_r = 0. Pust~ λ = 1, togda g t_{ij} ( ^1 )g^{−1} ≠ e. Pust~, naprimer, α_2 ^1 β_1 = α_2β_1 ≠ 0. Tak kak g t_{ij}( ^1 ) g^{−1} ∈ Ω i H, to α_2β_1 = σ_0 · ^l, gde l ∈ L^∗, σ_0 ∈ Aut (L/K). V qastnosti, α_2β_1 ∈ GL_k(L). Tak kak g t_{ij} ( ^λ ) g^{−1} ∈ Ω i H, to α_2 ^λ β_1 ∈ Aut (L/k) · ^L, a potomu α_2 ^Lβ_1 ⊆ Aut (L/k) · ^L. Tak kak α_2β_1 = σ_0 ^l, to α_2 = σ_0 · ^l β^{−1}_1 i α_2 ^L β_1 = σ_0 ^l β^{−1}_1 ^L β_1 ⊆ Aut (L/K) · ^L. Ots¸da β^{−1}_1 ^L β_1 ⊆ Aut (L/k) · ^L. Togda po Lemme 2 β^{−1}_1 ^L β_1 ⊆ ^L, a potomu α_2 ^L β_1 = σ_0 ^l β^{−1}_1 ^L β_1 ⊆ σ_0 ^L. V qastnosti, dlØ λ_1, λ_2, λ_1 + λ_2 ∈ L^∗,

g t_{ij} ( ^λ_1 + ^λ_2) g^{−1} = g t_{ij} ( ^λ_1) g^{−1} · g t_{ij} ( ^λ_2) g^{−1},

pofftomu dlØ nekotoryh h_r , h^′ ∈ H, r = 1, 2.

g t_{ij}( ^λ_r ) g^{−1} = σ_0 O ... O σ_0 h_r,

g t_{ij}( ^λ_1 + ^λ_2) g^{−1} = σ_0^2 O ... O σ_0^2 h^′.

Sledovatel~no, α_2( ^λ_1 + ^λ_2) β_1 ∈ σ^2_0 ^L, no α_2 ^λ_r β_1 ∈ σ_0 ^L, r = 1, 2. Ots¸da α_2( ^λ_1 + ^λ_2) β_1 ∈ σ^2_0 ^L ∩ σ_0 ^L, pofftomu σ_0^2 = σ_0 i σ_0 = 1. Sledovatel~no, g t_{ij}( ^λ) g^{−1} ∈ H = GL_L(K).

Teorema 4. Pust~ H = GLL(K), T = GLK(K), G = GLk(K), A ≤

G, priqem T^H ≤ A ≤ N_G(H). Togda N_G(A) ≤ N_G(H).

Dokazatel~stvo. Esli k = L = F2, K = F4, to G = H = GL2(F2 ),

T ≈ F4∗ i kak my pokazali v Teoreme 2.5.1 T H = T , sledo-

vatel~no, utverßdenie teoremy oqevidno. V ostal~nyh sluqa- Øh po Teoreme 2.5.1 T^H ≥ SL_L(K). Pust~ g ∈ N_G(A), togda g SL_L(K)g^{−1} ≤ A. Po Teoreme 3 A ≤ N_G(H) = Ω i H. Po Lemme 2 togda g SL_L(K) g^{−1} ≤ SL_L(K). Izvestno (sm., naprimer,

40 Z. I. Boreviq , V. A. KO`BAEV, I. V. LAVRENT^EV

[4, s. 73]), qto ⟨SL_L(K)⟩_{ad} = End_L(K). Pofftomu g End_L(K) g^{−1} ⊆ End_L(K). Sledovatel~no, dlØ proizvol~nyh φ ∈ End_L(K), λ ∈ L imeem g φ g^{−1} ^λ = ^λ g φ g^{−1} , otkuda φ (g^{−1} ^λ g) = (g^{−1} ^λ g) φ. Pofftomu g^{−1} ^λ g leßit v centralizatore End_L(K) v kol~ce End_k(K). Togda soglasno Lemme 2.3.3 g^{−1} ^λ g ∈ ^L, a potomu ^L g ⊆ g ^L i analogiqno g ^L ⊆ ^L g, otkuda ^L g = g ^L. Teper~ po Teoreme 2 g ∈ N_G(H). Teorema dokazana.

Teorema 5. DlØ koneqnogo rasxireniØ poleæ k ⊆ L ⊆ K, G =

GL_k(K), H = GL_L(K), T = GL_K (K) spravedlivo ravenstvo

Γ_L = Lat (T^H , N_G(H))

Dokazatel~stvo. Soglasno Sledstvi¸ 2 iz Teoremy 1 podgrup-

pa T^H ØvlØetsØ polnoæ promeßutoqnoæ podgruppoæ, soderßaweæsØ, oqevidno v Γ_L. Teper~ my pol~zuemsØ terminologieæ raboty [1]. DlØ podgruppy H ∈ Lat (T, G) poloßim H_{(i)} = ( H_{(i−1)} ) (1), i ≥ 1, gde H_{(0)} = H, H_{(1)} = T^H i nazovem fftu operaci¸ “spuskom”. GovorØt, qto girlØnda “ograniqena snizu”, esli v neæ ne suwestvuet beskoneqnyh cepeæ spuskov (dlØ podgrupp iz girlØndy). Pust~ G — gruppa, T ≤ G. Napomnim rezul~tat 1.3.1. V kaßdoæ girlØnde Γ rexetki Lat (T, G) soderßitsØ ne bolee odnoæ polnoæ promeßutoqnoæ podgruppy. DlØ togo, qtoby girlØnda Γ byla ograniqena snizu neobhodimo i dostatoqno, qtoby v Γ soderßalas~ polnaØ promeßutoqnaØ podgruppa. VernemsØ k naxeæ situacii. Tak kak girlØnda Γ_L soderßit po podgruppu T^H , to ona ograniqena snizu. Zametim takße oqevidnyæ fakt, qto esli A ∈ Lat (T^H , N_G(H)), to A_{(2)} = T^H . DlØ dokazatel~- stva Teoremy 5 dostatoqno pokazat~, qto esli A ∈ Lat (T, G) i A_{(i)} = T^H dlØ nekotorogo i, to A ∈ Lat (T^H , N_G(H)). Provedem indukci¸ po i. Esli i = 0, to A_{(0)} = A = T^H i utverßdenie oqevidno. Pust~ teper~ utverßdenie spravedlivo dlØ vseh i ≤ n, i pust~ A_{(n+1)} = T^H . Imeem A_{(n+1)} = ( A_{(1)} ) (n) i po indukcionnomu predpoloßeni¸ A_{(1)} ∈ Lat (T^H , N_G(H)). Tak kak A_1 E A, to A ≤ N_G(A_1), no po Teoreme 2.5.7 N_G(A_1) ≤ N_G(H). Sledovatel~- no, T^H ≤ A ≤ N_G(H). Teorema 5 dokazana.

Literatura 1. A. H. Al~ Hamad, GirlØndy v lineænyh gruppah, svØzannye s kol~cami

normirovaniØ. Diss.kand.f.-m.n. SPb..

GIRL˚NDY 41 2. �. Artin, GeometriqeskaØ Algebra. M, Nauka, 1969, s. 283. 3. V. A. Koæbaev, Normalizator gruppy avtomorfizmov modulØ, voznika-

¸wego pri rasxirenii osnovnogo kol~ca. — Zap. nauqn. semin. LOMI. 211 (1994), 133–135.

4. D. A. Suprunenko, Gruppy matric. M, Nauka, 1972, s. 351.

Borevich Z. I., Kojbaev V. A., Lavrent’ev I. V. Garlands containing the general linear groups over a intermediate field.

Let K/k be a finite extension of fields with intermediate subfield L and let H =GL_L(k) be the general linear group of the all L-linear invertible mappings of the vector space of the field k over L. It is proved that the intermediate between GL_k(K)^H and the normalizae of H subgroups form a goarland.

Postupilo 4 aprelØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet