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Аннотация. Данная работа посвящена изучению подгрупп групп Шевалле, определяемых ковра-
ми — наборами аддитивных подгрупп основного кольца определения. Такие подгруппы называются
ковровыми и они порождаются корневыми элементами с коэффициентами из соответствующих ад-
дитивных подгрупп. По определению ковер замкнут, если определяемая им ковровая подгруппа не
содержит новых корневых элементов. Одним из принципиально важных вопросов при изучении
ковровых подгрупп является вопрос о замкнутости исходного ковра. Известно, что этот вопрос сво-
дится к неприводимым коврам, т. е. к коврам, все аддитивные подгруппы которых ненулевые [1, 2].
В статье описаны неприводимые ковры типа G2 над полем K характеристики p > 0, хотя бы одна ад-
дитивная подгруппа которых является R-модулем, в случае когда K — алгебраическое расширение
поля R.
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1. Введение

Основным результатом статьи является следующая теорема:

Теорема 1. Пусть A = {Ar : r ∈ Φ} — неприводимый ковер типа G2 над полем K

характеристики p > 0. Предположим, что хотя бы одна из аддитивных подгрупп Ar

является R-модулем, где K — алгебраическое расширение поля R. Тогда с точностью

до сопряжения диагональным элементом из группы Шевалле G2(K) при p 6= 3 все Ar

совпадают с некоторым подполем P поля K, а при p = 3

Ar =

{

P, если r — короткий корень;

Q, если r — длинный корень
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для некоторых полей P и Q, удовлетворяющих следующим включениям:

R ⊆ P,Q ⊆ K, (1)

P 3 ⊆ Q ⊆ P. (2)

Для ковра A из вышеизложенной теоремы его ковровая подгруппа G2(A) является
промежуточной между G2(Q) и G2(P ), и в силу [3] (см. также [4, теорема 8.1]) ковер A

является замкнутым. Примеры незамкнутых неприводимых ковров любых типов над
кольцами указаны в [5, 6]. Различные факторизации ковровых подгрупп, сомножите-
ли которых замкнутые ковровые подгруппы и подгруппы ранга 1, приведены в [7, 8].
Отметим также, что над локально конечным полем любой неприводимый ковер ранга
больше 1 замкнут [9].

Ранее автором был получен аналогичный результат при более сильном ограничении,
когда все аддитивные подгруппы являлись R-модулями [10]. Там же указаны примеры,
когда ковер Ar параметризуется двумя различными полями P и Q характеристики 3.

2. Обозначения и определения

Далее Φ — приведенная неразложимая система корней ранга n, E(Φ,K) — элемен-
тарная группа Шевалле типа Φ над полем K. Группа E(Φ,K) порождается своими кор-
невыми подгруппами

xr(K) = {xr(t) : t ∈ K}, r ∈ Φ.

Подгруппы xr(K) абелевы, и для каждого r ∈ Φ и любых t, u ∈ K справедливы соотно-
шения

xr(t)xr(u) = xr(t+ u).

Назовем (элементарным) ковром типа Φ ранга n над K всякий набор аддитивных
подгрупп A = {Ar : r ∈ Φ} кольца K с условием

Cij,rsA
i
rA

j
s ⊆ Air+js, r, s, ir + js ∈ Φ, i, j > 0,

где

A
i
r =

{

ai : a ∈ Ar

}

,

а константы Cij,rs = ±1,±2,±3 определяются коммутаторной формулой Шевалле

[

xs(u), xr(t)
]

=
∏

i,j>0

xir+js

(

Cij,rs(−t)iuj
)

, r, s, ir + js ∈ Φ.

Данное определение ковра принадлежит В. М. Левчуку [11]. Всякий ковер A типа Φ
над K определяет ковровую подгруппу

E(Φ,A) =
〈

xr(Ar) : r ∈ Φ
〉

группы Шевалле E(Φ,K), где 〈M〉 — подгруппа, порожденная подмножеством M группы
E(Φ,K). Ковер A типа Φ над кольцом K называется замкнутым, если его ковровая
подгруппа E(Φ,A) не имеет новых корневых элементов, т. е.

E(Φ,A) ∩ xr(K) =
〈

xr(Ar), r ∈ Φ
〉

.
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Известно, что вопрос о замкнутости ковров редуцируется к неприводимым коврам, т. е.
к коврам, все аддитивные подгруппы которых ненулевые [1, 2].

Следующая лемма является частным случаем следствия 3.2 из [1].

Лемма 1. Пусть {a, b} — фундаментальная система системы корней Φ типа A2,

A = {Ar : r ∈ Φ} — неприводимый ковер над полем K, причем хотя бы одна аддитивная

подгруппа As является R-модулем, где K — алгебраическое расширение поля R и 1 ∈
A−a ∩ A−b. Тогда Ar = P , r ∈ Φ, для некоторого подполя P поля K.

Заметим, что в лемме 1 ограничение на характеристику поля отсутствует.

Наряду с элементарной группой Шевалле E(Φ,K) рассматривают расширенную
группу Шевалле Φ(K), которая является расширением группы E(Φ,K) при помощи
всех диагональных элементов h(χ), где χ — K-характер целочисленной решетки корней
ZΦ, т. е. гомоморфизм аддитивной группы ZΦ в мультипликативную группу K∗ коль-
ца K [12] (см. также [13]). Любой K-характер χ однозначно задается значениями на
фундаментальных корнях, и для любых r ∈ Φ и t ∈ K

h(χ)xr(t)h(χ)
−1 = xr(χ(r)t).

Отметим, что в нашем случае, при Φ = G2, элементарная группа Шевалле E(Φ,K)
совпадает с расширенной группой Шевалле Φ(K).

Лемма 2 [9, лемма 1]. Сопрягая диагональным элементом h(χ) ковровую подгруппу

E(Φ,A), получим ковровую подгруппу

h(χ)E(Φ,A)h(χ)−1 = E(Φ,A′),

определяемую ковром

A
′ = {A′

r | r ∈ Φ}, A
′

r = χ(r)Ar.

Следующая лемма хорошо известна (см., например, [14]).

Лемма 3. Пусть K — алгебраическое расширение поля R и подкольцо A поля K

является R-модулем. Тогда A — поле, причем R ⊆ A ⊆ K.

3. Доказательство теоремы 1

В [1, следствие 3.2] при charK > 3 доказано, что аддитивные подгруппы Ar совпадают
с некоторым подполем P поля K. Поэтому теорему нужно доказывать только в следую-
щих двух случаях, которые в [1] не рассматривались: 1) charK = 2; 2) charK = 3.

Рис. 1. Система корней типа G2.
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Система корней типа G2 представлена на рис. 1. Нам потребуются четыре типа ком-
мутаторных формул:

[

xa(t), xb(u)
]

= xa+b(±tu)x2a+b(±t2u)x3a+b(±t3u)x3a+2b(±t3u2), (3)

[

xa(t), xa+b(u)
]

= x2a+b(±2tu)x3a+b(±3t2u)x3a+2b(±3tu2), (4)
[

xa(t), x2a+b(u)
]

= x(3a+b)(±3tu), (5)
[

xb(t), x3a+b(u)
]

= x(3a+2b)(±tu). (6)

Условия ковровости, возникающие из формул (3) и (4), дают соответственно следу-
ющие серии включений

AaAb ⊆ Aa+b, (7)

A
2
aAb ⊆ A2a+b, (8)

A
3
aAb ⊆ A3a+b, (9)

A
3
aA

2
b ⊆ A3a+2b, (10)

2AaAa+b ⊆ A2a+b, (11)

3A2
aAa+b ⊆ A3a+b, (12)

3AaA
2
a+b ⊆ A3a+2b. (13)

Аналогично формулы (5) и (6) дают соответственно включения

3AaA2a+b ⊆ A3a+b, (14)

AbA3a+b ⊆ A3a+2b. (15)

В силу леммы 2 с точностью до сопряжения диагональным элементом из G2(K)
можно считать, что 1 ∈ A−a ∩A−b. По условию теоремы существует такой корень s, что
аддитивная подгруппа As является R-модулем. Зафиксируем этот корень.

Далее доказательство теоремы разбивается на два случая:
1) s — длинный корень,
2) s — короткий корень.

1) Пусть s — длинный корень. Длинные корни из Φ составляют подсистему корней
типа A2 с фундаментальной системой {b, 3a + b}, 1 ∈ A−b, а включение 1 ∈ A−3a−b

следует из A
3
aAb ⊆ A3a+b только для отрицательных корней. По лемме 1 независимо

от характеристики поля K все аддитивные подгруппы Ar, индексированные длинными
корнями, совпадают с некоторым подполем Q поля K. В частности, отсюда и из условия
ковровости следует, что 1 ∈ Ar для всех r ∈ Φ. Поэтому из включений типа AaAb ⊆ Aa+b

следует совпадение всех аддитивных подгрупп Ar, соответствующих коротким корням,
а затем и включения Q ⊆ Ar для всех r ∈ Φ. Пусть Aa = P . Из включений (9), (11) и
(12) получаем соответственно включения

P 3 ⊆ Q, 2PP ⊆ P, 3P ⊆ Q.

Поэтому, если p = 2, то все Ar совпадают с полем Q. Если p = 3, то P 3 ⊆ Q ⊆ P и P —
кольцо, являющееся R-модулем, а в силу леммы 3 аддитивная подгруппа P становится
полем.

2) Пусть s — короткий корень. Так как 1 ∈ A−a ∩ A−b, то из условия ковровости
следует, что 1 ∈ Ar, r ∈ −Φ+.
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Пусть charK = 3. В этом случае в силу формулы (4) подгруппа, порожденная корот-
кими корневыми подгруппами, изоморфна группе Шевалле типа A2. Поэтому по лемме 1
все Ar для коротких корней r совпадают с некоторым полем P . Сейчас из условия ков-
ровости следует, что 1 ∈ Ar для всех r ∈ Φ. В силу включений типа (15) получаем, что
все аддитивные подгруппы Ar, индексированные длинными корнями, совпадают с неко-
торой аддитивной подгруппой Q поля K. Снова в силу (15) справедливо включение
QQ ⊆ Q. Отсюда следует, что Q — кольцо с единицей. Из (7) и (9) получаются вклю-
чения P 3 ⊆ Q ⊆ P . Далее, множество P 3 является полем, и P — его алгебраическое
расширение, а в силу (9) кольцо Q будет P 3-модулем. Поэтому по лемме 3 кольцо Q —
поле.

Пусть charK = 2. Не теряя общности, можно считать, что именно Aa+b является
R-модулем. Тогда в силу условия ковровости типа (7) и (14) соответственно справедливы
следующие включения:

A−bAa+b ⊆ Aa,

3A−aAa+b ⊆ Ab.

Сейчас, используя включение 1 ∈ A−a ∩A−b, получаем Aa+b ⊆ Aa ∩Ab. Теперь в силу
условия ковровости (7) получаем Aa+bAa+b ⊆ Aa+b. Таким образом, Aa+b — кольцо, а
в силу леммы 3 — поле. Положим Aa+b = P . Так как 1 ∈ Aa+b и 1 ∈ Ar, r ∈ −Φ+,
то из коммутаторных формул типа (3) и условий ковровости получаем, что 1 ∈ Ar для
всех r ∈ Φ. Покажем сейчас, что Ar = P для всех r ∈ Φ. Включение 1 ∈ Ar для
длинных корней влечет совпадение всех Ar. Далее, используя включение (7), получаем
Aa,Ab ⊆ P , а в силу (12) P ⊆ A3a+b. Таким образом, Ar = P , если r — длинный корень.
Так как Aa ⊆ P и Aa+bA−b ⊆ Aa, то P ⊆ Aa. Итак, получаем совпадение Aa с полем P .
Аналогично показывается равенство Ar = P для всех других коротких корней. ⊲

Автор выражает благодарность профессору Я. Н. Нужину за постановку задачи и помощь
в выполнении настоящей работы.
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Abstract. This article is devoted to the study of subgroups of Chevalley groups defined by carpets, sets
of additive subgroups of the main definition ring. Such subgroups are called carpet subgroups and they are
generated by root elements with coefficients from the corresponding additive subgroups. By definition, a carpet
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