
Âëàäèêàâêàçñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë

2018, Òîì 20, Âûïóñê 3, Ñ. 87�93

ÓÄÊ 514.113.5

DOI 10.23671/VNC.2018.3.18032

ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÅ ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÈ Ñ �ÎÌÁÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÂÅ�ØÈÍÀÌÈ

♯

Â. È. Ñóááîòèí

1

1
Þæíî-�îññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïîëèòåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò (ÍÏÈ) èì. Ì. È. Ïëàòîâà,

�îññèÿ, 346428, Íîâî÷åðêàññê, óë. Ïåðâîìàéñêàÿ, 164�148

E-mail: geometry�mail.ru

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàìêíóòûå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè â òðåõìåðíîì åâêëè-

äîâîì ïðîñòðàíñòâå, íåêîòîðûå âåðøèíû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî èçîëèðîâàííûìè, ñèì-

ìåòðè÷íûìè è ðîìáè÷åñêèìè. �îìáè÷íîñòü âåðøèíû îçíà÷àåò, ÷òî âñå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà, èíöè-

äåíòíûå ýòîé âåðøèíå, ÿâëÿþòñÿ ðàâíûìè ìåæäó ñîáîé ðîìáàìè â êîëè÷åñòâå n. Ñèììåòðè÷íîñòü

âåðøèíû îçíà÷àåò, ÷òî îíà ðàñïîëîæåíà íà íåòðèâèàëüíîé îñè âðàùåíèÿ ïîðÿäêà n ìíîãîãðàííèêà.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðîìáîâ âåðøèíû P íàçûâàåòñÿ ðîìáè÷åñêîé çâåçäîé âåðøèíû P ,

èçîëèðîâàííîñòü âåðøèíû P îçíà÷àåò, ÷òî åå ðîìáè÷åñêàÿ çâåçäà íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ðîìáè÷å-

ñêèìè çâåçäàìè äðóãèõ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìíîãîãðàííèêå èìåþòñÿ òàêæå

ãðàíè Fi, íå ïðèíàäëåæàùèå íè îäíîé ðîìáè÷åñêîé çâåçäå, ïðè÷¼ì ó êàæäîé ãðàíè Fi ñóùåñòâóåò îñü

âðàùåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé îñüþ âðàùåíèÿ çâåçäû ýòîé ãðàíè. Ìíîãîãðàííèêè ñ òàêèìè

óñëîâèÿìè íàçâàíû â ðàáîòå RS-ìíîãîãðàííèêàìè (îò ïåðâûõ áóêâ ñëîâ rombi, symmetry). RS-

ìíîãîãðàííèêè îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñ ìíîãîãðàííèêàìè, ñèëüíî ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî

âðàùåíèÿ. Ìíîãîãðàííèêè, ñèëüíî ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ áûëè ðàíåå ââåäåíû è

ïîëíîñòüþ ïåðå÷èñëåíû àâòîðîì; îíè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì êëàññà ïðàâèëüíûõ (ïëàòîíîâûõ) ìíî-

ãîãðàííèêîâ. Îòìåòèì, ÷òî ñðåäè ñèëüíî ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîãðàííèêîâ åñòü ñåìü òàêèõ, êîòîðûå íå

ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè íè ïðàâèëüíûì, íè ðàâíîóãîëüíî-ïîëóïðàâèëüíûì (àðõè-

ìåäîâûì). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû âñå RS-ìíîãîãðàííèêè è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü íåêîòîðûõ

èç íèõ ñ ïàðàëëåëîýäðàìè â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèëüíî ñèììåòðè÷íûé ìíîãîãðàííèê, ðîìáè÷åñêàÿ âåðøèíà, RS-ìíîãîãðàííèê,

TE-ïðåîáðàçîâàíèå, ïàðàëëåëîîýäð.

Mathematial Subjet Classi�ation (2000): 52B10, 52B15.

Ââåäåíèå

Òåìà íàñòîÿùåé ñòàòüè îòíîñèòñÿ ê íàïðàâëåíèþ, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàç-

ëè÷íûå îáîáùåíèÿ ïðàâèëüíûõ (ïëàòîíîâûõ) ìíîãîãðàííèêîâ (ñì., íàïðèìåð, [1�6℄ è

ññûëêè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû â [2℄). Ê òàêèì îáîáùåíèÿì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, êëàññû

ñèëüíî ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ðàññìîòðåííûå àâòîðîì â ðàáîòàõ [2�4℄; îñîáåí-

íîñòüþ ýòèõ îáîáùåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â îñíîâó ïîëîæåíû ñâîéñòâà ñèììåòðèè ýëå-

ìåíòîâ ìíîãîãðàííèêà. Íàïðèìåð, â [2℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ìíîãîãðàííèêîâ, ñèëüíî

♯
�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-

íèé, Ïðàâèòåëüñòâà Êðàñíîÿðñêîãî êðàÿ, Êðàñíîÿðñêîãî êðàåâîãî �îíäà ïîääåðæêè íàó÷íîé è íàó÷íî-

òåõíè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ïðîåêò � 16-41-240670.
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ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ ãðàíåé. Íàïîìíèì, ÷òî çàìêíóòûé âûïóêëûé

ìíîãîãðàííèê â E3
íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ ãðàíåé,

åñëè ó êàæäîé ãðàíè èìååòñÿ îñü âðàùåíèÿ ìíîãîãðàííèêà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ýòîé ãðà-

íè è ïåðåñåêàþùàÿ åå îòíîñèòåëüíóþ âíóòðåííîñòü. Â [2℄ íàéäåí ïîëíûé ïåðå÷åíü òàêèõ

ìíîãîãðàííèêîâ, à òàêæå äâîéñòâåííûõ èì � ñèëüíî ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî âðà-

ùåíèÿ ìíîãîãðàííûõ óãëîâ. Â ÷èñëå ýòèõ ìíîãîãðàííèêîâ èìåþòñÿ ñåìü, êîòîðûå äàæå

êîìáèíàòîðíî íå ýêâèâàëåíòíû ïðàâèëüíûì è àðõèìåäîâûì.

Â [4℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî ãëîáàëüíîå óñëîâèå íà îñü âðàùåíèÿ ìîæíî îñëàáèòü, à èìåí-

íî, áûëà äîêàçàíà ëåììà: äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîãîãðàííèê áûë ñèëüíî ñèììåòðè÷íûì, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ó êàæäîé ãðàíè F èìåëàñü îñü âðàùåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

îñüþ âðàùåíèÿ çâåçäû ãðàíè F . Ïîä çâåçäîé ãðàíè F (âåðøèíû V ) ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ ãðàíåé, èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó îáùóþ âåðøèíó ñ ãðàíüþ F (âåðøèíîé V ).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââîäèòñÿ è ïîëíîñòüþ ïåðå÷èñëÿåòñÿ êëàññ çàìêíóòûõ âûïóê-

ëûõ ìíîãîãðàííèêîâ â E3
ñ ñèììåòðè÷íûìè ðîìáè÷åñêèìè âåðøèíàìè (êëàññ RS) è

óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ýòîãî êëàññà ñ ïàðàëëåëîýäðàìè â E3
.

Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîäãîòîâèòåëüíûìè äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ìíî-

ãîãðàííèêà ñ ðîìáè÷åñêèìè âåðøèíàìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Âåðøèíà V ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ ðîìáè÷åñêîé, åñëè åå çâåçäà

ñîñòîèò èç ðàâíûõ ðîìáîâ, èìåþùèõ îáùåé âåðøèíîé V . Ïðè ýòîì âñå ðîìáû îäèíàêîâî

ðàñïîëîæåíû, ò. å. ñõîäÿòñÿ â âåðøèíå V ëèáî îñòðûìè, ëèáî òóïûìè óãëàìè.

Åñëè ÷èñëî òàêèõ ðîìáîâ ðàâíî n, òî âåðøèíó áóäåì íàçûâàòü n-ðîìáè÷åñêîé.

Îïðåäåëåíèå 2. n-ðîìáè÷åñêàÿ âåðøèíà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè îíà ðàñ-

ïîëîæåíà íà íåòðèâèàëüíîé îñè âðàùåíèÿ ïîðÿäêà n ìíîãîãðàííèêà.

Îïðåäåëåíèå 3. �îìáè÷åñêàÿ âåðøèíà íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé, åñëè åå çâåçäà íå

èìååò îáùèõ ýëåìåíòîâ ñî çâåçäîé ëþáîé äðóãîé ðîìáè÷åñêîé âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà.

Îïðåäåëåíèå 4.Ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç ðîìáîâ çâåçäû èçîëèðîâàííîé ñèììåòðè÷íîé

n-ðîìáè÷åñêîé âåðøèíû, íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé n-ðîìáè÷åñêîé øàïî÷êîé, à ñàìà

âåðøèíà íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé øàïî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 5. Äâå ðàâíûå ñèììåòðè÷íûå n-ðîìáè÷åñêèå øàïî÷êè, ðàñïîëîæåí-
íûå äðóã ê äðóãó ñâîèìè âîãíóòûìè ñòîðîíàìè, áóäåì íàçûâàòü çåðêàëüíî ðàñïîëîæåí-

íûìè, åñëè îíè ëèáî ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ëèáî ìîãóò áûòü ñîâìåùåíû

ïðè ïîìîùè çåðêàëüíîãî ïîâîðîòà âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èõ âåðøèíû.

Çåðêàëüíûé ïîâîðîò âîêðóã îñè L � ýòî êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà âîêðóã îñè L è îòðà-

æåíèÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòîé îñè.

Èç îïðåäåëåíèÿ 5, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ðîìáîýäð � ýòî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê,

ñîñòàâëåííûé èç äâóõ ðàâíûõ ñèììåòðè÷íûõ çåðêàëüíî ðàñïîëîæåííûõ 3-ðîìáè÷åñêèõ

øàïî÷åê.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíîãîãðàííèêè, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-

íîé ðîìáè÷åñêîé, íî íå èçîëèðîâàííîé, òî, êàê èçâåñòíî, êëàññ òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ

èñ÷åðïûâàåòñÿ äâóìÿ ìíîãîãðàííèêàìè: ðîìáè÷åñêèì äîäåêàýäðîì è ðîìáîòðèàêîíòàýä-

ðîì [2℄.

1. Ìíîãîãðàííèêè ñ ðîìáè÷åñêèìè âåðøèíàìè

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãîãðàííèêè, êàæäàÿ ðîìáè÷åñêàÿ âåðøèíà êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è èçîëèðîâàííîé. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ãðàíü F , íå âõîäÿùàÿ â çâåç-
äó ðîìáè÷åñêîé âåðøèíû, èìååò îñü âðàùåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ F . Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
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÷òî ýòà îñü âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñüþ âðàùåíèÿ çâåçäû ãðàíè F . Òàêîé êëàññ ìíîãîãðàí-
íèêîâ áóäåì îáîçíà÷àòü RS.

Òåîðåìà. Âñÿêèé ìíîãîãðàííèê êëàññà RS ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ îòñå÷åíèÿ íåêîòîðûõ òðåõãðàííûõ âåðøèí îäíîãî èç ñèëüíî ñèììåòðè÷íûõ

îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêîâ è ïîñëåäóþùåãî ñèììåòðè÷íîãî ïðîäëå-

íèÿ ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíûõ ñå÷åíèé äî ðîìáîâ.

⊳ Îïåðàöèÿ îòñå÷åíèÿ âåðøèíû îïðåäåëÿåòñÿ, íàïðèìåð, â [6, ñ. 76℄, [7, ñ. 439℄. Ïðåîá-

ðàçîâàíèå îòñå÷åíèÿ âåðøèíû è ïîñëåäóþùåãî ñèììåòðè÷íîãî ïðîäëåíèÿ â ñâîåé ïëîñêî-

ñòè ïîëó÷èâøåéñÿ â ðåçóëüòàòå îòñå÷åíèÿ ãðàíè, óïîìÿíóòîå â òåîðåìå, áóäåì íàçûâàòü

TE-ïðåîáðàçîâàíèåì.

�àññìîòðèì íåêîòîðûé RS-ìíîãîãðàííèê M . Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ åãî èçîëèðîâàí-

íàÿ n-ðîìáè÷åñêàÿ âåðøèíà. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü p, îïîðíóþ êM â òî÷êå A ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî îñè âðàùåíèÿ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A. Ñäâèíåì ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòü p â íàïðàâëå-
íèè îò òî÷êè A ê âíóòðåííîñòè M äî òåõ ïîð, ïîêà ýòà ïëîñêîñòü ïðîéäåò ÷åðåç ìåíüøèå

äèàãîíàëè âñåõ ðîìáîâ ðîìáè÷åñêîé øàïî÷êè ñ âåðøèíîé A. Óäàëèì ÷àñòü ìíîãîãðàííè-

êà, ëåæàùóþ ïî òó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè p, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âåðøèíó A. Ïåðåñå÷åíèå
ïëîñêîñòè p ñ M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàíü F . ×åðåç âíóòðåííîñòü F ïðîõîäèò îñü âðà-

ùåíèÿ ìíîãîãðàííèêà M . Êàæäîå ðåáðî ãðàíè F ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà, âõî-

äÿùåãî â çâåçäó F . Ýòè òðåóãîëüíèêè îáðàçóþò çàìêíóòóþ çîíó ãðàíåé. Îáîçíà÷èì ýòó

çîíó Z. Ëþáûå äâà ñîñåäíèå òðåóãîëüíèêà çîíû Z èìåþò òîëüêî îäíó îáùóþ âåðøèíó,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è âåðøèíîé ãðàíè F . Íè ÷åðåç îäèí èç ýòèõ n òðåóãîëüíèêîâ íå

áóäåò ïðîõîäèòü îñü âðàùåíèÿ ìíîãîãðàííèêà M .

Ïðîäåëàåì ýòî ñ êàæäîé ðîìáè÷åñêîé âåðøèíîé ìíîãîãðàííèêà M . Ïîëó÷èì ìíîãî-

ãðàííèê M ′
, ó êîòîðîãî ÷åðåç êàæäóþ ãðàíü, èñêëþ÷àÿ òðåóãîëüíûå, ïðîõîäÿò îñè âðà-

ùåíèÿ. Äàëåå ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ìíîãîãðàííèêîâ ñ èçîëèðîâàííûìè íåñèì-

ìåòðè÷íûìè ïîÿñàìè [4℄, ò. å. ðàññìîòðèì îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ T çîíû Z. Ïðîäîëæèì
òðè ãðàíè, èìåþùèå îáùèå ðåáðà ñ T , äî èõ ïåðåñå÷åíèÿ â îäíîé òî÷êå. Ïðîäåëàåì ýòî

ñ êàæäûì òðåóãîëüíèêîì êàæäîé çîíû. Ïîëó÷èì íîâûé ìíîãîãðàííèê M ′′
.

×åðåç öåíòð êàæäîé ãðàíè ìíîãîãðàííèêà M ′′
áóäåò ïðîõîäèòü îñü âðàùåíèÿ ìíîãî-

ãðàííèêà. Òàêèì îáðàçîì, M ′′
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ

ãðàíåé.

Ïðîâåäåì òåïåðü âñå ïîñòðîåíèÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ïîëó÷èì èç ìíîãîãðàííèêà M ′′

ìíîãîãðàííèê M ñ èçîëèðîâàííûìè ñèììåòðè÷íûìè ðîìáè÷åñêèìè âåðøèíàìè. ⊲

Çàìå÷àíèå. Èç ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîé ðîìáè÷åñêîé

âåðøèíû V äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü îñü âðàùåíèÿ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç V , ëîêàëüíîé îñüþ

âðàùåíèÿ �èãóðû, ñîñòîÿùåé èç ðîìáè÷åñêîé øàïî÷êè ñ âåðøèíîé V è âñåõ ãðàíåé,

èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó îáùóþ âåðøèíó ñ ðîìáàìè ýòîé øàïî÷êè.

Äàëåå ïðåîáðàçîâàíèå óäëèíåíèÿ (âäîëü îñè âðàùåíèÿ) ìíîãîãðàííèêà îçíà÷àåò òà-

êîé ñäâèã åãî äâóõ ðàâíûõ ñèììåòðè÷íûõ ðîìáè÷åñêèõ øàïî÷åê âäîëü îñè âðàùåíèÿ ýòèõ

øàïî÷åê, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè øàïî÷åê óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè ýòîì ðàçäâè-

ãàåìûå îáùèå âåðøèíû ðîìáîâ øàïî÷åê, îòëè÷íûå îò âåðøèí øàïî÷åê, áóäóò êîíöàìè

íîâûõ ðàâíûõ è ïàðàëëåëüíûõ îñè ñäâèãà ðåáåð.

Íàïîìíèì, ÷òî óñå÷åííûé ðîìáè÷åñêèé òðèàêîíòàýäð è 2-é ïîëóóñå÷åííûé ðîìáè÷å-

ñêèé òðèàêîíòàýäð � ýòî äâà òèïà ñèëüíî ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîãðàííèêîâ èç [2℄, êîòîðûå

ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îòñå÷åíèåì âåðøèí ðîìáè÷åñêîãî òðèàêîíòàýäðà. Óñå÷åííûé èêî-

ñàýäð � îäèí èç ïîëóïðàâèëüíûõ (àðõèìåäîâûõ) ìíîãîãðàííèêîâ, ïîëó÷åííûé îòñå÷åíè-

åì âåðøèí èêîñàýäðà. Óäëèíåííûé ðîìáè÷åñêèé äîäåêàýäð � ìíîãîãðàííèê, ïîëó÷åííûé
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èç ðîìáîäîäåêàýäðà ïðåîáðàçîâàíèåì óäëèíåíèÿ âäîëü îñè AB 4-ãî ïîðÿäêà (ðèñ. 2, e).

Óäëèíåííûé ðîìáîýäð ïîëó÷àåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì óäëèíåíèÿ âäîëü îñè AB ðîìáîýä-

ðà � ìíîãîãðàííèêà, ñîñòàâëåííîãî èç øåñòè ðàâíûõ ðîìáîâ (ðèñ. 2, f).

Ñëåäñòâèå. Ñëåäóþùèå òèïû ìíîãîãðàííèêîâ èñ÷åðïûâàþò êëàññ RS:
a)�b) ìíîãîãðàííèêè ñ 5-ðîìáè÷åñêèìè âåðøèíàìè, TE-ïðåîáðàçîâàííûå èç óñå÷åí-

íîãî ðîìáè÷åñêîãî òðèàêîíòàýäðà;

c) ìíîãîãðàííèê ñ 5-ðîìáè÷åñêèìè âåðøèíàìè, TE-ïðåîáðàçîâàííûé èç 2-ãî ïîëó-

óñå÷åííîãî ðîìáè÷åñêîãî òðèàêîíòàýäðà;

d) ìíîãîãðàííèê ñ 5-ðîìáè÷åñêèìè âåðøèíàìè, TE-ïðåîáðàçîâàííûé èç óñå÷åííîãî

èêîñàýäðà;

e) óäëèíåííûé ðîìáè÷åñêèé äîäåêàýäð ñ 4-ðîìáè÷åñêèìè âåðøèíàìè;

f) óäëèíåííûå ðîìáîýäðû ñ 3-ðîìáè÷åñêèìè âåðøèíàìè.

⊳ Òàê êàê âñå ìíîãîãðàííèêè, ñèëüíî ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ ãðàíåé

ïåðå÷èñëåíû, òî äîñòàòî÷íî âûáðàòü èç íèõ òå, êîòîðûå äîïóñêàþò TE-ïðåîáðàçîâàíèå.
Ìíîãîãðàííèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå òèïàì a)�f) ñëåäñòâèÿ, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1 è 2.

Óñå÷åííûé ðîìáè÷åñêèé òðèàêîíòàýäð ïîëó÷åí îòñå÷åíèåì âåðøèí ñòåïåíè 3 è ñòå-

ïåíè 5 â ðîìáè÷åñêîì òðèàêîíòàýäðå. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ TE-ïðåîáðàçîâàíèå ê êàæäîé
òðåõãðàííîé âåðøèíå êàæäîé ïÿòèóãîëüíîé ãðàíè óñå÷åííîãî ðîìáè÷åñêîãî òðèàêîíòà-

ýäðà, ïîëó÷èì ìíîãîãðàííèê ïóíêòà a). Åñëè òðåóãîëüíûå ãðàíè äîñòàòî÷íî áîëüøèå,

ò. å. áóäóò èìåòü îáùèå âåðøèíû ñ ðîìáàìè, òî ïîëó÷èì ìíîãîãðàííèê b).

2-é ïîëóóñå÷åííûé ðîìáè÷åñêèé òðèàêîíòàýäð ïîëó÷åí èç ðîìáè÷åñêîãî òðèàêîíòàýä-

ðà îòñå÷åíèåì òîëüêî âåðøèí ñòåïåíè 5. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿåì TE-ïðåîáðàçîâàíèå ê âåð-
øèíàì 5-óãîëüíûõ ãðàíåé 2-ãî ïîëóóñå÷åííîãî ðîìáè÷åñêîãî òðèàêîíòàýäðà. Ïîëó÷èì

ìíîãîãðàííèê ïóíêòà ).

a cb

�èñ. 1. RS-ìíîãîãðàííèêè.

d e f

A    

B

A    

B

�èñ. 2. RS-ìíîãîãðàííèêè.

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íî TE-ïðåîáðàçîâàíèå ê óñå÷åííîìó èêîñàýäðó, ïîëó÷èì ìíîãî-

ãðàííèê d). Ìíîãîãðàííèê e) ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì TE-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê òðåõãðàí-

íûì óãëàì âåðõíåãî è íèæíåãî êâàäðàòíûõ îñíîâàíèé ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.

Ìíîãîãðàííèê f) ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì TE-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê òðåõãðàííûì óãëàì îñ-

íîâàíèé ïðàâèëüíîé 6-óãîëüíîé ïðèçìû. ⊲

Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå îñè ñèììåòðèè 5-ãî ïîðÿäêà â íåêîòîðûõ ìíîãîãðàííèêàõ êëàñ-

ñà RS ìîæåò ñëóæèòü óêàçàíèåì íà âîçìîæíûå èõ ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè êâàçèêðèñòàë-

ëîâ (ñì., íàïðèìåð, [8℄).
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2. Ñâÿçü RS-ìíîãîãðàííèêîâ ñ ïàðàëëåëîýäðàìè

Êàê èçâåñòíî, [9℄ âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîýäðîì, åñëè âñå

ïðîñòðàíñòâî E3
ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðàëëåëüíûå êîïèè P .

Âñåãî ñóùåñòâóåò ïÿòü à��èííûõ òèïîâ ïàðàëëåëîýäðîâ: ïàðàëëåëåïèïåä, 6-óãîëü-

íàÿ ïðèçìà, ðîìáîäîäåêàýäð, óäëèíåííûé ðîìáîäîäåêàýäð è óñå÷åííûé îêòàýäð.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðàâèëüíûì áóäåì íàçûâàòü ïàðàëëåëîýäð, ãðàíÿìè êîòîðîãî ìî-

ãóò áûòü ðàâíûå ìåæäó ñîáîé ðîìáû è (èëè) ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè è êîòîðûé

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ â ñâîåì à��èííîì êëàññå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâèëüíûå ïàðàëëåëîýäðû ñëåäóþùèå: êóá, ïðàâèëüíàÿ 6-óãîëü-

íàÿ ïðèçìà ñ êâàäðàòíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè, ðîìáîäîäåêàýäð, óñå÷åííûé îêòàýäð

ñ ïðàâèëüíûìè 6-óãîëüíûìè è êâàäðàòíûìè ãðàíÿìè, 12-ãðàííèê ñ ïðàâèëüíûìè

6-óãîëüíûìè è ðîìáè÷åñêèìè ãðàíÿìè � óäëèíåííûé ðîìáîäîäåêàýäð.

Çàìå÷àíèå. Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè ïðàâèëüíûé ïëîñêèé 6-óãîëüíèê ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ êàê ïðåäåëüíàÿ �îðìà 3-ðîìáè÷åñêîé øàïî÷êè, ó êîòîðîé òðè ðîìáà â âåðøèíå

øàïî÷êè èìåþò òóïûå óãëû ïî 2π/3. Òàêèì îáðàçîì, äâå çåðêàëüíî ðàñïîëîæåííûå ðîì-

áè÷åñêèå øàïî÷êè ñîâïàäàþò è îáðàçóþò â ýòîì ñëó÷àå äâàæäû ïîêðûòûé ïëîñêèé ïðà-

âèëüíûé 6-óãîëüíèê; åãî ìû áóäåì ñ÷èòàòü çàìêíóòûì âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì �

ðîìáîýäðîì, ñîñòàâëåííûì èç äâóõ 3-ðîìáè÷åñêèõ øàïî÷åê. Àíàëîãè÷íî, êâàäðàò ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåäåëüíàÿ �îðìà 4-ðîìáè÷åñêîé øàïî÷êè, ó êîòîðîé ÷åòûðå ðîìáà

ñòàíîâÿòñÿ êâàäðàòàìè. Â ýòîì ñëó÷àå äâå çåðêàëüíî ðàñïîëîæåííûå 4-ðîìáè÷åñêèå øà-

ïî÷êè ñîâïàäàþò è îáðàçóþò äâàæäû ïîêðûòûé êâàäðàò, êîòîðûé ìû òàê æå áóäåì

ñ÷èòàòü çàìêíóòûì âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì. Îòìåòèì, ÷òî ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïðà-

âèëüíàÿ 4-óãîëüíàÿ è ïðàâèëüíàÿ 6-óãîëüíàÿ ïðèçìà ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ïðåäåëüíûìè (âû-

ðîæäåííûìè) �îðìàìè RS-ìíîãîãðàííèêîâ. Ñðåäè ïðàâèëüíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ òîëüêî
óäëèíåííûé ðîìáîäîäåêàýäð ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì RS-ìíîãîãðàííèêîì.

Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ êàæäîãî ïðàâèëüíîãî ïàðàëëåëîýäðà P ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íûé ìíîãîãðàííèê R ñ ðîìáè÷åñêèìè ãðàíÿìè òàêîé, ÷òî P ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç R
ëèáî ïðåîáðàçîâàíèåì óäëèíåíèÿ, ëèáî (â ñëó÷àå, êîãäà P � óñå÷åííûé îêòàýäð) îòñå-

÷åíèåì ðîìáè÷åñêèõ âåðøèí.

⊳ Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäûäóùåå çàìå÷àíèå, âèäèì, ÷òî êóá è ïðàâèëüíàÿ

6-óãîëüíàÿ ïðèçìà ñ êâàäðàòíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè ïîëó÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïó-

òåì ïðåîáðàçîâàíèÿ óäëèíåíèÿ äâàæäû ïîêðûòûõ êâàäðàòà è ïðàâèëüíîãî 6-óãîëüíèêà.

�îìáîäîäåêàýäð ïîëó÷àåì óäëèíåíèåì ðîìáîýäðà, ó êîòîðîãî ðîìáû ðàâíû ðîìáàì

â ðîìáîäîäåêàýäðå, ò. å. ó êàæäîãî ðîìáà îòíîøåíèå äèàãîíàëåé ðàâíî

√

2. Ïðè÷åì óäëè-

íåíèå ïðîâîäèòñÿ âäîëü çåðêàëüíîé îñè 6-ãî ïîðÿäêà íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå äëèíå ñòîðî-

íû ðîìáîâ. Òàêèì îáðàçîì, ðîìáîäîäåêàýäð ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìíîãîãðàííèêà f)

íà ðèñ. 2.

Ïîëíûì îòñå÷åíèåì òðåõãðàííûõ âåðøèí ðîìáîäîäåêàýäðà, ïðè êîòîðîì îòñåêàþùàÿ

ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç êîíöû ðåáåð, èíöèäåíòíûõ îòñåêàåìîé âåðøèíå, ñ ïîñëåäóþ-

ùèì îòñå÷åíèåì 4-ãðàííûõ âåðøèí ðîìáîäîäåêàýäðà, ïîëó÷àåì ÷åòâåðòûé ïðàâèëüíûé

ïàðàëëåëîýäð � óñå÷åííûé îêòàýäð.

�àññìîòðèì òåïåðü äâå çåðêàëüíî ðàñïîëîæåííûå ñèììåòðè÷íûå 4-ðîìáè÷åñêèå øà-

ïî÷êè ñ ñîâïàäàþùèìè ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè íà áîëüøèõ äèàãîíàëÿõ ðîìáîâ øàïî-

÷åê. Ïðè ýòîì øàïî÷êè âûáåðåì òàêèå, ÷òîáû íà ãðàíèöå êàæäîé øàïî÷êè âñå ñîñåäíèå

ðîìáû ñîñòàâëÿëè ìåæäó ñîáîé óãëû ïî 2π/3. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå óäëèíåíèÿ íà

ðàññòîÿíèå, ðàâíîå ñòîðîíå ðîìáîâ, ê ìíîãîãðàííèêó îáðàçîâàííîìó ýòèìè øàïî÷êàìè,

ïîëó÷èì ïÿòûé ïðàâèëüíûé ïàðàëëåëîýäð � óäëèíåííûé ðîìáîäîäåêàýäð. ⊲
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Abstrat. Closed onvex polyhedra in three-dimensional Eulidean spae, some verties of whih are

simultaneously isolated, symmetri and rhombi are onsidered in this paper. The rhombiity of the vertex

means that all the faes of the polyhedron inident to this vertex are n rhombi equal to eah other. The

symmetry of a vertex means that it is loated on a nontrivial rotation axis of order n of the polyhedron.

Taking into aount that the set of all rhombi of a vertex P is alled a rhombi star of a vertex P , the

isolation of a vertex P means that its rhombi star has no ommon points with rhombi stars of other

verties of a polyhedron. Suppose that in a polyhedron there are also faes Fi that do not belong to a

single rhombi star, and eah of Fi has a rotation axis, whih is the loal axis of rotation of a star of this fae.

Polyhedra with suh onditions are alled in the paper RS-polyhedra (from the �rst letters of the words rombi,

symmetry). RS-polyhedrons are related to polyhedra that are strongly symmetri with respet to rotation.

Polyhedra, strongly symmetri with respet to rotation were previously introdued and are ompletely listed

by the author; they are a generalization of the lass of regular (Platoni) polyhedra. We note that among

strongly symmetri polyhedra there are seven suh that are not ombinatorially equivalent to either regular

or equilateral semiregular (Arhimedean). In the present paper, all RS-polyhedrons are found. It is shown

that some of them are related to parallelohedra in three-dimensional Eulidean spae.

Key words: strongly symmetrial polyhedron, rhombi vertex, RS-polyhedron, TE-transformation,

parallelohedron.
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