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Λ µ·¶N¸�¹�ºN»¤¼�¹�½ ´J¾ ¹J¿�À�¹JÁ1Á ¯�²JÂ�² º�¼ ¾ ¹J¿YÀ�¹�½ ´JÃ ¹ ± ¿ÅÄNº ¾ º Ã ¿¤Æ�Ç n µ ¾�Â�²J¯ ¸ Â ½ ´J¾ ¹J¿,È�º ± ½N¹�Ç

n > 2 É�Ê6º ±³² ¿³Á Â σ = (σij), 1 6 i, j 6 n,
Â Ä�ÄNº ² º�¼ ¾�ËÍÌ ¶N¹³ÄNÎÏ¸ ¯ ¶�¶ σij À�¹�½ ´JÃ�Â Λ ¾�Â » Ë ¼ Â ¿ ²�±ÅÐ0± ¿ ²J´�ÑnÒ À�¹�¼�¸�¹JÁ�Ó¾�Â Ä�À�¹�½ ´JÃ ¹JÁ Λ ¶N¹J¸ Ð Ä�À Â n Ç#¿ ± ½�º σirσrj ⊆ σij ¶N¸�ºg¼ ± ¿ Ì » ¾�Â ÈN¿ ¾ º Ð�Ì º ¾ Ä�¿³À ± ¹�¼ i Ç r Ç j. Ê�¿ ²J´ Ç#¸ Â�±³± Á Â�² ¸�º�Ô

¼ Â ¿³Á Â�ÐGÕ ¿³»°ÄNº Â ÎÏ¹ ¾�Â ½�º�Ç ¾�Â » Ë ¼ Â ¿ ²�±ÅÐ×Ö ½N¿³Á1¿ ¾N²JÂ ¸ ¾ ¹�Æ ± ¿ ²J´�Ñ É�Ø6½N¿³Á1¿ ¾N²JÂ ¸ ¾�Â�ÐH± ¿ ²J´ σ = (σij) Ç 1 6 i 6= j 6 n Ç¾�Â » Ë ¼ Â ¿ ²�±ÅÐ Ä�¹�¶N¹�½ ¾NÐ ¿³Á1¹�Æ Ò Ä�¹�¶N¹�½ ¾ ¹�Æ ± ¿ ² º�ÓÅÇ�¿ ± ½�º�ÄN½ Ða¾ ¿³À�¹ ² ¹J¸ ËÍÌHÂ Ä�ÄNº ² º�¼ ¾�ËÍÌ ¶N¹³ÄNÎÏ¸ ¯ ¶�¶ ÒÙ² ¹�È ¾ ¿³¿JÇ�¶N¹³ÄNÔ
À�¹�½N¿ Ã Ó σii À�¹�½ ´JÃ�Â Λ

²JÂ�Õ ½�º Ã�ÂgÒÙ± ÄNº Â ÎÏ¹ ¾�Â ½ ´�Ñ Ó σ = (σij), 1 6 i, j 6 n
Ð ¼J½ Ð ¿ ²�±ÅÐ~Ò ¶N¹�½ ¾ ¹�Æ�Ó ± ¿ ²J´�Ñ É�Ú�¸ ¯ Ô

Î³ºNÁ	º ± ½N¹�¼ Â Á	º�Ç Ö ½N¿³Á1¿ ¾N²JÂ ¸ ¾�Â�Ð�± ¿ ²J´ σ
Ð ¼J½ Ð ¿ ²�±ÅÐ Ä�¹�¶N¹�½ ¾NÐ ¿³Á1¹�Æ�Ç�¿ ± ½�º×¿³¿YÁ1¹�Û ¾ ¹4Ä�¹�¶N¹�½ ¾ º ²J´×Ò ÄNº Â ÎÏ¹ ¾�Â ½ ´�Ñ Ó

Ä�¹ Ò ¶N¹�½ ¾ ¹�Æ�Ó ± ¿ ² º�É ®°¯�±³²J´ σ = (σij) µ Ö ½N¿³Á1¿ ¾N²JÂ ¸ ¾�Â�ÐÜ± ¿ ²J´E¾�Â ÄsÀ�¹�½ ´JÃ ¹JÁ Λ ¶N¹J¸ Ð Ä�À Â n ÉÍÝ Â�±³± Á1¹ ² ¸�ºNÁ¾�Â�Õ ¹J¸ ω = (ωij)
Â Ä�ÄNº ² º�¼ ¾�ËÍÌ ¶N¹³ÄNÎÏ¸ ¯ ¶�¶ ωij À�¹�½ ´JÃ�Â Λ Ç|¹�¶N¸�¿ÅÄ�¿¤½N¿ ¾�¾�ËÍÌ ÄN½ Ð ½ Ñ�Õ�ËÍÌ i 6= j Þ�¹J¸�Á ¯ ½N¹�Æ

ωij =
∑n

k=1 σikσkj Ç�ÎßÄ�¿ ±¤¯ Á1Á	ºN¸�¹�¼ Â�¾ ºN¿ Õ ¿³¸�¿ ²�±ÅÐ ¶N¹a¼ ± ¿³Á k Ç�¹ ² ½�º�È ¾�Ë Áà¹ ² i º j É#á Â�Õ ¹J¸ ω = (ωij)
Â Ä�ÄNº�Ô² º�¼ ¾�ËÍÌ ¶N¹³ÄNÎÏ¸ ¯ ¶�¶ ωij À�¹�½ ´JÃ�Â Λ Ð ¼J½ Ð ¿ ²�±ÅÐ�Ö ½N¿³Á1¿ ¾N²JÂ ¸ ¾ ¹�Æ ± ¿ ²J´�Ñ Ç�À�¹ ² ¹J¸ ¯�Ñ Á Ës¾�Â » Ë ¼ Â ¿³ÁpâÅã�äæåYäÅç�è4éÅêNçNëÏìí ê�ëÏî�ïJð�ë�ñÏçNëÏìsòÏäÅè�ó�ô�õ|Ø6½N¿³Á1¿ ¾N²JÂ ¸ ¾�¯�Ñö± ¿ ²J´ ω Á1¹�Û ¾ ¹!Ä�¹�¶N¹�½ ¾ º ²J´ Ä�¹ Ò ¶N¹�½ ¾ ¹�Æ�Ó ± ¿ ² º ±³²JÂ�¾ Ä Â ¸ ²J¾�Ë Á ± ¶N¹�Ô± ¹ Õ ¹JÁÍÇ Â×²JÂ À�ÛY¿�Ä�¸ ¯ Î³ºNÁ ± ¶N¹ ± ¹ Õ ¹JÁÍÇ	À�¹ ² ¹J¸ Ë ÆEÁ Ë ¶N¸�¿ÅÄN½ Â Î Â ¿³Áp¼ ±³²JÂ�²J´ ¿JÉ'÷6¼�¹³ÄNº ²�±ÅÐ!²JÂ À�ÛY¿4¶N¹ ¾NÐ�² ºN¿ ± ¿ ² º

Ω = (Ωij) Ç�À�¹ ² ¹J¸ ¯�Ñ Á Ën¾�Â » Ë ¼ Â ¿³ÁøòÏäÅè�ó�ôÍùÍéJò³ò³ëÏúNî�îJê�ë�ð�é�ç�çNëÏì�òYâÅã�äæåYäÅç�è4éÅêNçNëÏì�ûüêNý í�í ëÏì E(σ) É#Ê6½N¿ÅÄ ¯�Ñ Ôþ Â�Ð,² ¿³¹J¸�¿³Á ÂÍÐ ¼J½ Ð ¿ ²�±ÅÐ ¹ ±¤¾ ¹�¼ ¾�Ë ÁG¸�¿³» ¯ ½ ´�²JÂ�² ¹JÁ ±³²JÂ�²J´ º�ÿ����������
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MLN4OQP6R!S�TERAU@N § S ©�V1± ¿ ² º�Ç Ö ½N¿³Á1¿ ¾N²JÂ ¸ ¾�Ë ¿ ± ¿ ² º�Ç ± ¿ ² ¿¤¼ Ë ¿�ÎÏ¸ ¯ ¶�¶ Ë ÇN¶N¸�¹�ºN»¤¼�¹³Ä ¾�Â�Ðg± ¿ ²J´ Ç Ö ½N¿³Á1¿ ¾N²JÂ ¸ ¾�Â�ÐG± ¿¤Ô² ¿¤¼ Â�Ð ÎÏ¸ ¯ ¶�¶ Â Ç ² ¸ Â�¾N± ¼�¿³À Ã º Ð É
]'WYX�Z�[�\�]?^4W4_4`4a6\�bdc�eY]�f�g:hji(_�]Eck\�X�`6f5X�W4\�`4bQ]7[�Z�[�l�`YX�m�]k`4_4a<n�oGg�ck\�p

e q ]�f�_4`4_4m4`YX�asr�X�\�W4_6t
u Xv^�[�W�a:f�w6X

n x eij q r�X�\�W4_ u X x g9w:[�\�[�W�[�yz`YXv^�[�l�_ u _4_
(i, j)

ck\�[�_4\z{ x X(`YX([�ck\�X�e�p�`4bE|zr+]�ck\�X�|
`4g�e�_I}

tij(α) = e+ αeij q�~ eY]�r+]k`4\�X�W4`YX�a�\�WYX�`�ck��]kw u _4a<nYo.[�eY[!�A_�r x f5X�eY]�] x

tij(A) =
{
tij(α) : α ∈ A

}
.

��e�a ~ eY]�r+]k`4\�X�W4`�[�yAc�]k\�_F��w:[���WYX��
σ

m�]kW�]kl
E(σ)

[�Z�[�l�`YX�mYX�]k\�c�a ~ eY]�r+]k`4\�X�W4`YX�asc�]k\�]k��X�a���W4g:^6t
^YX6�

E(σ) =
〈
tij(σij) : 1 6 i 6= j 6 n

〉
.

�sX�eY]�] x ]�c�e�_
σ q c�]k\�p x \�[Am�]kW�]kl

G(σ)
[�Z�[�l�`YX�mYX�]k\�c�a�c�]k\�]k��X�a*��w:[���W�[���X�aY�E��W4g:^4^YX���{��/n
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Λ q ^4W�[�_4l���[�e�p�`�[�](w:[�r+r g:\�X�\�_4��`�[�]sw:[�e�p u [ cv]�f�_4`4_ u ]ky x n q `YX�\�g:WYX�e�p�`�[�](m4_�c�eY[
n > 2

n�kK_�ck\�]�r�X
σ = (σij) x 1 6 i, j 6 n,

X�f4f�_4\�_4��`4bE|'^�[�f���W4g:^4^
σij

w:[�e�p u X
Λ

`YX�l�b7��X�]k\�c�a
��������� �����N�������A�j� � x�� � `YX�fzw:[�e�p u [�r

Λ
^�[�W�a:f�w6X

n x ]�c�e�_

σirσrj ⊆ σij

^4W4_'��c�]�|=l�`YX�m�]k`4_4a:|'_4`6fY]kw:c�[��
i x r x j. k?]k\�p x WYX�c�c�r�X�\�W4_4��X�]�r�X�a Z�]klsf�_YX��![�`YX�e�_ x `YX�l�b7��X�]k\�c�a

� �6���g� � ����� � ���s��������� � � �6���g� � ����� ��� �����N�������A�j��{ x ��� x � �6x ��[�^4W�[�c9{ � n � ���/n
!�"$#�%'&(%')(%�*$+$%-,�. e�eY]�r+]k`4\�X�W4`YX�a c�]k\�p

σ = (σij) x 1 6 i 6= j 6 n x `YX�l�b7��X�]k\�c�a0/���11�J� � �1�
���G��� ��/��211�J� � ���·�������I� x ]�c�e�_ f4e�a `�]kw:[�\�[�W4bE| X�f4f�_4\�_4��`4bE|d^�[�f���W4g:^4^ ��\�[�m4`�]�] x ^�[�f�w:[�eY] u �
σii

w:[�e�p u X
Λ

\�X�Z�e�_ u X � cDf�_YX��![�`YX�e�p�h��
σ = (σij) x 1 6 i, j 6 n

a6��e�a4]k\�c�a ��^�[�e�`�[�y5�vc�]k\�p�hsn
�vW4g:��_�r _ c�eY[���X�r _ x�~ eY]�r+]k`4\�X�W4`YX�aFc�]k\�p

σ
a6��e�a4]k\�c�a3/���11�J� � �6���G��� x ]�c�e�_9]�]Lr+[!�A`�[�fY[�^�[�e�`4_4\�p

�Hf�_YX��![�`YX�e�p�h��?fY[���^�[�e�`�[�y5�7c�]k\�_In
4G[�W�[65s[8_4l���]�ck\�`�[ x m4\�[ ~ eY]�r+]k`4\�X�W4`YX�a c�]k\�p

σ = (σij)
a6��e�a4]k\�c�adfY[�^�[�e�`4a4]�r+[�y \�[���f5X8_

\�[�e�p�w:[D\�[���f5X x w:[���f5X�� c�r7nI��{�� �
σijσjiσij ⊆ σij (1)

f4e�aFe�hGZ�bE|
i 6= j

n��v_YX��![�`YX�e�p�`4bQ]v^�[�f���W4g:^4^4b
σii

[�^4W�]�fY]�e�a6hj\�c�a37�[�W�r g�eY[�y

σii =
∑

k 6=i

σkiσik, (2)

��fY]�ckg6r+r _4W�[���X�`4_�](Z�]kW�]k\�c�a�^�[A��c�]�r
k

[�\!e�_4m4`4bQr [�\
i
n

oGg�ck\�p
σ = (σij) q ~ eY]�r+]k`4\�X�W4`YX�a c�]k\�pz`YX�f*w:[�e�p u [�r

Λ
^�[�W�a:f�w6X

n
nÍX X�c�c�r+[�\�W4_�r `YX�Z�[�W

σ1 = ω = (ωij)
X�f4f�_4\�_4��`4bE| ^�[�f���W4g:^4^

ωij
w:[�e�p u X

Λ x [�^4W�]�fY]�eY]k`4`4bE| f4e�a e�hGZ�bE|
i 6= jc�eY]�f�g:hji(_�r [�Z�WYX�l![�r7�

ωij =
n∑

k=1

σikσkj,

��fY] x [�m�]k��_6f�`�[���\�X�w�w6X�w
σ q ~ eY]�r+]k`4\�X�W4`YX�a�c�]k\�p:� x ckg6r+r _4W�[���X�`4_�]�Z�]kW�]k\�c�aF^�[(��c�]�r

k x [�\!e�_4m6t
`4bQr [�\

i
_
j
n98Gck`�[ x m4\�[

ωij ⊆ σij x c�eY]�fY[���X�\�]�e�p�`�[ x f4e�aFe�hGZ�[�yz\�W�[�y4w4_z^�[�^YX�W4`�[DWYX�lke�_4m4`4bE|
m4_�c�]�e

i x r x j, r b _�r+]�]�r
ωirωrj ⊆ ωij.

U X�w4_�r [�Z�WYX�l![�r x `YX�Z�[�W
ω = (ωij)

X�f4f�_4\�_4��`4bE|'^�[�f4t
��W4g:^4^

ωij
w:[�e�p u X

Λ
a6��e�a4]k\�c�a ~ eY]�r+]k`4\�X�W4`�[�y8c�]k\�p�h x w:[�\�[�W4g:h r b `YX�l�b7��X�]�r � �6���g� � ����� � ���

1N������:N����/ � ���s���������<;
V�c�e�_ x `YX�^4W4_�r+]kW x n = 3 x \�[ ~ eY]�r+]k`4\�X�W4`YX�a�^4W�[�_4l���[�f�`YX�a�c�]k\�p

σ1 = ω = (ωij)
_�r+]�]k\D��_6f




∗ σ13σ32 σ12σ23
σ23σ31 ∗ σ21σ13
σ32σ21 σ31σ12 ∗


 .

e�eY]�r+]k`4\�X�W4`YX�a c�]k\�p
ω = σ1

a6��e�a4]k\�c�a fY[�^�[�e�`4a4]�r+[�y � � x ^4W�]�f4eY[!�(]k`4_�]'{�� x \�n ]�nIf4e�a `�]�]
ck^4WYX���]�f4e�_4��X=7�[�W�r g�e5X ��{�� x Xz^�[�\�[�r g [�`YX�fY[�^�[�e�`4a4]k\�c�a fY[d��^�[�e�`�[�y5�(c�]k\�_In�e�eY]�r+]k`4\�X�W4`4g:h
c�]k\�p

ω
r+[!�A`�[ fY[�^�[�e�`4_4\�pdfY[ ��^�[�e�`�[�y5� c�]k\�_ ck\�X�`6f5X�W4\�`4bQr ck^�[�c�[�Z�[�r x ^�[�e�p�l�g�a4ckp>7�[�W�r g�t

eY[�y �?����n°WQf�`YX�w:[ x r b ^4W�]�f4e5X��kX�]�r ]kis]D[�f�_4` ��`�]�[�Z�|�[�f�_�r b7y `YX�r f4e�a=f5X�e�p�`�]ky�5s]ky*WYX�Z�[�\�bj�
ck^�[�c�[�ZAfY[�^�[�e�`�]k`4_4a ~ eY]�r+]k`4\�X�W4`�[�y8c�]k\�_

ω
fY[A^�[�e�`�[�yIn

ωii =
∑

k 6=s

σikσksσsi, (3)

��fY]�ckg6r+r _4W�[���X�`4_�]v��]�fY]k\�c�a�^�[A��c�]�r
1 6 k 6= s 6 n

��a4ck`�[ x m4\�[
k 6= i x s 6= i

��n



+ � - "h����� - 
�� - �~��$	�	���J�|������$|����"�$ - � ������� ���
!�"$#�%'&(%')(%�*$+$%���. e�eY]�r+]k`4\�X�W4`YX�a ^4W�[�_4l���[�f�`YX�a c�]k\�p

ω x fY[�^�[�e�`�]k`4`YX�a f�_YX��![�`YX�e�p�h e�_6t
Z�[�ck\�X�`6f5X�W4\�`4bQr ck^�[�c�[�Z�[�r � 7�[�W�r g�e5X �?����� x e�_�Z�[ 7�[�W�r g�eY[�y � � � x a6��e�a4]k\�c�a c�]k\�p�h x w:[�\�[�WYX�a
`YX�l�b7��X�]k\�c�a 1N������:N����/ � ���s��������� ��/����

σ
��n

oGg�ck\�p
σ = (σij) q ~ eY]�r+]k`4\�X�W4`YX�a'c�]k\�p�`YX�f8w:[�e�p u [�r

Λ
^�[�W�a:f�w6X

n
n���e�a�^4W�[�_4l���[�e�p�`4bE|

i 6= j
^�[�eY[!�A_�r

Ωij = σij + σijγij ,
��fY]

γij =
∑∞

m=1(σjiσij)
m.
U X�Z�e�_ u X

Ω = (Ωij)
a6��e�a4]k\�c�a ~ eY]�r+]k`4\�X�W4`�[�yDc�]k\�p�h x ^4W4_4m�]�r�fY[�^�[�e4t

`4a4]�r+[�y x \�n�]�n�ck^4WYX���]�f4e�_4��bd��w6e�hjm�]k`4_4a
ΩijΩjiΩij ⊆ Ωij

f4e�ave�hGZ�bE|
i 6= j

� � x ^4W�]�f4eY[!�(]k`4_�] � �/n
o.[�e�p�l�g�a4ckp 7�[�W�r g�eY[�y �?��� x fY[�^�[�e�`4_�r ~ eY]�r+]k`4\�X�W4`4g:h c�]k\�p

Ω
fY[D��^�[�e�`�[�y5�+c�]k\�_Dck\�X�`6f5X�W4\�`4bQr

ck^�[�c�[�Z�[�r x ^�[�eY[!�A_4�
Ωii =

∑
k 6=iΩikΩki,

��fY]Ackg6r+r _4W�[���X�`4_�]DZ�]kW�]k\�c�a=^�[
k x k 6= i

n|c.]k\�W4g�f�`�[
��_6fY]k\�p x m4\�[

Ωii =
n∑

k=1,k 6=i

γik.

U X�w x `YX�^4W4_�r+]kW x Ω11 = γ12 + γ13 + · · ·+ γ1n. � X�r+]k\�_�r x m4\�[
ωii ⊆ Ωii

f4e�a���c�a6w:[��![
i
n�k?]k\�p

Ωa6��e�a4]k\�c�a�`YX�_�r+]k`4p�5s]ky �HfY[�^�[�e�`4a4]�r+[�y5�jc�]k\�p�h x c�[�fY]kW��sX�is]ky ~ eY]�r+]k`4\�X�W4`4g:h�c�]k\�p
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M(ω) =
{
a = (aij) : aij ∈ ωij

}
⊆M(Ω) =

{
b = (bij) : bij ∈ Ωij

}
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t
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