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¡#¢_£
H ¤ ¢e¥,¦�¢�§�¥�¨�¥ ¤�© ¢eª «�¬�«�ª £�¢_­�®�ª ¯0¢�«�¦�ª °�«�¥ ©�± °�¯0§ © ¢_²5³eª © ¤ ¢_¨�£@¦�§�¥ ± ¢�´ © ¢_£ L (H) ¤ ¢�£�µ�¢ C∗ ­�¥ © ¶ ¢ ¤ ¨�¥Q°�· ¤ °�¸�«�®�¢P®

© ª «�¢P¥�¨s°�§�¢_¨�¥�£�°�¨�¦e¥ ± £�ª « ¶ ª « H
´�¥�«�® © ¢_£ K (H) ¤ ¢e£�µ�¢e£�¹@°�­�¦�ª ®�¢P®Jª ®�¢P¥ © °�· ± °�¯0§�¥ ± £ © ª «�¢P¥�¨s°�§�¢_¨�¥�£�°�¨�¦�ª « L (H) º¡#¢_£

(E, ‖ · ‖E) ¤ ¢ ¥b¦q»�¯0¯0¢_£�¨�ª ± ¦�¢P¼�¸�¢�« ± ¢0¦�§�¥ ± ¢�´1¥�«�® © ¢_£ CE := {x ∈ K (H ) : {sn(x)}
∞
n=1 ∈ E} ¤ ¢0£�µ�¢§�¨�°�§�¢_¨�£�¹@°�­�¦�ª ®�¢P®Jª ®�¢P¥ © ª « L (H)

´�¹�µ�¢_¨�¢
{sn(x)}

∞
n=1

¥�¨�¢,£�µ�¢3¦�ª « ¶ ¸ © ¥�¨e½�¥ © ¸�¢�¦�°�·F¥ ± °�¯0§�¥ ± £s°�§�¢_¨�¥�£�°�¨ x º�¾ £�ª ¦¿ «�°P¹�«\£�µ�¥�£
CE

ª ¦s¥5À@¥�«�¥ ± µb¦q»�¯0¯0¢_£�¨�ª ± ª ®�¢P¥ © ¹�ª £�µJ¨�¢�¦�§�¢ ± £�£�°�£�µ�¢3«�°�¨�¯ ‖x‖CE
= ‖{sn(x)}

∞
n=1‖E ºÁ ¦q»�¯0¯0¢_£�¨�ª ± ª ®�¢P¥ © CE

ª ¦3¦�¥�ª ®b£�°0µ�¥P½�¢�¥0¸�«�ª ¼�¸�¢Q¦q»�¯0¯0¢_£�¨�ª ± ¦q£�¨�¸ ± £�¸�¨�¢Qª · CE = CF
´�£�µ�¥�£eª ¦

E = F
´�¯0°�®�¸ © °«�°�¨�¯Â¢P¼�¸�ª ½�¥ © ¢�« ± ¢�´�¹�µ�¢�«�¢�½�¢_¨ (CE, ‖ · ‖CE

)
ª ¦eª ¦�°�¯0°�¨�§�µ�ª ± £�° ¥�«�°�£�µ�¢_¨3¦q»�¯0¯0¢_£�¨�ª ± ª ®�¢P¥ © (CF , ‖ · ‖CF

) º Á £s£�µ�¢Ã,¢�«�£�ª «�£�¢_¨�«�¥�£�ª °�«�¥ ©F± °�«�·Ä¢_¨�¢�« ± ¢ °�«ÅÀ@¥�«�¥ ± µÅ¦�§�¥ ± ¢5£�µ�¢�°�¨�»Æ¥�«�®!ª £�¦�¥�§�§ © ª ± ¥�£�ª °�«�¦JÇ�Ã,¢�«�£P´'Èeµ�ª °�´ Á ¸ ¶ ¸�¦q£ ÉPÊ�Ë�Ê�Ì�´Á º�Í ¢ © ±�Î »�«�¦ ¿ »\§�°�¦q£�¢P® £�µ�¢3·Ä° © © °P¹�ª « ¶ §�¨�° ¤�© ¢�¯bÏÇ Í Ì@Ð3°�¢�¦�¢�½�¢_¨�»\¦q»�¯0¯0¢_£�¨�ª ± ª ®�¢P¥ © µ�¥P½�¢,¥�¸�«�ª ¼�¸�¢3¦q»�¯0¯0¢_£�¨�ª ± ¦q£�¨�¸ ± £�¸�¨�¢�ÑÒ@µ�ª ¦Q§�¨�° ¤�© ¢�¯^µ�¥�¦,§�°�¦�ª £�ª ½�¢0¦�° © ¸�£�ª °�«!·Ä°�¨5Ó ± µ�¥�£�£�¢�«�ª ®�¢P¥ © ¦ Cp, 1 6 p < ∞
ÇDÔ º Á ¨�¥ Î »!¥�«�®!Ô º ¡#ª «�®�¢�«�¦q£�¨�¥�¸�¦�¦�´ÉPÊ�Ë�Õ�Ì º×Ö °�¨\¥�¨ ¤ ª £�¨�¥�¨�»�¦q»�¯0¯0¢_£�¨�ª ± ª ®�¢P¥ © ¦ §�¨�° ¤�© ¢�¯ØÇ Í Ì�µ�¥�¦0«�°�£0»�¢_£ ¤ ¢�¢�«i¦�° © ½�¢P® º1Ù ¢ ± °�«�¦�ª ®�¢_¨\¥!½�¢_¨�¦�ª °�«i°�·§�¨�° ¤�© ¢�¯ÚÇ Í Ìe¨�¢�§ © ¥ ± ª « ¶ ¥�«Æª ¦�°�¯0°�¨�§�µ�ª ¦�¯ U : (CE, ‖ · ‖CE

) → (CF , ‖ · ‖CF
) ¤ »!¥b§�°�¦�ª £�ª ½�¢ © ª «�¢P¥�¨�¦�¸�¨�Ûq¢ ± £�ª ½�¢ª ¦�°�¯0¢_£�¨�» º�Ù ¢3¦�µ�°P¹T£�µ�¥�£�ª · F ª ¦s¥�¦q£�¨�°�« ¶�© »J¦q»�¯0¯0¢_£�¨�ª ± ¦�¢P¼�¸�¢�« ± ¢3¦�§�¥ ± ¢�´�£�µ�¢�«J¢�½�¢_¨�» §�°�¦�ª £�ª ½�¢ © ª «�¢P¥�¨s¦�¸�¨�Ûq¢ ± £�ª ½�¢ª ¦�°�¯0¢_£�¨�»

U : (CE , ‖·‖CE
) → (CF , ‖·‖CF

)
ª ¦	°�·�£�µ�¢F·Ä°�¨�¯

U(x) = u∗xu
´
x ∈ CE

´�¹�µ�¢_¨�¢
u ∈ L (H)

ª ¦1¥�¸�«�ª £�¥�¨�»
°�¨@¥�«�£�ª ¸�«�ª £�¥�¨�»�°�§�¢_¨�¥�£�°�¨ º�Ü ¦�ª « ¶ £�µ�ª ¦�®�¢�¦ ± ¨�ª §�£�ª °�«5°�·�§�°�¦�ª £�ª ½�¢ © ª «�¢P¥�¨�¦�¸�¨�Ûq¢ ± £�ª ½�¢�ª ¦�°�¯0¢_£�¨�ª ¢�¦�´�ª £Fª ¦F¢�¦q£�¥ ¤�© ª ¦�µ�¢P®�£�µ�¥�£¢_²�ª ¦q£�¢�« ± ¢,°�·1¦�¸ ± µb¥�«Jª ¦�°�¯0¢_£�¨�» U : CE → CF

ª ¯0§ © ª ¢�¦×£�µ�¥�£ (E, ‖ · ‖E) = (F, ‖ · ‖F ) º
ÝZÞ5ß�à1ÉPá º â�ã�ä Ë�É�å�æeç,è º â á�ÉPé º É º É�É ã Ê�ê ºë�ì�í�î#ï�ð�ì�íPñÄò�ì�ósô�õ�ö�÷�ï�ò�í\ø�ó ì�ùPùPñ ú1ò�ì�íPñ û�ü�ý�þ�ÿ���ÿ��Pà#ê ä ¡'Õ â ´�ê ä À@á�ê º�Jï�����û
	��'ù�à�¦q»�¯0¯0¢_£�¨�ª ± ª ®�¢P¥ © °�· ± °�¯0§�¥ ± £�°�§�¢_¨�¥�£�°�¨�¦�´�¸�«�ª ¼�¸�¢�«�¢�¦�¦#°�·�¥×¦q»�¯0¯0¢_£�¨�ª ± ¦q£�¨�¸ ± £�¸�¨�¢�´P§�°�¦�ª £�ª ½�¢Fª ¦�°�¯0¢_£�¨�» º

?FB,w�p�
���r�������
�n�r�p
d����

(c0, ‖·‖∞) � �������! "�
#%$'&(�!�)�)*+#,��-!.��!&/&10%�,2�34�� 4#,�,0 a = {ξn}
∞
n=1

-!."5%���!&1 �316 � ��5%07#,-
 �8���5)9��� ���%-�:���5%-1;
<�$4��5%�
‖a‖∞ = supn∈N |ξn| = N *+0��)$4�>0%���?-!.� "�!�)315��!&1 �316 � ��5%0A@AB�NC. a = {ξn}

∞
n=1 ∈ c0

;!�)$4�� 
�' 4-
 EDC*/ 4#�5%���
0)*/ 19F5%���!5)5��! 19���6G�� ��

a∗ = {ξ∗n}
-!.H�G0%�,2�34�� 4#,�

a
*+0I�G0%�,2�34�� 4#,�

{|ξn|}
*/ KJ1�,#�5%���
0)*/ 19

-
5%J1��5�B
cL 4-
 EDC:���5%-M&/*/ 4���!5N0)3 � 0)O"�
#,� E ⊂ c0

<�*/�)$P�I���! "�
#%$Q 4-
5)6
‖·‖E

*+07#��!&/&+�,J ~����Æ�����q��}��0~��)R��1�������
~��	������;4*S.��)$4�M#,-
 4JE*/�)*+-
 40

b ∈ E
;
a ∈ c0

;
a∗ 6 b∗

;1*/6'O1&/TP�)$"�!�
a ∈ E

�! 4J
‖a‖E 6 ‖b‖E

B
d����

H � ���U#,-
6'O1&+�AVP0%��O"�!5�� � &+��*/ EW4 1*/�%�ADXJE*/6G�� 40)*+-
 "�!&�H�*/& � ��5)�>0)O"�
#,�I�! 4JQ&+��� L (H) � �I�! C∗ D�!&/9�� � 5���-!.��!&/& � -
31 4J1�,JU&/*/ 4���!5�-
OY��5��!�%-
5%0��
#��)*/ 19�*/ H B�Z[�NJ1�� 4-
�%� � T K (H) = 5%�,0)OY�,#��)*/8���&/T�; F (H)
@

�)$4�\�X<H-!DX0)*+J1�,J]*+J1���!&?*/ 
L (H)

-!.��!&/&7#,-
6'O"�
#�� = 5%�,0)OY�,#��)*/8���&/T�;�W4 1*/�%�\5��! 1^4@�&/*/ 4���!5M-
OY��5��!�%-
5%0�B×NX�I*+0
±© â á�ÉPé Á ¯0ª «�°�½ À º!_Qº ´�è�µ�ª © ª «bæ º�¾�º
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<H��&/&�^  4-�<� �)$"�!�
F (H ) ⊂ I ⊂ K (H )

. -
5I�! �TFO15%-
OY��5��X<H-!DX0)*+J1�,J *+J1���!&
I

*/ 
L (H) = 0%�,��;E. -
5�AV4�!6'O1&+��;.6#4�71;	f?5%-
OY-�0)*/�)*+-
 98EB#41: @AB

NC.
(E, ‖·‖E)

*+07�I0)T 6'6G���)5)*+#�0%�,2�34�� 4#,��0)O"�
#,��;��)$4�� '�)$4��0%���
CE := {x∈K (H ) : {sn(x)}

∞
n=1∈

E}
*+07� O15%-
OY��5?�X<H-!DX0)*+J1�,J\*+J1���!&1*/ 

L (H)
;
<�$4��5%�

{sn(x)}
∞
n=1

�!5%�H�)$4�>0)*/ 19�31&(�!5?8��!&/34�,0?-!.
x = *CB ��B
�)$4���*/9��� �8��!&/34�,0'-!.

(x∗x)1/2
*/ J1�,#�5%���
0)*/ 19]-
5%J1��5A@;6#4�71;sG>$4�,-
5%��6<8EB =�:XBeNX �
J1JE*/�)*+-
 �;

(CE, ‖ · ‖CE
)
*+0

�Q���! "�
#%$]0)O"�
#,� <�*/�)$ 5%�,0)OY�,#����%-Q�)$4�  4-
5)6
‖x‖CE

= ‖{sn(x)}
∞
n=1‖E

6#4!>4;�]N$�B�3E;.?-3EB =�:XB�NX K�)$1*+0
#��
0%�I<H�M0��,TP�)$"�!�

(CE , ‖ · ‖CE
)
*+0��i~����Æ�����q��}���}��#�P��� = #A.)B@6#4�8E;�]N$�B	N�N�NA: @ABNX�N*+0N0��!*+JQ�)$"�!�

(CE , ‖ · ‖CE
)
�%-U$"�,8��Æ�!���1} R��1�J~����Æ�����q��}��\~��q���	���q������; *S.�<�$4�� 4��8���5

(CE , ‖ · ‖CE
)*+07*+0%-
6G-
5)O1$1*+#��%-\�! 4-
�)$4��5>0)T 6'6G���)5)*+# *+J1���!&

(CF , ‖ · ‖CF
)
;��)$4�� Q 4�,#,�,0%0��!5)*/&/T�;

CE = CF
;�*CB ��B

E = F
;

<�*/�)$ �,2�31*/8��!&+�� ��  4-
5)6G0�B
NX 9B �� ���]H-
 E. ��5%�� 4#,� = NX ��%��5) "�!�)*+-
 "�!&�]H-
 E. ��5%�� 4#,�\-
 K���! "�
#%$oR�O"�
#,�!G>$4�,-
5)TK�! 4J */�%0Jc�O1O1&/*+#�� D�)*+-
 40�;
B �� ���;@S�$1*+-1;1c�319�340)�C4�D/E�D�@A;Fc B	f ��&+#�:,T  40)^ TF5��!*+0%�,JF�)$4�I. -
&/&+-�<�*/ 19QO15%- � &+��6GF
= fH@1F1aI- �,0 ��8���5)TF0)T 6'6G���)5)*+# *+J1���!&�$"�,8�� � 31 1*+2�34�M0)T 6'6G���)5)*+#M0)�)5)34#��)315%��HNX I6 3�:N*/�M*+0MO15%-�8��,J �)$"�!� 0)T 6'6G���)5)*+#'*+J1���!&+0

Cp = Clp

;
1 6 p < ∞

;�$"�,8��G31 1*+2�34�Q0)T 6'6G���)5)*+#
0)�)5)34#��)315%��B1NX �
J1JE*/�)*+-
 �;KJ4B1c�5��!:,TPO15%-�8��,J = 0%�,��6 >4;F]H-
5%-
&/&(�!5)TL=EB D�: @H�)$4��. -
&/&+-�<�*/ 19M y�N#r"�ON�m ?FB
PQ�R&����
����������	� S�!�+�
�
���� +�T�Q,.&/ +�

E
%
�
���@���U�� +���V�Q&�	#�W&����RX��Q,.&/ +��	(�!�������Q,V�
	� ����

c0&���%;&C�Q,.&/ +�
E
%
�
���*���U�Y +���V�Q&�	#�9&� +���-,V'��������V���+%Z���RX��Q,.&/ +�[	(�!�������Q,V�
	� C���

l2
* �������

(CE , ‖ · ‖CE
)�V&O��&Z���
	��
�
�����
����������	� ��������
 ������!� 4

K�0)*/ 19��)$4��G>$4�,-
5%��6\47*/��*+0 ���
0)TI�%- O15%-�8��N�)$"�!��. -
5��)$4��d�-
5%�� ��):>*+J1���!&+0��)$4�7O15%- � &+��6 = fH@Y*+0 0%-
&/8��,JOY-�0)*/�)*/8���&/TM. -
5
q 6= 2 = 0%�,� R �,#��)*+-
 Z8 � ��&+-�<�@AB�NC. q = 2

;!�)$4�� Q�! 40)<H��57*+0?�!&+0%-IOY-�0)*/�)*/8�� = S B#RE�
J1-�8E0)^��,T���! 4JkU>B�R�31^�- #%$4��8 = 31 1O13 � &/*+0)$4�,J"@)@AB�c>���)$4�M0��!6G�M�)*/6G��;1. -
5I�!5 � */�)5��!5)T *+J1���!&+0��)$4� O15%- � &+��6 = fH@>$"�
0 4-
� T���� � �,�� 0%-
&/8��,J�BNX ]�)$1*+0 O"�!OY��5 <H�G#,-
 40)*+J1��5 �)$4�'8���5%0)*+-
 [-!.>O15%- � &+��6 = fH@ = <H�G#��!&/&?�)$4�'O15%- � &+��6 (P+)
@�*/ ]�)$4�

#��
0%��<�$4�� G*+0%-
6G-
5)O1$1*+0)6
U : (CE , ‖ ·‖CE

) → (CF , ‖ ·‖CF
)
*+0?5%��O1&(�
#,�,J � T\OY-�0)*/�)*/8�� &/*/ 4���!5 � * ])�,#��)*/8��*+0%-
6G���)5)T�B Z[�P0%-
&/8��Q�)$4�PO15%- � &+��6 (P+)

*/ �)$4�F#�&(�
0%0 -!.�0)�)5%-
 19�&/T 0)T 6'6G���)5)*+#P*+J1���!&+0\-!.�#,-
6'O"�
#��
-
OY��5��!�%-
5%0�B

^ BS_M�ON�zqnqmonqp�`1��naNUb
d����

p, q ∈ [1;∞)
;��! 4JF&+���

lp,q =

{
a = {ξn}

∞
n=1 ∈ c0 : ‖a‖p,q =

( ∞∑

n=1

(ξ∗n)
q
(
n

q
p − (n− 1)

q
p

)) 1

q

<∞

}

� �M�)$4�!d�-
5%�� ��):G0%�,2�34�� 4#,� 0)O"�
#,��B�NX��*+0�^  4-�<� K�)$"�!� (lp,q, ‖ · ‖p,q) *+0 �Q0)T 6'6G���)5)*+# 0%�,2�34�� 4#,� 0)O"�
#,�= 1 6 q 6 p <∞
@A;E*/ K�
J1JE*/�)*+-
 �;

lp,p = lp =

{
{ξn}

∞
n=1 ⊂ c0, ‖{ξn}‖p,p = ‖{ξn}‖p =

( ∞∑

n=1

|ξn|
p

) 1

p

<∞

}
.

NC.
1 < p < q < ∞

;"�)$4�� 
‖ · ‖p,q

*+0 �Q#,-
6'O1&+���%�\2�3"�
0)*/ 4-
5)6 -
 K�)$4�U8��,#��%-
5I&(�!�)�)*+#,�
lp,q c

6G-
5%�,-�8���5�;
-
 

lp,q
�)$4��5%� �AVE*+0)�%0G�K 4-
5)6

‖ · ‖(p,q)
;�<�$1*+#%$ �,2�31*/8��!&+�� ��G�%- �)$4� 2�3"�
0)*/ 4-
5)6

‖ · ‖p,q
;?0)34#%$ �)$"�!�

(lp,q, ‖ · ‖(p,q))
*+0��\0)T 6'6G���)5)*+#M0%�,2�34�� 4#,�M0)O"�
#,��6 =1;F]N$�B
>4;V?">�:XB

G>$4�>. -
&/&+-�<�*/ 19U*/6'OY-
5)���! ��NO15%-
OY��5)�XT'-!.Y�)$4� d�-
5%�� ��):�0%�,2�34�� 4#,� 0)O"�
#,��*+0?O15%-�8��,JG*/ '�)$4��O"�!OY��5"6 E�:XB
M y�N#r"�ON�m ^ B*PQ�

1 < p < ∞
*
1 6 q < ∞

* �������d��eO�����9	#�
f
�
	A���1gQ%/	#�����R��	����V&�'0 �'����!�+%$���RX��Q,.&/ +�
	#�
lp,q

�V&O��&W �'����!�+%Z���RX��Q,.&/ +�����V&
�2	(��	(�!�������Q,V�
	� h���
lq
4

]H-
 40)*+J1��5 �)$4��d�-
5%�� ��): 0)T 6'6G���)5)*+# *+J1���!&�*/ 
L (H)

J1�AW4 4�,J � TP�)$4�M�,2�3"�!&/*/�XT
Cp,q = {x ∈ K (H) : {sn(x)}

∞
n=1 ∈ lp,q},



3 8 � ��	#����e�� 4��!4 *�� �
	#'#	#�	� 4 P 4

�,2�31*/O1OY�,J <�*/�)$ �)$4�K 4-
5)6
‖x‖p,q = ‖{sn(x)}‖p,q

;
1 6 q 6 p < ∞ = 5%�,0)OY�,#��)*/8���&/T�; ‖x‖p,q =

‖{sn(x)}‖(p,q)
;1*S.

1 < p < q <∞
@AB

K�0)*/ 19!G>$4�,-
5%��6G0�4��! 4JZ8E;�<H��#��! Q9�*/8���� OY-�0)*/�)*/8���0%-
&/31�)*+-
 P-!.��)$4� O15%- � &+��6 = fH@ . -
5H0)T 6'6G���)5)*+#*+J1���!&
(Cp,q, ‖ · ‖p,q)

;
q 6= 2

B
M y�N#r"�ON�m�
×B
�S���

1 < p, q < ∞
*
q 6= 2

4 PQ�
(Cp,q, ‖ · ‖p,q)

	(�"	(�!�������Q,V�
	� W�������
����������	� �	�%
�!&�'
(CE , ‖ · ‖CE

)
* �������

Cp,q = CE
* 	 4 � 4

E = lp,q
*�� 	A��� �+�
��	Ae+&�'����V�2�������W� 4

C
NX�>*+0>^  4-�<� �)$"�!���)$4�bd�-
5%�� ��): 0%�,2�34�� 4#,�,0�0)O"�
#,�

(lp,q, ‖ · ‖p,q) = 5%�,0)OY�,#��)*/8���&/T�; (lp,q, ‖ · ‖(p,q)) @*+0P5%���"�AVE*/8�� *S.
1 < p, q < ∞

B�c� 4J �)$4�K#,-
 �] 319��!�%� 0)O"�
#,�
(lp,q)

∗ *+0P*+0%-
6G-
5)O1$1*+#K�%-
lr,s

;N<�$4��5%�
1 < r, s <∞

; 1
p +

1
r = 1

; 1
q +

1
s = 1 = 0%�,��;�. -
5��AV4�!6'O1&+��;�6 =1;1]N$�B
>4;K?0>4;'G>$4�,-
5%��6 >4B E�: @ABE�HTiG>$4�,-!D

5%��6G0�=EB �E;�=EB#4 4;6#4 4!: <H�M$"�,8��U�)$"�!���)$4��d�-
5%�� ��):'0)T 6'6G���)5)*+#M*+J1���!&
(Cp,q, ‖ · ‖p,q)

;
1 < p, q < ∞,

*+0
5%���"�AVE*/8��7�%- -1;,*/ �
J1JE*/�)*+-
 �; �)$4�7#,-
 �] 319��!�%�N0)O"�
#,�

(Cp,q)
∗ *+0�*+0%-
6G-
5)O1$1*+#7�%- Cr,s

;,<�$4��5%�
1 < r, s <∞

;
�! 4J 1

p + 1
r = 1

; 1
q + 1

s = 1
B�]H-
 40%�,2�34�� ��)&/T�;

(Cp,q, ‖ · ‖p,q)
;
1 < p, q < ∞,

J1- �,0\ 4-
�G#,-
 ����!*/ 
� 0)3 � 0)O"�
#,�G*+0%-
6G-
5)O1$1*+#Q�%- c0 B�K�0)*/ 19  4-�<ØG>$4�,-
5%��6G0Z4�;T8E; �! 4J[�)$4�G*/ 4�,2�3"�!&/*/�XT

q 6= 2
;�<H�G$"�,8��

�\OY-�0)*/�)*/8�� 0%-
&/31�)*+-
 -!.��)$4� O15%- � &+��6 = fH@AB Bd����
Sp,q

J1�� 4-
�%� �)$4� #�&+-�0%�,J 0)3 � 0)O"�
#,� -!.
Cp,q

#,-
 40)*+0)�)*/ 19 -!.P�!&/& � &+- #%^ JE*(�!9�-
 "�!&\6Q�!�)5)*+#,�,0
x =

JE*(�!9
{xk}

∞
k=1

<�*/�)$
xk

�
k × k

DC6Q�!�)5)*SV . -
5P�!&/&
k
BN�HTÂ]H-
5%-
&/&(�!5)TI=EB � 6 > :�*/ �)$4� #��
0%� <�$4�� 

Sp,q
*+0  4-
� *+0%-
6G-
5)O1$1*+#[�%-

Cp,q
�)$4�[���! "�
#%$ 0)T 6'6G���)5)*+#]*+J1���!&

Cp,q
$"�
0 � 31 1*+2�34�[0)T 6'6G���)5)*+#

0)�)5)34#��)315%��B@NX �! K31 1O13 � &/*+0)$4�,JKO"�!OY��5I-!.5S B×RE�
J1-�8E0)^��,T��F�! 4J�U>B@R�31^�- #%$4��8 */��*+0�O15%-�8��,JK�)$"�!� Sp,q*/� *+0� 4-
����6 � �,J1J1�,J */ ���! "�
#%$K0)O"�
#,�,0 Cp,q
;1*/ O"�!5)�)*+#�31&(�!5�;

Sp,q
*+0� 4-
� *+0%-
6G-
5)O1$1*+#M�%-

Cp,q
. -
5��!&/&

1 < p, q <∞
B	G>$4��5%�A. -
5%��;4*/ �)$4�M#��
0%�

q = 2
;1�)$4��G>$4�,-
5%��6 3\*+0��)5)34�I�%- -1B

R�*/ 4#,�I�)$4�����! "�
#%$ 0)O"�
#,�,0
(lp,q, ‖ · ‖p,q)

�! 4J
(lr,s, ‖ · ‖r,s)

�!5%��*+0%-
6G-
5)O1$1*+#I*S.��! 4JP-
 1&/TQ*S.
p = r

;
q = s = 0%�,� 6#4�7�: @A;�G>$4�,-
5%��6 3>*/6'O1&/*+�,0��)$4��. -
&/&+-�<�*/ 19�*+0%-
6G-
5)O1$1*+#H#�&(�
0%0)*SW"#��!�)*+-
 -!.1���! "�
#%$\0)T 6'6G���)5)*+#
*+J1���!&

(Cp,q, ‖ · ‖p,q)
B

x�r"��r�zqza`1��� ?FB
�S���
1 < p, q, r, s < ∞

4 ������� &��V&/ �� �Q,.&/ +���
(Cp,q, ‖ · ‖p,q)

&���%
(Cr,s, ‖ · ‖r,s)&��!�"	(�!�������Q,V�
	� "	#�Y&���%G���
' �$	#�

p = r
*
q = s

4
NX�M0)$4-
31&+J � �  4-
�%�,J �)$"�!� �)$4�'���! "�
#%$ 0)O"�
#,�

C2,2 = C2
*+0M�P0%��O"�!5�� � &+�<H�*/& � ��5)� 0)O"�
#,�G�! 4J */�

*+0U*+0%-
6G-
5)O1$1*+#Q�%-
l2 = l2,2

;�*/ O"�!5)�)*+#�31&(�!5�;
C2

$"�
0U&+- #��!&N31 4#,-
 4JE*/�)*+-
 "�!&�0)�)5)34#��)315%��BeU4-
5'�!&/&H-
�)$4��5
8��!5)*(�! ��%0N-!.Y�)$4��8��!&/34�,0N-!.Y�)$4��O"�!5��!6G���%��5%0

p
;
q
�)$4�0d�-
5%�� ��):I0)T 6'6G���)5)*+#�*+J1���!&

(Cp,q, ‖·‖p,q)
$"�
0? 4-
�

&+- #��!&E31 4#,-
 4JE*/�)*+-
 "�!&40)�)5)34#��)315%��6#4�3O:XB�R�*/ 4#,�������! "�
#%$\&(�!�)�)*+#,�>$"�
0?� &+- #��!&/&/TM31 4#,-
 4JE*/�)*+-
 "�!&40)�)5)34#��)315%��;
*/�U. -
&/&+-�< 0U�)$"�!�\0)O"�
#,�,0

lp,q
�! 4J

Cp,q
�!5%�Q 4-
�U*+0%-
6G-
5)O1$1*+#�; *S.

1 6 p, q < ∞
;
p 6= 1

�! 4J
q 6= 2

;
-
5
p 6= 2

B
aI�AW4 4�'*/ 

K (H) = 5%�,0)OY�,#��)*/8���&/T�;�*/ c0 @��)$4�ÅHI�!5%JET���d�*/�)�)&+��<H- - J���f -
&/T�� O"�!5)�)*(�!&N-
5%J1��5 x ≺≺ y
= 5%�,0)OY�,#��)*/8���&/T�; {ξ}∞n=1 ≺≺ {η}∞n=1

@A;E*S.
k∑

n=1

sn(x) 6
k∑

n=1

sn(y)

( 5%�,0)OY�,#��)*/8���&/T�; k∑

n=1

ξ∗n 6

k∑

n=1

η∗n

)
∀ k ∈ N.

NX��*+0 #�&+���!5 �)$"�!�
x ≺≺ y ⇔ {sn(x)}

∞
n=1 ≺≺ {sn(y)}

∞
n=1

B
G>$4��HI�!5%JET���d�*/�)�)&+��<H- - J���f -
&/T��QO"�!5)�)*(�!&�-
5%J1��5 $"�
0 �)$4��. -
&/&+-�<�*/ 19Q*/6'OY-
5)���! ���O15%-
OY��5)�XT
_M��r��QrKb�n(
�n�r�pÚ? 6 D1;×f?5%-
OY-�0)*/�)*+-
 8EB#41:�B PQ�

x, y ∈ K (H)
*
x = x∗

*
y > 0

* &���%
−y 6 x 6 y

*
�������

x ≺≺ y
4

c 0)T 6'6G���)5)*+#�*+J1���!& = � 0)T 6'6G���)5)*+# 0%�,2�34�� 4#,�I0)O"�
#,� @ (CE , ‖ · ‖CE
) = 5%�,0)OY�,#��)*/8���&/T�; (E, ‖ · ‖E) @7*+0#��!&/&+�,J � ~��q�P������� � ~����Æ�����q��}��<}��#�P��� = 5%�,0)OY�,#��)*/8���&/T�;�� ~��q�P������� �T~����Æ�����q��}��Æ~��)R��1��������~i~��	�����%@I*S.>�)$4�#,-
 4JE*/�)*+-
 

x ≺≺ y, x, y ∈ CE = 5%�,0)OY�,#��)*/8���&/T�; a ≺≺ b, a, b ∈ E
@I*/6'O1&/*+�,0 �)$"�!�

‖x‖CE
6 ‖y‖CE= 5%�,0)OY�,#��)*/8���&/T�; ‖a‖E 6 ‖b‖E

@ABQNX�G*+0Q#�&+���!5Q�)$"�!�P�]0)T 6'6G���)5)*+# *+J1���!&
(CE, ‖ · ‖CE

)
*+0P�]0)�)5%-
 19�&/T

0)T 6'6G���)5)*+#�*+J1���!&�*S. �! 4JQ-
 1&/TG*S.��M0)T 6'6G���)5)*+#�0%�,2�34�� 4#,��0)O"�
#,�
(E, ‖ · ‖E)

@�*+0>�M0)�)5%-
 19�&/TQ0)T 6'6G���)5)*+#
0%�,2�34�� 4#,�M0)O"�
#,��B



���������
	��
�
�����������������������
����������	� ��������
 ������!�"	#�$	�%
�!&�'(�)���* +���-,.&/ ��0�1,2���1&
������� 3 3

G>$4��f?5%-
OY-�0)*/�)*+-
 d4 */6'O1&/*+�,0��)$4�I. -
&/&+-�<�*/ 194B
x�r"��r�zqza`1��� ^ B��S���

(CE , ‖ · ‖CE
)
X
��&������!�����/' �$���
����������	� 	�%
�!&�' 4 PQ�

x, y ∈ CE
*
y > 0

*
x∗ = x&���%

−y 6 x 6 y
* �������

‖x‖CE
6 ‖y‖CE

4


×B��$NUb�����n ��
�n�r�pLr�� �QrKb�n(
�n�tVN�nab�r�m N�
���naNUbÅr�� b �smom N�
���n �Tn �TNU`1zab
NX \�)$1*+0?0%�,#��)*+-
 '<H�>9�*/8�� ��J1�,0%#�5)*/O1�)*+-
 Q-!.�OY-�0)*/�)*/8��H&/*/ 4���!5 � * ])�,#��)*/8��>*+0%-
6G���)5)T U : (CE, ‖·‖CE

) →
(CF , ‖ · ‖CF

)
;E<�$4�� 

CF
*+0 �'0)�)5%-
 19�&/TF0)T 6'6G���)5)*+# *+J1���!&CB

G>$4��. -
&/&+-�<�*/ 19�f?5%-
OY-�0)*/�)*+-
 �,0)��� � &/*+0)$4�,0�OY-�0)*/�)*/8 */�XTP-!. �)$4�I*/ �8���5%0%�I6Q�!O1O1*/ 19Q-!. OY-�0)*/�)*/8��I0)315�])�,#AD�)*/8�� *+0%-
6G���)5)T�B
_M��r��QrKb�n(
�n�r�p ^ B��S���

(CE, ‖ · ‖CE
)
X
�"&-���
����������	� 0	�%
�!&�'T&���%�'����

(CF , ‖ · ‖CF
)
X
��&-�����!�����/' �

���
����������	� )	�%
�!&�' 4 �S���
U : CE → CF

X
�-&-,2����	A��	AeO��'#	#���!&��)�������+�+ ���	AeO�)	(�!����������� 4 �������d&�� 	(�!�������Ag
���
U−1 	(��&�'(�!��,2����	A��	AeO� 4

C
d����

x ∈ CE
�! 4J

U(x) > 0
BQR�*/ 4#,�

U
*+0G� OY-�0)*/�)*/8��F0)315�])�,#��)*/8��F6Q�!O1O1*/ 19[*/� . -
&/&+-�< 0'�)$"�!�

U(y∗) = U(y)∗
. -
5G�!&/&

y ∈ CE
B3H��� 4#,�

x∗ = x
B3d����

x+
�! 4J

x− � �F� OY-�0)*/�)*/8�� �! 4J  4��9��!�)*/8��
O"�!5)�%0�-!.?�! -
OY��5��!�%-
5

x
B'NX�>*+0�#�&+���!5��)$"�!�

x+, x− ∈ CE
B'NC.

x+ = 0
;E�)$4�� 

U(x) 6 0
B1]H-
 40%�,2�34�� ��)&/T�;

U(x) = 0
;E<�$1*+#%$ */6'O1&/*+�,0

x = 0
B

d����  4-�<
x+ 6= 0

B�R ���
y1 = U(x+)

�! 4J
y2 = U(x−)

B1Z[� $"�,8�� �)$"�!�
y1 > 0, y2 > 0

�! 4J
y = y1 − y2 = U(x) > 0.

NX �
J1JE*/�)*+-
 �;
y1 + y2 = U(|x|)

�! 4J
‖U(|x|)‖CF

= ‖ |x| ‖CE
= ‖x‖CE

.
K�0)*/ 19'6Q�!�)$4��6Q�!�)*+#��!&�*/ 4JE34#��)*+-
 �;4<H�M0)$4-�< �)$"�!�

‖x+ + kx−‖CE
= ‖y1 + ky2‖CF

6 ‖x‖CE
= 4 @

. -
5 �!&/&
k ∈ N

B�NC.
k = 1

;"�)$4�� �)$4�U*/ 4�,2�3"�!&/*/�XT = 4 @�*+0I- � 8 *+-
340�B�R�31O1OY-�0%�U�)$"�!��*/�I*+0��)5)34�U. -
5 k = n
B

G>$4�� 
−(y1 + ny2) 6 (y1 − y2)− ny2 = y1 − (n+ 1)y2 6 y1 + ny2.�HTTf?5%-
OY-�0)*/�)*+-
 4U<H�U$"�,8��U�)$"�!�

y1 − (n + 1)y2 ≺≺ y1 + ny2
B@R�*/ 4#,�

(CF , ‖ · ‖CF
)
*+0I�Q0)�)5%-
 19�&/T

0)T 6'6G���)5)*+# *+J1���!&�*/�>. -
&/&+-�< 0 �)$"�!� = 0%�,��]H-
5%-
&/&(�!5)TG8�@

‖y1 − (n+ 1)y2‖CF
6 ‖y1 + ny2‖CF

6 ‖x‖CE
.

G>$�340
‖y1 + (n+ 1)y2‖CF

= ‖x+ + (n+ 1)x−‖CE
= ‖ |x+ − (n+ 1)x−| ‖CE

= ‖x+ − (n+ 1)x−‖CE
= ‖y1 − (n+ 1)y2‖CF

6 ‖x‖CE
.

G>$4��5%�A. -
5%� �)$4� */ 4�,2�3"�!&/*/�XT = 4 @H$4-
&+J10>. -
5��!&/& k ∈ N
BFR�*/ 4#,�

k‖x−‖CE
6 ‖x+ + kx−‖CE

6 ‖x‖CE

. -
5��!&/&
k ∈ N,

*/�>. -
&/&+-�< 0 �)$"�!�
‖x−‖CE

= 0
;1�)$"�!� *+0

x > 0
B
B

�
	��
���������,G>$4�PO15%- -!.�-!.bf?5%-
OY-�0)*/�)*+-
 8 *+0'�! "�!&+-
9�-
340'�%-K�)$4�PO15%- -!.�-!.JG>$4�,-
5%��6 4P*/ 6#41:X;
<�$4��5%� �)$4� OY-�0)*/�)*/8 */�XTF-!.��)$4� */ �8���5%0%� 6Q�!O1O1*/ 19G. -
5�*+0%-
6G���)5)*+�,0�-!.?���! "�
#%$ &(�!�)�)*+#,�,0 *+0 �,0)��� � &/*+0)$4�,J�B

M y�N#r"�ON�m���B �S���
(CE , ‖ · ‖CE

)
X
�h&����
����������	� �	�%
�!&�'�&���%9'����

(CF , ‖ · ‖CF
)
X
��&������!�����/' �

���
����������	� 	�%
�!&�' 4 �S���
U : CE → CF

X
� &d,2����	A��	AeO� '#	#���!&�� �������+�+ ���	AeO� 	(�!����������� 4 �������
U(p)



3O> � ��	#����e�� 4��!4 *�� �
	#'#	#�	� 4 P 4

(
�!���Q,2�+ ���	AeO��' � *

U−1(e))
	(�Z&�� �����1gQ%/	#�����R��	����V&�'0,V�!� �+�+ ���	���� �Q���Z&�� � �����1gQ%/	#�����R��	����V&�'�,V�!� �+�+ ���	����

p ∈ F (H) (
�!���Q,2�+ ���	AeO��' � *

e ∈ F (H))
4

C
R�31O1OY-�0%�N�)$"�!�

U(p) = y
*+0  4-
�?� 5��! 1^;4H-
OY��5��!�%-
5�B�R�*/ 4#,�

y > 0
;
y ∈ CF

*/� . -
&/&+-�< 0 �)$"�!���)$4��5%�
�AVE*+0)�UO"�!*/5)<�*+0%�F-
5)�)$4-
9�-
 "�!&�-
 4�ADXJE*/6G�� 40)*+-
 "�!&>O15%-O])�,#��)*+-
 40

q1, q2 ∈ F (H)
�! 4J OY-�0)*/�)*/8��G �316 � ��5%0

λ1
;
λ2

0)34#%$ �)$"�!�
0 < λ1q1 + λ2q2 6 y

B1�HT�f?5%-
OY-�0)*/�)*+-
 8 <H� $"�,8�� �)$"�!�
0 < U−1(λ1q1 + λ2q2) 6 U−1(y) = p.

NC.
U−1(qi) = xi

; �)$4�� 
0 < λixi 6 p

;
i = 1, 2

B�R�*/ 4#,�
p
*+0��! \-
 4�ADXJE*/6G�� 40)*+-
 "�!&1O15%-O])�,#��)*+-
 �;!*/��. -
&/&+-�< 0

�)$"�!�
λixi = γip

. -
5 0%-
6G�
γi > 0

B�]H-
 40%�,2�34�� ��)&/T�;
qi = U(xi) = U(λi

γi
p) = λi

γi
y
;
i = 1, 2

;4<�$1*+#%$ *+0
*/6'OY-�0%0)* � &+��; � �,#��!340%� q1q2 = 0

B
G>$4��5%�A. -
5%��;

U(p) = λq
. -
5�0%-
6G� -
 4�ADXJE*/6G�� 40)*+-
 "�!&�O15%-O])�,#��)*+-
 

q
�! 4J OY-�0)*/�)*/8��I �316 � ��5 λ BM�-�< 340)*/ 19G�)$4�I*/ 4�,2�3"�!&/*/�)*+�,0

1 = ‖p‖CE
= ‖U(p)‖CF

= λ‖q‖CF
= λ,

<H� $"�,8��M�)$"�!�
λ = 1

B�]H-
 40%�,2�34�� ��)&/T�;
U(p) = q

B
R�*/6'*/&(�!5)&/T

U−1(e)
*+0 �! -
 4�ADXJE*/6G�� 40)*+-
 "�!&\O15%-O])�,#��)*+-
 . -
5 �! �T -
 4�ADXJE*/6G�� 40)*+-
 "�!& O15%-O])�,#��)*+-
 

e ∈ F (H)
B
Bx�r"��r�zqza`1��� 
×B��S���

(CE , ‖·‖CE
)
*
(CF , ‖·‖CF

)
&���%

U : CE → CF
X
�������S�1&����*&O�.	#�G�����+���!���

4
4

�������
U(F (H)) = F (H)

4
c &/*/ 4���!5 � * ])�,#��)*/8��L6Q�!O1O1*/ 19

ϕ : L (H) → L (H)
*+0 #��!&/&+�,J �! ������P�����Ø}�~����<�����F|#}�~��';

*S.
ϕ(x2) = (ϕ(x))2

�! 4J
ϕ(x∗) = (ϕ(x))∗

. -
5P�!&/&
x ∈ L (H)

B�NC.
ϕ : L (H) → L (H)

*+0P�! 
J�-
5%J4�! *+0%-
6G-
5)O1$1*+0)6 ;1�)$4�� F�)$4��5%� �AVE*+0)�%0��! 31 1*/���!5)TP-
5 �! �! ��)*/31 1*/���!5)T -
OY��5��!�%-
5

u ∈ L (H)
0)34#%$

�)$"�!�
ϕ(x) = u∗xu

. -
5��!&/&
x ∈ L (H) = 0%�,��; . -
5 �AV4�!6'O1&+��;.6 �1;F]N$�BK3E;V?�3EB 8EB#41: @ABd����

H � � �
k
DXJE*/6G�� 40)*+-
 "�!&]#,-
6'O1&+�AV H�*/& � ��5)� 0)O"�
#,��B�NX �)$1*+0 #��
0%�

L (H) = K (H)
B

NC.
(E, ‖ · ‖E) ⊂ c0

*+0��'0)T 6'6G���)5)*+#M0%�,2�34�� 4#,� 0)O"�
#,��;1�)$4�� �)$4� 0%���
CE(k) := {x ∈ K (H) : {s1(x), . . . , sk(x), 0, . . . } ∈ E} = L (H)

*+0��
k
DXJE*/6G�� 40)*+-
 "�!&�0)*/6'6G���)5)*+#M0)O"�
#,�I<�*/�)$ 5%�,0)OY�,#�� �%-\�)$4�  4-
5)6

‖x‖CE(k) = ‖{s1(x), . . . , sk(x), 0, . . . }‖E .

K�0)*/ 19 �)$4�KJ1�,0%#�5)*/O1�)*+-
 -!.\�!&/&IOY-�0)*/�)*/8�� &/*/ 4���!5 0)315�])�,#��)*/8��K*+0%-
6G���)5)*+�,0 -!. 0)�)5%-
 19�&/T 0)T 6'6G���)5)*+#
0)O"�
#,�,0

E(M, τ)
*/ [�)$4�Q#��
0%�Q�PW4 1*/�%�G8�-
 oM���316Q�! 1 �!&/9�� � 5�� M �! 4J �PW4 1*/�%�G�)5��
#,�

τ
6 �1;�G>$4�,-!D

5%��6 3EB#41:X;1<H� $"�,8�� �)$4�I. -
&/&+-�<�*/ 19
M y�N#r"�ON�m =@B �S���

(E, ‖·‖E) ⊂ c0
X
�Y& ���
����������	� 2�!�+�
�
���� +�2�Q,.&/ +� � 	A���W& �����!�����/' �h���
����������	� 

������� 4 �S���
U :

(
CE(k), ‖ · ‖CE(k)

)
→
(
CE(k), ‖ · ‖CE(k)

) X
�*&Y,2����	A��	AeO�S'#	#���!&��S�������+�+ ���	AeO�2	(�!����������� 4
������� �������!�-���5	(��� �)&����U���!%5&��9	(�!�������Q,V�
	(���

ϕ : L (H) → L (H)
���
 �� ���V&
�

U(x) = ϕ(x)
�Q���)&�'#'

x ∈ CE(k) = L (H)
4 PQ�;,.&�����	� ���'a&�� *

U(x)U(y) = U(y)U(x)
	#�Y&���%G���
' �$	#�

xy = yx
4

G>$4� . -
&/&+-�<�*/ 19 G>$4�,-
5%��6 9�*/8��,0 � J1�,0%#�5)*/O1�)*+-
 -!. OY-�0)*/�)*/8�� &/*/ 4���!5 � * ])�,#��)*/8�� *+0%-
6G���)5)*+�,0
U : (CE, ‖ · ‖CE

) → (CF , ‖ · ‖CF
)
;1<�$4�� 

CF
*+0��\0)�)5%-
 19�&/T 0)T 6'6G���)5)*+# *+J1���!&CB

M y�N#r"�ON�m�� = #A.)B�6 8E;�4 �O: @�B �S��� (CE, ‖ · ‖CE
)
X
� & ���
����������	� d	�%
�!&�'�&���%

(CF , ‖ · ‖CF
)X
�$& �����!�����/' � ���
����������	� Z	�%
�!&�' 4 �S���

U : CE → CF
X
�$&$,2����	A��	AeO�Z'#	#���!&��Z�������+�+ ���	AeO��	(�!����������� 4

������� �������!�����5	(��� �C&�� ���
	A�Q&���� ���C&��V��	A���
	A�Q&���� �1,2���1&
�����
u ∈ L (H)

���
 �� ���V&
�
U(x) = u∗xu

�Q���
&�'#'

x ∈ CE
4

C
�HT f?5%-
OY-�0)*/�)*+-
 \8 <H� $"�,8�� �)$"�!� �! */ �8���5%0%� *+0%-
6G���)5)T

U−1 *+0 �!&+0%- � OY-�0)*/�)*/8�� 6Q�!O�B
d����

p, e, q, f ∈ F (H) � � �! -
 4�ADXJE*/6G�� 40)*+-
 "�!&MO15%-O])�,#��)*+-
 40 0)34#%$ �)$"�!�
U(p) = q

;
U(e) = f

= 0%�,��G>$4�,-
5%��6 > @AB1NC.
p · e = 0

;1�)$4�� � T�G>$4�,-
5%��6 = <H� $"�,8��M�)$"�!�
q · f = 0

B



���������
	��
�
�����������������������
����������	� ��������
 ������!�"	#�$	�%
�!&�'(�)���* +���-,.&/ ��0�1,2���1&
������� 3 =

d����
{pn}

k
n=1 ⊂ F (H) � � �[O"�!*/5)<�*+0%�]-
5)�)$4-
9�-
 "�!&M-
 4�ADXJE*/6G�� 40)*+-
 "�!& O15%-O])�,#��)*+-
 40 �! 4J

x =∑k
n=1 λnpn ∈ F (H)

;
λn ∈ R

;
n = 1, . . . , k

BFR�*/ 4#,�
U(pn) ·U(pm) = 0

;
n 6= m

;
n,m = 1, . . . , k,*/�>. -
&/&+-�< 0 �)$"�!�

U(x2) = U

(
k∑

n=1

λ2npn

)
=

k∑

n=1

λ2nU(pn) = U(x)2

�! 4J
tr(U(x)) =

k∑

n=1

λntr(U(pn)) =

k∑

n=1

λn = tr(x).

G>$4��5%�A. -
5%�
U(x2) = U(x)2

�! 4J
tr(U(x)) = tr(x)

. -
5K�!&/&
x∗ = x ∈ F (H)

BbNX �
J1JE*/�)*+-
 �;
U
*+0�� � * ])�,#��)*+-
 -!.��)$4�M0%��� P(H)

-!.7�!&/&�-
 4�ADXJE*/6G�� 40)*+-
 "�!&�O15%-O])�,#��)*+-
 40�B
NC.
p, e, q, f ∈ P(H)

�! 4J
U(p) = q

;
U(e) = f

; �)$4�� 

2tr(pe) = tr(pe) + tr(ep) = tr
(
(p+ e)2 − p− e

)
tr
(
U
(
(p+ e)2

))
− 2

= tr
(
U
(
(p+ e)2

))
− 2 = tr

(
(q + f)2

)
− 2 = 2tr(qf).

]H-
 40%�,2�34�� ��)&/T�;
tr(pe) = tr(U(p)U(e))

. -
5>�!&/&
p, e ∈ P(H)

B#M�-�< 340)*/ 19�G>$4�,-
5%��6 3EB 8EB �W6 �1;�]N$�B
3E;
?03EB 8�:Y<H��9����N�)$"�!�H�)$4��5%���AVE*+0)�%0H�! P31 1*/���!5)TQ-
5>�! ��)*/31 1*/���!5)TP-
OY��5��!�%-
5

u
0)34#%$P�)$"�!�

U(p) = u∗pu
. -
5

�!&/&
p ∈ P(H)

BFG>$�340
U(x) = u∗xu

. -
5��!&/&
x ∈ F (H)

B
d����

0 6 x ∈ CE
�! 4J

0 6 xn ∈ F (H) � �>0)34#%$G�I0%�,2�34�� 4#,�H�)$"�!� xn ↑ x
B�R�*/ 4#,�

U : CE → CE
*+0

�! -
5%J1��5�*+0%-
6G-
5)O1$1*+0)6 = 0%�,��f?5%-
OY-�0)*/�)*+-
 h8�@Y*/��. -
&/&+-�< 0��)$"�!� u∗xnu = U(xn) ↑ U(x)
B�]H-
 40%�,2�34�� ��)&/T�;

U(x) = u∗xu
. -
5��!&/&

x ∈ CE
B
B

��B2_�N�z ��yenqp�b�� � � ��r��3zaN�m���n(
�yL�ONUb �YN���
 �QrKb�n(
�n�tVN�nab�r�m N�
���naNUb
]H-
 40)*+J1��5  4-�< �)$4�I. -
&/&+-�<�*/ 19Q8���5%0)*+-
 -!.�O15%- � &+��6 = fH@1F
(P+)

F�d����
(CE, ‖·‖CE

)
�! 4J

(CF , ‖·‖CF
)
�!5%��0)T 6'6G���)5)*+#>*+J1���!&+0N�! 4J\&+���7�)$4��5%���AVE*+0)�%07��OY-�0)*/�)*/8��

*+0%-
6G���)5)T
U : (CE , ‖ · ‖CE

) → (CF , ‖ · ‖CF
)
B1N 0>*/� �)5)34� �)$"�!���)$4�� 

(E, ‖ · ‖E) = (F, ‖ · ‖F )
H

�>��&+-�< <H�\9�*/8��'�F0%-
&/31�)*+-
 ]-!.H�)$4� O15%- � &+��6 (P+)
. -
5I�)$4�\#�&(�
0%0 -!.>0)�)5%-
 19�&/TK0)T 6'6G���)5)*+#\*+J1���!&+0

-!.?#,-
6'O"�
#���-
OY��5��!�%-
5%0�B
M y�N#r"�ON�m A�B �S���

(CE , ‖ · ‖CE
)
X
�h&����
����������	� �	�%
�!&�'�&���%9'����

(CF , ‖ · ‖CF
)
X
��&������!�����/' �

���
����������	� �	�%
�!&�' 4 �S���
U : CE → CF

X
�"&",2����	A��	AeO��'#	#���!&����������+�+ ���	AeO�0	(�!����������� 4 �������
(E, ‖ · ‖E) =

(F, ‖ · ‖F )
4

C
�HT G>$4�,-
5%��6 �\�)$4��5%�U�AVE*+0)�%0��! 31 1*/���!5)T -
5��! K�! ��)*/31 1*/���!5)T -
OY��5��!�%-
5

u ∈ L (H)
0)34#%$ �)$"�!�

U(x) = u∗xu
. -
5��!&/&

x ∈ CE
B�U *SV �! \-
5)�)$4-
 4-
5)6Q�!& � �
0)*+0 {ψn}

∞
n=1

*/ '� 0%��O"�!5�� � &+��H�*/& � ��5)��0)O"�
#,� H B
d����

pn ∈ P(H)
;
pn(ψn) = ψn

;
n ∈ N

B�]H-
 40)*+J1��5?5%���!&10)3 � 0)O"�
#,� GE = {x =
∑∞

n=1 ξnpn : ξn ∈ R
;

x ∈ CE}
*/ �)$4� 0)O"�
#,�

(CE , ‖ · ‖CE
)
B	NX��*+0 #�&+���!5��)$"�!�

{ξn}
∞
n=1 ∈ E

�! 4J
‖x‖CE

= ‖{ξn}‖E
. -
5��!&/&

x =
∑∞

n=1 ξnpn ∈ GE
B�]H-
 40%�,2�34�� ��)&/T�;Y�)$4� #,-
5)5%�,0)OY-
 4J1�� 4#,�

GE 3 x ↔ {ξn} ∈ E
*+J1�� ��)*SW"�,0 �)$4�

���! "�
#%$K0)O"�
#,�,0
(GE , ‖ · ‖CE

)
�! 4J

(E, ‖ · ‖E)
B

R�*/ 4#,�
u
*+0\�! 31 1*/���!5)T -
5\�! ��)*/31 1*/���!5)T -
OY��5��!�%-
5 */�M. -
&/&+-�< 0 �)$"�!�

υn = u∗ψnu
;
n ∈ N

;�*+0\�! 
-
5)�)$4-
 4-
5)6Q�!& � �
0)*+0 */ �kH�*/& � ��5)� 0)O"�
#,� H Bsd����

qn ∈ P(H), qn(υn) = υn
;
n ∈ N

B3R ���
GF ={

x =
∑∞

n=1 ηnqn : ηn ∈ R
;
x ∈ CF

} B1NX� *+0�#�&+���!5��)$"�!���)$4�M#,-
5)5%�,0)OY-
 4J1�� 4#,�
GF 3 x ↔ {ηn} ∈ F*+J1�� ��)*SW"�,0'�)$4�F���! "�
#%$ 0)O"�
#,�,0

(GF , ‖ · ‖CF
)
�! 4J

(F, ‖ · ‖F )
BQR�*/ 4#,�

GF = u∗GEu
<H�F9����\�)$"�!�

(E, ‖ · ‖E) = (F, ‖ · ‖F )
B
B
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ÍJÎGÏ0Ð
Ñ

H � Ï0Ò.Ó�Ô�ÕNÔ�Ö
Ò.×�Ñ
ØNÙ
Ò,Ö
Ò0Ï0Ú>Ù�ØNÒ.Û�ØNÙ
ÜSÒ0Õ6ØNÙ
ÒAÚ>Ù
Ü�Ó�×NÒ0Ú>Ï.ØNÙ
ÒlÝ0Þ�×�ÑKÖ
Ò0Õ�ÐKÙ�ßKÙ�ÓNÕ�Ù
Ï0ÐKÕNÔ	ØNÏ0Ð
ßKÙ�´ L (H) � C∗ ­DÔ	×�­Ý@Ò0Ö
ÕNÔfÙ�Ý@ÕNÔ	Ø�Þ�ÛNÒ.Ø�Ø�à,á�×�Þ�ØNÒ.â�Ø�à,á�Ù�ÓNÒ0ÕNÔ�ÐKÙ
Õ�Ù�ß�´
ã�Ò.âNÏ0Ð
ß
Î6ä!åfÞ�á$ß
H
´
K (H) � ãNß
ÎGÏ0ÐKÙ
Õ�Ù�Ø�Ø�Þ�â�Þ6ã�Ò@Ô	×�ß L (H)ßKÏ0Ò.ájÚ>Ù
Ü�Ó�Ô�Ú�Ð
Ø�à,á Ù�ÓNÒ0ÕNÔ�ÐKÙ
Õ�Ù�ß º ÍJÎGÏ0Ð
Ñ (E, ‖ · ‖E) � Ï.ÞNÜSÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Û�ØNÙ
Ò�ÓNÕ�Ù
Ï0ÐKÕNÔ	ØNÏ0Ð
ßKÙ�ÓNÙ
Ï.×NÒ�ã�Ù�ßGÔ�ÐKÒ.×�Ñ
ØNÙ
Ï0ÐKÒ.â�´

CE := {x ∈ K (H ) : {sn(x)}
∞
n=1 ∈ E} � Ï0Ù
Ö
Ï0Ð
ßKÒ.Ø�Ø�à,âbãNß
ÎGÏ0ÐKÙ
Õ�Ù�Ø�Ø�Þ�âZÞ6ã�Ò@Ô	×bß L (H)

´#ÓNÙ
Õ�Ù	æ$ã�Ò.Ø�Ø�à,â
(E, ‖ · ‖E)

´KÝ3ã�Ò
{sn(x)}

∞
n=1

Ï.Þ�Ø�Ý0Î�×Nç6Õ6Ø�à?ÒAÛ�ÞNÏ.×�ÔJÚ>Ù
Ü�Ó�Ô�Ú�Ð
ØNÙ�Ý@Ù$Ù�ÓNÒ0ÕNÔ�ÐKÙ
ÕNÔ
x ºKèfé ßKÒ0Ï0Ð
ØNÙ�´KÛNÐKÙ CE � ÖKÔ	Ø�Ô	áGÙ�ßÏ.ÞNÜSÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Û�Ø�à,â�Þ6ã�Ò@Ô	×RÙ
Ð
ØNÙ
Ï.ÞNÐKÒ.×�Ñ
ØNÙ�ØNÙ
Õ�Ü�à

‖x‖CE
= ‖{sn(x)}

∞
n=1‖E º
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�>Ù�ßKÙ
Õ>ç6Ð�´>ÛNÐKÙ�Ï.ÞNÜSÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Û�Ø�à,â�Þ6ã�Ò@Ô	×
CE
ÞNÜSÒ0Ò0Ð�Ò�ãNÞ�ØNÏ0Ð
ßKÒ.Ø�Ø�Î6ä+Ï.ÞNÜSÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Û�Ø�Î6ä^Ï0ÐKÕ6Î6Ú�Ð
Î6Õ6Î�´KÒ0Ï.×�ÞjØ�Ô	×�Þ�Û�ÞNÒ

Þ é Ù
ÜSÙ
Õ���Þ é ÜlÔ$Þ é (CE, ‖ · ‖CE
)
Ø�ÔJã�Õ6Î>Ý@Ù�â Ï.ÞNÜSÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Û�Ø�à,â�Þ6ã�Ò@Ô	×

(CF , ‖ · ‖CF
)
Ù
Ö	ç é Ô�ÐKÒ.×�Ñ
ØNÙ$ß
×NÒ.ÛNÒ0Ð$ÕNÔ	ßKÒ.Ø�­Ï0Ð
ßKÙ

CE = CF
´9Ð º Ò º E = F

´9Ï�ÐKÙ�Û�ØNÙ
Ï0Ð
ÑKä ã�Ù��0Ú6ß
Þ�ßGÔ	×NÒ.ØNÐ
Ø�à,áRØNÙ
Õ�Ü º�� Ô�ÜSÒ0æ$ãNÎ>Ø�Ô�Õ�Ù0ãNØNÙ�â5Ú>Ù�Ø��!Ò0Õ�Ò.Ø	��Þ�ÞÓNÙ�ÐKÒ0Ù
Õ6Þ�ÞYÖKÔ	Ø�Ô	áGÙ�ß
à,áRÓNÕ�Ù
Ï0ÐKÕNÔ	ØNÏ0Ð
ß�ÞFÞ�á�ÓNÕ6Þ�×NÙ	æ$Ò.Ø�Þ�âÅÇ�Ã,¢�«�£P´�Èeµ�ª °�´ Á ¸ ¶ ¸�¦q£�ÉPÊ�Ë�Ê�Ì�´�
 º ÍfÒ.×�Ñ�Û�Þ�ØNÏ0Ú6Þ�âjÓNÙ�­Ï0Ð
Ô	ß
Þ�×RÏ.×NÒ�ãNÎ6ä!åfÎ6ä+ÓNÕ�Ù
Ö�×NÒ0Ü�Î�Ï
Ç Í Ì�Ï	�$Ô�æ$ãNà,âR×�ÞRÏ.ÞNÜSÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Û�Ø�à,â�Þ6ã�Ò@Ô	×jÞNÜSÒ0Ò0Ð�Ò�ãNÞ�ØNÏ0Ð
ßKÒ.Ø�Ø�Î6ä^Ï.ÞNÜSÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Û�Ø�Î6ä+Ï0ÐKÕ6Î6Ú�Ð
Î6Õ6Î�Ñ
 Ð
Ô5ÓNÕ�Ù
Ö�×NÒ0ÜlÔ5ÓNÙ�×�Î>Û�Þ�×�ÔYÓNÙ�×NÙ	æ�ÞNÐKÒ.×�Ñ
ØNÙ
ÒFÕ�Ò��$Ò.Ø�ÞNÒRßqÕNÔ�Ö
Ù
ÐKÒ�Ô º Á ¨�¥ Î »mÞ Ô º ¡#ª «�®�¢�«�¦q£�¨�¥�¸�¦�¦�ÇqÉPÊ�Ë�Õ�Ì�ãN×NçÞ6ã�Ò@Ô	×NÙ�ß�� Ô�ÐKÐKÒ.Ø�Ô

Cp
´
1 6 p < ∞ º�� Ï.×�Î>Û�Ô�ÒjÓNÕ�Ù�Þ é ßKÙ�×�Ñ
Ø�à,á�Ï.ÞNÜSÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Û�Ø�à,áqÞ6ã�Ò@Ô	×NÙ�ßZÓNÕ�Ù
Ö�×NÒ0ÜlÔiÇ Í Ìã�ÙYÏ.Þ�áZÓNÙ
ÕbØNÒ�Õ�Ò��$Ò.Ø�Ô º�� à ÕNÔ�Ï0Ï0ÜlÔ�ÐKÕ6Þ�ßGÔ�Ò0Ü¸ßGÔ�Õ6Þ�Ô	ØNÐYÓNÕ�Ù
Ö�×NÒ0Ü�àWÇ Í Ì�´ é Ô�ÜSÒ.ØNç6çZØ�Ô	×�Þ�Û�ÞNÒ�Þ é Ù
ÜSÙ
Õ���Þ é ÜlÔ

U : (CE , ‖ · ‖CE
) → (CF , ‖ · ‖CF

)
Ø�ÔbÏ.Î6å$Ò0Ï0Ð
ßKÙ�ßGÔ	Ø�ÞNÒYÓNÙ�×NÙ	æ�ÞNÐKÒ.×�Ñ
ØNÙ�â ×�Þ�ØNÒ.â�ØNÙ�â Ï0ä!Õ	�#Ò0Ú�Ð
Þ�ß
ØNÙ�â Þ é Ù�­ÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Þ º�� à+ÓNÙ
Ú6Ô é à,ßGÔ�Ò0Ü×´�ÛNÐKÙ�ß�Ï.×�Î>Û�Ô�ÒJÏ0ÐKÕ�Ù�Ý@Ù�Ï.ÞNÜSÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Û�ØNÙ�Ý@Ù$ÓNÕ�Ù
Ï0ÐKÕNÔ	ØNÏ0Ð
ßGÔ$ÓNÙ
Ï.×NÒ�ã�Ù�ßGÔ�ÐKÒ.×�Ñ
ØNÙ
Ï0ÐKÒ.â F

´
Ú6Ô�æ$ã9Ô�çZÓNÙ�×NÙ	æ�ÞNÐKÒ.×�Ñ
Ø�Ô�çY×�Þ�ØNÒ.â�Ø�Ô�ç5Ï0ä!Õ	�#Ò0Ú�Ð
Þ�ß
Ø�Ô�çFÞ é Ù
ÜSÒ0ÐKÕ6ÞNç U : (CE , ‖ · ‖CE

) → (CF , ‖ · ‖CF
)
ÞNÜSÒ0Ò0Ð

Ï.×NÒ�ãNÎ6ä!åfÞ�âYß
Þ6ã'Ï
U(x) = u∗xu

ãN×NçRßKÏ0Ò.á
x ∈ CE

´�Ý3ã�Ò
u ∈ L (H)

Ò0Ï0Ð
Ñ�Î>Ø�ÞNÐ
Ô�Õ6Ø�à,âFÞ�×�Þ5Ô	ØNÐ
Þ�Î>Ø�ÞNÐ
Ô�Õ6Ø�à,â
Ù�ÓNÒ0ÕNÔ�ÐKÙ
Õ º9è Ï.ÓNÙ�×�Ñ é ÎGç��0ÐKÙ�Ù�Ó�ÞNÏ@Ô	Ø�ÞNÒ$ÓNÙ�×NÙ	æ�ÞNÐKÒ.×�Ñ
Ø�à,áR×�Þ�ØNÒ.â�Ø�à,áRÏ0ä!Õ	�#Ò0Ú�Ð
Þ�ß
Ø�à,ájÞ é Ù
ÜSÒ0ÐKÕ6Þ�â�´6ã�Ù
Ú6Ô é à,ßGÔ�­Ò0ÐKÏ�ç�´>ÛNÐKÙ�Ø�Ô	×�Þ�Û�ÞNÒ!Ð
Ô�Ú>Ù�âjÞ é Ù
ÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Þ U : CE → CF

ß
×NÒ.ÛNÒ0Ð�ÕNÔ	ßKÒ.ØNÏ0Ð
ßKÙ
(E, ‖ · ‖E) = (F, ‖ · ‖F ) º

���������! �"#�%$&��'� �(#à,Ï.ÞNÜSÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Û�Ø�à,âqÞ6ã�Ò@Ô	×�Ú>Ù
Ü�Ó�Ô�Ú�Ð
Ø�à,áqÙ�ÓNÒ0ÕNÔ�ÐKÙ
Õ�Ù�ß�´SÒ�ãNÞ�ØNÏ0Ð
ßKÒ.Ø�ØNÙ
Ï0Ð
Ñ5Ï.ÞNÜSÜSÒ0ÐKÕ6Þ�Û�ØNÙ�â
Ï0ÐKÕ6Î6Ú�Ð
Î6Õ6à,´KÓNÙ�×NÙ	æ�ÞNÐKÒ.×�Ñ
Ø�Ô�ç�Þ é Ù
ÜSÒ0ÐKÕ6ÞNç º


