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V2Í�Î	ÏDÍ�Ð	Ñ�ÒÔÓ,Õ�ÖD×�ØD×�Ù�Í/Ú�Ï3Ó6Û	Ñ�Õ/Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/Ù¶Ö3Ï	ÐDÍ/Ó6Ï	Ý	Ï¶Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	Ù§Ö	Ø3ß§Ú�Ñ/Í�à	Ï3Õ/ÐDÍ�Î	Ð3Õ/á�Õ_Ï'Ø3Ï@Û3×�â
Î	Ï3Õ�Ö3Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ïäã�Õ/å�Ó6Þ�æy×�Ð	Ð3Õ/á�Õ�Î3×�Û	Î3Õ�Ö3Þ�Ý	Ñ�Ï	ã�Ð3Õ/á�ÕçÛ3Õ/Ñ�×�Ð	à	ÏDÍ�Ø�Í�ÎDÍ�å�ã�Ï	Ñ�Ò]ÖDÕ�Ú�Ñ/Í�Ñ�Õ/Ü	Ð3Õ�Û3Õ�Ö3Î3Õ�è/Ð3Õ	é
Ð3Õ©Ú�Þ�æy×�Ú�Ñ�ã�Þ�×�Ñ©Û	Î3Õ�è�ØD×�ÓPÍêÍ�ÐDÍ�Ø3Ï	å�Í�Î#ß�Ö�Íçë�Ý�Ú�Ñ�Î3×�ÓPÍ�Ø3ì�Ð	Ò8íîÛ'ØDÕ�í#Õ©Û	Î3Õ/á�Ð3Õ/å�Ï	Î	Þ�×�Ó6Ò8íµß'ã/ØD×�Ð	Ï	Ù
ã§ë�Ý�Õ�ØDÕ/á�Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï'í¡Û	Î3Õ/à3×�Ú�Ú�Í�íFé	Ý�Õ/Ñ�Õ/Î	Ò£×iã/í#Õ�Ö3ß'Ñ@ãyÛ	Î3Õ/Ñ�Ï	ã�Õ/Î3×�Ü	Ï3×_ÚNè�Í�å�Õ/ã�Ò£Ó6Ï¡Û	Î	Ï	Ð	à	Ï	ÛDÍ/Ó6Ï¯Î3×�â
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^­á�ÎDÍ�Ð	Ï	Ü3×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�ì¡Û	Î3×�ÖD×�ØDÕ/ã�Î3Õ�Ú�Ñ/Í¶Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï�Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	Ï¯ðñÕ�Ö3Ï	Ð�Ï	å!Ñ/Í�Ý	Ï'í�Ý'Ø3òSÜ3×�ã�Ò8í
Û	Î	Ï	Ð	à	Ï	Û3Õ/ãrÖ	Ø3ßçÚ�Ï3Ú�Ñ�×�Ó6Ð3Õ/Ù�ë�Ý�Õ�ØDÕ/á�Ï	Ïîóõô�ö�ï±cN×�Î	ã�Õ/Ù�Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï3Õ/Ð	Ð3Õ/ÙêÓ,Õ�ÖD×�Ø3ì�ò÷Õ/á�ÎDÍ�Ð	Ï	Ü3×�Ð	Ð3Õ/á�Õ
Î3Õ�Ú�Ñ/Í!Ú�Ñ/Í�Ø�Í_Ó,Õ�ÖD×�Ø3ì¶h!×�Î�í'ò­Ø3ì�Ú�Ñ/Í�ô�ø�ù�øNá�ï�QSÚ�Ï3Ó6Û	Ñ�Õ/Ñ�Ï	Ý'Í!Î3×�úy×�Ð	Ï	ß¶Þ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	ß¶Û3Õ�Ö3ÎDÍ�å�Þ'Ó,×�ã#Í�Ø�Í
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N(t) =
N(0)ert

1 +N(0)(ert − 1)/K
.

h!×�Î�í'ò­Ø3ì�Ú�ÑNÛ	Î3Õ/ã�Õ�Ö3Ï'Ø�Õ/à3×�Ð	Ý	Þ!Î3×�Û	Î3Õ�Ö3Þ�Ý	Ñ�Ï	ã�Ð3Õ/á�ÕNÛDÍ�ÎDÍ/Ó,×�Ñ�ÎDÍ
r
Þ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	ß ü ô�ý�Û3Õ­ÖD×�Ó,Õ/á�ÎDÍ�â� Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï3Ó½Ö�Í�Ð	Ð	Ò£Óµ×�ã�Î3Õ/Û3×�Ù3Ú�Ý	Ï'í¯Ú�Ñ�ÎDÍ�Ð¯ÏrÞ�
!×NÑ�Õ/á�Ö�Í§Û	Î3×�Ö	Ø�Í�á�Í�ØçÓ,Õ�Ö3Ï � Ï	Ý'Í�à	Ï	Ï�ïFK�Ü	Ï	Ñ/Í�òSæ§Í�â

ß	Ú�ß§í'Î3×�Ú�Ñ�Õ�ÓPÍ�Ñ�Ï	Ù	Ð3Õ/Ù�Ý	ã#Í�Ö3ÎDÍ�Ñ�Ï	Ü	ÐDÍ�ß�Ú�Í/Ó,Õ/Î3×�á�Þ�Ø3ß'à	Ï	ß¶Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï�ã ü ô�ý6Ð3×2ÎDÍ/Ú�Ú�ÓPÍ�Ñ�Î	Ï	ã#Í�Ø�Í/Ú�ìh!×�Î�í'ò­Ø3ì�Ú�Ñ�Õ�ÓXÝ'Í�Ýr×�Ö3Ï	Ð3Ú�Ñ�ã�×�Ð	Ð3Õ!ã�Õ/å�Ó,Õ�
§ÐDÍ�ß�Ö	Ø3ß¶Ó,Õ�ÖD×�Ø3ÏrÕ/á�ÎDÍ�Ð	Ï	Ü3×�Ð	Ð3Õ/á�ÕyÎ3Õ�Ú�Ñ/Í'ï'V ô�ø�� 	 á�ï�Õ/Ð
ã�Ò2Û	Ï3Ú�Í�Ø¯Ñ/Í�Ý�Õ�×!Õ�è�Õ�è/æy×�Ð	Ð3Õ�×NÞ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï3×�û

M
dp

dt
= mp− npµ.

K�Õ/ã�Î3×�Ó,×�Ð	Ð	Ò£×_Õ�è�Õ/å�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï	ß
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é
K
Ó,Õ�ÖD×�Ø3Ï ü ô�ý�ÏrÛ3Õ/Ð	ß'Ñ�Ï	ß K â�Õ/Ñ�è�Õ/Î¡Ï r â�Ú�Ñ�ÎDÍ�Ñ�×�á�Ï	ßrã§ë�Ý�Õ�ØDÕ/á�Ï	ÏÛ3Õ�ß'ã�Ï'Ø3Ï3Ú�ìçå�ÐDÍ�Ü	Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð3Õ�Û3Õ/å�Ö3Ð3×�×�ïtcNÕ/å�Ö3Ð3×�×�Õ/ÐêÛ	Î3×�Ö3Û3Õ�ØDÕ�
§Ï'Ø¼ó ��ö�é�Ü	Ñ�ÕrÖ3Ï	ÐDÍ/Ó6Ï	Ý'Í¯ÐDÍ�Î3Õ�ÖDÕ/ÐDÍ�â

Ú�×�ØD×�Ð	Ï	ßêM,ã�Î3Õ/Û	Ò]ÎDÍ�å�ã�Ï	ã#Í/×�Ñ�Ú�ß½Ú�Õ/á�Ø�Í/Ú�Ð3Õ ü ô�ýZÑ�Õ�Ø3ì�Ý�Õ¡ÖDÕ¡Ð3×�Ý�Õ/Ñ�Õ/Î3Õ/á�Õ�Û3Õ/Î3Õ/á�Í'é�Ñ/Í�ÝXÝ'Í�ÝêÐ3×@ÐDÍ�âè�Ø3ò8Ö�Í�ØDÕ�Ú�ì!å�Í/Ó,×�Ö	ØD×�Ð	Ï	ß¶Ñ�×�Ó6Û3Õ/ã_Û	Î	Ï	Î3Õ�Ú�Ñ/Í_ÐDÍ/Ú�×�ØD×�Ð	Ï	ßFé�Ý�Õ/Ñ�Õ/Î3Õ�×£Ö	Ø3ß ü ô�ýtÖDÕ�Ø�
§Ð3ÕiÛ	Î3Õ/Ï3Ú�í#Õ�Ö3Ï	Ñ�ìÛ3Õ�Ú�ØD×
N > K
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ï
V Û	ÎDÍ�ã�Þ�ò¹ÜDÍ/Ú�Ñ�ì ü ô�ý8Ó,Õ�
§Ð3Õ@ÖDÕ�è�Í�ã�Ï	Ñ�ì�Ú�Õ�Ó6Ð3Õ�
§Ï	Ñ�×�Ø3ì (N − L)

é	Þ�ã�×�Ø3Ï	Ü	Ï	ã¶Ü	Ï3Ú�ØDÕ¶×�×NÐ	Þ�ØD×�Ù
Ï'Ø3Ï¯ÎDÍ�å�ÖD×�Ø3ì�Ð3Õ¶Þ�Ü3×�Ú�Ñ�ì�Ú�Ó,×�Î	Ñ�Ð3Õ�Ú�Ñ�ì3é�å�Í�ã�Ï3Ú�ß'æ!Þ�ò`Õ/Ñ¶Û'ØDÕ/Ñ�Ð3Õ�Ú�Ñ�ÏçÚ�Ý�Õ/Û'ØD×�Ð	Ï	ß

δN2 Ï¯×�Ú�Ñ�×�Ú�Ñ�ã�×�Ð'âÐ	Þ�ò
ςN
é	Ó6Ð3Õ/á�Õ§Þ�ã�×�Ø3Ï	Ü	Ï	ã¶Ü	Ï3Ú�ØDÕ§ÛDÍ�ÎDÍ/Ó,×�Ñ�Î3Õ/ã3û

dN

dt
= r1

γN2

γ + σN
− ςN − δN 2, ü ��ý

Ï©Û3Õ�Ø3Þ�Ü	Ï	Ñ�ìrÖDÕ/Û3Õ�Ø3Ð	Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð3Õ�Î3×�Û3×�Ø	ØD×�Î	Ð	Þ�ò Ñ�Õ/Ü	Ý	ÞçÎDÍ�ã�Ð3Õ/ã�×�Ú�Ï	ß
L
éFÜ	Ñ�ÕrÛ	Î3×�Ö	ØDÕ�
§Ï'Ø��2Í�å�Ò2Ý	Ï	Ð

Ö	Ø3ßyã�Ï'ÖDÕ/ãiÚ2Ó6Ï	Ð	Ï3ÓPÍ�Ø3ì�Ð3ÕNÖDÕ/Û	Þ�Ú�Ñ�Ï3Ó,Õ/Ù@Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�ì�ògá�Î	Þ�Û	Û	Ò¼ó ù�ö�ï#^­Ñ�Ó,×�Ñ�Ï3Ó2é�Ü	Ñ�ÕSÖ	Ø3ß � Õ/Î3Ó6Ò
Û	ÎDÍ�ã�Õ/Ù¯ÜDÍ/Ú�Ñ�Ï ü ô�ý f(N)(N − L)

ã@ã�Ò2Ü	Ï3Ú�Ø3Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð	Ò8í�Ó,Õ�ÖD×�Ø3ß�í¯×�æy×ZÐ3×�Õ�è�í#Õ�Ö3Ï3ÓPÍ¶Ý�Õ�Ó6Û3×�Ð3Ú�Ï	Î	Þ#â
òSæ§Í�ßXÚ�ã�×�Î�í	è/Ò£Ú�Ñ�Î	Ò2ÙµÛ	Î	Ï	Î3Õ�Ú�Ñ�Û3×�Î3×�Ð3Õ/Î3Ó6Ï	Î3Õ/ã�Ý'ÍçÎ3×�Û	Î3Õ�Ö3Þ�Ý	Ñ�Ï	ã�Ð3Õ/á�Õ©ÛDÍ�ÎDÍ/Ó,×�Ñ�ÎDÍ'û

r1 � r
é�Ð3Õ

ã�Ò£Ó6Ï	ÎDÍ�Ð	Ï3×
N(t) → 0

ã�Ò2á�Ø3ß�Ö3Ï	Ñ�Ú�Ø3Ï	ú!Ý�Õ�ÓµÚ�Ñ�Î3×�Ó6Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð	Ò£ÓîÏ¡è�×�å�ã�Õ/å�ã�ÎDÍ�Ñ�Ð	Ò£Óîß'ã/ØD×�Ð	Ï3×�Ó2ï
f¯Ð3Õ/á�Ï3×ZÛ3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	Ï¡Ó,Õ/á�Þ�Ñ@è/ÎDÍ�Ñ�ì§ÐDÍ�ÜDÍ�ØDÕ§Õ/Ñ§Ð3×�Ú�Ý�Õ�Ø3ì�Ý	Ï'í¡Ú�Õ�í'ÎDÍ�Ð	Ï	ã�ú!Ï'í�Î3×�Û	Î3Õ�Ö3Þ�Ý	Ñ�Ï	ã�Ð	Þ�ò

Í�Ý	Ñ�Ï	ã�Ð3Õ�Ú�Ñ�ì§Õ�Ú�Õ�è�×�Ù�Ï¶Ü3×�Î3×�åSÐ3×�Ý�Õ/Ñ�Õ/Î3Õ�×Zã�Î3×�Ó6ß@ÖD×�Ó,Õ/Ð3Ú�Ñ�Î	Ï	Î3Õ/ã#Í�Ñ�ì§Î3×�
§Ï3Ó6ÒgÚ�ØDÕ�
§Ð	Ò8í � Ø3Þ�Ý	Ñ�Þ#â
Í�à	Ï	Ù�ï'KXã�Ú�×�ØD×�Ð	Ï	ß¶×�Ö3Ï	Ð	Ï	Ü	Ð	Ò8í¶Õ�Ú�Õ�è�×�Ù¶ÐDÍ�ÜDÍ�Ø3Ï3Ú�ì!Î3×�á�Þ�Ø3ß'Î	Ð	Ò£×­ÐDÍ�úy×�Ú�Ñ�ã�Ï	ß¶×�ã�Î3Õ/Û3×�Ù3Ú�Ý�Õ/á�Õ_Ý	Þ�Ý	Þ#â
Î	Þ�å�Ð3Õ/á�ÕNÓ,Õ/Ñ�Ò8Ø3ì�Ý'Í����������! ��#"$ �%�&��!'(")' �*��ã!K�×�ã�×�Î	Ð3Õ/Ù@QSÓ,×�Î	Ï	Ý�×2Ïyå�Í�Ñ�ß'Ð	Þ�ã�ú§Í�ß	Ú�ß,+-��.'ô��Sá�ï�ã�Ú�Û	Ò2ú_â
Ý'Í©Ö�Í�Ø3ì�Ð3×�ã�Õ�Ú�Ñ�Õ/Ü	Ð3Õ/Ù¼Ú�Í/Ó6ú!Ï	Ñ�Õ/ã�Õ/Ù¼Õ/á�Ð3×�ã�Ý	Ï0/21434")' �!5,"�6�7��8�96�7;:<�9")' �*��ã½bZÎDÍ/Ú�Ð3Õ�Ö�Í�Î3Ú�Ý�Õ�Ó Ý	ÎDÍ/×�ï
TNÚ�Ü3×�å�Ð3Õ/ã�×�Ð	Ï3×NÎ#ß�Ö�Í_Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	Ù ü í�Í�ÎDÍ�Ý	Ñ�×�Î	Ð3Õ!Ö	Ø3ß�Õ�Ú�Ñ�Î3Õ/ã�Ð	Ò8írÚ�Õ�Õ�è/æy×�Ú�Ñ�ã3é'á�ÖD×SÐ3×�ÑyÎDÍ�å�Î3×�
!×�Ð'âÐ3Õ/ÙXá�ÎDÍ�Ð	Ï	à	Ò Í�Î3×�Í�Ø�Í�ýiÓ,Õ�
!×�Ñ�Û	Î3Õ/Ï3Ú�í#Õ�Ö3Ï	Ñ�ì�Ý'Í�Ý½ÎDÍ�å¶Ð3×¶Ï	å�Ú�Õ�Ú�Ñ�Õ�ß'Ð	Ï	ß½è�Ø3Ï	å�Ý�Õ/á�Õ�ÝXÐ3×�Þ�Ú�Ñ�Õ/Ù'â
Ü	Ï	ã�Õ/Ù

L
étÐ3Õ�Ï	å�è�Ø�Í�á�Õ/Û3Õ�Ø3Þ�Ü	Ð3Õ/ÙîÕ/Ý	Î3×�Ú�Ñ�Ð3Õ�Ú�Ñ�Ïµè�Í�Ø�Í�Ð3Ú�Õ/ã�Õ/Ùî×�Ó6Ý�Õ�Ú�Ñ�Ï

K
ïtf¯Ò Ú�Ñ/Í�ã�Ï3Ó¹å�Í�Ö�Í�Ü	Þ

Û3Õ�Ø3Þ�Ü3×�Ð	Ï	ß@ãiÓ,Õ�ÖD×�Ø3Ï�Î3×�
§Ï3ÓPÍ'é#Ú�Õ�Õ/Ñ�ã�×�Ñ�Ú�Ñ�ã�Þ�òSæy×�á�ÕiÜDÍ/Ú�Ñ�Ð3Õ�Ó6Þ�é#Ð3ÕNå�ÐDÍ�Ü	Ï3Ó,Õ�Ó6Þ@Ú�à3×�ÐDÍ�Î	Ï	ògÛ3Õ/Û	Þ#â
Ø3ß'à	Ï3Õ/Ð	Ð3Õ/Ù@Ö3Ï	ÐDÍ/Ó6Ï	Ý	Ï�ï#OiÍ�Û	Î	Ï3Ó,×�Î�é�Ï	å�â»å�ÍZÏ3Ú�Ñ�Õ/æy×�Ð	Ï	ß§Û	Î	Ï	á�Õ�Ö3Ð3Õ/Ù�ÎDÍ/Ú�Ñ�Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï�Ú�ØD×�Ö3Þ�òSæy×�×
Ý	ÎDÍ�Ù	Ð3×£Ó6Ð3Õ/á�Õ/Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�×£Û3Õ/Ý�Õ�ØD×�Ð	Ï3×£ã�Î3×�Ö3Ï	Ñ�×�ØD×�Ù@ã/Ö3Î	Þ�á£Õ/Ý'Í�å�Ò2ã#Í/×�Ñ�Ú�ß¶Û3Õ�Ú�ØD×�Ö3Ð	Ï3Ó2é�Ï§Ñ/Í�Ý§ÜDÍ/Ú�Ñ�Õ
å�Í�Ý'Í�Ð	Ü	Ï	ã#Í/×�Ñ�Ú�ß�Ó6Ð3Õ/á�Õ�ØD×�Ñ�Ð	ß'ß¡ã�Ú�Û	Ò2ú!Ý'Í§Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï�ï

= GPprs2>@?�A,q�BSvDC2>@CFE�A2GFHtÌ2>DËtË2IyxXv	u@J�>@KL>�A,qM?Dv	ËtÌ2N
Rt×�úy×�Ð	Ï	ß ü ô�ýyÏ ü ��ý!Û'ØDÕ�í#ÕXÚ�Õ/á�Ø�Í/Ú�Õ/ã�Ò2ã#Í�Ø3Ï3Ú�ìäÚrÐDÍ/è�Ø3ò8Ö�Í�ã�ú!Ï3Ó6Ï3Ú�ßÔÎDÍ�å�Ð3Õ�Õ�è/ÎDÍ�å�Ð3Õ/á�Õêã�Ï'Ö�Í� Ø3Þ�Ý	Ñ�Þ#Í�à	Ï	ß	Ó6Ï¯Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	ÙçÚ�Í/Ó6Ò8í¡ÎDÍ�å�Ð	Ò8íO
§Ï	ã�Õ/Ñ�Ð	Ò8íFïFhiØ3Þ�Ý	Ñ�Þ#Í�à	Ï	Ï�Î3×�á�Ï3Ú�Ñ�Î	Ï	Î	Þ�òSÑ�Ú�ß¯Ö�Í�
!×

Ö	Ø3ß Ú�ØDÕ/Ð3Õ/ã½ãäOiÍ�à	Ï3Õ/ÐDÍ�Ø3ì�Ð3Õ�Ó÷ÛDÍ�Î	Ý�×�bZÎ	òSá�×�ÎDÍ'é8Û3Õ/Ñ�Õ�Ó6ÞîÛ	Î	Ï'í#Õ�Ö3Ï	Ñ�Ú�ßgÛ	Î3Õ/ã�Õ�Ö3Ï	Ñ�ìîÕ/Ñ�Ú�Ñ�Î3×�Ø3Ò
Ú�à3×�Ø3ì�ò Þ�ÖD×�ÎM
yÍ�Ñ�ìXÛ3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	ò ãêÕ/Û	Ñ�Ï3ÓPÍ�Ø3ì�Ð3Õ�Ó`Û3Õ�ÎDÍ/Ú�Ü3×�Ñ/Í/ÓkÖ	Ø3ßµÚ�Õ�í'ÎDÍ�Ð3×�Ð	Ï	ßµÎDÍ/Ú�Ñ�Ï	Ñ�×�Ø3ì/â
Ð3Õ/Ù Ú�Î3×�Ö3Ò Ú�Õ�Ú�Ñ�Õ�ß'Ð	Ï	Ï`ó ��ö�ï2KPØDÕ/Ð	Ò Ú�Û3Õ�Ú�Õ�è/Ð	Ò Ú�Ñ�Î3×�Ó6Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð3Õ½ÖDÕ�Ú�Ñ�Ï	á�Í�Ñ�ìäÛ	Ï	Ý�Õ/ã�Ò8íÔå�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï	Ù
N > 9000

étÑ�Õ/á�Ö�ÍrÝ'Í�ÝêÖ	Ø3ß�Ð	Ï'í©ÎDÍ/Ú�Ú�Ü	Ï	Ñ/Í�Ð3Õ
K = 7000

ï�jZÕ/Ñ�ßêÚ�Õ/á�Ø�Í/Ú�Ð3Õ¯ë�Ý�Õ�ØDÕ/á�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/ÙäÑ�×�Õ�â
Î	Ï	Ï§Ï3Ó,×�Ð	Ð3ÕiÚ�ØDÕ/Ð	ÒîÚ�Ü	Ï	Ñ/Í�òSÑ�Ú�ß@Û	Î	Ï3Ó,×�Î3Õ�Ó

K
â�Ú�Ñ�ÎDÍ�Ñ�×�á�Ï	Ï�é�Û3Õ�Ö�Í�ã/Ø3ß'òSæy×�Ù¶ã�Õ/å�Ó6Þ�æy×�Ð	Ï	ß§Ú�Î3×�Ö3ÒµÏ
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Ú�Ñ�Î3×�Ó6ß'æy×�Ù3Ú�ßyÝ§Í/Ú�Ï3Ó6Û	Ñ�Õ/Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ�Ó6Þ!ÎDÍ�ã�Ð3Õ/ã�×�Ú�Ï	ò

N → K±ε ï�cZÎ	Ï	å�ÐDÍ�Ý�Õ/ãNÞ�ÎDÍ�ã�Ð3Õ/ã�×�ú!Ï	ã#Í�Ð	Ï	ßyÞÎDÍ/Ú�Ü3×�Ñ�Ð3Õ/á�ÕSÛ	Î3×�ÖD×�Ø�Í
K
Ð3×PÐDÍ/è�Ø3ò8Ö�Í/×�Ñ�Ú�ß!Ï_Û3Õ�Ú�ØD×PÏ	å�
Fß'Ñ�Ï	ß!Õ�Ú�Õ�è�×�Ù�ï�lN×�Î3×�å�Ð3×�Ý�Õ/Ñ�Õ/Î3Õ�×�ã�Î3×�Ó6ßiÛ3Õ�â

Ú�ØD×NÕ/Ñ�Ú�Ñ�Î3×�Ø�Í§Ú�ØDÕ/Ð	ÒgÐDÍ�Ü	Ï	ÐDÍ�òSÑ¶ã�Ð3Õ/ã�ì@Õ/Ý'Í�å�Ò2ã#Í�Ñ�ì¶Ü	Î3×�å�Ó,×�Î	Ð3Õ�×ZÖ�Í�ã/ØD×�Ð	Ï3×NÐDÍ!ÎDÍ/Ú�Ñ�Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð3Õ�Ú�Ñ�ì3ï
di×�Ó,Ó6Ï	Ð	á�Ï�Ú�Ü	Ï	Ñ/Í�òSÑ�Ú�ß¶Û	Î	Ï3Ó,×�Î3Õ�Ó

r
â�Ú�Ñ�ÎDÍ�Ñ�×�á�Ï	Ï�Ú2Ð3×�Î3×�á�Þ�Ø3ß'Î	Ð3Õ�Ú�Ñ�ì�ò Ú�ã�Õ/Ï'í@è�Õ�Ø3ì�ú!Ï'í@Û	Ï	Ý�Õ/ã3é�Ð3Õ

ã�Ú�Û	Ò2ú!Ý	Ïçá�Î	Ò2å�Þ�Ð3Õ/ã�Ö	Ø3ß�Í�Î	Ý	Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï'íçë�Ý�Õ�Ú�Ï3Ú�Ñ�×�ÓgÚ_Î3×�Ö3Ý�Õ/Ù�ÎDÍ/Ú�Ñ�Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð3Õ�Ú�Ñ�ì�ò]Ï	åyÛ3Õ�Ø3ß'Î	Ð	Ò8í
Ý	Þ�Ú�Ñ/Í�Î	Ð	Ï	Ü	Ý�Õ/ã½Ñ�Þ�Ð'Ö3Î	Ò ë�Ý	ã�Ï	ã#Í�ØD×�Ð	Ñ�Òñã�Õ/å�ÖD×�Ù3Ú�Ñ�ã�Ï	ò Ú�ØDÕ/Ð3Õ/ãêÐDÍ¯ØD×�Ú�Í'ï�bNÕ�ØD×�è�Í�Ñ�×�Ø3ì�ÐDÍ�ßµÖ3Ï	ÐDÍ�â
Ó6Ï	Ý'Í�Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	Ï©Ó,Õ�
!×�Ñ¯Õ/Ý'Í�å�Ò2ã#Í�Ñ�ì�Ú�ß©Ð3×�Þ�Ú�Ñ�Õ/Ù	Ü	Ï	ã�Õ/Ù�ï�\iØ3ßçá�Î3×�Ð'Ø�Í�Ð'ÖDÚ�Ý�Õ/á�ÕrØD×�Ó,Ó6Ï	Ð	á�Í�Ö�Í�ã�Ð3Õ
è/Ò8Ø3Ï_Ï	å�ã�×�Ú�Ñ�Ð	ÒXÛ3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï3Õ/Ð	Ð	Ò£×�à	Ï	Ý'Ø3Òêå�ÐDÍ�Ü	Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð3Õ/Ù@Í/Ó6Û'Ø3Ï	Ñ�Þ�Ö3Òié�Ý�Õ/Ñ�Õ/Î	Ò£×�ã�Ð3×�å�Í�Û	Ð3Õ­å�Í�ã�×�Î'â
ú!Ï'Ø3Ï3Ú�ì@Û3Õ�Ú�ØD×_Ú�×�Î	Ï	Ï¡Û	Ï	Ý�Õ/ã¶ã@Ý�Õ/Ð	à3×
��� ã�×�Ý'Í'é3Ï¡ã§ÐDÍ/Ú�Ñ�Õ�ß'æy×�×iã�Î3×�Ó6ßrÛ3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	ßrØD×�Ó,Ó6Ï	Ð	á�Õ/ã
ÓPÍ�ØDÕ§Ï	å�Ó,×�Ð	ß	×�Ñ�Ú�ß¡ÐDÍyÐ	Ï	å�Ý�Õ�ÓµÞ�Î3Õ/ã�Ð3×NÜ	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�ÏXó 	 ö�ï

���	Å�������º,����|}������¤�������|}�����/�������/��¥��/�����/�����P¥��/����{P�/�}~3~	�����}{��
f�Õ�ÖD×�Ø3ìNã�å�Í�Ï3Ó,Õ�ÖD×�Ù3Ú�Ñ�ã�Ï	ßyÖ3ã�Þ#í_ã�Ï'ÖDÕ/ãNV8Õ�Ø3ì�Ñ�×�Î	ÎDÍ'é/Ý'Í�Ý!í#Õ/Î3Õ/úyÕSÏ	å�ã�×�Ú�Ñ�Ð3Õ	é/Û3Õ/å�ã�Õ�Ø3ß	×�ÑZÛ3Õ�Ø3Þ#â

Ü	Ï	Ñ�ì¡à	Ï	Ý'Ø3Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ�×¶Î3×�úy×�Ð	Ï3×@Ú�Ï3Ú�Ñ�×�Ó6Ò`Ö3ã�Þ#í�Ö3Ï � � ×�Î3×�Ð	à	ÏDÍ�Ø3ì�Ð	Ò8í�Þ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	Ù�ï�biÍ�å�Í�ØDÕ�Ú�ì�è/Òié
Þ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	ß½Û3Õ/å�ã�Õ�Ø3ß'òSÑ � Õ/Î3ÓPÍ�Ø3Ï	å�Õ/ã#Í�Ñ�ì©Ý�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	ßµÚ�Õ/Ñ�Ú�Ñ/Í�ã#Í�Ð	Ï3×�ÓkÛ3Õ � Í�å�×�étÐDÍ/è�Ø3ò8Ö�Í/×�Ó6Ò£×
ã�Ú�Õ�Õ�è/æy×�Ú�Ñ�ã�×���å�Í�Ù	à	ÒBð Î	Ò£Ú�Ï���ïtbiÍ�ÝXè/Ò8ØDÕ¡Þ�Ú�Ñ/Í�Ð3Õ/ã/ØD×�Ð3Õ�Û3Õ/å�Ö3Ð3×�×�é�à	Ï	Ý'Ø3Ï	Ü	Ð3Õ�Ú�Ñ�ìçÜ	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�â
Ú�Ñ�Ï½Ý'Í�ÐDÍ�ÖDÚ�Ý	Ï'í½å�Í�Ù	à3×�ã©Õ�è/ÐDÍ�Î	Þ�
!×�ÐDÍ�Ï½ãçÎ3×�á�Ï3Õ/ÐDÍ�íFétá�ÖD×�Ï'íêã�ÎDÍ�á�Ï½Ð3×�Õ�è/Ï	Ñ/Í�òSÑ�ï �8Õ�ØD×�×�Ñ�Õ/á�Õ	é
Í�ÐDÍ�ØDÕ/á�Ï	Ü	Ð	Ò£×yÝ	ã#Í�å�Ï	á�Í�Î3Ó,Õ/Ð	Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï3×§Ý�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	ßçÚ�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã�×�Ð	Ð	Ò`Ó6Ð3Õ/á�Ï3ÓµÖ3Î	Þ�á�Ï3ÓÔÚ�×�ã�×�Î	Ð	Ò£ÓÔÛ3Õ�â
Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	ß	Ó á�Î	Ò2å�Þ�Ð3Õ/ã3éFã�Ñ�Õ�Ó Ü	Ï3Ú�ØD×@Õ�è�Õ�Ú�Õ�è�ØD×�Ð	Ð	Ò£Ó¼Õ�Ú�Ñ�Î3Õ/ã�Ð	Ò£Ó¼á�Î	Þ�Û	ÛDÍ/Ó2é±ÏçÝ�Õ/Ñ�Õ/Î	Ò£×@Û3Õ�ë�Ý�Õ�â
ØDÕ/á�Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï3Ó`Û	Î	Ï	Ü	Ï	ÐDÍ/ÓkÐ3×¡Ó,Õ/á�Þ�Ñ©è/Ò2Ñ�ì©Õ/Û	Ï3Ú�Í�Ð	Ò Ï3Ú�í#Õ�Ö3ßäÏ	å¡Ó,Õ�ÖD×�Ø3Ïîã�å�Í�Ï3Ó,Õ�ÖD×�Ù3Ú�Ñ�ã�Ï	ßµÖ3ã�Þ#í
ã�Ï'ÖDÕ/ã¡Ñ�Ï	ÛDÍ���í'Ï	æ!Ð	Ï	Ýçð 
!×�Î	Ñ�ã#Í���ï�ON×yÛ3Õ�Ö3Ñ�ã�×�Î�Ö3Ï'Ø3Ï3Ú�ì�ã�Ò2ã�Õ�Ö3Ò]Õ�è�Þ�Ú�Ñ�Õ/Ù	Ü	Ï	ã�Ò8í�Ý�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	ß�í
Ï	åSÓ,Õ�ÖD×�Ø3Ï�V8Õ�Ø3ì�Ñ�×�Î	ÎDÍ_ãiØ�Í/è�Õ/ÎDÍ�Ñ�Õ/Î	Ð	Ò8í¶ë�Ý�Ú�Û3×�Î	Ï3Ó,×�Ð	Ñ/Í�í���ï��'Í�Þ�å�×SÚ£Û	Î3Õ�Ú�Ñ�×�Ù	ú!Ï3Ó6Ï�Õ/Î	á�Í�Ð	Ï	å�ÓPÍ�â
Ó6Ï�ï3bNÕ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	ß¯ã§Ø�Í/è�Õ/ÎDÍ�Ñ�Õ/Î	Ð	Ò8í¡ë�Ý�Ú�Û3×�Î	Ï3Ó,×�Ð	Ñ/Í�íçÚNÐDÍ/Ú�×�Ý�Õ�Ó6Ò£Ó6Ï�Û3Õ�Ø3Þ�Ü	Ï'Ø©KSï	YSÑ�Ï'Ö�Í'é	Ð3ÕyÖ	Ø3ß
ã�å�Í�Ï3Ó,Õ�Õ/Ñ�Ð3Õ/úy×�Ð	Ï	Ù�ã�Ï'Ö�Í���ÛDÍ�ÎDÍ�å�Ï	Ñ_ð!í#Õ/å�ß'Ï	Ð���ï#ciÍ�ÎDÍ�å�Ï	Ñ�Ï	å�ÓêÏ3Ó,×�×�Ñ!Õ/Ñ�Ø3Ï	Ü	Ï	ß¶Õ/Ñ_Ñ�Î3Õ � Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/á�Õ
ã�å�Í�Ï3Ó,Õ�ÖD×�Ù3Ú�Ñ�ã�Ï	ß���í'Ï	æ!Ð	Ï	Ý¶ð 
!×�Î	Ñ�ã#Í���é'Ñ/Í�Ý�Ý'Í�Ý�Ñ�×�Ý	Þ�æ§Í�ß@Ö3Ï	ÐDÍ/Ó6Ï	Ý'Í_Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�ÏrÛDÍ�ÎDÍ�å�Ï	Ñ�Ï'â
Ü3×�Ú�Ý�Õ/ÙrÕ�Ú�Òîå�Í�ã�Ï3Ú�Ï	ÑyÕ/Ñ_Ý�Õ�Ø3Ï	Ü3×�Ú�Ñ�ã#ÍiÖDÕ�Ú�Ñ�Þ�Û	Ð	Ò8í¶ß'Ï	à ü Ð3ÕiÐ3×­ã�å�Î3Õ�Ú�Ø3Ò8í,
§Þ�Ý�Õ/ã�ý,ã_Û	Î3×�Ö3úy×�Ú�Ñ�ã�Þ#âòSæy×�Ó½Û3Õ/Ý�Õ�ØD×�Ð	Ï	Ï�ï

TZå@Ø�Í/è�Õ/ÎDÍ�Ñ�Õ/Î	Ð	Ò8íêë�Ý�Ú�Û3×�Î	Ï3Ó,×�Ð	Ñ�Õ/ã�ë�Ð	Ñ�Õ�Ó,Õ�ØDÕ/á�Í�OZÏ	Ý�Õ�Ø3ì�Ú�Õ/ÐDÍêó � ö�Ú�Ñ/Í�ØDÕ¡Û3Õ/Ð	ß'Ñ�Ð3Õ	é�Ü	Ñ�Õ¡Ý�Õ�â
ØD×�è�Í�Ð	Ï	ßgÜ	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï Ó,Õ/á�Þ�ÑäÛ3Õ�ß'ã/Ø3ß'Ñ�ì�Ú�ßgÞîÏ	å�Õ�Ø3Ï	Î3Õ/ã#Í�Ð	Ð	Ò8ígÛ3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	Ù�é£Õ�è/Ï	Ñ/Í�òSæ!Ï'í Û	Î	Ï
Û3Õ�Ú�Ñ�Õ�ß'Ð	Ð	Ò8í¡Þ�Ú�ØDÕ/ã�Ï	ß�írÏ¡Û3Õ�Ø3Þ�ÜDÍ�òSæ!Ï'í � Ï	Ý�Ú�Ï	Î3Õ/ã#Í�Ð	Ð3Õ�×iÝ�Õ�Ø3Ï	Ü3×�Ú�Ñ�ã�Õ¶Ý�Õ/Î3ÓPÍ'ï

HFG! Sv#"#uDÌ2J'ÌtqOE�stv	uDËtq#ËtÌ G
(1) $ "#v�Ctv#"/Ê I§uDv	ËtÌtq�B

jNÍ�Ñ�Ü	Ï	Ð3Ú�Õ/Ð3Õ�Ó ó %�ö±è/Ò8Ø�ÍiÛ	Î3×�Ö	ØDÕ�
!×�ÐDÍyÓ,Õ�Ö3Ï � Ï	Ý'Í�à	Ï	ß ü ô�ý�é�Ï3Ú�í#Õ�Ö3ß�Ï	å­å�Í�ÛDÍ�å�Ö3Ò2ã#Í�òSæy×�á�Õ_ÖD×�Ù'âÚ�Ñ�ã�Ï	ß@Î3×�á�Þ�Ø3ß'à	Ï	Ï�ã_ÎDÍ�å�Ó6Ð3Õ�
!×�Ð	Ï	Ï�Ö�Í � Ð	Ï	Ù�é�Ü	Ñ�ÕiÛ	Î	Ï	ã�×�ØDÕ_Ý¶Þ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	ò¼Ú­Õ/Ñ�Ý'ØDÕ/Ð	ß'òSæ!Ï3Ó,Ú�ß¶Û3Õ
ã�Î3×�Ó,×�Ð	ÏçÍ�Î	á�Þ'Ó,×�Ð	Ñ�Õ�Ó&��')(�*,+)-/./+ +
010123�3û

dN

dt
= rN(t)

(
1− N(t− τ)

K

)
. ü ù�ý



>�������"3 	���	���r1 - 1� ������	�	�¯
@� - �����­�	�	���	�	�¡ #"���
�$±��$	�����i���#�/�	$±� - $�� � ô
V�ã�×�ÖD×�Ð	Ð3Õ�×�ã�Þ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï3×¶å�Í�ÛDÍ�å�Ö3Ò2ã#Í�Ð	Ï3×

τ
Ú�Ø3Þ�
§Ï	Ñ¯í�Í�ÎDÍ�Ý	Ñ�×�Î	Ï3Ú�Ñ�Ï	Ý�Õ/ÙµÎ3×�á�Þ�Ø3ß'à	Ï	ÏXð Ï3Ú�Û3Õ�Ø3ì/â

å�Õ/ã#Í�Ð	Ï	ßîÏîã�Õ�Ú�Ú�Ñ/Í�Ð3Õ/ã/ØD×�Ð	Ï	ßÔÎ3×�Ú�Þ�Î3Ú�Õ/ãXÏ'Ø3ÏîÐDÍ�Ý�Õ/Û'ØD×�Ð	Ï	ß���ÎDÍ/Ú�ÛDÍ�Ö�ÍäÕ/Ñ�ÎDÍ�ã/Ø3ß'òSæ!Ï'íµÛ	Î3Õ�Ö3Þ�Ý	Ñ�Õ/ã
Ó,×�Ñ/Í/è�Õ�Ø3Ï	å�ÓPÍ'ï

V8Õ/å�Ð	Ï	Ý'Í�òSæ!Ï3×­ã_Þ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	Ï¶Î3×�
§Ï3Ó6ÒÔÛ3Õ/ã�×�ÖD×�Ð	Ï	ß¶Ñ�ÎDÍ/×�Ý	Ñ�Õ/Î	Ï	Ïrè/Ò8Ø3Ï¶Û3Õ�Ö3Î3Õ�è/Ð3Õ_Ï3Ú�Ú�ØD×�ÖDÕ/ã#Í�â
Ð	ÒBã�Õ¡Ó6Ð3Õ/á�Ï'íêÎDÍ/è�Õ/Ñ/Í�íFé�ã¯Ñ�Õ�Ó¼Ü	Ï3Ú�ØD×¶Õ/Ñ�×�Ü3×�Ú�Ñ�ã�×�Ð	Ð	Ò8í ó ø�ö�ï�cZÎ	ÏXÓPÍ�Ø3Ò8í©å�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï	ß�íêå�Í�ÛDÍ�å�Ö3Ò8â
ã#Í�Ð	Ï	ß

τ
Ö3Ï	ÐDÍ/Ó6Ï	Ý'Í�Ó,Õ�ÖD×�Ø3Ï©Õ/Û	Ï	úy×�Ñ�å�Í�Ñ�Þ#í�Í�òSæ!Ï3×!Ý�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	ß

N(t) → K
ï�V ü ù�ý£Þ�Ú�Ñ/Í�Ð3Õ/ã/ØD×�ÐDÍã�Õ/å�Ó,Õ�
§Ð3Õ�Ú�Ñ�ì_ã�Õ/å�Ð	Ï	Ý	Ð3Õ/ã�×�Ð	Ï3×­è/Ï � Þ�Î	Ý'Í�à	Ï	Ï¶Q­Ð'Ö3Î3Õ/Ð3Õ/ã#Í­ð¹jZÕ/Û � ÍSÚ�Û3Õ�ß'ã/ØD×�Ð	Ï3×�Ó©Þ�Ú�Ñ�Õ/Ù	Ü	Ï	ã�Õ/á�Õ

Û	Î3×�ÖD×�Ø3ì�Ð3Õ/á�Õ¯à	Ï	Ý'Ø�Í
N∗(t, r)

ï�OiÍ�Î	Þ�úy×�Ð	Ï3×§Þ�Ú�Ñ�Õ/Ù	Ü	Ï	ã�Õ�Ú�Ñ�Ï½Ú�Õ�Ú�Ñ�Õ�ß'Ð	Ï	ßêÎDÍ�ã�Ð3Õ/ã�×�Ú�Ï	ß©å�Í�ã�Ï3Ú�Ï	Ñ�Õ/Ñ
ã�×�Ø3Ï	Ü	Ï	Ð	Ò

rτ
ï3\yÍ�Ø3ì�Ð3×�Ù	úy×�×§Þ�ã�×�Ø3Ï	Ü3×�Ð	Ï3×

rτ > π
2

ã�Ò2å�Ò2ã#Í/×�Ñ¡Û3×�Î3×�í#Õ�Ö©ã�Î3×�
§Ï3Ó Î3×�Ø�Í�Ý�Ú�Í�à	Ï3Õ/Ð'â
Ð	Ò8í©Ý�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	Ù�ï ��Ò£Ú�Ñ�Î3Õ�×@ã�Õ/å�ÎDÍ/Ú�Ñ/Í�Ð	Ï3×rÍ/Ó6Û'Ø3Ï	Ñ�Þ�Ö3Ò]Ý�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	Ù½ã�Ò2ÎDÍ�
!×�Ð	Ð3Õ/Ù½Ð3×�á�Í�Î3Ó,Õ/Ð	Ï	Ü3×�â
Ú�Ý�Õ/Ù � Õ/Î3Ó6ÒîÛ	Î	Ï�Þ�ã�×�Ø3Ï	Ü3×�Ð	Ï	Ï�ã�Î3×�Ó,×�Ð	Ð3Õ/á�Õ!Û	Î3Õ�Ó,×�
§Þ�Ñ�Ý'Í!Ó,×�
yÖ3Þ@ÓPÍ�Ý�Ú�Ï3Ó6Þ'ÓPÍ/Ó6ÏrÏ�Ó6Ï	Ð	Ï3Ó6Þ'ÓPÍ�â
Ó6Ï�é�Ú�Ñ�Î3×�Ó6ß'æ!Ï3Ó,Ú�ßêÝ�Ð3×�Õ/Ñ�Ø3Ï	Ü	Ï3Ó6Ò£Ó¹Õ/Ñ¡Ð	Þ�Ø3ß�å�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï	ß	Ó2é�Û	Î	Ï	ã�Õ�Ö3ß'Ñ¯Ñ/Í�Ý�Õ/ÙXÎ3×�Ø�Í�Ý�Ú�Í�à	Ï3Õ/Ð	Ð	Ò2Ù
à	Ï	Ý'Ø ü Î	Ï3Ú�ï@��ý�Ý¡å�Í�Ñ�Î	Þ�Ö3Ð3×�Ð	Ï	ß	ÓµÛ	Î	Ïrë�Ý�Õ�ØDÕ/á�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ�Ó Õ�è�Õ�Ú�Ð3Õ/ã#Í�Ð	Ï	Ï�ï

���	Å���� ��z'����{���|�{�¥��/�������F�S¥��/���­�8���/{����/���������������
K = 15000

�
f¯Ð3Õ/á�Ï3ÓçÐDÍ/Ú�×�Ý�Õ�Ó6Ò£Ó©Ú�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã�×�Ð	Ð	ÒµÛ	Î3Õ�ÖDÕ�Ø�
§Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð	Ò£×­ã�Ú�Û	Ò2ú!Ý	Ï§Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï�é�Ð3ÕZÕ/Ð	Ï§ÐDÍ�â

Ü	Ï	ÐDÍ�òSÑ�Ú�ßrÛ3Õ�Ú�ØD×NÛ	Î3×�Õ�ÖDÕ�ØD×�Ð	Ï	ß¯Ð3×�Ý�Õ/Ñ�Õ/Î3Õ/á�Õ@Û3Õ/Î3Õ/á�Õ/ã�Õ/á�Õ@å�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï	ßFéDÝ�Õ/á�Ö�Í§ÛDÍ�ÎDÍ�å�Ï	Ñ�Ò¼Ð3×iÓ,Õ/á�Þ�Ñ
ë � � ×�Ý	Ñ�Ï	ã�Ð3Õ£Û3Õ�Ö�Í�ã/Ø3ß'Ñ�ìZÎDÍ�å�Ó6Ð3Õ�
!×�Ð	Ï3×�ï#h!Õ/Î3Ó6ÒXÝ�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	Ù!Ö	Ø3ß!Í�ã�Ñ�Õ�í'Ñ�Õ/Ð	Ð	Ò8í!ÏiÏ	Ð	ã#Í�å�Ï3Õ/Ð	Ð	Ò8í
Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	ÙµÓ,Õ/á�Þ�Ñ©è/Ò2Ñ�ì©ÎDÍ�å�Ø3Ï	Ü	Ð	Ò£Ó6Ï�ï�cNÕ�Ó6Ï3Ó,Õçå�Í�Ñ�Þ#í�Í�òSæ!Ï'í½Ïäá�Í�Î3Ó,Õ/Ð	Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï'íµÝ�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	Ù
Ó,Õ�
!×�Ñ½ã�Õ/å�Ð	Ï	Ý'Í�Ñ�ì½ÏîÛ	Î3Õ/Ñ�Ï	ã�Õ/Û3Õ�ØDÕ�
§Ð3Õ�×�ß'ã/ØD×�Ð	Ï3×¡ð ã�Õ/å�Ð	Ï	Ý	Ð3Õ/ã�×�Ð	Ï3× � Ø3Þ�Ý	Ñ�Þ#Í�à	Ï	Ï Ú¡å�Í�Ñ�ß�
yâ
Ð	Ò£Ó6Ï�Û	Ï	Ý'Í/Ó6Ï©Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï�ï�atÍ�Ý'Í�ß©Ú�Ï	Ñ�Þ#Í�à	Ï	ß�ã�Õ/å�Ó,Õ�
§ÐDÍ'é�ÐDÍ�Û	Î	Ï3Ó,×�Î�éFÛ	Î	Ï�Û3×�Î3×�í#Õ�ÖD×§Ð3×�Ý�Õ/Ñ�Õ�â
Î	Ò8í_Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	Ù§Ý!Ý'Í�Ð	Ð	Ï3è�Í�Ø3Ï	å�Ó6ÞyÏ	��Ï'Ø3Ï§Ó,Õ�
!×�Ñiè/Ò2Ñ�ìiÕ�è/Þ�Ú�ØDÕ/ã/ØD×�ÐDÍSÏ	å�Ó,×�Ð3×�Ð	Ï3×�ÓçÐDÍ�Û	ÎDÍ�ã/ØD×�Ð	Ï	ß
×�Ú�Ñ�×�Ú�Ñ�ã�×�Ð	Ð3Õ/á�Õ_Õ/Ñ�è�Õ/ÎDÍZãiÕ�Ú�Õ�è/Ò8í§Þ�Ú�ØDÕ/ã�Ï	ß�í§Ú�Þ�æy×�Ú�Ñ�ã�Õ/ã#Í�Ð	Ï	ßFï/\!Õ/Û3Õ�Ø3Ð3×�Ð	Ï3× ��Î3×�Û	Î3Õ�Ö3Þ�Ý	Ñ�Ï	ã�Ð3Õ/á�Õ#�
Ú�Õ�Ó6Ð3Õ�
§Ï	Ñ�×�Ø3ß�å�Í�ÛDÍ�å�Ö3Ò2ã#Í�Ð	Ï3×�Ó

rN(t− τ)f [N(t), N(t− τ)]
Ð3×­Ð3×�Ú�Þ�Ñ!ë�Ý�Õ�ØDÕ/á�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/á�Õ¶Ú�Ó6Ò£Ú�Ø�Í'ï

V÷ó 
 ö�ÎDÍ/Ú�Ú�ÓPÍ�Ñ�Î	Ï	ã#Í�Ø�Í/Ú�ìçÓ,Õ�Ö3Ï � Ï	Ý'Í�à	Ï	ßêÓ,Õ�ÖD×�Ø3ÏêjNÍ�Ñ�Ü	Ï	Ð3Ú�Õ/ÐDÍ ü Ú§Û	Î	Ï	ã�×�ÖD×�Ð	Ð	Ò£Ó6ÏêÝ�Õ/ë � � Ï'âà	Ï3×�Ð	Ñ/Í/Ó6Ï�ý�û
dN

dt
= λN(t)f (N(t− 1)) , ü ��ý

á�ÖD×
f(·) ð]Ö3Ï � � ×�Î3×�Ð	à	Ï	Î	Þ�×�ÓPÍ�ß � Þ�Ð	Ý	à	Ï	ßFé'ÎDÍ�å�ØDÕ�
§Ï3ÓPÍ�ß¯ã¶Í/Ú�Ï3Ó6Û	Ñ�Õ/Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï	ÙçÎ#ß�Ö�é'Ö	Ø3ßrÝ�Õ/Ñ�Õ�â

Î3Õ/Ù¡ã�Ò2Û3Õ�Ø3Ð	ß'òSÑ�Ú�ß¡Þ�Ú�ØDÕ/ã�Ï	ß

f(0) = 1, f(x) = −a0 +
∞∑

k=1

ak
xk
, x→ ∞, a0 > 0. ü � ′ ý

YPÚ�ØDÕ/ã�Ï	ß	Ó ü � ′ ý¶Ú�Õ�Õ/Ñ�ã�×�Ñ�Ú�Ñ�ã�Þ�×�Ñ�é­ÐDÍ�Û	Î	Ï3Ó,×�Î�é2Û	Î3×�Ö	ØDÕ�
!×�Ð	ÐDÍ�ß¼ÎDÍ�Ð3×�×çã¼óõô�.�öZÖ	Ø3ß Ñ�×�í 
!×çà3×�ØD×�Ù
� Þ�Ð	Ý	à	Ï	ß

f(x) =
(1− x)

(1 + cx)
. ü � ′′ ý



� � � ��"���
���"����'��� 7	� 7
VµÛ3Õ�ÖDÕ�è/Ð3Õ/Ù¡Ó,Õ�Ö3Ï � Ï	Ý'Í�à	Ï	Ï ü Ï	å�ã�×�Ú�Ñ�Ð3Õ/ÙrÝ'Í�Ý ��� (�(���� ' +���+ .	�
� 010123��ý,ÎDÍ/Ú�ú!Ï	Î#ß	×�Ñ�Ú�ßrÜ	Ï3Ú�ØDÕ!ÛDÍ�ÎDÍ�âÓ,×�Ñ�Î3Õ/ã3éDÕ/Û	Î3×�ÖD×�Ø3ß'òSæ!Ï'í�í�Í�ÎDÍ�Ý	Ñ�×�Î	Ï3Ú�Ñ�Ï	Ý	Ï�Î3×�Ø�Í�Ý�Ú�Í�à	Ï3Õ/Ð	Ð3Õ/á�Õ�à	Ï	Ý'Ø�ÍyÐ3×�Ý'Ø�Í/Ú�Ú�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/Ù � Õ/Î3Ó6Òié
Ñ/Í�Ý¡Ý'Í�Ý¯Û	Î	ÏrÞ�ã�×�Ø3Ï	Ü3×�Ð	Ï	Ï

c
ã ü � ′′ ý�Ú 
§Ï3ÓPÍ/×�Ñ�Ú�ßçÍ/Ó6Û'Ø3Ï	Ñ�Þ�Ö�Í'ïTZå2ÖDÕ/Û3Õ�Ø3Ð	Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð	Ò8í�Õ/á�ÎDÍ�Ð	Ï	Ü3×�Ð	Ï	Ù¶Û	Î	Ï@Û	Î3×�Õ�è/ÎDÍ�å�Õ/ã#Í�Ð	Ï	Ï�Ï3Ú�í#Õ�Ö3Ð3Õ/á�Õ_Þ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	ß ü ��ý�Ý¶Ú�Ï	Ð'âá�Þ�Ø3ß'Î	Ð3Õ�ã�Õ/å�Ó6Þ�æy×�Ð	Ð3Õ�Ó6Þ

ẋ = F (x(t − 1), ε)
Ï�Ö�Í�ØD×�×yÝçÛ	Î3×�ÖD×�Ø3ì�Ð3Õ�Ó6ÞçÎ3×�ØD×�Ù	Ð3Õ�Ó6Þ�Þ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	ò

Ú�å�Í�ÛDÍ�å�Ö3Ò2ã#Í�Ð	Ï3×�Ó
ẋ = R(x(t−1))

Û	Î3×�Ö3Û3Õ�Ø�Í�á�Í/×�Ñ�Ú�ß
λ� 1

ï�\iØ3ß ü ��ýF+ ü � ′ ýFÞ�Ñ�ã�×�ÎM
yÖ�Í/×�Ñ�Ú�ß@Ú�Þ�æy×�âÚ�Ñ�ã�Õ/ã#Í�Ð	Ï3×S×�Ö3Ï	Ð3Ú�Ñ�ã�×�Ð	Ð3Õ/á�ÕyÕ/Î3è/Ï	Ñ/Í�Ø3ì�Ð3Õ!ë�Ý�Ú�Û3Õ/Ð3×�Ð	à	ÏDÍ�Ø3ì�Ð3ÕyÞ�Ú�Ñ�Õ/Ù	Ü	Ï	ã�Õ/á�Õ!à	Ï	Ý'Ø�Í'ï�cNÕ�â»Û	Î3×�
§Ð3×�Ó6Þ
Ð3×�Û3Õ/Ð	ß'Ñ�Ð3ÕZÝ'Í�Ý�Õ/Ù§Ï3Ó,×�Ð	Ð3ÕSÐ3×�Ø3Ï	Ð3×�Ù	Ð	Ò2Ù§Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï3Õ/Ð	Ð	Ò2Ù§Û	Î3Õ/à3×�Ú�Ú2Ó,Õ�
!×�ÑNÛ3Õ�Ó,Õ/Ü	ìZÛ	Î3×�ÖDÚ�Ý'Í�å�Í�Ñ�ì
Ú�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã�Õ ü ��ý�é	Ñ/Í�Ý¡Ý'Í�Ý¡Ï	åiÞ�Ñ�ã�×�ÎM
yÖD×�Ð	Ï	ß¯Õ§Ú�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã#Í�í¡à	Ï	Ý'Ø�Íyã¡ó 
 ö�Û3Õ�Ø3Þ�Ü3×�Ð3Õ

minN∗(t, λ) ∼ C1 exp (−λa0), C1, a0 = const > 0,
Ï�é�Ý'Í�Ý©Õ/Ñ�Ó,×�Ü3×�Ð3Õ�ÎDÍ�Ð3×�×�é

λ
Ï	å�ÐDÍ�ÜDÍ�Ø3ì�Ð3ÕrÞ�Ý'Í�å�Ò2ã#Í/×�Ñ�Ú�ßçÖDÕ�Ú�Ñ/Í�Ñ�Õ/Ü	Ð3Õ¡è�Õ�Ø3ì�ú!Ï3Ó å�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï3×�Ó2ï�cZÎ	Ï

Ï3Ú�Û3Õ�Ø3ì�å�Õ/ã#Í�Ð	Ï	Ï � Þ�Ð	Ý	à	Ï	Ï ü � ′′ ý�ÐDÍ�ú!Ïrã�Ò2Ü	Ï3Ú�Ø3Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð	Ò£×_ë�Ý�Ú�Û3×�Î	Ï3Ó,×�Ð	Ñ�Ò Û3Õ/Ý'Í�å�Ò2ã#Í�òSÑ@ã/Ø3Ï	ß'Ð	Ï3×ÖD×�Ó6Û � Ï	Î	Þ�òSæy×�á�Õ!Ý�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	ß�ÛDÍ�ÎDÍ/Ó,×�Ñ�ÎDÍ
c
ÐDÍ_ã�Ú�×£í�Í�ÎDÍ�Ý	Ñ�×�Î	Ï3Ú�Ñ�Ï	Ý	Ï¯à	Ï	Ý'Ø�Í'é�Ü	Ñ�Õ!ÐDÍ�Û	Î#ß	Ó6Þ�ò Ð3×

Õ�è�Ú�Þ�
yÖ�Í/×�Ñ�Ú�ß©ã©ó 
 ö�é±Ï�Ñ�Î3×�è/Þ�×�Ñ�Ú�ß©Þ�Ú�ØDÕ/ã�Ï3×
c � 1

é±Ñ/Í�Ý©Ý'Í�Ý�Û	Î	ÏêÓPÍ�Ø3Ò8í
c
Ú�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã#Í�à	Ï	Ý'Ø�Í ü ��ýè/Þ�Ö3Þ�Ñ§å�ÐDÍ�Ü	Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð3Õ�Ó,×�Ð3×�×NÏ	Ð	Ñ�×�Î	Û	Î3×�Ñ�Ï	Î	Þ�×�Ó6Òié�Ü3×�Óäã ü ù�ý�ï\iØ3ß ü ù�ý�Ï ü ��ý�Þ�Ú�Ñ/Í�Ð3Õ/ã/ØD×�Ð3Õ¶Ú�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã�Õ§Ö3Ï3Ú�Ú�Ï	ÛDÍ�Ñ�Ï	ã�Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï�Ñ�ÎDÍ/×�Ý	Ñ�Õ/Î	Ï	Ï�û

N(t) 6 exp(rτ). ü � ∗ ý

� G
� >�ÊPq�A��çÊPÌtËtv�BSÌ2KtÌµu $ C2I���qMK A,Ì $ J�>DuDq#s2J�KtÌ
ON×�Ý�Õ/Ñ�Õ/Î	Ò£Ó Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	ß	Ó¼ã�Î3×�Ö3Ï	Ñ�×�ØD×�Ù½Ú�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã�×�Ð	Ð3Õ�Ú�Û3×�à	Ï � Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ�×¶Ð3×�Î3×�á�Þ�Ø3ß'Î	Ð3Õ�×¶ß'ã/ØD×�â

Ð	Ï3×ZÛ	Ï'ØDÕ�Õ�è/ÎDÍ�å�Ð3Õ/Ù¡ã�Ú�Û	Ò2ú!Ý	ÏrÜ	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï � -��
�3. (�(�.�� (,- + + ' '�� ./+)(�� -��¡óõô�ô�ö�é�Ý�Õ/Ñ�Õ/Î	Þ�ò¹Ó6ÒgÓ,Õ�
!×�Ó
Õ/Û	Ï3Ú�Í�Ñ�ìrÛ	Î	Ï�ÖDÕ/Û3Õ�Ø3Ð3×�Ð	Ï	Ï©Ó,Õ�ÖD×�Ø3Ï ü ��ý�é ü � ′′ ý�ï�cNÕ�Ú�ØD×!ÎDÍ�ã�Ð3Õ/ã�×�Ú�Ð3Õ/á�Õ¡Ú�Õ�Ú�Ñ�Õ�ß'Ð	Ï	ßçÛ	Î	ÏçÜ	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�âÚ�Ñ�Ïçè�Í/è�Õ/Ü3×�Ý�éDÐ3×_ã�Ò2å�Ò2ã#Í�òSæy×�Ù¯ÖD× � Õ�Ø3ÏDÍ�à	Ï	Ï�é�ã/Ö3Î	Þ�á_Û3Õ�ß'ã/Ø3ß	×�Ñ�Ú�ß�Ú�×�Î	Ï	ß¡Ð3×�Û3Õ�Ú�ØD×�ÖDÕ/ã#Í�Ñ�×�Ø3ì�Ð	Ò8í
Õ/Ü3×�Ð	ì¯Ó6Ð3Õ/á�Õ/Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð	Ò8íêÛ3Õ/Ý�Õ�ØD×�Ð	Ï	Ù�é�ÐDÍ�Û3Õ/Î#ß�ÖDÕ/ÝêÛ	Î3×�ã�Ò2ú§Í�òSæ!Ï'í�Ú�Î3×�Ö3Ð3×�Ó6Ð3Õ/á�Õ�ØD×�Ñ�Ð	òSò Ü	Ï3Ú�â
ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�ìXå�ÍçÛ	Î3×�Ö3úy×�Ú�Ñ�ã�Þ�òSæ!Þ�ò ÖD×�Ý'Í�Ö3ÞäãêÕ/ÜDÍ�á�×¡ã�Ú�Û	Ò2ú!Ý	Ï�ï�atÍ�Ýîã�Ð3×�å�Í�Û	Ð3ÕêÛ	Î3Õ�ß'ã/Ø3ß	×�Ñ½Ú�×�è�ß
×�ØDÕ/ã#Í�ß�Ø3Ï3Ú�Ñ�Õ/ã�×�Î	Ñ�Ý'Í /����)���*�����) �7�%��;" ��%�5 � ��7��;") "Sã_ØD×�Ú�Í�í¡K�×�ã�×�Î	Ð3Õ/Ù¡QSÓ,×�Î	Ï	Ý	Ï ü ÐDÍ_Î	Ï3Ú�ï	ùiðBÏ	å�â
Ó,×�Ð3×�Ð	Ï3×rÛ'ØDÕ/æ§Í�Ö3ÏäÛ3Õ/á�Ï3è/úy×�á�ÕçØD×�Ú�ÍçÚ�Ñ�Î3×�Ó6ß½ã�Ò2ÎDÍ�
!×�Ð	Ð	Ò£Ó6ÏîÛ	Ï	Ý'Í/Ó6ÏµÛ3Õ�Ö�Í�Ð	Ð	Ò£Ó óõô���ö ý�é6á�ÖD×
è�Õ�ØD×�×Zù�.SØD×�Ñ_Û3Õ�Ú�Ñ�Õ�ß'Ð	Ð3Õ!ÐDÍ/è�Ø3ò8Ö�Í�Ø�Í/Ú�ìyÛ3Õ�Ø3ÐDÍ�ß@Û3Õ/Ñ�×�Î#ß@í'ã�Õ/Ï ü ÖD× � Õ�Ø3ÏDÍ�à	Ï	ßDý6ÐDÍNå�ÐDÍ�Ü	Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð	Ò8íÛ'ØDÕ/æ§Í�Ö3ß�í½ã�Û'ØDÕ/Ñ�ìçÖDÕ�Û	Î3×�Ý	ÎDÍ�æy×�Ð	Ï	ßäã�Ú�Û	Ò2ú!Ý	ÏäãçÝ�Õ/Ð	à3×©ô 
 ø�.�â íXá�á�ï"!FÍ�ã�×�Î	úy×�Ð	Ï3×¯Í�Ñ�Ï	Û	Ï	Ü	Ð3Õ/Ù
ã�Ú�Û	Ò2ú!Ý	Ï¯Ó,Õ�
!×�Ñ�Û	Î3Õ/Ï3Ú�í#Õ�Ö3Ï	Ñ�ì�Ñ/Í�ÝO
!×Nã�Ð3×�å�Í�Û	Ð3Õ	é3Ý'Í�Ý¯Ï¡×�×ZÎDÍ�å�ã�Ï	Ñ�Ï3×�ï

���	Å��$# ��«6���/�������/{�����{��£��|�����¢P��{����/|}�������}�������­�2~D{�|}¢P��{���{��S�}�/�������S�/�}|�{��



>�������"3 	���	���r1 - 1� ������	�	�¯
@� - �����­�	�	���	�	�¡ #"���
�$±��$	�����i���#�/�	$±� - $�� � ù
f¯ÒXÓ,Õ�
!×�Ó�Û	Î3×�Ö	ØDÕ�
§Ï	Ñ�ìiÓPÍ�Ñ�×�ÓPÍ�Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ�×2Õ/Û	Ï3Ú�Í�Ð	Ï3×�Ñ/Í�Ý�Õ/á�ÕSÜDÍ/Ú�Ñ�Ð3Õ/á�Õ	é�Ð3Õ­ã�×�Ú�ì�ÓPÍ£Ð3×�è�Ø�Í�á�Õ�â

Û	Î	Ï	ß'Ñ�Ð3Õ/á�Õ§Ö	Ø3ß�ØD×�Ú�Ð3Õ/á�Õyí#Õ/å�ß'Ù3Ú�Ñ�ã#Í@Ú�à3×�ÐDÍ�Î	Ï	ß¡Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï3Õ/Ð	Ð3Õ/Ù¡Ö3Ï	ÐDÍ/Ó6Ï	Ý	Ï�é3Þ�ã�×�Ø3Ï	Ü	Ï	ã�Ú�Ñ�×�Û3×�Ð	ì
Ð3×�Ø3Ï	Ð3×�Ù	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï¯Û	ÎDÍ�ã�Õ/Ù¯ÜDÍ/Ú�Ñ�Ï¡ã ü � ′′ ý�û

dN

dt
= rN(t)

(
K −N2(t− τ)

(K + cN3(t− τ))

)
. ü 	 ý

atÍ�ÝêÞ�Ö�Í/×�Ñ�Ú�ßêÚ�á�Ø�Í�Ö3Ï	Ñ�ì�Ð3×�ÖDÕ�Ú�Ñ/Í�Ñ�Õ/ÝXÞ�Ó6Ï	Ð	Ï3Ó6Þ'Ó,Õ/ã
min0<t<T∗

N∗(t, r) → ε
é
ε � 1

é�Ú�Ø3Ï	ú!Ý�Õ�Ó
Ð	Ï	å�Ý	Ï'íÔÖ	Ø3ßÔã�Õ/å�Ó,Õ�
§Ð3Õ�Ú�Ñ�×�Ù Û3Õ/ã�Ñ�Õ/Î	Ð3Õ/á�Õµè/Ò£Ú�Ñ�Î3Õ/á�Õ½Î3Õ�Ú�Ñ/Í½Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï Û	Î	ÏgÚ�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã�×�Ð	Ð	Ò8í
ã�Î3×�Ö3Ï	Ñ�×�Ø3ß	Ó¼è�Õ�Ø3ì�ú!Ï'í

r
é�Ð3Õ�Õ/Ñ�Õ/Ù'Ö3ß�Õ/Ñ�Þ�Ú�ØDÕ/ã�Ï	Ù ü � ′ ý�û f(x) → 0

é
x → +∞ ï±V ã�Ò2Ü	Ï3Ú�Ø3Ï	Ñ�×�Ø3ì/â

Ð	Ò8íyÏ3Ú�Ú�ØD×�ÖDÕ/ã#Í�Ð	Ï	ß�íyÖ	Ø3ß ü 	 ýtÓ6ÒäÛ3Õ�Ú�ØD×£è/Ï � Þ�Î	Ý'Í�à	Ï	Ï@Ó,Õ�
!×�Ó©Û3Õ�Ø3Þ�Ü	Ï	Ñ�ìiÎ3×�Í�Ø3Ï	å�Í�à	Ï	ògÚ�à3×�ÐDÍ�Î	Ï	ßÛ	Ï'ØDÕ�Õ�è/ÎDÍ�å�Ð3Õ/Ù§ã�Ú�Û	Ò2ú!Ý	Ï ü Î	Ï3Ú�ï���ý�ï�^SÚ�Ð3Õ/ã�Ð3Õ/Ù§å�ÐDÍ�Ü	Ï3Ó6Ò2Ù¶Í/Ú�Û3×�Ý	Ñ ü 	 ýFð Õ/Ü3×�Î3×�Ö3Ð3Õ/Ù@Ú�Ñ�Î3×�Ó6Ï	Ñ�×�Ø3ì/âÐ	Ò2Ù¡Ð3×�Ý�Õ/Ð	Ñ�Î3Õ�Ø3Ï	Î	Þ�×�Ó6Ò2ÙçÎ3Õ�Ú�Ñ@Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï¯ÐDÍ�Ü	Ï	ÐDÍ/×�Ñ�Ú�ß�Õ/Ñ@å�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï	ß¯è�Ø3Ï	å�Ý�Õ/á�Õ@Ý¯Ú�Þ�æy×�Ú�Ñ�ã�Õ�â
ã#Í�ã�úy×�Ó6ÞçÛ3×�Î3×�ÖXè/Ï � Þ�Î	Ý'Í�à	Ï3×�ÙêÎDÍ�ã�Ð3Õ/ã�×�Ú�Ï	òyé�Õ/Û	Ñ�Ï3ÓPÍ�Ø3ì�Ð3Õ/á�Õ�è�Í�Ø�Í�Ð3Ú�Í¡Ú�Õ¡Ú�Î3×�ÖDÕ/Ù�ï�ON×yí'ã#Í�Ñ/Í/×�Ñ
ÞXã�Ú�×�íµÍ�ÐDÍ�ØDÕ/á�Ï	Ü	Ð	Ò8íµÓ,Õ�Ö3Ï � Ï	Ý'Í�à	Ï	ÙÔÞ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	ÙîÚ�å�Í�ÛDÍ�å�Ö3Ò2ã#Í�Ð	Ï3×�ÓBÐ3×�Ý�Õ/Ñ�Õ/Î	Ò8íµÑ�Î	Ï	á�á�×�Î	Ð	Ò8í
Ú�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã3é	Ü	Ñ�Õ�è/Ò ÎDÍ/Ú�Ú�ÓPÍ�Ñ�Î	Ï	ã#Í�Ñ�ì�Í/Ú�Û3×�Ý	Ñ�Ò è/Ò£Ú�Ñ�Î3Õ/á�Õ¶Ú�à3×�ÐDÍ�Î	Ï	ß¡Ú�Í/Ó,Õ/å�Í�ã�×�Î	úy×�Ð	Ï	ß¯ã�Ú�Û	Ò2úy×�Ý�ï

���	Å������#«,�}�������}�Z�Z������{���|�{�¥��/�����/��~	�2¥��/�����2�8�/�������N~3�}������� � � ���

�������
	��
�
�
����TZå�ã�×�Ú�Ñ�Ð3Õ	é�Ü	Ñ�Õ¶ã¶Ï	Ñ�×�ÎDÍ�à	Ï	ß�í¯Ð3×�Ø3Ï	Ð3×�Ù	Ð	Ò8í � Þ�Ð	Ý	à	Ï	Ù
Rj+1 = ψ(Rj),

Ï3Ó,×�ò­â
æ!Ï'í§ÓPÍ�Ý�Ú�Ï3Ó6Þ'Ó

ψ′(Rm) = 0
é
ψ′′(Rm) 6= 0,

Û3Õ/ã�×�ÖD×�Ð	Ï3×£Ñ�ÎDÍ/×�Ý	Ñ�Õ/Î	Ï	Ï@Ö�Í�
!×­è�Õ�ØD×�×2ÎDÍ�å�Ð3Õ�Õ�è/ÎDÍ�å�Ð3Õ	ï
VÔÏ'í'Ñ�Ï3Õ�ØDÕ/á�Ï	Ï¯Û	Î	Ï3Ó,×�Ð	ß	×�Ñ�Ú�ßFû

Rj+1 = aRje
−bRj , a > 1, 0 < b < 1,

á�ÖD×8Û	Î	Ï
a > e2

ã�Õ/å�Ð	Ï	Ý'Í�òSÑià	Ï	Ý'Ø3ÒäÎDÍ�å�Ð3Õ�Õ�è/ÎDÍ�å�Ð	Ò8í§Û3×�Î	Ï3Õ�ÖDÕ/ã3é�Ï!Ö3Ï3Ú�Ý	Î3×�Ñ�Ï	å�Í�à	Ï	ß§å�Í�Ö�Í�Ü	Ï§Û3Õ�Ó,Õ�â

!×�Ñ§ÐDÍ�Ù	Ñ�Ï¡Õ/Û	Ñ�Ï3ÓPÍ�Ø3ì�Ð3Õ�×NÎ3×�úy×�Ð	Ï3×�ïD^£Ö3ÐDÍ�Ý�Õ	é	Û3Õ�Ó6Ï3Ó,ÕyÛ3×�Î	Ï3Õ�Ö�Íyà	Ï	Ý'Ø3ÒgÏ	Ñ�×�ÎDÍ�à	Ï	Ù¯Õ/Ñ�Ø3Ï	ÜDÍ�òSÑ�Ú�ß
ã�å�Í�Ï3Ó6Ð	Ò£ÓäÎDÍ/Ú�Û3Õ�ØDÕ�
!×�Ð	Ï3×�ÓîÑ�Õ/Ü3×�Ý�ï	cZÎ	Ï¡è/Ï � Þ�Î	Ý'Í�à	Ï	ß�í�Þ�Ö3ã�Õ�×�Ð	Ï	ß�Û3×�Î	Ï3Õ�Ö�Íyã�Õ/Ý	Î	Þ�áNÑ�×�Î#ß'òSæy×�Ù
Þ�Ú�Ñ�Õ/Ù	Ü	Ï	ã�Õ�Ú�Ñ�ì¯à	Ï	Ý'Ø3Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/ÙXÑ�Õ/Ü	Ý	Ïêã�Õ/å�Ð	Ï	Ý	Ð	Þ�ÑrÖ3ã�×§Ð3Õ/ã�Ò£×�é�Ú�Õ�í'ÎDÍ�Ð	ß'ßêÚ�Ï3Ó,Ó,×�Ñ�Î	Ï	ò÷ã�×�Ñ�ã�×�ÙêÐDÍ
è/Ï � Þ�Î	Ý'Í�à	Ï3Õ/Ð	Ð3Õ/Ù�Ö3ÏDÍ�á�ÎDÍ/Ó,Ó,×yÚ�à3×�ÐDÍ�Î	Ï	ß�h!×�Ù	á�×�Ð3è�Í�Þ'ÓPÍ'ï±bNÕ/Î3Õ/Ñ�Ý	Ï3×!à	Ï	Ý'Ø3Ò á�Î	Ò2å�Þ�Ð3Õ/ã�ã¶Ñ/Í�Ý	Ï'í
Ñ�×�Î3Ó6Ï	ÐDÍ�í@ð`ë�Ñ�Õ_Ó,Õ/Ð3Õ/Ñ�Õ/Ð	Ð	Ò£×SÛ3×�Î3×�Ú�Ñ/Í�Ð3Õ/ã�Ý	Ï¡Ú£Û	Ï	Ý�Õ�Óêã!Ý�Õ/Ð	à3×�é#Ý�Õ/Ñ�Õ/Î	Ò£×ZÓ,Õ�
§Ð3Õ_ÐDÍ�Ù	Ñ�Ï�ã ��Õ/Ý'â
ÐDÍ�í¯Û3×�Î	Ï3Õ�Ö3Ï	Ü	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï��¡Ú_à	Ï	Ý'Ø�Í/Ó6Ï

p 6= 2i
Õ/Ü3×�Ð	ì�Þ�å�Ý	Ï'í¡Ö3ÏDÍ�ÛDÍ�å�Õ/ÐDÍ�í�å�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï	ÙçÞ�Û	ÎDÍ�ã/Ø3ß'òSæy×�á�Õ

ÛDÍ�ÎDÍ/Ó,×�Ñ�ÎDÍ_óõô�ù�ö�ï/K�Þ�æy×�Ú�Ñ�ã�Þ�×�ÑSÎ#ß�Ö!Û	Î	Ï	Ü	Ï	Ð�é�Û3Õ£Ý�Õ/Ñ�Õ/Î	Ò£Ó�ã�Õ/å�Ð	Ï	Ý	Ð3Õ/ã�×�Ð	Ï3×�í�Í/Õ/Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/á�ÕiÍ�Ñ�Ñ�ÎDÍ�Ý'â
Ñ�Õ/ÎDÍ_ã!Ñ�Õ/Ü	Ý�×ZÐDÍ�Ý�Õ/Û'ØD×�Ð	Ï	ß�Ý'Í/Ú�Ý'Í�Ö�Íyè/Ï � Þ�Î	Ý'Í�à	Ï	ÙrÞ�Ö3ã�Õ�×�Ð	Ï	ß�Ð3×­ß'ã/Ø3ß	×�Ñ�Ú�ß¶í#Õ/Î3Õ/ú!Ï3Ó½Ú�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã�Õ�Ó
Ö	Ø3ßrÕ/Û	Ï3Ú�Í�Ð	Ï	ß¡Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï3Õ/Ð	Ð	Ò8í¡Û	Î3Õ/à3×�Ú�Ú�Õ/ã3ï
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TZå¯ÎDÍ�å�ã�Ï	Ñ�Ï	ßîÞ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	ß ü ù�ý§Ó,Õ�
§Ð3ÕêÛ3Õ�Ø3Þ�Ü	Ï	Ñ�ì½Õ/Û	Ï3Ú�Í�Ð	Ï3×�×�æy×¯Õ�Ö3Ð3Õ/á�ÕXÚ�Û3×�à	Ï � Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/á�Õë�Ý�Õ�ØDÕ/á�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/á�Õêß'ã/ØD×�Ð	Ï	ßFé,Ý�Õ/Ñ�Õ/Î3Õ�×rÐ3×rè/Ò8ØDÕçÎDÍ/Ú�Ú�Ó,Õ/Ñ�Î3×�Ð3Õ�ã�Ï	å�ã�×�Ú�Ñ�Ð	Ò8íäÎDÍ/è�Õ/Ñ/Í�íFïPV]Ú�Ø3Þ�ÜDÍ/×
ã�Ú�Û	Ò2úy×�Ý©ÐDÍ/Ú�×�Ý�Õ�Ó6Ò8í�â � Ï	Ñ�Õ � Í�á�Õ/ã¯Û3Õ/Ð	ß'Ñ�Ï3×¶×�Ó6Ý�Õ�Ú�Ñ�Ïêë�Ý�Õ�ØDÕ/á�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/ÙXÐ	Ï	ú!Ï©Ï	å ü ô�ýSÞ�Ñ�ÎDÍ�Ü	Ï	ã#Í�â×�ÑçÚ�Ó6Ò£Ú�Ø�é,Í¡ÎDÍ�ã�Ð3Õ/ã�×�Ú�Ï3×�Û	Î	Ï½ÓPÍ�ØDÕ/Ù½Ï'í©Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�ÏäÏ3Ó,×�×�Ñ¯Ö3Î	Þ�á�Þ�ò Û	Î	Ï	Î3Õ�Ö3Þ�ï6TZårÍ�ÐDÍ�Ø3Ï	å�Í
Ö3Ï'ØD×�Ó,Ó6ÒÔÛDÍ�Î	Ý'Í_bZÎ	òSá�×�ÎDÍNÛ	Î3×�Ö3Û3Õ�ØDÕ�
§Ï3Ó½Ú�Þ�æy×�Ú�Ñ�ã�Õ/ã#Í�Ð	Ï3×­Ð3×�Ý�Õ/Ñ�Õ/Î3Õ/á�Õ!Û	Î3×�Ö3Ý	Î	Ï	Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/á�ÕyÛ3Õ�â
Î3Õ/á�Õ/ã�Õ/á�Õ�Þ�Î3Õ/ã�Ð	ß

H < K
ï'\iØ3ß¡á�×�Ð3×�Î	Ï	Î	Þ�òSæ!Ï'í¯ã�Ú�Û	Ò2ú!Ý	Ï�Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	Ù�Ð	Ï�
§Ð	Ï	Ù�Ý	Î	Ï	Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï	Ù

Û3Õ/Î3Õ/á!Û3Õ�Ø�Í�á�Í/×�Ñ�Ú�ßçã�×�Ú�ì�ÓPÍ¶ÓPÍ�Ø3Ò£Ó
L � H

ïDcNÕ�ØDÕ�
§Ï3Ó2é�Ü	Ñ�Õ@ÖDÕ�Ú�Ñ�Ï�
!×�Ð	Ï3×!å�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï	ß�Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�â
Ú�Ñ�Ï

K
Õ/å�ÐDÍ�ÜDÍ/×�ÑrÐ3×!Þ�ÎDÍ�ã�Ð3Õ/ã�×�ú!Ï	ã#Í�Ð	Ï3×�éFÐ3Õ¶ÖD×�á�ÎDÍ�Ö�Í�à	Ï	ò]Ð3×�Õ�è�í#Õ�Ö3Ï3Ó,Õ/ÙXÚ�Õ�Ú�Ñ/Í�ã/Ø3ß'òSæy×�ÙêÚ�Î3×�Ö3Ò

Õ�è/Ï	Ñ/Í�Ð	Ï	ßFï�cN×�Î3×�í#Õ�Ö@Ü3×�Î3×�å2Ó6ß'á�Ý	Ï	Ù§Û3Õ/Î3Õ/á8Ï3Ó,×�×�ÑNå�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï3×�Ö	Ø3ßyÓ,×�í�Í�Ð	Ï	å�Ó,Õ/ãNÝ�Õ/Ð	Ñ�Î3Õ�Ø3ß§ã�Ð	Þ�Ñ�Î	Ï'â
Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï3Õ/Ð	Ð3Õ/ÙêÚ�Ñ�Î	Þ�Ý	Ñ�Þ�Î	Òiï±a�Õ/á�Ö�Í�ÐDÍ@Ö3Ï	ÐDÍ/Ó6Ï	Ý	ÞçÚ�Ï3Ú�Ñ�×�Ó6ÒkÕ/Ý'Í�å�Ò2ã#Í/×�Ñ¡ã/Ø3Ï	ß'Ð	Ï3×§Õ/Ñ�Ý'ØDÕ/Ð3×�Ð	Ï3×
[H −N(t− τ)]

é	Û	Î	Ï	Ñ�Õ�Óµã�×�Ø3Ï	Ü	Ï	ÐDÍ@Õ/Ñ�Ý'ØDÕ/Ð3×�Ð	Ï	ß�Ó,Õ�
!×�Ñ�è/Ò2Ñ�ì¶Ý'Í�Ý¯Û3Õ�ØDÕ�
§Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð3Õ/Ù�é�Ñ/Í�Ý¡Ï¯Õ/Ñ/â
Î	Ï	àDÍ�Ñ�×�Ø3ì�Ð3Õ/Ù�ï�f�Õ�Ö3Ï � Ï	à	Ï	Î	Þ�×�Ó ü ù�ý�Ú�ØD×�Ö3Þ�òSæ!Ï3ÓµÕ�è/ÎDÍ�å�Õ�Ó2û

dN

dt
= r1N

(
1− N(t− τ)

K

)
(H −N(t− τ)) . ü � ý

f�Õ�
§Ð3ÕNÚ�Ü	Ï	Ñ/Í�Ñ�ì3é/Ü	Ñ�ÕSÛ	Î	Ï§Ú�Ó,×�Ð3×�å�ÐDÍ�Ý'ÍZÕ/Ñ�Ý'ØDÕ/Ð3×�Ð	Ï	ßyÜ'ØD×�Ð	Ò½Û	ÎDÍ�ã�Õ/ÙyÜDÍ/Ú�Ñ�Ï ü ã�Õ�Ú�Û	Î3Õ/Ï	å�ã�Õ�ÖDÚ�Ñ�ã#ÍZÏÎ3×�á�Þ�Ø3ß'à	Ï	Ï�ýPÓ,×�Ð	ß'òSÑ�Ú�ß¶Ú�ã�Õ/Ï3Ó6Ï � Þ�Ð	Ý	à	Ï3Õ/ÐDÍ�Ø3ì�Ð	Ò£Ó6Ï�Î3Õ�Ø3ß	Ó6Ï¶ã_Ó,Õ�ÖD×�Ø3Ï�ï�\iØ3ß@Û	ÎDÍ�ã�Õ/Ù¶ÜDÍ/Ú�Ñ�Ï ü � ýÐ3×­ã�Ò2Û3Õ�Ø3Ð	ß'òSÑ�Ú�ß�Þ�Ú�ØDÕ/ã�Ï	ß ü � ′ ý�é�Þ�Ý'Í�å�Í�Ð	Ð	Ò£×­Ö	Ø3ß f(x) Û	Î	Ï�Õ�è�Õ�Ú�Ð3Õ/ã#Í�Ð	Ï	Ï�Þ�Ñ�ã�×�ÎM
yÖD×�Ð	Ï	ß�Õ!×�Ö3Ï	Ð'âÚ�Ñ�ã�×�Ð	Ð3Õ�Ó©Õ/Î3è/Ï	Ñ/Í�Ø3ì�Ð3ÕiÞ�Ú�Ñ�Õ/Ù	Ü	Ï	ã�Õ�Ó�à	Ï	Ý'ØD×�é�Û3Õ/Ñ�Õ�Ó6Þ!Ð3×2Õ�è�ß'å�Í�Ñ�×�Ø3ì�Ð3ÕiÑ�×�Õ/Î3×�ÓPÍ ü �'ïõô�ýtÏ	åNó 
 ö3è/Þ�ÖD×�ÑÛ3Õ�Ø3Ð3Õ�Ú�Ñ�ì�ò`Ú�Û	ÎDÍ�ã�×�Ö	Ø3Ï	ã#Í§ã§ÐDÍ�úy×�ÓµÚ�Ø3Þ�ÜDÍ/×�ï
AFG6É I��tÌ $ A,Ì2J'q�A��DË2I Nµv	Ëtv�A,Ì "¯Ë2>Du@>@N B >�ÊPq�A,Ì

cZÎ	Ï§ÓPÍ�ØDÕ�Ó�å�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï	Ï§å�Í�ÛDÍ�å�Ö3Ò2ã#Í�Ð	Ï	ß§ã ü � ýFÛ3Õ�Ø3Þ�ÜDÍ/×�Ó�å�Í�Ñ�Þ#í�Í�òSæ!Ï3×8Õ�Ú�à	Ï'Ø	Ø3ß'à	Ï	Ï@Ú N → H
ï

cZÎ	Ï©Þ�ã�×�Ø3Ï	Ü3×�Ð	Ï	Ï
τ
Ï'Ø3Ï

r1
ãrÑ/Í�Ý�Õ�Ó¼Þ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	Ï ü + r1 = 10−3r

ý£ã�Õ/å�Ð	Ï	Ý	Ð3×�Ñ¯Û	Î	Ï	Ñ�ß'á�Ï	ã#Í�òSæ!Ï	Ù
à	Ï	Ý'Ø ü Î	Ï3Ú�ï 	 é K = 15000

é
H = 5000

ý�ï

���	Å���� � � ¸X¥��/���­�/��|��/�6����ª�������{�¥����S� �
	���� ÿ ¸©�/����{�~	�/��{ �����D�/���N{���{��/���}��¤����F�£��{��/{�~3�}���/{����
OiÍêÎ	Ï3Ú�ï 	 Ö3Ï	ÐDÍ/Ó6Ï	Ý'Í½Û3Õ�Ú�ØD×çÛ'Ø�Í�ã�Ð3Õ/á�Õ½Û	Î3Õ�í#Õ�
yÖD×�Ð	Ï	ß¼è/Ï � Þ�Î	Ý'Í�à	Ï3Õ/Ð	Ð3Õ/á�ÕäÏ	å�Ó,×�Ð3×�Ð	Ï	ß Û3Õ

Ú�à3×�ÐDÍ�Î	Ï	ò¹Q­Ð'Ö3Î3Õ/Ð3Õ/ã#Í!ð]jZÕ/Û � ÍiÛ	Î	ÏrÛ3×�Î3×�í#Õ�ÖD×
r1
Ü3×�Î3×�åNÝ	Î	Ï	Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ�×Nå�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï3× ü ãyã�Ò2Ü	Ï3Ú�Ø3Ï'âÑ�×�Ø3ì�Ð3Õ�Óîë�Ý�Ú�Û3×�Î	Ï3Ó,×�Ð	Ñ�×!Î	Ï3Ú�ï 	 ã�Ú�×iÛDÍ�ÎDÍ/Ó,×�Ñ�Î	Ò¹Ó,Õ�ÖD×�Ø3ÏçÚ�Õ�í'ÎDÍ�Ð	ß'òSÑ�Ú�ßDý�éDÛ3Õ/Ý'Í�å�Ò2ã#Í�òSæ§Í�ß¯Þ�Ú�Ñ/Í�â

Ð3Õ/ã/ØD×�Ð	Ï3×ià	Ï	Ý'Ø�ÍyÛ	Î	Ï
N(0) = H + ε

é
H = 5000

é
K = 15000

ï
LZÏ	Ý'Øêè/Ò£Ú�Ñ�Î3Õ¡Ú�Ñ/Í�Ð3Õ/ã�Ï	Ñ�Ú�ß�Î3×�Ø�Í�Ý�Ú�Í�à	Ï3Õ/Ð	Ð	Ò£Ó Ú!ã�Õ/å�ÎDÍ/Ú�Ñ/Í�Ð	Ï3×�Ó

r1
é±Ï	åyÏ3Ó,×�òSæy×�Ù3Ú�ßFé±ÐDÍ�Û	Î	Ï'â

Ó,×�Î�é3ã¯óõô���ö�Ñ�×�Õ/Î	Ï	Ï�Õ¶Ó,Õ�Ö3Ï � Ï	Ý'Í�à	Ï	ß�í ')(�*,+)-/./+ + 01012îÓ6Ò Ð3×iÓ,Õ�
!×�ÓÔÛ3Õ�Ö3Ñ�ã�×�Î�Ö3Ï	Ñ�ìr×�á�Õ@á�ØDÕ�è�Í�Ø3ì/â
Ð	Þ�òkÞ�Ú�Ñ�Õ/Ù	Ü	Ï	ã�Õ�Ú�Ñ�ì3ïFQSÓ6Û'Ø3Ï	Ñ�Þ�Ö�Í@Ý�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	Ù�ã�Õ/Ñ�Ø3Ï	Ü	Ï3×§Í�ÐDÍ�ØDÕ/á�Ï	Ü	Ð3Õ/á�ÕrÚ�Ø3Þ�ÜDÍ�ß¯Ó,Õ�ÖD×�Ø3Ï ü ù�ý2Ð3×



>�������"3 	���	���r1 - 1� ������	�	�¯
@� - �����­�	�	���	�	�¡ #"���
�$±��$	�����i���#�/�	$±� - $�� � 	

ã�Õ/å�ÎDÍ/Ú�Ñ/Í/×�ÑêÖDÕ�Ð3×�Î3×�Í�Ø3Ï3Ú�Ñ�Ï	Ü	Ð	Ò8íîã�×�Ø3Ï	Ü	Ï	Ð�éPÐ3Õ©Õ�Ú�Ñ/Í/×�Ñ�Ú�ßµã©ÎDÍ�å�Þ'Ó6Ð	Ò8í½Ö	Ø3ßµè/Ï3Õ�ØDÕ/á�Ï	Ïîá�ÎDÍ�Ð	Ï'â
àDÍ�íFï,K�Ý�Õ/úy×�Ð	ÐDÍ�ß � Õ/Î3ÓPÍ¡Û	Ï	Ý�Õ/ã�Ö�Í�
!×rè�Õ�ØD×�×¶Û3Õ�í#Õ�
yÍçÐDÍ¡Î3×�Í�Ø3ì�Ð	Ò£×¶Ö�Í�Ð	Ð	Ò£×�Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï3Õ/Ð	Ð3Õ/Ù
Ö3Ï	ÐDÍ/Ó6Ï	Ý	Ï�ï±V ü � ý8Û	Î	Ï N(0) < H

Û3×�Î3×�í#Õ�Ö�Ý¯Þ�Ú�Ñ/Í�Ð3Õ/ã�Ï	ã�ú!Ï3Ó,Ú�ß � Ø3Þ�Ý	Ñ�Þ#Í�à	Ï	ß	ÓîÛ	Î3Õ/Ï3Ú�í#Õ�Ö3Ï	ÑrÐ3×
Û'Ø�Í�ã�Ð3Õ	é	Ð3Õ§Ü3×�Î3×�å_Ú�Ý'Í�Ü	Ý�Õ�Õ�è/ÎDÍ�å�Ð	Ò2Ù�Û3×�Î3×�í#Õ�Ö3Ð	Ò2Ù¯Î3×�
§Ï3Ó2ï

cZÎ	Ï§Ö�Í�Ø3ì�Ð3×�Ù	úy×�Ó©Þ�ã�×�Ø3Ï	Ü3×�Ð	Ï	Ï�å�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï	ß
r1τ

Û	Î3Õ/Ï	å�Õ/Ù'ÖD×�Ñ_Ö3Î	Þ�á�Õ�×2Î3×�å�Ý�Õ�×£Ï	å�Ó,×�Ð3×�Ð	Ï3×£Û3Õ/ã�×�â
ÖD×�Ð	Ï	ßyÑ�ÎDÍ/×�Ý	Ñ�Õ/Î	Ï	Ï�é�Ý�Õ/Ñ�Õ/ÎDÍ�ßyÛ3×�Î3×�Ú�Ñ/Í�Ð3×�Ñ_Û	Î	Ï	Ñ�ß'á�Ï	ã#Í�Ñ�ì�Ú�ß@Ýyå�Í/Ó6Ý	Ð	Þ�Ñ�Õ�Ó6Þ!Û3Õ�ÖDÓ6Ð3Õ�
!×�Ú�Ñ�ã�Þ � Í�å�Õ�â
ã�Õ/á�Õ§Û	Î3Õ�Ú�Ñ�ÎDÍ�Ð3Ú�Ñ�ã#Í'ï�TZå�Ó,×�Ð3×�Ð	Ï3×iÎ3×�Û	Î3Õ�Ö3Þ�Ý	Ñ�Ï	ã�Ð3Õ/á�Õ¶ÛDÍ�ÎDÍ/Ó,×�Ñ�ÎDÍ@Ó,Õ�
§Ð3Õ@Ñ�ÎDÍ�Ý	Ñ�Õ/ã#Í�Ñ�ì¶Ý'Í�Ý¯Ú�ØD×�Ö	â
Ú�Ñ�ã�Ï3×_Õ�Ú�Ø�Í/è�ØD×�Ð	Ï	ßrÖ�Í�ã/ØD×�Ð	Ï	ß¯ÛDÍ�ÎDÍ�å�Ï	Ñ�Õ/ã¶ÐDÍ§ã�Ò 
§Ï	ã#Í/×�Ó,Õ�Ú�Ñ�ì¶Ø3Ï	Ü	Ï	Ð3Õ/Ý�ï�MPÚ�Ø3Ï¡Ö�Í�ã/ØD×�Ð	Ï3×_Õ�Ú�Ø�Í/è�â
Ð3×�ÑXÚ�Õ/ã�Ú�×�Ó2é�Ñ�Õ©Û	Î	ÏîÑ/Í�Ý�Õ/Ùgè/Ï � Þ�Î	Ý'Í�à	Ï	ÏÔÑ�ÎDÍ/×�Ý	Ñ�Õ/Î	Ï	ßÔÚ�Ï3Ú�Ñ�×�Ó6Ò ÖDÕ©Þ�Ú�Ñ/Í�Ð3Õ/ã/ØD×�Ð	Ï	ßÔà	Ï	Ý'Ø�ÍêÚ�Õ
Ú�ã�Õ�×�Ù�Þ�ã�×�Ø3Ï	Ü	Ï	ã#Í�òSæy×�Ù3Ú�ß�Õ/á�Î3Õ�Ó6Ð3Õ/Ù¡Í/Ó6Û'Ø3Ï	Ñ�Þ�ÖDÕ/ÙrÓ,Õ�
!×�Ñ@è/Ò2Ñ�ì!Î3×�å�Ý�Õ_ã�Ò£è/Î3Õ/úy×�ÐDÍ_å�ÍiÛ	Î3×�ÖD×�Ø3Ò
ÖDÕ/Û	Þ�Ú�Ñ�Ï3Ó6Ò8íXÖ	Ø3ßä×�×�Ú�Þ�æy×�Ú�Ñ�ã�Õ/ã#Í�Ð	Ï	ßäå�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï	ÙµÛ	Î	Ï

N(t − τ) > K
ï6atÍ�Ý'Í�ßäÛ3Õ/Ñ�×�Î#ß½Þ�Ú�Ñ/Í�Ð3Õ�â

ã�Ï	ã�úy×�á�Õ�Ú�ß Î3×�
§Ï3ÓPÍ½Ú�Ü	Ï	Ñ/Í/×�Ñ�Ú�ß 
!×�Ú�Ñ�Ý�Õ/Ù ü Ý'Í�Ñ/Í/Ú�Ñ�Î3Õ � Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/Ù�ý�ïSOiÍêÎ	Ï3Ú�ï � Ú�Ï	Ñ�Þ#Í�à	Ï	ß Û3Õ�Ú�ØD×è/Ï � Þ�Î	Ý'Í�à	Ï	Ï�étÝ�Õ/á�Ö�Í�ãçÎ3×�å�Þ�Ø3ì�Ñ/Í�Ñ�×�Ï	å�Ó,×�Ð3×�Ð	Ï	ß½ÛDÍ�ÎDÍ/Ó,×�Ñ�ÎDÍ
r1 ü ã�Ú�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	ÏµÚ�Í�ÐDÍ�ØDÕ/á�Ï	Ü	Ð	Ò£ÓÏ	å�Ó,×�Ð3×�Ð	Ï3×�Ó

r
ã ü ù�ý_ã�Ó,Õ�Ó,×�Ð	Ñ t = 150

ý!Ñ�ÎDÍ/×�Ý	Ñ�Õ/Î	Ï	ßµã�Î3×�Ø�Í�Ý�Ú�Í�à	Ï3Õ/Ð	Ð	Ò8íµÝ�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	ß�íµÛ	Î3×�â
Õ�ÖDÕ�ØD×�ã#Í/×�Ñrå�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï3×

K
éDÏ¯Ö�Í�ØD×�×

N(t) → ∞ Î3×�Í�Ø3Ï	å�Þ�×�Ñ¯Ú�à3×�ÐDÍ�Î	Ï	ÙçÝ	Î	Ï	å�Ï3Ú�Í�Û3×�Î3×�ÐDÍ/Ú�Ò2æy×�Ð	Ï	ßFé
Û3Õ�ß'ã/ØD×�Ð	Ï	ßrÛ3Õ�Ú�ØD×�Ö3Ð3×�á�Õ@Ú�ã�×�Î�í	Ó6Ð3Õ/á�Õ/Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ/á�Õ�Û3Õ/Ý�Õ�ØD×�Ð	Ï	ßrÏ�ÖD×�Ú�Ñ�Î	Þ�Ý	à	Ï	ò ã�Ú�×�Ù¡è/Ï3Õ�Ú�Ï3Ú�Ñ�×�Ó6Òiï

���	Å���� � � ¸X����������|P��{����/{�����¥��¡�}~3����|}���Z|}�����/�¡� �
	����ÿ ¸©�/����{�~	�/��{ �������/���Z{���{��/���}��¤��/��~@�/�}~3���/�������­��{��/{�~3�}���/{��
LZÏ	Ý'ØXÚ 
§Ï3ÓPÍ/×�Ñ�Ú�ßêÏ�ã�Ò£è/ÎDÍ/Ú�Ò2ã#Í/×�Ñ�Ú�ßFé�ã�Ò2Ü	Ï3Ú�Ø3Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð	Ò2ÙXë�Ý�Ú�Û3×�Î	Ï3Ó,×�Ð	Ñ¯å�Í�Ý'Í�Ð	Ü	Ï	ã#Í/×�Ñ�Ú�ß½Ú�Õ�â

Õ�è/æy×�Ð	Ï3×�ÓäÛ	Î3Õ/á�ÎDÍ/Ó,Ó6Ò Õ§Û3×�Î3×�Û3Õ�Ø3Ð3×�Ð	Ï	Ï¯Û	Î	Ï¡ã�Ò2Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ï	ß�í¯ÚZÛ'Ø�Í�ã#Í�òSæy×�Ù¡Ñ�Õ/Ü	Ý�Õ/Ù�ï
K�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã�Õ§Ö3Ï3Ú�Ú�Ï	ÛDÍ�Ñ�Ï	ã�Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï ü � ∗ ý�è�Õ�ØD×�×NÐ3×Nã�Ò2Û3Õ�Ø3Ð	ß	×�Ñ�Ú�ßFï

��G,prs2>@?�A,q�BSv >@?@>@?���q#ËtÌ Gµu $ q�x B >�ÊPÌ��¡Ì2KFv�HtÌ2N
(3)

V�Ò2á�Ø3ß�Ö3Ï	Ñ©Û3×�Î3Ú�Û3×�Ý	Ñ�Ï	ã�Ð	Ò£ÓBÕ�è�
�×�Ö3Ï	Ð3×�Ð	Ï3×rÏ'ÖD×�Ù½Ö3ã�Þ#íXÛ	Î3×�Ö	ØDÕ�
!×�Ð	Ð	Ò8íîÓ,Õ�Ö3Ï � Ï	Ý'Í�à	Ï	Ù�éPÐ3Õ
Ð3×!ã�Ú�×!ã#Í�Î	ÏDÍ�Ð	Ñ�Òié±ã�Õ/å�Ð	Ï	Ý'Í�òSæ!Ï3×§ã�Þ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	ß�íFé±Ú!å�Í�ÛDÍ�å�Ö3Ò2ã#Í�Ð	Ï3×�ÓgÏ3Ó,×�òSÑ�Û	Î	Ï	Ý'Ø�Í�Ö3Ð3Õ/Ù©ë�Ý�Õ�â
ØDÕ/á�Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï	Ù�Ú�Ó6Ò£Ú�Ø�ï3f�Õ�
§Ð3Õ@Û	Î3×�ÖDÚ�Ñ/Í�ã�Ï	Ñ�ì�Õ�è�Õ�è/æy×�Ð	Ð3Õ�×NÞ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï3×iã@Ú�ØD×�Ö3Þ�òSæy×�Óäã�Ï'ÖD×�û

dN

dt
= λN(t)

(
K −N2(t− τ)

(K + cN3(t− τ))

)
(H −N(t− τ)) , ü %�ý

Þ�ã�×�Ø3Ï	Ü	Ï	ã#Í�ß Ð3×�Ø3Ï	Ð3×�Ù	Ð3Õ�Ú�Ñ�ì ã Û	ÎDÍ�ã�Õ/Ù ÜDÍ/Ú�Ñ�Ï ÖDÕ Ý	Þ'è/Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/Ù�ïêa�Õ/á�Ö�Í Õ�è/ÎDÍ�å�Þ�òSæ§Í�ß Ö	Ø3ß
N(0) < H

Î3×�Ø�Í�Ý�Ú�Í�à	Ï3Õ/Ð	Ð	Ò2Ùîà	Ï	Ý'ØäÑ�ÎDÍ/×�Ý	Ñ�Õ/Î	Ï	ÏäÛ	Î	Ï½Þ'Ó,×�Ð	ì�úy×�Ð	Ï	Ï
c
ÐDÍ�Ü	Ð3×�ÑçÖDÕ�Ú�Ñ/Í�Ñ�Õ/Ü	Ð3Õ�ÛDÍ�â

ÎDÍ/è�Õ�Ø3Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï Û'Ø�Í�ã�Ð3ÕäÏgÐ3×�Õ/á�ÎDÍ�Ð	Ï	Ü3×�Ð	Ð3Õîã�Õ/å�ÎDÍ/Ú�Ñ/Í�Ñ�ì ü Î	Ï3Ú�ï %�é c0 = 0.11,
è/Ï � Þ�Î	Ý'Í�à	Ï3Õ/Ð	Ð3Õ�×

ĉ = 0.1
é
τ = 8

ý�ï
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���	Å����,���S���/�/�������F�Z|�¥/����{������­�����}��{����/{��}�����������­�/�t¥��/����{P� � � ���
cNÕ�ÖDÕ�è/Ð	Ò2Ù�Û	Þ�Ñ�ìiÛ3Õ/Ñ�×�Î	Ï¶Î3×�úy×�Ð	Ï3×�ÓêÚ�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã#ÍZÖ3Ï3Ú�Ú�Ï	ÛDÍ�Ñ�Ï	ã�Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï�ã�Ï'Ö3Ï	Ñ�Ú�ß¶ë�Ý�Õ�ØDÕ/á�Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï�Ð3×

Õ�è�Õ�Ú�Ð3Õ/ã#Í�Ð	Ð	Ò£ÓgÏçÚ�à3×�ÐDÍ�Î	Ï	ÙçÛ3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï3Õ/Ð	Ð3Õ/ÙçÖ3Ï	ÐDÍ/Ó6Ï	Ý	Ï�ã�Î#ß�Ö�Ø3ÏçÎ3×�Í�Ø3Ï	å�Þ�×�Ñ�Ú�ßFïFf¯Ò ÎDÍ/Ú�Ú�ÓPÍ�Ñ/â
Î	Ï	ã#Í�Ø3Ï�Ú�Ï	Ñ�Þ#Í�à	Ï	òkÏ	å�Õ�Ø3Ï	Î3Õ/ã#Í�Ð	Ð3Õ/Ù�Ú�Í/Ó,Õ/Î3×�á�Þ�Ø3Ï	Î	Þ�×�Ó,Õ/Ù�Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	Ï�é3Û3Õ/Ñ�Õ�Ó6Þ�ÖDÕ�Ø�
§Ð3Õ@Û	Î	Ï3Ú�Þ�Ñ/â
Ú�Ñ�ã�Õ/ã#Í�Ñ�ì@Õ/á�ÎDÍ�Ð	Ï	Ü3×�Ð	Ð3Õ�×iÚ�ã�×�Î�í'Þ�Û	Î3×�ÖD×�Ø3ì�Ð3Õ�×NÚ�Õ�Ú�Ñ�Õ�ß'Ð	Ï3× ü à	Ï	Ý'Ø¡Ï'Ø3Ï�ÎDÍ�ã�Ð3Õ/ã�×�Ú�Ï3×�ý�é'Ø3Ï3è�Õ!Û	Î3Õ/Ï3Ú�âí#Õ�Ö3Ï	Ñ@ÖD×�Ú�Ñ�Î	Þ�Ý	à	Ï	ß¡è/Ï3Õ�Ú�Ï3Ú�Ñ�×�Ó6Ò¹Ú�Ý'Í�Ü	Ý�Õ�Õ�è/ÎDÍ�å�Ð3Õ	ï

Q­ã�Ñ�Õ/Î	Ò óõô�.�ö�é,Û	Ò2Ñ/Í�ß	Ú�ìXÛ	Î3×�Õ�ÖDÕ�ØD×�Ñ�ì½Õ/Ñ�Ó,×�Ü3×�Ð	Ð	Ò£×¯Ð3×�ÖDÕ�Ú�Ñ/Í�Ñ�Ý	Ï�é�ã�Ö�Í�Ø3ì�Ð3×�Ù	úy×�Ó`ÎDÍ/Ú�ú!Ï	Î	Ï'â
Ø3ÏîÓ,Õ�ÖD×�Ø3ì ü ��ý�é ü � ′′ ý_ÖDÕ©Ú�Ï3Ú�Ñ�×�Ó6ÒiéPá�ÖD×rÛDÍ�ÎDÍ/Ó,×�Ñ�Î	Ò λ

é
c
Ú�Ñ/Í�Ð3Õ/ã�ß'Ñ�Ú�ßîÏ	å�Ó,×�Ð	ß'òSæ!Ï3Ó6Ï3Ú�ß +rÛ3×�â

Î	Ï3Õ�ÖDÕ�Ó
ω

� Þ�Ð	Ý	à	Ï	ß	Ó6Ï ü Õ�è/Þ�Ú�ØDÕ/ã/ØD×�Ð	Ð	Ò£Ó6Ï`Ú�×�å�Õ/Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�ì�ò í�Í�ÎDÍ�Ý	Ñ�×�Î	Ï3Ú�Ñ�Ï	ÝkÚ�Î3×�Ö3Ò Õ�è/Ï	Ñ/Í�Ð	Ï	ßDý
Ï
f(N(t − mω))

ï2^£Ö3ÐDÍ�Ý�ÕXã©Ø�Í/è�Õ/ÎDÍ�Ñ�Õ/Î	Ð	Ò8íÔë�Ý�Ú�Û3×�Î	Ï3Ó,×�Ð	Ñ/Í�í¼Ú¡ÐDÍ/Ú�×�Ý�Õ�Ó6Ò£Ó6Ï¼OZÏ	Ý�Õ�Ø3ì�Ú�Õ/ÐDÍêÏ
YSÑ�Ï'Ö3Ò Ð3×rã�Ð3Õ�Ú�Ï'Ø3Ï3Ú�ì©Ð	Ï	Ý'Í�Ý	Ï3×¡ã�Ò2Ð	Þ�
yÖ�Í�òSæ!Ï3×�ã�Õ/å�ÖD×�Ù3Ú�Ñ�ã�Ï	ßFï6\iØ3ß½Ý	Þ�Ý	Þ�Î	Þ�å�Ð3Õ/á�Õ�Ó,Õ/Ñ�Ò8Ø3ì�Ý'Í
���������! ��#"  �%�&��!'(")' �*��ÐDÍ��`á�×SRtÕ�Ú�Ú�Ï	Ï¯Ú�ã�Õ/Ù3Ú�Ñ�ã�×�Ð	ÐDÍ_Ö3Ï	ÐDÍ/Ó6Ï	Ý'Í§ÚZÚ�×�Î	Ï3×�ÙrÎ3×�å�Ý	Ï'í�Û	Ï	Ý�Õ/ã§Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�â
Ú�Ñ�Ï�é�Û3×�Î3×�Ó,×�
yÍ�òSæ§Í�ß	Ú�ß§Ú�á�Õ�Ö�Í/Ó6Ï!Ö	Ø3Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð3Õ/Ù!ÖD×�Û	Î3×�Ú�Ú�Ï	Ï§Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	Ï�é�Ý�Õ/Ñ�Õ/Î	Þ�òîÏ	Ð3Õ/á�Ö�ÍSÚ�ã�ß'å�Ò8â
ã#Í�òSÑ@ÚZà	Ï	Ý'Ø3Ï	Ü	Ð3Õ�Ú�Ñ�ì�òBÍ�Ý	Ñ�Ï	ã�Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï�ÓPÍ�á�Ð	Ï	Ñ�Ð3Õ/á�Õ@Û3Õ�Ø3ß¯K�Õ�Ø3Ð	àDÍ'é	Ð3Õ � Ï	å�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/á�Õ@Õ�è�
Fß	Ú�Ð3×�Ð	Ï	ß
ë � � ×�Ý	Ñ�ÞçÛ3Õ/Ý'Í¯Ð3×@Û3Õ�Ø3Þ�Ü3×�Ð3Õ	ï6cNÕ/Ñ�Õ�Ó6ÞXÍ�Ý	Ñ�Þ#Í�Ø3ì�Ð3ÕçÓ,Õ�ÖD×�Ø3ì�Ð3Õ�×�Õ/Û	Ï3Ú�Í�Ð	Ï3×�Ï3Ó,×�Ð	Ð3Õ�ã�Ð3×�å�Í�Û	Ð3Õ/á�Õ
ã�Õ/å�Ð	Ï	Ý	Ð3Õ/ã�×�Ð	Ï	ß�Ú�Û3×�à	Ï � Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï'írÛ3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï3Õ/Ð	Ð	Ò8í�Í�ã�Ñ�Õ/Ý�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	Ù�ã�Î3×�Ö3Ï	Ñ�×�ØD×�Ù�ï

CFG��Pv�K A,w �tq#ËtÌtq
cZÎ3×�Ö	ØDÕ�
!×�ÐDÍ�Ó,Õ�ÖD×�Ø3ì¶ã�Õ/å�Ð	Ï	Ý	Ð3Õ/ã�×�Ð	Ï	ß¡Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï3Õ/Ð	Ð	Ò8í¡Ý�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	Ù¯Î3×�Ø�Í�Ý�Ú�Í�à	Ï3Õ/Ð	Ð3Õ/Ù � Õ/Î'â

Ó6Òié�á�ÖD×2ã�Ó,×�Ú�Ñ�ÕSÖ�Í�Ø3ì�Ð3×�Ù	úy×�á�ÕiÞ�ã�×�Ø3Ï	Ü3×�Ð	Ï	ß¶Í/Ó6Û'Ø3Ï	Ñ�Þ�Ö3ÒµÛ	Î3Õ/Ï3Ú�í#Õ�Ö3Ï	Ñ!ã�Ò£è/Î3Õ�Ú2Ñ�ÎDÍ/×�Ý	Ñ�Õ/Î	Ï	Ï¶ãNÎ3×�â

§Ï3Óêå�ÍNÎDÍ/Ó6Ý'Í/Ó6Ï¡Õ/á�ÎDÍ�Ð	Ï	Ü3×�Ð	Ð3Õ/á�Õ!Û	Î	Ï	Î3Õ�Ú�Ñ/Í_Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï�ï���Þ�ÖD×�ÓêÚ�Ü	Ï	Ñ/Í�Ñ�ìyã�ã�×�ÖD×�Ð	Ð3Õ�×Sã_Þ�ÎDÍ�ã/â
Ð3×�Ð	Ï3×�å�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï3×

H
Ó6ß'á�Ý	Ï3Ó Û3Õ/Î3Õ/á�Õ/ã�Ò£Ó¹Ú�Õ�Ú�Ñ�Õ�ß'Ð	Ï3×�Ó`Õ/Ñ�ØDÕ�
!×�Ð	Ð3Õ/á�ÕçÖD×�Ù3Ú�Ñ�ã�Ï	ßFétãçÕ/Ñ�Ø3Ï	Ü	Ï3×rÕ/Ñ

ß'ã�Ð3Õ/Ù¼Ð	Ï�
§Ð3×�ÙgÝ	Î	Ï	Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/Ù Ñ�Õ/Ü	Ý	Ï
L
ã
(2)

Ï 
!×�Ú�Ñ�Ý�Õ/á�ÕµÞ�Î3Õ/ã�Ð	ßgÕ�Ú�Ñ/Í�Ð3Õ/ã�Ý	Ï Û	Î	Ï	Î3Õ�Ú�Ñ/Í
Kã ü ô�ý�ï�MPÓ6Ý�Õ�Ú�Ñ�ì�Ú�Î3×�Ö3Ò`Ð3×§ã�Ò£Ú�Ñ�Þ�ÛDÍ/×�Ñ¯è�Õ�ØD×�×¶Í/Ú�Ï3Ó6Û	Ñ�Õ/Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï3Ó Û	Î3×�ÖD×�Ø3ì�Ð	Ò£Ó¼å�ÐDÍ�Ü3×�Ð	Ï3×�ÓgÖ	Ø3ß

å�Í�Ñ�Þ#í�Í�òSæ!Ï'í©Õ�Ú�à	Ï'Ø	Ø3ß'à	Ï	Ù�ïtV¹Ð3Õ/ã�Õ/ÙXÓ,Õ�ÖD×�Ø3ÏêÝ	Î	Ï	Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý	Ï3Ó2étÐ3Õ¡Ú�Û3Õ/Ð	Ñ/Í�Ð	Ð3Õ¯Û	Î3×�Õ�ÖDÕ�ØD×�ã#Í/×�Ó6Ò£Ó
Ú�Õ�Ú�Ñ�Õ�ß'Ð	Ï3×�ÓgÚ�Ø3Þ�
§Ï	Ñ

K
ï
N > K

ÐDÍ§ã�Î3×�Ó6ß
δt > τ

Û3Õ�Ö3ÎDÍ�å�Þ'Ó,×�ã#Í/×�Ñ¡Ú�Ñ�Î3×�Ó6Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð3Õ�×yÝ'Í�Ñ/Í/Ú�Ñ�Î3Õ�â
� Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ�×§ÎDÍ�å�Î	Þ�úy×�Ð	Ï3×§Û3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï3×�ÙXÚ�ã�Õ�×�Ù©Ú�Î3×�Ö3ÒBÕ�è/Ï	Ñ/Í�Ð	Ï	ßFï�cZÎ	Ï3Ó,×�ÎêÝ'Í�Ñ/Í/Ú�Ñ�Î3Õ � ÒBÞ�Ú�Û3×�ú!Ð3Õ
ÎDÍ�å�Ó6Ð3Õ�
yÍ�ã�úy×�Ù3Ú�ßÔÏ3Ú�Ý	Þ�Ú�Ú�Ñ�ã�×�Ð	Ð3Õ©ã�Ú�×�ØD×�Ð	Ð3Õ/ÙîÛ3Õ/Û	Þ�Ø3ß'à	Ï	Ïäð Ú�Þ�Ö3ì�è�Í�Ï3Ú�Ü3×�å�Ð	Þ�ã�ú!Ï'íµÕ�ØD×�Ð3×�ÙµÐDÍ
Õ�Ú�Ñ�Î3Õ/ã�× �8×�Î	Ï	Ð	á�Í'é�Ý	Þ�Ö�Íçãîô�ø�ø��çá�ïPè/Ò8ØDÕ©å�Í�ã�×�å�×�Ð3Õîô 	 á�Õ�ØDÕ/ã3éPÜ3×�Î3×�å ��.�ØD×�Ñ©Ï'í½Ü	Ï3Ú�ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�ì
Ý�Õ�ØD×�è�Í�Ø�Í/Ú�ì�ô�é 	 �'ùNÑ�Ò£Ú�ï�Ú2Þ�Ü3×�Ñ�Õ�Ó�Û	Î3Õ�Ó6Ò£Ú�Ø�Í'ïM�8×�å£Î3×�á�Þ�Ø3ß'à	Ï	Ï¶Ý¡ô 
 ô�%Zá�ï�ÐDÍNÕ�Ú�Ñ�Î3Õ/ã�×£Ð3×£Õ�Ú�Ñ/Í�ØDÕ�Ú�ì
Õ�ØD×�Ð3×�Ù�é�Õ�è/Ï'Ø3ì�Ð	Ò£×�Ø3Ï	ú§Í�Ù	Ð	Ï	Ý�Õ/ã�Ò£×�ÛDÍ/Ú�Ñ�è/Ï	æ§Í­è/Ò8Ø3Ï_Û3Õ�Ø3Ð3Õ�Ú�Ñ�ì�òµÏ3Ú�Ñ�Õ/æy×�Ð	Òiï/V�ÖD×�Ó,Õ/á�ÎDÍ � Ï	ÏyÚ�Í�â
Ó6Ò2Ù�Ï	å�ã�×�Ú�Ñ�Ð	Ò2ÙçÚ�Ø3Þ�ÜDÍ�Ù¯Ý	Î	Ï	å�Ï3Ú�Í@Û3×�Î3×�ÐDÍ/Ú�×�ØD×�Ð	Ï	ß¯ð å�Í�á�Í�Ö3Ý'Í¶ÛDÍ�ÖD×�Ð	Ï	ß¡à	Ï	ã�Ï'Ø3Ï	å�Í�à	Ï	Ï�Õ�Ú�Ñ�Î3Õ/ã#Í
ciÍ/Ú�í'Ï�ï

atÍ�Ý	Ï3Ó Õ�è/ÎDÍ�å�Õ�Ó2é�Ó6Ò`Û3Õ�Ø3Þ�Ü	Ï'Ø3Ï©ã�Ò2Ü	Ï3Ú�Ø3Ï	Ñ�×�Ø3ì�Ð	Þ�ò Ó,Õ�ÖD×�Ø3ì3é�Õ/Û	Ï3Ú�Ò2ã#Í�òSæ!Þ�ò÷Û3×�Î3×�í#Õ�ÖXÜ	Ï3Ú�â
ØD×�Ð	Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï�Ï	å§Õ/Ý	Î3×�Ú�Ñ�Ð3Õ�Ú�Ñ�Ï©Ð3×�ß'ã�Ð3Õ/á�Õ�Û3Õ/Î3Õ/á�Í�ã�Þ�Ú�Ñ�Õ/Ù	Ü	Ï	ã�Ò2Ù©Î3×�
§Ï3ÓÔÝ�Õ�ØD×�è�Í�Ð	Ï	Ù�ï�V Ú�Õ/ã�Î3×�Ó,×�Ð'â
Ð3Õ�ÓîÕ�è/å�Õ/Î3×iÛ3Õ§Û	Î	Ï3Ó,×�Ð3×�Ð	Ï	ò`Þ�ÎDÍ�ã�Ð3×�Ð	Ï	Ù�ÚNå�Í�ÛDÍ�å�Ö3Ò2ã#Í�Ð	Ï3×�Ó¹óõô 	 ötã¶ÓPÍ�Ñ�×�ÓPÍ�Ñ�Ï	Ü3×�Ú�Ý�Õ/Ù�è/Ï3Õ�ØDÕ/á�Ï	Ï
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