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f D�g�D,hTiXj�k�l	m�n,o�pdD�pdD,hTi�q�l'q�m�rsl	tOu�m

v8w5xsy	zR{H|~}�x�|�z�xsy��^w3w3|s�/z������/���
��� xsy	z\{ �#���/� z��!��w	��x�|�x��'x�z

�O����� �2� ������� ���N� �B�����d������� ���,���� ��/���X� �¡�2��������¢��£�¤�£¢���¥�¦ ��§�¨O�����2�£�©¢©ª^���/«^¦ ������¦'���/��¦ ª��©� �����	�������©�2�������^��¥�¬����£���
��¢��R������«���«>�¤��¢^­���¢�� ����� ���/��¦d���/��¦ ª��©� �2 ���� ���_����¥�¢��������2������� �2� ������� ���#§B®B�����©�R� ��­���¦ ­���«���«��2� �©�©� ¥�¦ �R«�� ¢����£��� �����
���/«�������¯��������°���e�����±¦ � �2� ��� ��¯T�����©� ��� �����!���^�����²�¤��¢��2�£¢�§]®B���±����¦ ��³�¦ ³��°���´������¯��������!� �!�����±���^�����>�´��� �
����������� µ�³����e���N������� �2� ������� ���#§�¶B��¦ ��³�¦ ³��!¢���«�³������e�¤��¢����������°���·��³���¥��£¢���¸X ���� ���¹� �°�©����¦ ��¢�� ������� ���º� �¹�2��«��£¢��
�/��¢�¦ ��������§�»�����������������³��H�©��¦ ³���� �����B��¢��X��� �����2¦ ��¥�� ¦ �d���/«�¢���¢���¦ ª2������� �´��¦~§�®B��³���¸�������� �2� ������� ���^���3 B��¦ ¦����H����¦ ��³�¦ ³��
���d������¯��������´«�����¦ �8 �� ���_� ����µ�³/��¦ � �sª�¸3�©����¦ ��¢�� ������� ���·���/«>������¥�� ¦ � �sª�§B®B���\��³�¢������©�\���O����� �´��¢©��� ��¦ �R� �2���!¯�� ­��R���
��­��£¢�­�� �£ ����	�����,�2��«��£¢��\������¢��������\��������� ��¢�����¯��]���Hµ�³�������� ������¥/���©��«\���\������¼J�������/«���¢�«N�2��«���¦ �����3�©�£�X��������¢©ª�§
½ �2��«���¦¡���,�¾�´���������´����� ����¦���������¢©ª>� �8³��©³/��¦ ¦ ª>����¦ ¦ ��«±�������������/«���¢�«>� �O�����^�2����¥��£¢��©��� �° �� ����� �>�����N�2��«���¦
�/���X� �����£¢���¢��£������� ���¾«�� ¿��£¢�������� ¢����À���/���X���H�©�£�X��������¢©ª�§�Ás�N�����d¢����������O«�������«����X��³����^¢����©����¢����R� �d«������,� �����8�����
�������������/«���¢�«´�2�£������«��B¦ ����������«\���¡������¬�³����£��� �����¡���3���/��¦ ª��©� �X���/«´¦ ��¯�� ��§�®B��� �X��¢����]¢���µ�³�� ¢����B�����d����³/«�ª´���'�©���2�
���£ _��������¢©��³���� ��� ���H�����2��«���¦ � ��¯d���/�����������2¥�¢�����«2­�� �������H�¤��¢B�������©� «��£¢������ ���N���/«8�©��¦ ³���� ���´���#­���¢�� ��³��H��������¢��£��� ����¦
���/«N������¦ � ��«N��¢���¥�¦ ���2��§

ÂNÃ�Ä¾Å�Æ/Ç�È'É�Ê�Ë ��«����´��¢�«���������¸�Ì���³�¦ � ¯����/«2��������¸�¶�¦ ��¢�Í��X��������¸�¯������£¢���¦/�����©� ��� ���#¸������£¢�������¢B� ����µ�³/��¦ � �sª�¸�Ì�����¦ �����
­���¦ ³���«N���/��¦ ª��©� ��¸/�������������/«���¢�«N���/��¦ ª��©� ��§

f±Î m�ÏXtOlBD S^Ð	Ñ�Ò~Ó²Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/×ØÒFÙÚÑ�Û3Ü¹Ý�Û3Ö/ÒFÝ�ÜºÖ�Þ°ß2ÛHÕ�ÑTÒFÙTÓ>Ö�Ù�ÑÚÐ	à�Ü�Þ©Ü�à�Õ�á	âFÜ�ã\Z\Ü�Ö/Ó>Ü�Ñ�à�äåÕ�×3æçâFÖ�Ý�Õ�â
Õ�×HÕ�â~ä'Ù�ÒFÙ�Ö�Þ	×3Ö/×3Ù�Ó>Ö�Ö/Ñ�ÛeÖ/á'è�Ü�Ý�Ñ�ÙOÕ�à�Ü,×3Ü�Ü�æ	Ü�æ\Þ©Ö/à�é�Õ�à�ÒJÕ�Ñ�ÒFÖ/×HÕ�â'Õ�×HÕ�â~ä'Ù�ÒFÙ¡ß2Û	ÒFÝ�Û!Ü�Óeá	à�Õ/Ý�Ü�ÙOÖ/Ð	Ñ�Ò~Ó²Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/×�ã
V8Û3Ü�Ù�Ü2Ò~×#é�Ö/â~é�Ü�æ_Õ/æ'Ó²ÒFÙ�Ù�Ò~á	âFÜ´æ'Ò~à�Ü�Ý�Ñ�ÒFÖ/×3Ù8Õ�×3æ>Ñ�Õ�×	ê�Ü�×#Ñ�Ù8Õ/Ù]Ñ�Û3Ü2â~Ò~Ó²Ò~Ñ�Ò~×	êeÐBÖ�Ù�Ò~Ñ�ÒFÖ/×3Ù�Ö�Þ¡Ñ�Û3Ü8Þ©Ö/à�Ó>Ü�à�ã#V8Û3Ü
Ý�Õ�âFÝ�ë	â~ë3Ù^Ö�ÞdÑ�Õ�×	ê�Ü�×#Ñ�Ù´ÒFÙ´Ö/×3Ü¾Ö�ÞdÑ�Û3ÜRÓ±Õ�Ò~×TÑ�Ü�Ý�Û	×	ÒFì#ë3Ü�Ù^Ö�Þ,Ö/Ð	Ñ�Ò~Ó²Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/×Àí�Ý�Ð�ã¡î~ï�ð3ñ�ò�ó�ã

K8Õ�âFÝ�ë	â~ë3Ùbà�Ü�æ'ë3Ý�Ü�ÙbÞ©Ö/à�Ü�Ý�Õ/Ù�ÑØÑ�Öô×#ë	ÓeáBÜ�à�Ù�ð5ß2Û	ÒFÝ�ÛõÒFÙöÙ�Ý�Õ�âJÕ�à�Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/×õÒ~×÷Ó>Ö�æ	Ü�à�×õÐHÕ�à�âJÕ�×3Ý�Ü�ã
Q#ÐBÖ/×#Ñ�Õ�×3Ü�Ö/ë3Ù�Ù�Ö/â~ë	Ñ�ÒFÖ/×3Ù5Õ�à�Ü¹Ö�Þ�Ñ�Ü�×øâJÕ�á	Ò~âFÜºÕ�×3æçà�Õ�à�Ü�â~äøÖ/Ð	Ñ�Ò~Ó±Õ�â�ã^V8Û#ë3Ù�ð^Ö/Ð	Ñ�Ò~Ó²Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/×öÕ/ÙÚß�Ü�â~â°Õ/Ù
Ý�Õ�âFÝ�ë	â~ë3ÙOÖ�Þ	Ñ�Õ�×	ê�Ü�×#Ñ�Ùdæ	Ü�Õ�âFÙ�ß2Ò~Ñ�ÛeÒ~×3Ü�ì#ëHÕ�â~Ò~Ñ�ä�ð�Ù�Ý�Õ�âJÕ�à�Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/×²Õ�×3æeÙ�Ñ�Õ�á	Ò~â~Ò~Ñ�ä�ã�Q�Ö/Ó>Ü�Õ/Ù�ÐBÜ�Ý�Ñ�ÙXÖ�Þ	Ñ�Û3Ü,âJÕ�Ñ�Ñ�Ü�à
Õ�à�Ü\à�Ü�é�Ü�Õ�âFÜ�æÚá#ä_Ñ�Û3Ü\Ñ�Ö�Ö/âFÙ´Ö�ÞO×3Ö/×3Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æTÓ>Ö�æ	Ü�âFÙ2Ñ�Ö°áBÜ\Ñ�Ö/ë3Ý�Û3Ü�æ·Ù�â~Ò~ê�Ñ�â~ä±Ò~×TÑ�Û	ÒFÙ2Ñ�Õ�â~ù�í�Ý�Ð�ã¡î ú�û'ü�ò�ó�ã

ýeþ mºÿ]m#j�q��sj·t��Jn���ÏXm3D M�Ü�Ò~á	×	Ò~Ô±ß2à�Ö/Ñ�Ü>Ñ�Ö·Q'Õ�Óeë3Ü�â´K�âJÕ�à�ù�Ü·í�Ù�Ü�ÜTî ��ðBÐ�ã����/ò	��Ý�Ð�ã]î 
�ò�ó���
�Z\Ö�æ¹Ý�Õ�×
Ð	à�Ö�æ'ë3Ý�ÜeÜ�é�Ü�à�ä�Ñ�Û	Ò~×	ê�Ñ�ÛHÕ�Ñ^ÒFÙ´ÐBÖ�Ù�Ù�Ò~á	âFÜ¾Ö/à^ß2ÛHÕ�Ñ�Ü�é�Ü�à\æ	Ö�Ü�Ù´×3Ö/Ñ^Ò~Ó²Ð	â~ä·Õ>Ý�Ö/×#Ñ�à�Õ/æ'ÒFÝ�Ñ�ÒFÖ/×�ð�á	ë	Ñ^Û3Ü¾ß2Ò~â~âFÙ
Ö/×	â~ä�Ñ�Ö²Ð	à�Ö�æ'ë3Ý�ÜRß2ÛHÕ�Ñ´ÒFÙ2Ñ�Û3Ü\áBÜ�Ù�Ñ^Õ�Ó>Ö/×	ê>Ñ�Û	Ò~×	ê�Ù´ÐBÖ�Ù�Ù�Ò~á	âFÜ�ã �

�\Ï�q�m#k±q þ m·k�m#l3rsj�D K�Û3Ö�Ö�Ù�Ò~×	ê>Ñ�Û3Ü\áBÜ�Ù�Ñ�ð'ß�ÜRë3Ù�Ü\Ð	à�Ü�Þ©Ü�à�Ü�×3Ý�Ü�Ù�ã3VXÖ>Ö/Ð	Ñ�Ò~Ó²Ò~Ô�Ü�ð3ß�ÜRë3Ù�Ü\Ò~×��3Ó±Õ>Õ�×3æ
Ù�ë	Ð	à�Ü�Ó±Õ\Þ©Ö/à�áBÖ/ë	×3æ	Ü�æ±Ù�Ü�Ñ�Ù]ß2Û	ÒFÝ�Û�ÒFÙ�Ð	à�Õ/Ý�Ñ�ÒFÝ�Õ�â~â~ä>Ñ�Û3Ü � z�����xd�����3z�� ��� ��w������ � �3z���x���ã	Q�ÖeÖ/Ð	Ñ�Ò~Ó²Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/×
×3Ü�Ü�æ	Ù´Ö/à�æ	Ü�à�Ü�æ·Ù�Ü�Ñ�Ù^Õ�×3æ_Ð	à�Ò~Ó±Õ�à�Ò~â~äÚáBÖ/ë	×3æ	Ü�æ'â~äÚÝ�Ö/Ó²Ð	âFÜ�Ñ�ÜRâJÕ�Ñ�Ñ�ÒFÝ�Ü�Ù�ã

VXÖeÖ/ÐBÜ�à�Õ�Ñ�Ü´ß2Ò~Ñ�Û>Ð	à�Ü�Þ©Ü�à�Ü�×3Ý�Ü�Ù�ð#ß�Ü2ë3Ù�Ü2ê�à�Ö/ë	Ð�Ù�Ñ�à�ë3Ý�Ñ�ë	à�Ü�ã�VXÖ!Õ�ê�ê�à�Ü�ê#Õ�Ñ�ÜNÕ�×3æ±Ù�Ý�Õ�âFÜ�ð�ß�Ü´ë3Ù�Ü2â~Ò~×3Ü�Õ�à
Ù�Ñ�à�ë3Ý�Ñ�ë	à�Ü�ã

L^â~â'Ñ�Û3Ü�Ù�Ü8Õ�à�Ü�ÛHÕ�Ð	Ð	Ò~â~ä!Ð	à�Ö�é�ÒFæ	Ü�æ°á#äeÑ�Û3ÜN��z�� � �
R
ð/ÕNÖ/×3Ü���æ'Ò~Ó>Ü�×3Ù�ÒFÖ/×HÕ�âH`\Ü�æ	Ü�ù�Ò~×3æ°Ý�Ö/Ó²Ð	âFÜ�Ñ�Ü8é�Ü�Ý�Ñ�Ö/à

âJÕ�Ñ�Ñ�ÒFÝ�Ü�ã3LØ`\Ü�æ	Ü�ù�Ò~×3æTÝ�Ö/Ó²Ð	âFÜ�Ñ�Ü¾é�Ü�Ý�Ñ�Ö/à´âJÕ�Ñ�Ñ�ÒFÝ�ÜRÒFÙ^Õ��!�/wHx � � � ��|���y_���	����z�ã
�
© � ��!#"%$ ³���¢�����­ ½ §/¨�§ ¸ $ ³���������¦ ��«�����»�§/»�§
1 ®B��� �B��¢©��� ��¦ ��¥/���©�������2�O����¦ Í8���3������Ás�����£¢��/����� ���/��¦/¶������¤�£¢��������'&�(\���������´����� ���H� �������)(N��«��£¢��%*°��¢�¦ «�¸ + ½ ³�¯�³����
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Q#Ò~×3Ý�Ü�Ü�Õ/Ý�Ûe×#ë	ÓeáBÜ�àXÒFÙOÕ8Ó>Ü�Õ/Ù�ë	à�Ü]Ö�Þ3ì#ëHÕ�×#Ñ�Ò~Ñ�ä�ð�Ñ�Û3Ü]ÒFæ	Ü�Õ2Ö�Þ'à�Ü�æ'ë3Ý�Ò~×	êNÑ�Ö2×#ë	ÓeáBÜ�à�ÙXÒFÙ�Ö�ÞHÕ8ë	×	Ò~é�Ü�à�Ù�Õ�â

Ò~Ó²ÐBÖ/à�Ñ�Õ�×3Ý�Ü¾Ñ�Ö°Ó±Õ�Ñ�Û3Ü�Ó±Õ�Ñ�ÒFÝ�Ù�ã ��Ö�æ	Ü�â¡Ñ�Û3Ü�Ö/à�ä_Ð	à�Ö�é�ÒFæ	Ü�Ù,è�ë3Ù�Ñ�Ò �HÝ�Õ�Ñ�ÒFÖ/×·Ö�ÞdÑ�Û3Ü �!�/wHx � � � ��|���yÚy	z�����|J��x�|��
����|sw���| � � zRÑ�ÛHÕ�Ñ´Ñ�Û3ÜRÓ>Ü�ÓeáBÜ�à�Ù^Ö�ÞdÛ	ÒFÙ´Ù�ÐHÕ/Ý�Ü�ÙNÕ�à�Ü\×#ë	ÓeáBÜ�à�Ù\Õ/Ù2ß�Ü�â~â�í�Ý�Ð�ã�î !�òdÕ�×3æ�î~ï#"�ò�ó�ã

�\Ï�q�m#k ��ÏXm%$�iXl3r �Jq'& l3ÏXt)(�*�Ï�n�m�+��Jq'&3D M¡Ò¤Þ©ÜÚÒFÙ>Ò~×3Ý�Ö/×3Ý�Ü�Ò~é�Õ�á	âFÜTß2Ò~Ñ�Û3Ö/ë	Ñ±×#ë	Ó>Ü�à�Ö/ë3Ù�Ý�Ö/×-,3ÒFÝ�Ñ�Ò~×	ê
Ü�×3æ	Ù\Õ�×3æ·Ò~×#Ñ�Ü�à�Ü�Ù�Ñ�ÙNÑ�Ö>áBÜRÛHÕ�à�Ó>Ö/×	Ò~Ô�Ü�æ¡ãBV8Û#ë3ÙNÑ�Û3Ü¾Ò~×3Ù�Ñ�Õ�×3Ý�Ü�ÙRÕ�Ð	ÐBÜ�Õ�àNÖ�Þ]Óeë	â~Ñ�Ò~Ð	âFÜ°Ý�à�Ò~Ñ�Ü�à�ÒJÕ±æ	Ü�Ý�ÒFÙ�ÒFÖ/×
Ó±Õ�ù�Ò~×	ê3ã .�Ñ´ÒFÙ´Ò~Ó²ÐBÖ�Ù�Ù�Ò~á	âFÜeÕ/ÙNÕ°à�ë	âFÜ¾Ñ�Ö>æ'ÒFÙ�Ñ�Ò~×	ê�ë	ÒFÙ�Û�Ù�Ö/Ó>Ü¾ÐHÕ�à�Ñ�ÒFÝ�ë	âJÕ�à\Ù�Ý�Õ�âJÕ�à´Ñ�Õ�à�ê�Ü�Ñ\Õ�×3æTÒ~ê�×3Ö/à�Ü¾Ñ�Û3Ü
à�Ü�Ù�Ñ>Ö�ÞNÑ�Û3Ü�ÓTã,V8Û	ÒFÙ²âFÜ�Õ/æ	Ù²Ñ�Ö5é�Ü�Ý�Ñ�Ö/à>Ö/Ð	Ñ�Ò~Ó²Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/× Ð	à�Ö/á	âFÜ�Ó>Ù�ðdÒ~×#é�Ö/â~é�Ò~×	ê Ö/à�æ	Ü�à±Ý�Ö/Ó²ÐHÕ�Ñ�Ò~á	âFÜÚß2Ò~Ñ�Û
â~Ò~×3Ü�Õ�à�Ò~Ñ�ä�ã

M¡Ò~×3Ü�Õ�à]Ò~×3Ü�ì#ëHÕ�â~Ò~Ñ�ä°Ò~Ó²Ð	â~ÒFÜ�Ù,â~Ò~×3Ü�Õ�à�Ò~Ñ�ä>Õ�×3æ²Ö/à�æ	Ü�à�ã�/ Û3Ü�×>Ý�Ö/Óeá	Ò~×3Ü�æ¡ð�Ñ�Û3Ü8Ñ�ß�ÖRÐ	à�Ö�æ'ë3Ý�Ü´Õ�×>Ö/à�æ	Ü�à�Ü�æ
é�Ü�Ý�Ñ�Ö/à�Ù�ÐHÕ/Ý�Ü�ã�[�Õ/Ý�Û>â~Ò~×3Ü�Õ�à]Ò~×3Ü�ì#ëHÕ�â~Ò~Ñ�ä°Ò~×²Ñ�Û3Ü2Ù�Ò~Ó²Ð	âFÜ�Ù�Ñ]Ü�×#é�Ò~à�Ö/×	Ó>Ü�×#Ñ�Ö�Þ�Ñ�Û3Ü´Ù�Ö/à�ÑdÒFÙ]Ù�Ö/Ó>Ü8ÛHÕ�â¤Þ ��Ù�ÐHÕ/Ý�Ü�ã
Q#Ò~Óeë	â~Ñ�Õ�×3Ü�Ò~Ñ�ä Ò~Ó²Ð	â~ÒFÜ�ÙeÓ±Õ�×#ä¹Ò~×3Ù�Ñ�Õ�×3Ý�Ü�Ù°Õ�×3æ Ù�ÖÚâFÜ�Õ/æ	ÙeÑ�ÖTÑ�Û3Ü>Ò~×#Ñ�Ü�à�Ù�Ü�Ý�Ñ�ÒFÖ/×3Ù°Ö�Þ2ÛHÕ�â¤Þ ��Ù�ÐHÕ/Ý�Ü�Ù�ãXV8Û3Ü�Ù�Ü
ä�ÒFÜ�âFæ�ÐBÖ/â~ä�Û3Ü�æ'à�ÕÚÕ/ÙNß�Ü�â~â�Õ/ÙRÕ�à�á	Ò~Ñ�à�Õ�à�ä5Ý�Ö/×#é�Ü	0�Ù�Ü�Ñ�Ù�ðHÒFæ	Ü�×#Ñ�Ò¤Þ�ä�Ò~×	êÚÑ�Û3Ü!Ñ�Û3Ü�Ö/à�ä5Ö�Þ�â~Ò~×3Ü�Õ�àRÒ~×3Ü�ì#ëHÕ�â~Ò~Ñ�ÒFÜ�Ù
ß2Ò~Ñ�Û·Ý�Ö/×#é�Ü	0'Ò~Ñ�ä�ã

K�Ö/×#é�Ü	0'Ò~Ñ�ä�ð2Ù�Ñ�Ü�Ó²Ó²Ò~Ó²ê Þ�à�Ö/Ó ÛHÕ�à�ÐBÜ�æ	Ö/×HÕ�Ð	Ñ�Ü�à�Ù�ð�à�Ü�Ò~ê�×3Ù�Ò~× Ö/Ð	Ñ�Ò~Ó²Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/×�ð�Þ©Ü�Ü�æ'Ò~×	êºê�Ü�×3Ü�à�Õ�Ñ�ÒFÖ/×�ð
Ù�Ü�ÐHÕ�à�Õ�Ñ�ÒFÖ/×�ð�Ý�Õ�âFÝ�ë	â~ë3Ù�ð_Õ�×3æ Õ�Ð	Ð	à�Ö10'Ò~Ó±Õ�Ñ�ÒFÖ/×�ãTZ\Ü�×3Ü�à�Õ�Ñ�ÒFÖ/× Õ�Ð	ÐBÜ�Õ�à�Ù Õ/Ù æ'ëHÕ�â~Ò~Ñ�ä �_Ù�Ü�ÐHÕ�à�Õ�Ñ�ÒFÖ/×�ð_Õ/Ù
Ö/Ð	Ñ�Ò~Ó±Õ�â~Ò~Ñ�ä �HÝ�Õ�âFÝ�ë	â~ë3Ù�ðHÕ/Ù2à�Ü�Ð	à�Ü�Ù�Ü�×#Ñ�Õ�Ñ�ÒFÖ/× �BÕ�×3æ·Õ�Ð	Ð	à�Ö10'Ò~Ó±Õ�Ñ�ÒFÖ/×�ðBÕ/Ù´Ù�Ñ�Õ�á	Ò~â~Ò~Ñ�ä¹í�Ý�Ð�ã�î~ï�ï�û�ï�ú�ò�ó�ã

2]m Î m�ÏXtOk�m ��Ï5t��sj Î i �sj�m3D LNÙ�Ù�ë	Ó>Ü�Ñ�ÛHÕ�Ñ
X
ÒFÙ,Õ^é�Ü�Ý�Ñ�Ö/à,Ù�ÐHÕ/Ý�Ü�ð

E
ÒFÙ,Õ�×²Ö/à�æ	Ü�à�Ü�æ°é�Ü�Ý�Ñ�Ö/à]Ù�ÐHÕ/Ý�Ü�ð

E•
ÒFÙ
E
ß2Ò~Ñ�Û5Õ�×�Õ/æ�è�Ö/Ò~×3Ü�æTÑ�Ö/Ð�ð

f : X → E• ÒFÙ^Ù�Ö/Ó>Ü¾Ö/ÐBÜ�à�Õ�Ñ�Ö/à�ð�Õ�×3æ C := dom(f) ⊂ X
ÒFÙNÕ²Ý�Ö/×#é�Ü	0

Ù�Ü�Ñ�ã	L@�/z1��x � �)��� ��3 ����4 (C, f)
ÒFÙ2ß2à�Ò~Ñ�Ñ�Ü�×5Õ/Ù8Þ©Ö/â~âFÖ�ß´Ù��

x ∈ C, f(x) → inf .

V8Û3ÜÀÙ�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æöÙ�Ö�Ý�ÒFÖ/âFÖ/ê�ÒFÝ�Õ�â²Ñ�à�ÒFÝ�ùåÒ~×3Ý�â~ë3æ	Ü�Ù
(C, f)

Ò~×#Ñ�ÖøÕ ÐHÕ�à�Õ�Ó>Ü�Ñ�à�ÒFÝºÞ�Õ�Ó²Ò~â~äåä�ÒFÜ�âFæ'Ò~×	êçÑ�Û3Ü
5 z 3 z�w��/��z°x����/w	� ��� �	4 Ö/à76 � ��w 3�8:9 z�w���y	z � x����/w	� ��� �	4 Ö�Þ

f
�

f∗(l) := sup
x∈X

(l(x)− f(x)),

ß2Ò~Ñ�Û
l ∈ X# Õ!â~Ò~×3Ü�Õ�à2Þ�ë	×3Ý�Ñ�ÒFÖ/×HÕ�âXÖ�é�Ü�à

X
ã	V8Û3Ü¾Ü�Ð	Ò~ê�à�Õ�Ð	Û·Ö�Þ

f∗
ÒFÙ^Õ°Ý�Ö/×#é�Ü	0·Ù�ë	á3Ù�Ü�Ñ´Ö�Þ

X# Õ�×3æTÙ�Ö
f∗

ÒFÙ´Ý�Ö/×#é�Ü	0¡ã�S^á3Ù�Ü�à�é�ÜRÑ�ÛHÕ�Ñ −f∗(0) ÒFÙ2Ñ�Û3ÜRé�Õ�â~ë3ÜRÖ�Þ (C, f) ã
; k�tOm#k<*>= Ï ��?Ok�m#j�m�Ï�q�D L Ý�Ö/×#é�Ü	0²Þ�ë	×3Ý�Ñ�ÒFÖ/×>ÒFÙ,âFÖ�Ý�Õ�â~â~ä>ÕNÐBÖ�Ù�Ò~Ñ�Ò~é�Ü�â~ä°Û3Ö/Ó>Ö/ê�Ü�×3Ü�Ö/ë3Ù�Ý�Ö/×#é�Ü	0°Þ�ë	×3Ý��

Ñ�ÒFÖ/×�ðHÕ���� ��� |swBz��/� � ��w���x�| � w�� � ã�@^Ü�Ý�Õ�â~â�Ñ�ÛHÕ�Ñ p : X → R
ÒFÙ´Ù�ë	á	â~Ò~×3Ü�Õ�à´ß2Û3Ü�×3Ü�é�Ü�à

epi p :=
{
(x, t) ∈ X × R | p(x) 6 t

}

ÒFÙ^Õ°Ý�Ö/×3Ü�ã @^Ü�Ý�Õ�â~â¡Ñ�ÛHÕ�ÑNÕ!×#ë	Ó>Ü�à�ÒFÝRÞ�ë	×3Ý�Ñ�ÒFÖ/×TÒFÙ2ë	×	ÒFì#ë3Ü�â~äÚæ	Ü�Ñ�Ü�à�Ó²Ò~×3Ü�æÚÞ�à�Ö/Ó Ò~Ñ�Ù´Ü�Ð	Ò~ê�à�Õ�Ð	Û�ã
ZNÒ~é�Ü�×

C ⊂ X
ð	Ð	ë	Ñ

H(C) :=
{
(x, t) ∈ X × R

+ | x ∈ tC
}
,

Ñ�Û3ÜBADC� �	4>�/w��#z��\x����/w	� ��� �	4 Ö�Þ
C
ã#YNÖ�ß¾ð

C
ÒFÙ�Ý�Ö/×#é�Ü	0�Ò¤ÞOÕ�×3æ�Ö/×	â~ä>Ò¤Þ

H(C)
ÒFÙ8Õ¾Ý�Ö/×3Ü�ã'LçÙ�ÐHÕ/Ý�Ü^ß2Ò~Ñ�Û

Õ²Ý�Ö/×3Ü\ÒFÙ^Õ
(
����z

) � �1�#z���z1�Ú�/z1��x � �¾���	����z�ãEGFH
�I#�J��
�� * �KFH
L��M�N�NO

�K��M * �KFH
PF>�
��NOI#Q�MD
�QHR�F>�
Q>�L��� 7�7�7 í�M�Ü�Ò~á	×	Ò~Ô�ó�ã
V8Û#ë3Ù�ð3Ý�Ö/×#é�Ü	0'Ò~Ñ�ä·Õ�×3æTÖ/à�æ	Ü�àNÕ�à�ÜRÑ�Ò~ê�Û#Ñ�â~ä_Ò~×#Ñ�Ü�à�Ñ�ß2Ò~×3Ü�æ¡ã
ST*�ÏG*Hÿdrsl'q�mU(�*�ÏXm#j�D K�Ö/×3Ù�ÒFæ	Ü�à¾Ý�Ö/×3Ü�Ù

K1
Õ�×3æ

K2
Ò~×¹Õ±Ñ�Ö/ÐBÖ/âFÖ/ê�ÒFÝ�Õ�â,é�Ü�Ý�Ñ�Ö/à¾Ù�ÐHÕ/Ý�Ü

X
Õ�×3æ�Ð	ë	Ñ

κ := (K1,K2)
ãHZNÒ~é�Ü�×�Õ!ÐHÕ�Ò~à

κ
æ	Ü��3×3ÜRÑ�Û3Ü¾Ý�Ö/à�à�Ü�Ù�ÐBÖ/×3æ	Ü�×3Ý�Ü

Φκ

Þ�à�Ö/Ó
X2 Ò~×#Ñ�Ö X á#ä�Ñ�Û3ÜNÞ©Ö/à�Óeë	âJÕ

Φκ :=
{
(k1, k2, x) ∈ X3 : x = k1 − k2, kı ∈ Kı

}
.

K�âFÜ�Õ�à�â~ä�ð
Φκ

ÒFÙ^Õ°Ý�Ö/×3Ü¾Ö/à�ð'Ò~×·Ö/Ñ�Û3Ü�à´ß�Ö/à�æ	Ù�ðHÕ²Ý�Ö/×	ÒFÝ¾Ý�Ö/à�à�Ü�Ù�ÐBÖ/×3æ	Ü�×3Ý�Ü�ã



� �
�KR
��� ���BI�� E �
Q���
�Q>� �B�
QH���P
 M I#QH� ñ�!
V8Û3Ü´ÐHÕ�Ò~à

κ
ÒFÙ´w � w �#��� ��x�z^ß2Û3Ü�×3Ü�é�Ü�à Φκ

ÒFÙ�Ö/ÐBÜ�×�Õ�Ñ�Ñ�Û3Ü´Ô�Ü�à�Ö	ã'Q#Ò~×3Ý�Ü
Φκ(V ) = V ∩K1−V ∩K2Þ©Ö/à´Ü�é�Ü�à�ä

V ⊂ X
ð	Ñ�Û3Ü\×3Ö/×3Ö/á	âJÕ�Ñ�Ü�×3Ü�Ù�ÙNÖ�Þ

κ
Ó>Ü�Õ�×3Ù´Ñ�ÛHÕ�Ñ

κV := (V ∩K1 − V ∩K2) ∩ (V ∩K2 − V ∩K1)

ÒFÙ^Õ!Ô�Ü�à�Ö²×3Ü�Ò~ê�Û#áBÖ/à�Û3Ö�Ö�æ_Þ©Ö/à^Ü�é�Ü�à�ä�Ô�Ü�à�Ö²×3Ü�Ò~ê�Û#áBÖ/à�Û3Ö�Ö�æ
V ⊂ X

ã
; ?]m�ÏU(�*Hk�k�m#j#? *�ÏXtOm�ÏG(�m#j�D Q#Ò~×3Ý�Ü

κV ⊂ V −V ð�Ñ�Û3Ü^×3Ö/×3Ö/á	âJÕ�Ñ�Ü�×3Ü�Ù�Ù8Ö�Þ κ ÒFÙ�Ü�ì#ë	Ò~é�Õ�âFÜ�×#Ñ�Ñ�Ö¾Ñ�Û3Ü
Þ�Õ/Ý�Ñ�Ñ�ÛHÕ�Ñ8Ñ�Û3Ü\Ù�ä'Ù�Ñ�Ü�Ó Ö�ÞOÙ�Ü�Ñ�Ù {κV } Ù�Ü�à�é�Ü�Ù2Õ/Ù2Õ �3â~Ñ�Ü�à�áHÕ/Ù�ÜRÖ�ÞXÔ�Ü�à�Ö!×3Ü�Ò~ê�Û#áBÖ/à�Û3Ö�Ö�æ	Ù8ß2Û	Ò~âFÜ

V
à�Õ�×	ê�Ü�Ù

Ö�é�Ü�à^Ù�Ö/Ó>ÜRáHÕ/Ù�ÜRÖ�ÞdÑ�Û3Ü¾Ù�Õ�Ó>Ü �3â~Ñ�Ü�à�ã
M�Ü�Ñ

∆n : x 7→ (x, . . . , x)
áBÜeÑ�Û3Ü°Ü�ÓeáBÜ�æ	æ'Ò~×	êTÖ�Þ

X
Ò~×#Ñ�Ö�Ñ�Û3Ü°æ'ÒJÕ�ê�Ö/×HÕ�â

∆n(X)
Ö�Þ
Xn ã�LöÐHÕ�Ò~à

Ö�ÞOÝ�Ö/×3Ü�Ù
κ := (K1,K2)

ÒFÙ8×3Ö/×3Ö/á	âJÕ�Ñ�Ü\Ò¤ÞdÕ�×3æ_Ö/×	â~ä>Ò¤Þ
λ := (K1 ×K2,∆2(X))

ÒFÙ�×3Ö/×3Ö/á	âJÕ�Ñ�ÜRÒ~×
X2 ã

K�Ö/×3Ü�Ù
K1

Õ�×3æ
K2

Ý�Ö/×3Ù�Ñ�Ò~Ñ�ë	Ñ�Ü�Õ�×3Ö/×3Ö/á	âJÕ�Ñ�Ü·ÐHÕ�Ò~à±Ò¤ÞeÕ�×3æ Ö/×	â~äWÒ¤Þ¾Ñ�Û3ÜTÝ�Ö/×	ÒFÝ�Ý�Ö/à�à�Ü�Ù�ÐBÖ/×3æ	Ü�×3Ý�Ü
Φ ⊂ X ×X2 æ	Ü��3×3Ü�æ�Õ/Ù

Φ :=
{
(h, x1, x2) ∈ X ×X2 : xı + h ∈ Kı (ı := 1, 2)

}

ÒFÙ´Ö/ÐBÜ�×·Õ�Ñ´Ñ�Û3Ü\Ô�Ü�à�Ö	ã
g_m�ÏXm#k�l3r ? *Hj �Jq ��*�Ï *��L(�*�ÏXm#j�D K�Ö/×3Ü�Ù

K1
Õ�×3æ

K2
Ò~×�Õ²Ñ�Ö/ÐBÖ/âFÖ/ê�ÒFÝ�Õ�âOé�Ü�Ý�Ñ�Ö/àNÙ�ÐHÕ/Ý�Ü

X
Õ�à�Ü>|sw

3 z�wBz���� � � � ��|�x�| � w�Ò
	
� A
� Ñ�Û3Ü°Õ�â~ê�Ü�á	à�Õ�ÒFÝ²Ù�ÐHÕ�×�Ö�Þ

K1
Õ�×3æ

K2
ÒFÙNÙ�Ö/Ó>Ü!Ù�ë	á3Ù�ÐHÕ/Ý�Ü

X0 ⊂ X
�HÒ�ãHÜ�ã~ð

X0 = K1 −K2 =
K2 −K1

�
� I�� Ñ�Û3Ü�Ù�ë	á3Ù�ÐHÕ/Ý�Ü

X0
ÒFÙOÝ�Ö/Ó²Ð	âFÜ�Ó>Ü�×#Ñ�Ü�æ'�/Ò�ã Ü�ã~ð�Ñ�Û3Ü�à�Ü8Ü	0'ÒFÙ�Ñ�ÙOÕ^Ý�Ö/×#Ñ�Ò~×#ë3Ö/ë3Ù,Ð	à�Ö�è�Ü�Ý�Ñ�ÒFÖ/×

P : X → XÙ�ë3Ý�ÛTÑ�ÛHÕ�Ñ
P (X) = X0

�
��� �

K1
Õ�×3æ

K2
Ý�Ö/×3Ù�Ñ�Ò~Ñ�ë	Ñ�Ü!Õ!×3Ö/×3Ö/á	âJÕ�Ñ�Ü¾ÐHÕ�Ò~à´Ò~×

X0
ã

g_m�ÏXm#k�l3r ? *Hj �Jq ��*�Ï *�� * ?]m#k�l'q#*Hk�j�D M�Ü�Ñ
σn

Ù�Ñ�Õ�×3æ�Þ©Ö/à2Ñ�Û3ÜRà�Ü�Õ�à�à�Õ�×	ê�Ü�Ó>Ü�×#Ñ\Ö�Þ,Ý�Ö�Ö/à�æ'Ò~×HÕ�Ñ�Ü�Ù

σn : ((x1, y1), . . . , (xn, yn)) 7→ ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn))

ß2Û	ÒFÝ�Û·Ü�Ù�Ñ�Õ�á	â~ÒFÙ�Û3Ü�ÙNÕ�×TÒFÙ�Ö/Ó>Ö/à�Ð	Û	ÒFÙ�Ó áBÜ�Ñ�ß�Ü�Ü�×
(X × Y )n

Õ�×3æ
Xn × Y n ã

Q#ë	á	â~Ò~×3Ü�Õ�à�Ö/ÐBÜ�à�Õ�Ñ�Ö/à�Ù
P1, . . . , Pn : X → E∪{+∞} Õ�à�ÜR|sw 3 z�wBz���� � � � ��|�x�| � w�Ò¤Þ¡Ù�ÖeÕ�à�Ü2Ñ�Û3Ü´Ý�Ö/×3Ü�Ù

∆n(X)×En Õ�×3æ σn(epi(P1)× · · · × epi(Pn))
ã

ZNÒ~é�Ü�×�Õ°Ý�Ö/×3Ü
K ⊂ X

ð	Ð	ë	Ñ

πE(K) :=
{
T ∈ L (X,E) : Tk 6 0 (k ∈ K)

}
.

K�âFÜ�Õ�à�â~ä�ð
πE(K)

ÒFÙ^Õ²Ý�Ö/×3ÜRÒ~×
L (X,E)

ã
ýeþ m%*Hk�m�=ÀD�� 

�

K1, . . . ,Kn � 
 R1I#QH
'��� Q � ��I�� I#�KI����KRJ�
� �:
1R
��I#�T������R1

X

�
QH� �K

�
E � 
 �

��I�� I#�KI����KRJ�
�G�<�
Q>��I#�JI����KR�FD������R1
 7�� �
K1, . . . ,Kn

�
�J
�� Q���
�QH
��	�
��� I
��� ���KI#QU�KFH
�Q

πE(K1 ∩ · · · ∩Kn) = πE(K1) + · · · + πE(Kn).

�\Ï�n��sk:*�Ï =¹m�Ï�q ��*Hk ��ÏXm%$�iXl3r �Jq'&3D LNÙ�Ù�ë	Ó>Ü´Ñ�ÛHÕ�Ñ
X
ÒFÙ2Õ¾à�Ü�Õ�âBé�Ü�Ý�Ñ�Ö/à2Ù�ÐHÕ/Ý�Ü�ð

Y
ÒFÙ2Õ �!�/wHx � � � ��|���y

���	����z�ã^M�Ü�Ñ
B := B(Y )

áBÜ5Ñ�Û3Ü � ����z Ö�Þ Y ð2Ò�ã�Ü�ã~ð2Ñ�Û3Ü�Ý�Ö/Ó²Ð	âFÜ�Ñ�Ü a8Ö�Ö/âFÜ�Õ�×ØÕ�â~ê�Ü�á	à�Õ/Ù·Ö�Þ°ÐBÖ�Ù�Ò~Ñ�Ò~é�Ü
Ð	à�Ö�è�Ü�Ý�Ñ�ÒFÖ/×3Ù²Ò~×

Y
�,Õ�×3æWâFÜ�Ñ

m(Y )
áBÜ�Ñ�Û3Ü_ë	×	Ò~é�Ü�à�Ù�Õ�â´Ý�Ö/Ó²Ð	âFÜ�Ñ�ÒFÖ/× Ö�Þ

Y
ãd`\Ü�×3Ö/Ñ�Ü_á#ä

L(X,Y )
Ñ�Û3Ü

Ù�ÐHÕ/Ý�Ü¾Ö�Þ,â~Ò~×3Ü�Õ�à\Ö/ÐBÜ�à�Õ�Ñ�Ö/à�Ù2Þ�à�Ö/Ó
X
Ñ�Ö
Y
ã .�×·Ý�Õ/Ù�Ü

X
ÒFÙ2Þ�ë	à�×	ÒFÙ�Û3Ü�æTß2Ò~Ñ�Û�Ù�Ö/Ó>Ü

Y
��Ù�Ü�Ó²Ò~×3Ö/à�ÓôÖ/×

X
ð

á#ä
L(m)(X,Y )

ß�Ü^Ó>Ü�Õ�×�Ñ�Û3ÜR���	����z ��� � � 4°|sw���x�z1� � �3z�����x � ���NÞ�à�Ö/Ó X
Ñ�Ö
Y
ã#LNÙ]ë3Ù�ëHÕ�â�ð {T 6 0} :=

{x ∈ X | Tx 6 0} � ker(T ) = T−1(0)
Þ©Ö/à

T : X → Y
ã�L^âFÙ�Ö	ð

P ∈ Sub(X,Y )
Ó>Ü�Õ�×3ÙeÑ�ÛHÕ�Ñ

PÒFÙe��� ��� |swBz��/��ðBß2Û	Ò~âFÜ P ∈ PSub(X,Y )
Ó>Ü�Õ�×3Ù\Ñ�ÛHÕ�Ñ

P
ÒFÙ)� �/� ��y	z1�/��� � ð¡Ò�ã�Ü�ã~ð��3×	Ò~Ñ�Ü�â~ä·ê�Ü�×3Ü�à�Õ�Ñ�Ü�æ¡ã�V8Û3Ü

Ù�ë	ÐBÜ�à�Ù�Ý�à�Ò~Ð	Ñ (m) Ù�ë	ê�ê�Ü�Ù�Ñ�Ù´æ	Ö/Ó²Ò~×HÕ�Ñ�ÒFÖ/×�ã



ú�" �������	��

��� 7��R7 * ����������
���������
�� 7 � 7
hÚl3Ï�q#*Hk:*�n���( þ�� j²q þ m%*Hk�m�=ÀD UOÒ~×3æ

X
Ù�Õ�Ñ�ÒFÙ�Þ�ä�Ò~×	ê

X

B
  B

B

B

B

B

B

B

B

A
//W

X
��

Y
í A
�

(∃X) XA = B ↔ ker(A) ⊂ ker(B).í I�� .�Þ
W

ÒFÙ´Ö/à�æ	Ü�à�Ü�æÚá#ä
W+

Õ�×3æ
A(X)−W+ =W+ −A(X) =W

ð'Ñ�Û3Ü�×ºí���Ð�ã¡î ñ	ð'Ð�ã �'ï�ò�ó

(∃X > 0) XA = B ↔ {A 6 0} ⊂ {B 6 0}.
ýeþ m��¡l	k��'l	j l3rJq�m#k/ÏXl'q �Jn�m3D M�Ü�Ñ

X
áBÜ Õ

Y
��Ù�Ü�Ó²Ò~×3Ö/à�Ó>Ü�æ à�Ü�Õ�â�é�Ü�Ý�Ñ�Ö/àåÙ�ÐHÕ/Ý�Ü�ðÚß2Ò~Ñ�Û

YÕ	�¾Õ�×#Ñ�Ö/à�Ö�é�ÒFÝ�Û5Ù�ÐHÕ/Ý�Ü�ã	LNÙ�Ù�ë	Ó>Ü\Ñ�ÛHÕ�Ñ
A1, . . . , AN

Õ�×3æ
B
áBÜ�âFÖ/×	ê>Ñ�Ö

L(m)(X,Y )
ã

V8Û3Ü�×·Ö/×3ÜeÕ�×3æTÖ/×	â~ä_Ö/×3Ü¾Ö�ÞdÑ�Û3Ü\Þ©Ö/â~âFÖ�ß2Ò~×	ê>Û3Ö/âFæ	Ù��
í�ï�ó8V8Û3Ü�à�ÜeÕ�à�Ü

x ∈ X
Õ�×3æ

b, b′ ∈ B
Ù�ë3Ý�ÛTÑ�ÛHÕ�Ñ

b′ 6 b
Õ�×3æ

b′Bx > 0, bA1x 6 0, . . . , bANx 6 0.
í©ñ�ó8V8Û3Ü�à�ÜeÕ�à�ÜRÐBÖ�Ù�Ò~Ñ�Ò~é�ÜRÖ/à�Ñ�Û3Ö/Ó>Ö/à�Ð	Û	ÒFÙ�Ó>Ù

α1, . . . , αN ∈ Orth(m(Y ))+
Ù�ë3Ý�ÛTÑ�ÛHÕ�Ñ

B =

N∑

k=1

αkAk.


�Ï þ *>= * Î m�ÏXm%*�iXj ��ÏXm%$�iXl3r �Jq �sm#j�D
ýeþ m%*Hk�m�=ÀD � 

�

X � 
O�
Y �

�J
�N�� QHI#��NO
1�U�J
J�
���:
1R
��I#� ������R1
 *
� � �KF
Y

� �<�
Q>��I#�JI����KR�F ������R1
 7
�L���#��NO
 ��� �:
�Q �JI#NO
 ��I#N�� Q>����
1� I�� 
��	����I#���

A1, . . . , AN
*
B ∈ L(m)(X,Y )

�
QH� 
��K
�NO
�Q>� �

u1, . . . , uN , v ∈ Y
7 EGFH
 ��I#� �KI � � Q��7�
�J
B
���� � �1�
�K
�Q>���

í�ï�ó�� I#�P�
� �
b ∈ B

�KFH
 � Q�FHI#NOI���
�QH
1I%��� I�� 
��	����I#� � QH
����%�
� � � M
bBx 6 bv

� � � R1I#Q �J
�����
�QHR1
 I�� �KFH

R1I#Q ��� �#��
�Q>� ��� N ��� ���
QH
1I%��� � Q�FHI#NOI���
�QH
1I%����I�� 
��	����I#� � QH
����%�
� � ���K
'�

bA1x 6 bu1, . . . , bANx 6 buN
*

� 7 
 7 *
{bB 6 bv} ⊃ {bA1 6 bu1} ∩ · · · ∩ {bAN 6 buN}.í©ñ�ó EGFH
��J
B�
�J
 � I
��� ��� �:
BI#�#�KFHI#NOI#���>F � ��N �

α1, . . . , αN ∈ Orth(m(Y ))
�	����� ��� M � Q��

B =

N∑

k=1

αkAk; v >

N∑

k=1

αkuk.

� * *�rsm#l3Ï = *¡tOm�r ��Ï Î D V8Û3Ü°Õ�áBÖ�é�ÜeÒ~×��3×	Ò~Ñ�Ü���æ'Ò~Ó>Ü�×3Ù�ÒFÖ/×HÕ�â]à�Ü�Ù�ë	â~Ñ�Ù\Õ�Ð	ÐBÜ�Õ�àRÕ/ÙNÒ~×#Ñ�Ü�à�Ð	à�Ü�Ñ�Õ�Ñ�ÒFÖ/×3Ù¾Ö�Þ
Ö/×3Ü���æ'Ò~Ó>Ü�×3Ù�ÒFÖ/×HÕ�âOÐ	à�Ü�æ	Ü�Ý�Ü�Ù�Ù�Ö/à�Ù´Ö/×Të3Ù�Ò~×	ê>Ó>Ö�æ	Ü�â¡Ñ�Û3Ü�Ö/à�ä�ã

K�Ö/Û3Ü�×�� Ù �3×HÕ�â�Ù�Ö/â~ë	Ñ�ÒFÖ/×�Ö�Þ¡Ñ�Û3Ü´Ð	à�Ö/á	âFÜ�Ó Ö�Þ¡Ñ�Û3Ü^Ý�Õ�à�æ'Ò~×HÕ�â~Ò~Ñ�ä±Ö�Þ¡Ñ�Û3Ü^Ý�Ö/×#Ñ�Ò~×#ë	ë	Ó ß2Ò~Ñ�Û	Ò~×���UOKWê#Õ�é�Ü
à�ÒFÙ�Ü\Ñ�Ö²Ñ�Û3Ü¾a8Ö�Ö/âFÜ�Õ�×Úé�Õ�â~ë3Ü�æÚÓ>Ö�æ	Ü�âFÙ´á#äTQ�Ý�Ö/Ñ�Ñ�ð�Q�Ö/âFÖ�é�Õ�ä�ð�Õ�×3æ��]Ö/Ð��Ü�×	ù�Õ·í�Ý�Ð�ã�î �/ò�ó�ã

VOÕ�ù�Ü�ë	Ñ�Ò>Ý�Ö/Ò~×3Ü�æØÑ�Û3ÜºÑ�Ü�à�Ó 
£a8Ö�Ö/âFÜ�Õ�×bé�Õ�â~ë3Ü�æbÕ�×HÕ�â~ä'Ù�ÒFÙ-�¹Þ©Ö/à�Õ�Ð	Ð	â~ÒFÝ�Õ�Ñ�ÒFÖ/×3Ù¹Ö�Þ>Ñ�Û3ÜºÓ>Ö�æ	Ü�âFÙ�Ñ�Ö
Õ�×HÕ�â~ä'Ù�ÒFÙ�ã

p (�*3q�q � j (�*>=U=¹m�Ï�q�j�D Q�Ý�Ö/Ñ�ÑRÞ©Ö/à�Ü�Ý�Õ/Ù�Ñ�Ü�æ�Ò~× ï#!�ü�!¹í�Ý�Ð�ã]î~ï ��ò�ó�� 
�/¹Ü>Óeë3Ù�Ñ!Õ/Ù�ù�ß2Û3Ü�Ñ�Û3Ü�àeÑ�Û3Ü�à�Ü²ÒFÙ
Õ�×#ä±Ò~×#Ñ�Ü�à�Ü�Ù�Ñ2Ò~×�Ñ�Û3Ü�Ù�ÜN×3Ö/×3Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ_Ó>Ö�æ	Ü�âFÙ´Õ/Ù�ÒFæ	Ü´Þ�à�Ö/Ó Ñ�Û3ÜNÒ~×3æ	Ü�ÐBÜ�×3æ	Ü�×3Ý�Ü\Ð	à�Ö�Ö�Þ1�#Ñ�ÛHÕ�Ñ8ÒFÙ�ð'æ	ÖeÑ�Û3Ü�ä
ÛHÕ�é�ÜÚÕ�×#ä Ó±Õ�Ñ�Û3Ü�Ó±Õ�Ñ�ÒFÝ�Õ�â2Ò~×#Ñ�Ü�à�Ü�Ù�Ñ��_V8Û3ÜÚÕ�×3Ù�ß�Ü�à°Óeë3Ù�Ñ!áBÜ±ä�Ü�Ù�ðXá	ë	Ñ!ß�Ü_Ý�Õ�×	×3Ö/Ñ°ä�Ü�Ñ!ê�Ò~é�Ü_ÕTà�Ü�Õ�â~â~ä
ê�Ö�Ö�æTÕ�à�ê�ë	Ó>Ü�×#Ñ�ã �

.�×±ñ�"�"�!eQ�Ý�Ö/Ñ�Ñ]ß2à�Ö/Ñ�Ü 2 ��
£L8Ñ]Ñ�Û3Ü8Ñ�Ò~Ó>Ü�ð�.Xß8Õ/Ù]æ'ÒFÙ�Õ�Ð	ÐBÖ/Ò~×#Ñ�Ü�æ>Ñ�ÛHÕ�Ñ,×3Ö¾Ö/×3Ü8Ñ�Ö�Ö/ù!ë	Ð²Óeä²Ù�ë	ê�ê�Ü�Ù�Ñ�ÒFÖ/×�ã
L^×3æ!Ñ�Û3Ü�× .�ß8Õ/Ùdé�Ü�à�ä!Ù�ë	à�Ð	à�ÒFÙ�Ü�æ°Óeë3Ý�Û>âJÕ�Ñ�Ü�àdÑ�ÖRÙ�Ü�Ü�Ñ�Û3Ü�ß�Ö/à�ù°Ö�ÞBVOÕ�ù�Ü�ë	Ñ�ÒHÕ�×3æ°Û	ÒFÙ]Õ/Ù�Ù�Ö�Ý�ÒJÕ�Ñ�Ü�Ù�ã�.¡Ñ�Û	Ò~×	ù
Ñ�Û3Ü8ÐBÖ/Ò~×#Ñ,ÒFÙdÑ�ÛHÕ�Ñ,ÐBÜ�Ö/Ð	âFÜ�ÛHÕ�é�Ü2Ñ�ÖNáBÜ�Ñ�à�Õ�Ò~×3Ü�æ²Ò~×²U	ë	×3Ý�Ñ�ÒFÖ/×HÕ�âHL^×HÕ�â~ä'Ù�ÒFÙdÒ~×²Ö/à�æ	Ü�à,Ñ�Ö\ë	×3æ	Ü�à�Ù�Ñ�Õ�×3æ°Ñ�Û3Ü�Ù�Ü
Ó>Ö�æ	Ü�âFÙ�ã .]Ñ�Û	Ò~×	ù_Ñ�Û	ÒFÙ2ÒFÙ^Õ�âFÙ�Ö>Ö/á#é�ÒFÖ/ë3Ù8Þ�à�Ö/Ó ä�Ö/ë	àTáBÖ�Ö/ùçÕ�×3æ Ò~Ñ�ÙTà�Ü�Þ©Ü�à�Ü�×3Ý�Ü�Ù�ã	L^âJÕ/Ù�ð .>ÛHÕ/æç×3Ö>Ù�Ñ�ë��

2 � �£�©���£¢X��� ½ ��¢�� ¦ � 0 ¸ � ����0 ���´»�§�»�§ $ ³���������¦ ��«�����§



� �
�KR
��� ���BI�� E �
Q���
�Q>� �B�
QH���P
 M I#QH� ú'ï
æ	Ü�×#Ñ�ÙeÖ/àeÝ�Ö/â~âJÕ�áBÖ/à�Õ�Ñ�Ö/à�Ù¾ß2Ò~Ñ�Û Ñ�Û	ÒFÙRù�Ò~×3æ¹Ö�Þ8áHÕ/Ý�ù�ê�à�Ö/ë	×3æ¡ðOÕ�×3æ¹Ù�ÖT.^ß8Õ/Ù¾×3Ö/Ñ!Õ�á	âFÜ²Ñ�ÖÚê�Ü�×3Ü�à�Õ�Ñ�Ü�Õ�×#ä
Ð	à�Ö/ê�à�Ü�Ù�Ù�ã �

f k�qO*�� ��Ï�n�m�Ï�q ��*�Ï]D M�Ü�Ò~á	×	Ò~Ô°ß2à�Ö/Ñ�Ü²Õ�áBÖ/ë	ÑNÛ	ÒFÙNé�Ü�à�Ù�ÒFÖ/×5Ö�Þ�Ý�Õ�âFÝ�ë	â~ë3Ù\Ñ�ÛHÕ�Ñ)
�Ñ�Û3Ü!æ'Ò
	¡Ü�à�Ü�×3Ý�ÜeÞ�à�Ö/Ó
L^à�Ý�Û	Ò~Ó>Ü�æ	Ü�Ù°Ù�Ñ�ä�âFÜ>ÒFÙeÖ/×	â~ä�Ò~×ºÜ	0'Ð	à�Ü�Ù�Ù�ÒFÖ/×3Ùeß2Û	ÒFÝ�ÛºÒ~×ºÖ/ë	àeÓ>Ü�Ñ�Û3Ö�æWÕ�à�Ü>Ó>Ö/à�Ü±Ù�Ñ�à�Õ�Ò~ê�Û#Ñ�Þ©Ö/à�ß8Õ�à�æ Õ�×3æ
Ó>Ö/à�ÜeÕ�Ð	Ð	â~ÒFÝ�Õ�á	âFÜ¾Ñ�Ö°Ñ�Û3ÜeÕ�à�Ñ^Ö�ÞdÒ~×#é�Ü�×#Ñ�ÒFÖ/×�ã �

YNÖ/×3Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ�Õ�×HÕ�â~ä'Ù�ÒFÙNÛHÕ/ÙNÑ�Û3ÜeÑ�ß�Ö_Ó±Õ�Ò~×¹Õ/æ'é�Õ�×#Ñ�Õ�ê�Ü�Ù���Ò~Ñ)
�ù�Ò~â~âFÙ\ì#ëHÕ�×#Ñ�Ò �HÜ�à�Ù-�²Õ�×3æ�Ò~ÑNÐ	à�Ö�æ'ë3Ý�Ü�Ù
Ñ�Û3ÜR×3Ü�ßç×3Ö/Ñ�ÒFÖ/×3Ù´Ñ�ÛHÕ�ÑNÕ�à�ÜRÒ~Ó²ÐBÖ�Ù�Ù�Ò~á	âFÜ\ß2Ò~Ñ�Û	Ò~×5Õ°Ù�Ò~×	ê�âFÜRÓ>Ö�æ	Ü�â�Ö�Þ,Ù�Ü�Ñ2Ñ�Û3Ü�Ö/à�ä�ã

M�Ü�Ñ_ë3Ù±Ñ�ë	à�× Ñ�Ö Ñ�Û3Ü·×3Ö/×3Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ Ð	à�Ü�Ù�Ü�×#Ñ�Õ�Ñ�ÒFÖ/×3ÙÚÖ�Þ �\ë	à�Õ�Ñ�Ö�ß´Ù�ù�Ò û � Õ�Ò~×	âFÜ�é��Ü¹â~Ò~Ó²Ò~Ñ�Ù_Ö�Þeë3Ù�Ü·Ò~×
Ñ�Õ�×	ê�Ü�×#ÑNÝ�Õ�âFÝ�ë	â~ë3Ù�ðHÕ�×3æTÜ	0'Ð	âFÖ/à�ÜRÑ�Û3Ü\é�Õ�à�ÒJÕ�Ñ�ÒFÖ/×3Ù^Ö�ÞdÑ�Õ�×	ê�Ü�×#Ñ�Ù�ã

@^Ü�Ý�Õ�â~â¡Ñ�ÛHÕ�Ñ2Ñ�Û3Ü\Ý�Ü�×#Ñ�à�Õ�âXÝ�Ö/×3Ý�Ü�Ð	Ñ^Ö�ÞdM�Ü�Ò~á	×	Ò~Ô¾ß8Õ/Ù2Ñ�ÛHÕ�Ñ´Ö�Þ,Õ 4 � w����²í�Ý�Ð�ã¡î~ï���ò�ó�ã�.�×_×3Ö/×3Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ
Õ�×HÕ�â~ä'Ù�ÒFÙNÑ�Û3Ü!Ó>Ö/×HÕ/æ

µ(F )
Ö�Þ8Õ�Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ �3â~Ñ�Ü�à

F
ÒFÙNÑ�Û3Ü!Ò~×#Ñ�Ü�à�Ù�Ü�Ý�Ñ�ÒFÖ/× Ö�Þ8Õ�â~âdÙ�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ�Ü�âFÜ�Ó>Ü�×#Ñ�Ù

Ö�Þ
F
ã

� *�ÏXl	t���(5r �K= �Jq�j�D M�Ü�Ñ
F ⊂ X × Y

áBÜeÕ�×·Ò~×#Ñ�Ü�à�×HÕ�â,Ý�Ö/à�à�Ü�Ù�ÐBÖ/×3æ	Ü�×3Ý�Ü¾Þ�à�Ö/Ó Õ>Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ�Ù�Ü�Ñ
XÑ�Ö>Õ²Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æTÙ�Ü�Ñ

Y
ã	LNÙ�Ù�ë	Ó>Ü\ê�Ò~é�Ü�×�Õ²Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ �3â~Ñ�Ü�à

N
Ö/×

X
Õ�×3æ·Õ!Ñ�Ö/ÐBÖ/âFÖ/ê�ä

τ
Ö/×

Y
ã � ë	Ñ

∀∀ (F ) := ∗
{
y′ : (∀x ∈ µ(N ) ∩ dom(F )) (∀ y ≈ y′) (x, y) ∈ F

}
,

∃∀ (F ) := ∗
{
y′ : (∃x ∈ µ(N ) ∩ dom(F )) (∀ y ≈ y′) (x, y) ∈ F

}
,

∀∃ (F ) := ∗
{
y′ : (∀x ∈ µ(N ) ∩ dom(F )) (∃ y ≈ y′) (x, y) ∈ F

}
,

∃∃ (F ) := ∗
{
y′ : (∃x ∈ µ(N ) ∩ dom(F )) (∃ y ≈ y′) (x, y) ∈ F

}
,

ß2Ò~Ñ�Û ∗ Ù�ä�ÓeáBÖ/â~Ò~Ô�Ò~×	ê·Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ'Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/×WÕ�×3æ y ≈ y′
Ù�Ñ�Õ�×3æ'Ò~×	ê_Þ©Ö/àRÑ�Û3Ü_|sw��]w3|�x�z)��� � }/|�x�|�x��·áBÜ�Ñ�ß�Ü�Ü�× yÕ�×3æ

y′
Ò~×
τ
ð	Ò�ã	Ü�ã

y′ ∈ µ(τ(y))
ã

K8Õ�â~â
Q1Q2(F)

Ñ�Û3Ü
Q1Q2

� � |�4°|�x¡Ö�Þ F ísÛ3Ü�à�Ü
Qk (k := 1, 2)

ÒFÙ´Ö/×3Ü¾Ö�ÞdÑ�Û3ÜRì#ëHÕ�×#Ñ�Ò �HÜ�à�Ù ∀ Ö/à ∃ ó�ãhTiXk�l'q#*��>j � �
	��Nl ��ÏOrsm�n�
m�r �K= �Jq�j�D LNÙ�Ù�ë	Ó>Ü�Þ©Ö/à,Ò~×3Ù�Ñ�Õ�×3Ý�Ü2Ñ�ÛHÕ�Ñ
F
ÒFÙ�Õ\Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ±Ý�Ö/à�à�Ü�Ù�ÐBÖ/×3æ	Ü�×3Ý�Ü

Ö/×WÙ�Ö/Ó>Ü_Ü�âFÜ�Ó>Ü�×#Ñ>Ö�Þ
N

Õ�×3æºâFÖ�Ö/ùºÕ�Ñ!Ñ�Û3Ü ∃∃ ��â~Ò~Ó²Ò~Ñ²Õ�×3æºÑ�Û3Ü ∀∃ ��â~Ò~Ó²Ò~Ñ�ãOV8Û3Ü±Þ©Ö/à�Ó>Ü�à°ÒFÙeÑ�Û3Ü � |�4°|�x�����3z���| � �²Ö/àR�����3z�� � |�4°|�x��'Ñ�Û3Ü\âJÕ�Ñ�Ñ�Ü�à´ÒFÙ2Ñ�Û3Ü � |�4°|�x,|sw � z���| � �°Ö/à �~��� z�� � |�4°|�x�Ö�Þ F Õ�âFÖ/×	ê
N
ã

ýeþ m%*Hk�m�=ÀD � �
F
� �L���#���
QH�-�
�J�7R1I#���J
'��� I#QH��
�QHR1
 �KFH
�Q

∃∃ (F ) =
⋂

U∈N

cl

( ⋃

x∈U

F (x)

)
;

∀∃(F ) =
⋂

U∈N̈

cl

( ⋃

x∈U

F (x)

)
,

� FH
��J
 ¨N
� � �KFH
 ����� � � I�� ����� ��
��

N
I#Q
X
* � 7 
 7 * �KFH
 � �
N�� � M R1I#N �>��� ��� Q��O�
� � �#� � �J

� �PI�� X NO
1

��� Q��

µ(N )
7

�Úl	tOl =¹l	k�t�o��!rsl	k��Hm3odl3ÏXt � *�iOr � Î l3ÏXtÀq�l3Ï Î m�Ï�q�j�D

Ha
(
F, x′

)
:=

⋃

U∈τ(x′),
α′

Ò~×#Ñ
τ

⋂

x∈F∩U,
0<α6α′

F − x

α
;

Cl
(
F, x′

)
:=

⋂

V ∈Nτ

⋃

U∈τ(x′),
α′

⋂

x∈F∩U,
0<α6α′

(
F − x

α
+ V

)
;

Bo
(
f, x′

)
:=

⋂

U∈τ(x′),
α′

Ý�â
τ

⋃

x∈F∩U,
0<α6α′

F − x

α
,



ú�ñ �������	��

��� 7��R7 * ����������
���������
�� 7 � 7
ß2Û3Ü�à�Ü�ð	Õ/Ù�ë3Ù�ëHÕ�â�ð

τ(x′) := x′+Nτ
Õ�×3æ

Nτ
ð#Ñ�Û3Ü^Ô�Ü�à�Öe×3Ü�Ò~ê�Û#áBÖ/à�Û3Ö�Ö�æ��3â~Ñ�Ü�à�áHÕ/Ù�Ü\Ö�Þ�Ñ�Û3Ü^Ñ�Ö/ÐBÖ/âFÖ/ê�ä

τ
ã

S^á#é�ÒFÖ/ë3Ù�â~ä�ð
Ha
(
F, x′

)
⊂ Cl

(
F, x′

)
⊂ Bo

(
F, x′

)
.


�Ï��,Ï �Jq�m#j �K=¹l3r $�iXl3Ï�q ���dm#k�j�D L^ê�à�Ü�Ü¾Ö/×Ú×3Ö/Ñ�Õ�Ñ�ÒFÖ/×TÞ©Ö/à^Õ ��UOK Þ©Ö/à�Óeë	âJÕ
ϕ
Õ�×3æ

x′ ∈ F
�

(∀•x)ϕ := (∀x ≈τ x
′)ϕ := (∀x) (x ∈ F ∧ x ≈τ x

′) → ϕ,

(∀•h)ϕ := (∀h ≈τ h
′)ϕ := (∀h) (h ∈ X ∧ h ≈τ h

′) → ϕ,

(∀•α)ϕ := (∀α ≈ 0)ϕ := (∀α) (α > 0 ∧ α ≈ 0) → ϕ.
V8Û3ÜRì#ëHÕ�×#Ñ�Ò �HÜ�à�Ù ∃•x ð ∃•h ð ∃•α Õ�à�ÜRæ	Ü��3×3Ü�æ_Ò~×_Ñ�Û3ÜN×HÕ�Ñ�ë	à�Õ�â¡ß8Õ�ä�á#ä�æ'ëHÕ�â~Ò~Ñ�ä_Ö/×·Õ/Ù�Ù�ë	Ó²Ò~×	ê°Ñ�ÛHÕ�Ñ

(∃•x)ϕ := (∃x ≈τ x
′)ϕ := (∃x) (x ∈ F ∧ x ≈τ x

′) ∧ ϕ,

(∃•h)ϕ := (∃h ≈τ h
′)ϕ := (∃h) (h ∈ X ∧ h ≈τ h

′) ∧ ϕ,

(∃•α)ϕ := (∃α ≈ 0)ϕ := (∃α) (α > 0 ∧ α ≈ 0) ∧ ϕ.

�Ï��,Ï �Jq�m#j �K=¹l3r8k�m%?Ok�m#j�m�Ï�q�l'q ��*�ÏXj�D V8Û3Üea8Ö/ë	â~Ò~ê#Õ�×3æ5Ý�Ö/×3Ü¾ÒFÙ^Ñ�Û3Ü!Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ'Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/×�Ö�Þ]Ñ�Û3Ü ∃∃∃ �Ý�Ö/×3Ü �	Ò�ã3Ü�ã~ð'Ò¤Þ

h′
ÒFÙ´Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æÚÑ�Û3Ü�×

h′ ∈ Bo(F, x′) ↔ (∃•x) (∃•α) (∃•h)x+ αh ∈ F.

V8Û3Ü��\Õ/æ3Õ�Ó±Õ�à�æ·Ý�Ö/×3Ü\ÒFÙ2Ñ�Û3Ü¾Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ'Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/×�Ö�ÞdÑ�Û3Ü ∀∀∀ ��Ý�Ö/×3Ü �

Ha(F, x′) = ∀∀∀ (F, x′),
ß2Ò~Ñ�Û

µ(R+)
Ñ�Û3Ü¾Ü	0'Ñ�Ü�à�×HÕ�âXÙ�Ü�Ñ´Ö�ÞdÐBÖ�Ù�Ò~Ñ�Ò~é�ÜRÒ~×��3×	Ò~Ñ�Ü�Ù�Ò~Ó±Õ�âFÙ�ã

V8Û3Ü!K�âJÕ�à�ù�Ü¾Ý�Ö/×3ÜRÒFÙ2Ñ�Û3Ü¾Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ'Ò~Ô�Õ�Ñ�ÒFÖ/×�Ö�ÞdÑ�Û3Ü ∀∀∃ ��Ý�Ö/×3Ü �'Ò�ã�Ü�ã~ð

Cl(F, x′) = ∀∀∃ (F, x′).
.�×ÚÓ>Ö/à�Ü¾æ	Ü�Ñ�Õ�Ò~â�ð

h′ ∈ Cl(F, x′) ↔ (∀•x) (∀•α) (∃•h)x+ αh ∈ F.

�<*�Ï�n�m�+��Jq'& �sjåj�q�l	ÿdrsm3D K�Ö/×#é�Ü	0'Ò~Ñ�äöÖ�Þ�ÛHÕ�à�ÐBÜ�æ	Ö/×HÕ�Ð	Ñ�Õ/ÜÀß8Õ/Ù¹Ù�Ñ�Õ�á	âFÜWÒ~×öÑ�Û3ÜWÙ�Ü�×3Ù�ÜºÑ�ÛHÕ�Ñ�×3Ö
é�Õ�à�ÒJÕ�Ñ�ÒFÖ/×øÖ�Þ°Ù�Ñ�Õ�ù�Ü�Ù_ß2Ò~Ñ�Û	Ò~×çÑ�Û3Ü5Ù�ë	à�à�Ö/ë	×3æ'Ò~×	êÀà�Ö/ÐBÜ5Ý�Õ�×øÜ�é�Ü�àÚÙ�ÐBÖ/Ò~â\Ñ�Û3Ü5Ý�Ö/×#é�Ü	0'Ò~Ñ�äçÖ�ÞeÑ�Û3Ü5Ñ�à�Õ/Ý�Ñ
Ñ�Ö²áBÜRÙ�ë	à�é�Ü�ä�Ü�æ¡ã

Q#Ñ�Õ�á	Ò~â~Ò~Ñ�äÀÒFÙ>Ö�Þ�Ñ�Ü�×ÀÑ�Ü�Ù�Ñ�Ü�æÀá#äWÐBÜ�à�Ñ�ë	à�áHÕ�Ñ�ÒFÖ/× Ö/à²Ò~×#Ñ�à�Ö�æ'ë3Ý�Ò~×	ê é�Õ�à�ÒFÖ/ë3Ù±Ü�Ð3Ù�Ò~âFÖ/×3Ù²Ò~× Õ�Ð	Ð	à�Ö/Ð	à�ÒJÕ�Ñ�Ü
Ð	âJÕ/Ý�Ü�Ù�ð'ß2Û	ÒFÝ�ÛTê�Ü�Ö/Ó>Ü�Ñ�à�ÒFÝ�Õ�â~â~äÚÓ>Ü�Õ�×3Ù2Ñ�ÛHÕ�Ñ2Ñ�Õ�×	ê�Ü�×#Ñ�Ù´Ñ�à�Õ�é�Ü�â�ã�S^×3ÜRÖ�ÞdÑ�Û3ÜRÜ�Õ�à�â~ÒFÜ�Ù�Ñ´Ü	0	Ý�ë	à�Ù�ÒFÖ/×3Ù2Ò~×_Ñ�Û	ÒFÙ
æ'Ò~à�Ü�Ý�Ñ�ÒFÖ/×�ÒFÙ�Ý�Ö/×	×3Ü�Ý�Ñ�Ü�æ>ß2Ò~Ñ�Û±Ñ�Û3Ü^Ý�âJÕ/Ù�Ù�ÒFÝ�Õ�â��^ä�Ü�à�Ù£û�P^âJÕ�Ó Ù�Ñ�Õ�á	Ò~â~Ò~Ñ�ä²Ñ�Û3Ü�Ö/à�Ü�Ó Þ©Ö/à

ε
��Ý�Ö/×#é�Ü	0>Þ�ë	×3Ý�Ñ�ÒFÖ/×3Ù�ã

[ 03Õ/Ý�Ñ2Ý�Õ�âFÝ�ë	âJÕ�Ñ�ÒFÖ/×3Ù2ß2Ò~Ñ�Û_Ü�Ð3Ù�Ò~âFÖ/×3Ù´Õ�×3æ�Ù�ÛHÕ�à�ÐÚÜ�Ù�Ñ�Ò~Ó±Õ�Ñ�Ü�Ù2Õ�à�Ü\Ö�Þ�Ñ�Ü�×�á	ë	â~ù�ä�Õ�×3æ_Ù�â~Ò~ê�Û#Ñ�â~ä±Óeä'Ù�Ñ�Ü�à�ÒFÖ/ë3Ù�ã
Q�Ö/Ó>Ü°Õ�â~Ñ�Ü�à�×HÕ�Ñ�Ò~é�Ü�ÙRÕ�à�Ü!Ù�ë	ê�ê�Ü�Ù�Ñ�Ü�æTá#ä·Õ/Ý�Ñ�ëHÕ�âOÒ~×��3×	Ò~Ñ�ÒFÜ�Ù�ðHß2Û	ÒFÝ�Û�ÒFÙ^Ò~â~â~ë3Ù�Ñ�à�Õ�Ñ�Ü�æ·ß2Ò~Ñ�Û·Ñ�Û3Ü!Ý�Ö/×3Ý�Ü�Ð	Ñ�ÒFÖ/×
Ö�Þ8|sw��]w3|�x�z���|�4>� ��� �Bx�|�4>� � |�x���ã

�\Ï�q�m#k¾m%?Oj ��r�*�Ï]D LNÙ�Ù�ë	Ó>Ü�ê�Ò~é�Ü�×±ÕNÝ�Ö/×#é�Ü	0°Ö/ÐBÜ�à�Õ�Ñ�Ö/à
f : X → E• Õ�×3æ>Õ´ÐBÖ/Ò~×#Ñ x Ò~×!Ñ�Û3Ü2Ü�	¡Ü�Ý�Ñ�Ò~é�Üæ	Ö/Ó±Õ�Ò~×

dom(f) := {x ∈ X | f(x) < +∞} Ö�Þ f ãZNÒ~é�Ü�×
ε > 0

Ò~×ÚÑ�Û3Ü\ÐBÖ�Ù�Ò~Ñ�Ò~é�Ü\Ý�Ö/×3Ü
E+

Ö�Þ
E
ð�á#ä�Ñ�Û3Ü

ε
����� � �/| �Nz���z�wHx�|©� � Ö�Þ f Õ�Ñ x

ß�Ü\Ó>Ü�Õ�×ÚÑ�Û3Ü
Ù�Ü�Ñ

∂εf(x) :=
{
T ∈ L(X,E) | (∀x ∈ X) (Tx− f(x) 6 Tx− f(x) + ε)

}
.
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ý * ? *�r�* Î ��(�l3rOj�m�q�q ��Ï Î D V8Û3Ü´ë3Ù�ëHÕ�â�Ù�ë	áBæ'Ò
	¡Ü�à�Ü�×#Ñ�ÒJÕ�â

∂f(x)
ÒFÙ]Ñ�Û3Ü´Ò~×#Ñ�Ü�à�Ù�Ü�Ý�Ñ�ÒFÖ/×_Ö�Þ

ε
��Ù�ë	á3æ'Ò¤ÞsÞ©Ü�à�Ü�×��

Ñ�ÒJÕ�âFÙ��
∂f(x) :=

⋂

ε>0

∂εf(x).

.�×ÚÑ�Ö/ÐBÖ/âFÖ/ê�ÒFÝ�Õ�âXÙ�Ü�Ñ�Ñ�Ò~×	ê>ß�ÜRë3Ù�Ü¾Ý�Ö/×#Ñ�Ò~×#ë3Ö/ë3ÙNÖ/ÐBÜ�à�Õ�Ñ�Ö/à�Ù�ð	à�Ü�Ð	âJÕ/Ý�Ò~×	ê
L(X,E)

ß2Ò~Ñ�Û
L (X,E)

ã
ε � * ?Xq �K=¹l3r �Jq'&3Dýeþ m%*Hk�m�=ÀD � 

�

f1 : X×Y → E• �
QH� f2 : Y ×Z → E• � 
 R1I#Q>�:
 � I�� 
��	����I#��� �
QH�
δ, ε ∈ E+ 7

�>��� � I
�J
 �KF>��� �KFH
 R1I#Q>�:I#� �����KI#Q
f2∆f1

� �
δ �

 � ��R
�G���H�JI#NO
 � I�� Q>�

(x, y, z) � � 7 
 7 * δ+(f2∆f1)(x, y) =
f1(x, y)+f2(y, z)

7�� � * NOI#�J
1I��:
�� * �KFH
 R1I#Q>�:
 � �J

� � epi(f1, Z) �
QH� epi(X, f2) �
�J
 � Q ��
�QH
��	�
� � I
��� ���KI#Q *�KFH
�Q

∂ε(f2∆f1)(x, y) =
⋃

ε1>0, ε2>0,
ε1+ε2=ε+δ

∂ε2f2(y, z) ◦ ∂ε1f1(x, y).

�\Ï�q�m#k = *�ÏXl	t�D `NÒFÙ�Ñ�Ò~×	ê�ë	ÒFÙ�ÛåÙ�Ö/Ó>Ü æ	Ö�ß2×#ß8Õ�à�æ ���3â~Ñ�Ü�à�Ü�æ Ù�ë	á3Ù�Ü�Ñ
E
Ö�Þ
E
Ñ�ÛHÕ�Ñ·ÒFÙ·Ý�Ö/Ó²ÐBÖ�Ù�Ü�æ

Ö�ÞºÐBÖ�Ù�Ò~Ñ�Ò~é�ÜöÜ�âFÜ�Ó>Ü�×#Ñ�Ù�ãTLNÙ�Ù�ë	Ó²Ò~×	ê
E

Õ�×3æ
E

Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ¡ðTæ	Ü��3×3ÜbÑ�Û3Ü)4 � w���� µ(E )
Ö�Þ

E
Õ/Ù

µ(E ) :=
⋂{[0, ε] | ε ∈ ◦E } ã�V8Û3Ü2Ó>Ü�ÓeáBÜ�à�Ù�Ö�Þ µ(E )

Õ�à�Ü � � ��|�x�|s�/z^|sw��]w3|�x�z���|�4>� � �8ß2Ò~Ñ�Û±à�Ü�Ù�ÐBÜ�Ý�Ñ,Ñ�Ö
E
ã

LNÙ�ë3Ù�ëHÕ�â�ð ◦E æ	Ü�×3Ö/Ñ�Ü�Ù2Ñ�Û3Ü\Ü	0'Ñ�Ü�à�×HÕ�â�Ù�Ü�Ñ2Ö�Þ,Õ�â~â�Ù�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ_Ó>Ü�ÓeáBÜ�à�Ù´Ö�Þ
E
ð'Ñ�Û3Ü!��x��/w����/�1� �	�/��x�Ö�Þ

E
ã

LNÙ�Ù�ë	Ó>ÜRÑ�ÛHÕ�Ñ^Ñ�Û3ÜRÓ>Ö/×HÕ/æ
µ(E )

ÒFÙNÕ�×·Ü	0'Ñ�Ü�à�×HÕ�âOÝ�Ö/×3ÜeÖ�é�Ü�à ◦
R
Õ�×3æ¡ð3Ó>Ö/à�Ü�Ö�é�Ü�à�ð

µ(E ) ∩ ◦E = 0
ã

.�×ÚÕ�Ð	Ð	â~ÒFÝ�Õ�Ñ�ÒFÖ/×�ð
E
ÒFÙ8ë3Ù�ëHÕ�â~â~ä>Ñ�Û3Ü��3â~Ñ�Ü�à2Ö�ÞOÖ/à�æ	Ü�à-��ë	×	Ò~Ñ�Ù´Ö�Þ

E
ã'V8Û3Ü^à�Ü�âJÕ�Ñ�ÒFÖ/×TÖ�Þ�|sw��]w3|�x�z ��� � }/|�4°|�x��>Ö/à

|sw��]w3|�x�z � �~� ��z�wBz����eáBÜ�Ñ�ß�Ü�Ü�×·Ñ�Û3Ü\Ó>Ü�ÓeáBÜ�à�ÙNÖ�Þ E ÒFÙ2Ò~×#Ñ�à�Ö�æ'ë3Ý�Ü�æ�Õ/Ù8Þ©Ö/â~âFÖ�ß´Ù��

e1 ≈ e2 ↔ e1 − e2 ∈ µ(E ) & e2 − e1 ∈ µ(E ).


�Ï��,Ï �Jq�m#j �K=¹l3r�j�iXÿ]t�����m#k�m�Ï�q �sl3r�D YNÖ�ß

Df(x) :=
⋂

ε∈◦E

∂εf(x) =
⋃

ε∈µ(E )

∂εf(x),

ß2Û	ÒFÝ�Û ÒFÙRÑ�Û3ÜT|sw��]w3|�x�z���|�4>� � ��� � �/| �Nz���z�wHx�|©� � Ö�Þ f Õ�Ñ
x
ã¡V8Û3Ü±Ü�âFÜ�Ó>Ü�×#Ñ�Ù!Ö�Þ

Df(x)
Õ�à�ÜÚ|sw��]w3|�x�z���|�4>� �

��� � 3 �����/|�z�wHxs�!Ö�Þ f Õ�Ñ x
ã


�Ï��,Ï �Jq�m#j �K=¹l3r°j#*�r�i�q ��*�Ï]D LNÙ�Ù�ë	Ó>Ü_Ñ�ÛHÕ�Ñ>Ñ�Û3Ü�à�ÜTÜ	0'ÒFÙ�Ñ�Ù±Õ5â~Ò~Ó²Ò~Ñ�Ü�æÀé�Õ�â~ë3Ü
e := infx∈C f(x)

Ö�Þ
Ù�Ö/Ó>ÜNÐ	à�Ö/ê�à�Õ�Ó

(C, f)
ã	LçÞ©Ü�Õ/Ù�Ò~á	âFÜNÐBÖ/Ò~×#Ñ

x0
ÒFÙ2Ý�Õ�â~âFÜ�æTÕ�×�|sw��]w3|�x�z���|�4>� � � �/� �'x�| � w·Ò¤Þ f(x0) ≈ e

ð�Ò�ã	Ü�ã~ð
Ò¤Þ
f(x0) 6 f(x) + ε

Þ©Ö/à´Ü�é�Ü�à�ä
x ∈ C

Õ�×3æTÜ�é�Ü�à�äÚÙ�Ñ�Õ�×3æ3Õ�à�æ
ε ∈ E

ã
L@ÐBÖ/Ò~×#Ñ

x0 ∈ X
ÒFÙeÕ�×¹Ò~×��3×	Ò~Ñ�Ü�Ù�Ò~Ó±Õ�â�Ù�Ö/â~ë	Ñ�ÒFÖ/× Ö�Þ8Ñ�Û3Ü²ë	×3Ý�Ö/×3Ù�Ñ�à�Õ�Ò~×3Ü�æ¹Ð	à�Ö/á	âFÜ�Ó

f(x) → inf
Ò¤Þ

Õ�×3æTÖ/×	â~ä�Ò¤Þ
0 ∈ Df(x0)

ã
�P+�m�iOÏ�q>m%?Oj ��r�*�Ï]D
ýeþ m%*Hk�m�=ÀD � 

�

f1 : X×Y → E• �
QH� f2 : Y ×Z → E• � 
PR1I#Q>�:
 � I�� 
��	����I#��� 7 �>��� � I
�J
B�KF>���
�KFH
 R1I#Q>�:I#� �����KI#Q

f2∆f1
� � � Q ��Q � ��
'��� N �
� � M 
 � ��R
� ���P�JI#NO
 � I�� Q>�

(x, y, z) � � 7 
 7 * (f2∆f1)(x, y) ≈
f1(x, y)+f2(y, z).

� � * NOI#�J
1I��:
�� * �KFH
 R1I#Q>�:
 � �J

� � epi(f1, Z) �
QH� epi(X, f2) �
�J
 � Q ��
�QH
��	�
� � I
��� ���KI#Q�KFH
�Q

D(f2∆f1)(x, y) = Df2(y, z) ◦Df1(x, y).
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