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¾N¿3À�Á�Â/¿9Ã�Ä�Á/Å#Ã�Æ	Ç3À�I5Ã�È9Á/Æ9Ã�É3À�¿3À�Å�Á�È3Ç	ÊNËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ïq\�Ä�Ã�È�Ã�Æ	Æ	Ì�ÏÐÆ9Ã2Á�È3Æ3Á�ÑÓÒ�À�Á�Ñ,À�Ê�¿	Ç	Ô3À�Õ�Í�Á�ÑnÁ�Â/ÖB×
À�Í	Ê�À�\�Å]ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ïq\�Ä�Ã�È�Ã�Æ	Æ	Ì�ÏØÆ9ÃYÈ3¿	Ì�Ò�Á�ÑÐÒ�À�Á�Ñ,À�Ê�¿	Ç	Ô3À�Õ�Í�Á�ÑÙÁ�Â/Ö�À�Í	Ê�À�Ú	¾N¿3À�Á�Â/¿9Ã�Ä�Á/Å#Ã�Æ	Ç3ÀYI5Ã�È9Á/Æ9Ã
Õ�Á�Õ�Ê/Ã�Å/Û3Ü	À�ÊÝÁ�Õ�Æ3Á/Å�ÌxÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û3Þ�Æ3Á/ß�Ò�À�Á�Ñ,À�Ê�¿	Ç	Ç�Ú�OYÃ�É	¿	Ç3Ñ,À�¿�\3É3À�¿3À�à#Á�ÈnÁ/ÊáËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	ß�\	Á/É	¿3À�È9À�Û9À�Æ'×
Æ	â7à­Æ9Ã{É'Û9Á�Õ�Í�Á�Õ�Ê�Ç�\5ÍÐËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ü	ÑãÆ9Ã«É	¿#Ü	Ñ5â7àÐÁ�Õ�Ì�äqÀ�Õ�Ê�Å/Û3Ü	À�Ê�Õ�ÜåÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿	Ç	¿3Á/Å#Ã�Æ	Ç3À�ÑæÇ3Õ�à#Á�È3Æ3Á/ß
ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	ÇªÉ3Á{Í'Ã�Í	Ç3Ñg×çÛ3Ç3Â�ÁÓÍ	¿	Ç	Å�â�ÑãÅÓÁ�Â�Û�Ã/Õ�Ê�ÇåÀ�À]Ä�Ã�È�Ã�Æ	Ç	Ü�Ú�¾VÁ�È9Á�Â/Æ	â�ÀáÉ	¿3À�Á�Â/¿9Ã�Ä�Á/Å#Ã�Æ	Ç	Ü­Ç3Ñ,À�×
ÏPÊáè!Ç	¿3Á/Í�Á�À!É	¿	Ç3Ñ,À�Æ3À�Æ	Ç3À�Ú�M�È3Æ	Ç3ÑÙÇ	Ä!Ê/Ã�Í	Ç'àÓÉ	¿	Ç3Ñ,À�Æ3À�Æ	Ç	ß�Õ�Û3Ì�é]Ç	ÊÝÊ�Á�Ñ,Á/Ò�¿9Ã/ËVÇ	Ü�\BÁ�Õ�Æ3Á/Å#Ã�Æ	Æ9Ã�Ü
Æ9Ã«¿3À�èqÀ�Æ	Ç	ÇêÁ�Â/¿9Ã�Ê�Æ3Á/ßêÄ�Ã�È�Ã�Ô	ÇêÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û3Þ�Æ3Á/ßêÒ�À�Á�Ñ,À�Ê�¿	Ç	ÇÐëìÅ�Á�Õ�Õ�Ê/Ã�Æ3Á/Å/Û9À�Æ	Ç	ÇÙÑ5Æ3Á/Ò�Á�Ñ,À�¿	Æ	â7à
ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	ß�É3Á{Ç'ànÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û3Þ�Æ	â�Ñãà�Ã�¿9Ã�Í	Ê�À�¿	Ç3Õ�Ê�Ç	Í'Ã/Ñdíïî�ð'ñ�ò�Ú�cóÆ9Ã/Õ�Ê�Á�Ü'äqÀ�À>Å�¿3À�Ñ5Ü�É	¿3À�Á�Â/¿9Ã�Ä�Á/Å#Ã�×
Æ	Ç3ÀYI5Ã�È9Á/Æ9Ã«íïî�\3ô�ò�è!Ç	¿3Á/Í�Á]É	¿	Ç3Ñ,À�Æ	Ü	À�Ê�Õ�ÜÓÅ]¿9Ã�Ä�Û3Ç	Ô	Æ	â7àÓÁ�Â�Û�Ã/Õ�Ê�Ü�à{Æ9Ã�Ì�Í	Ç�Ú

MPÕ�Æ3Á/Å�Æ9Ã�ÜnÇ'È9À�ÜnÆ9Ã�èqÀ�ßn¿9Ã/Â�Á/Ê�âõÕ�Á�Õ�Ê�Á/Ç	Ê{Å{Õ�Û9À�È3Ì�ÏPäqÀ�Ñ2öBÑ,À�Ê�Á�È­¿3À�Í�Á/Æ3Õ�Ê�¿	Ì�Í	Î	Ç	Ç­ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç
f(x, y)

Ä�Ã�Å�Ç3Õ�Ç	Ê«Á/Ê{Í'Û�Ã/Õ�Õ�ÃÝ¿9Ã/Õ�Õ�ÑKÃ�Ê�¿	Ç	Å#Ã/À�Ñ5â7àªËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	ß�ÚBaVÀ�ÑeÌ�é!ÀqÍ'Û�Ã/Õ�Õq¿9Ã/Õ�Õ�ÑKÃ�Ê�¿	Ç	Å#Ã/À�Ñ5â7à
ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	ß�\�Ê�À�Ñ«Ñ,À�Æ	Þ�èqÀ,Ç	Æ3ËYÁ/¿3ÑKÃ�Î	Ç	ÇYÆ3À�Á�Â�à#Á�È3Ç3Ñ,ÁPÄ�Æ9Ã�Ê�Þ2È	Û3ÜVÅ�Á�Õ�Õ�Ê/Ã�Æ3Á/Å/Û9À�Æ	Ç	ÜqËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç�Ú�OYÃ/Ñ5Ç
Ç	Ä�Ì�Ô9Ã/À�Ê�Õ�ÜÓÍ'Û�Ã/Õ�ÕRËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	ß�\9Ã�Æ9Ã�Û3Ç	Ê�Ç	Ô3À�Õ�Í	Ç'àÓÅÝÀ�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á�ÑÙÍ	¿	Ì�Ò�À�ÚBQ�Ê/Ã�Å�Ç	Ê�Õ�ÜÓÄ�Ã�È�Ã�Ô9ÃáÁ>¿3À�Í�Á/Æ'×
Õ�Ê�¿	Ì�Í	Î	Ç	ÇåËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç

f(x, y)
É3Á«À�À>Ç	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û�Ã/ÑóÅ/È9Á�Û3Þ�Á/Ê�¿3À�Ä�Í�Á/Å3\gÉ	¿3Á�à#Á�È3Ü'ä!Ç'à­Ô3À�¿3À�ÄÝÆ9Ã�Ô9Ã�Û9Á

Ç'Û3ÇªÉ3Á«À�À]Ç	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û�Ã/ÑØÅ/È9Á�Û3Þ�Õ�À�Ñ,À�ß3Õ�Ê�Å#Ã{Å�À�¿	Ê�Ç	Í'Ã�Û3Þ�Æ	â7àåÁ/Ê�¿3À�Ä�Í�Á/Å3Ú5l�Ã�È�Ã�Ô9Ã{Å�Á�Õ�Õ�Ê/Ã�Æ3Á/Å/Û9À�Æ	Ç	Ü
ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç�\3Ã�Æ9Ã�Û3Ç	Ê�Ç	Ô3À�Õ�Í�Á/ßnÅ>À�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á�ÑÙÍ	¿	Ì�Ò�ÀNÉ3Á>À�ÀVÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û�Ã/Ñ÷Å/È9Á�Û3ÞáÁ/Ê�¿3À�Ä�Í�Á/Å3\9É	¿3Á�à#Á�È3Ü�×
ä!Ç'àRÔ3À�¿3À�Ä2Æ9Ã�Ô9Ã�Û9ÁVÍ�Á�Á/¿�È3Ç	Æ9Ã�Ê�\�Ç	Ä�Å�À�Õ�Ê�Æ9ÃPÇqÉ3Á�Û3Æ3Á�Õ�Ê�Þ�ÏkÇ3Õ�Õ�Û9À�È9Á/Å#Ã�Æ9ÃNÅN¿9Ã/Â�Á/Ê/Ã�à>W]Ú/W]Ú/ø2Ã�Å�¿	Ç	Æ9Ã
í ù�ð�î�ú/ò�Ú�l�Ã�È�Ã�Ô9ÃÝÁá¿3À�Í�Á/Æ3Õ�Ê�¿	Ì�Í	Î	Ç	ÇªËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç

f(x, y)
É3ÁÝÀ�ÀRÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û�Ã/ÑeÅ/È9Á�Û3ÞxÕ�À�Ñ,À�ß3Õ�Ê�Å#ÃÝÅ�À�¿'×

Ê�Ç	Í'Ã�Û3Þ�Æ	â7àÓÁ/Ê�¿3À�Ä�Í�Á/Åá¿9Ã�Æ3À�ÀVÆ3ÀVÇ	Ä�Ì�Ô9Ã�Û�Ã/Õ�Þ3Ú
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OYÃ�É3Á�Ñ5Æ	Ç3ÑkÉ3Á�Û9À�Ä�Æ	â�ÀqÕ�Å�À�È9À�Æ	Ç	ÜÓÇ	ÄRÊ�À�Á/¿	Ç	ÇnÉ3Á�Û3Ç	Æ3Á�Ñ,Á/Å _ À�éqÃ�Æ'È3¿9Ãníïî�ô�ð�î�ù�ò�Ú�ZRÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç _ À�×
éqÃ�Æ'È3¿9Ã]ÅáÑKÃ�Ê�À�ÑKÃ�Ê�Ç	Í�ÀYÜ'Å/Û3Ü'ÏPÊ�Õ�Ü{¿3À�èqÀ�Æ	Ç	Ü	Ñ5Ç«È3Ç3ËYËYÀ�¿3À�Æ	Î	Ç9Ã�Û3Þ�Æ3Á/Ò�Á]Ì�¿9Ã�Å�Æ3À�Æ	Ç	Ü _ À�éqÃ�Æ'È3¿9Ã

d

dx

[(
1− x2

) d
dx
Pn(x)

]
+ n(n+ 1)Pn(x) = 0.

� Ê�Ç]Á�Â/â2Í	Æ3Á/Å�À�Æ	Æ	â�À�È3Ç3ËYËYÀ�¿3À�Æ	Î	Ç9Ã�Û3Þ�Æ	â�À7Ì�¿9Ã�Å�Æ3À�Æ	Ç	Ü!Ô9Ã/Õ�Ê�ÁPÅ�Õ�Ê�¿3À�Ô9Ã�ÏPÊ�Õ�Ü!ÅVËVÇ	Ä�Ç	Í�À�ÇRÈ3¿	Ì#×
Ò�Ç'àÙÁ�Â�Û�Ã/Õ�Ê�Ü�àkÊ�À�à'Æ	Ç	Í	Ç�Ú�c[Ô9Ã/Õ�Ê�Æ3Á�Õ�Ê�Ç�\���Ê�Á­É	¿3Á/Ç3Õ�à#Á�È3Ç	ÊêÉ	¿	Çk¿3À�èqÀ�Æ	Ç	ÇkÌ�¿9Ã�Å�Æ3À�Æ	Ç	Ü _ Ã�É'Û�Ã/Õ�Ã
� ÇáÕ�Å�Ü'Ä�Ã�Æ	Æ	â7àáÕ2Æ	Ç3Ñ5Ç>È3Ç3ËYËYÀ�¿3À�Æ	Î	Ç9Ã�Û3Þ�Æ	â7à>Ì�¿9Ã�Å�Æ3À�Æ	Ç	ßáÅYÔ9Ã/Õ�Ê�Æ	â7à>É	¿3Á/Ç	Ä�Å�Á�È3Æ	â7à��,ÅRÕ�ËYÀ�¿	Ç	Ô3À�×
Õ�Í	Ç'àRÍ�Á�Á/¿�È3Ç	Æ9Ã�Ê/Ã�à�Ú � Ê�Ç!¿3À�èqÀ�Æ	Ç	ÜYÈ	Û3Ü

n = 0, 1, 2, . . .
� ÕKÆ3Á/¿3ÑKÃ�Û3Ç	Ä�Ã�Î	Ç3À�ß

Pn(1) = 1
��Á�Â/¿9Ã�Ä�Ì�ÏPÊ

É3Á�Õ�Û9À�È9Á/Å#Ã�Ê�À�Û3Þ�Æ3Á�Õ�Ê�Þ>Á/¿	Ê�Á/Ò�Á/Æ9Ã�Û3Þ�Æ	â7àáÑ5Æ3Á/Ò�Á/Ô'Û9À�Æ3Á/Å3\�Æ9Ã�Ä�â2Å#Ã/À�Ñ5â7àáÑ5Æ3Á/Ò�Á/Ô'Û9À�Æ9Ã/Ñ5Ç _ À�éqÃ�Æ'È3¿9Ã'Ú
LYÃ�éqÈ3â2ß�Ñ5Æ3Á/Ò�Á/Ô'Û9À�Æ _ À�éqÃ�Æ'È3¿9Ã

Pn(x)
Å�â2¿9Ã�éqÃ/À�Ê�Õ�Ü�ËYÁ/¿3Ñ5Ì�Û9Á/ßÓIgÁ�È3¿	Ç	Ò�À�Õ�Ã

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[(
x2 − 1

)n]
.

WNÆ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û3Þ�Æ3Á�ÀRÉ	¿3À�È9Õ�Ê/Ã�Å/Û9À�Æ	Ç3ÀRÉ3Á�Û3Ç	Æ3Á�Ñ,Á/Å _ À�éqÃ�Æ'È3¿9Ã>Ç3Ñ,À�À�Ê>Å�Ç'È

Pn(x) =
1

π

π∫

0

(
x+ i

√
1− x2 cos t

)n
dt, −1 6 x 6 1.

� î��

¾VÁ�Û3Ç	Æ3Á�Ñ5â _ À�éqÃ�Æ'È3¿9Ã!Ê/Ã�Í	é!ÀYÑ,Á/Ò�Ì�Ê]Â/â2Ê�Þ]Á/É	¿3À�È9À�Û9À�Æ	âãÍ'Ã�ÍxÍ�Á���ËYËVÇ	Î	Ç3À�Æ	Ê�â ¿9Ã�Ä�Û9Á�é!À�Æ	Ç	Ü
Å>¿#Ü�È�S�À�ß'Û9Á/¿9Ã]É	¿3Á/Ç	Ä�Å�Á�È3Ü'äqÀ�ß�ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç

1

(1− 2xz + z2)
1
2

=

∞∑

k=0

zkPk (x) .

c ËVÇ	Ä�Ç	Í�À���Ê/Ã­ËYÁ/¿3Ñ5Ì�Û�Ã�Ü'Å/Û3Ü	À�Ê�Õ�ÜkÁ�Õ�Æ3Á/Å�Á/ßÙÈ	Û3ÜÙÑ5Ì�Û3Þ�Ê�Ç	É3Á�Û3Þ�Æ	â7àk¿9Ã�Ä�Û9Á�é!À�Æ	Ç	ß�Ú�ONÇ	é!ÀÓÆ9Ã/Ñ
É3Á/Æ9Ã�È9Á�Â/Ç	Ê�Þ�Õ�Ü�Á�È3Æ3Á]Ç	ÄYÉ3Á�È9Á�Â/Æ	â7à«¿9Ã�Ä�Û9Á�é!À�Æ	Ç	ß�\BÃqÇ3Ñ,À�Æ	Æ3Á	ö

1− x2

(1− 2xz + z2)
3
2

=
∞∑

k=0

(2k + 1)zkPk (x) .
��� �

c2Ã�é]Æ3Á�ÀNÕ�Å�Á/ß3Õ�Ê�Å�Á!É3Á�Û3Ç	Æ3Á�Ñ,Á/Å _ À�éqÃ�Æ'È3¿9ÃqÕ�Á�Õ�Ê�Á/Ç	ÊqÅ!Ê�Á�Ñ2\#Ô	Ê�Á!Á/Æ	ÇxÁ/¿	Ê�Á/Ò�Á/Æ9Ã�Û3Þ�Æ	âãÁ/Ê�Æ3Á�Õ�Ç'×
Ê�À�Û3Þ�Æ3Á>Å�Æ	Ì�Ê�¿3À�Æ	Æ3À�Ò�Á]É	¿3Á/Ç	Ä�Å�À�È9À�Æ	Ç	ÜÓÆ9ÃqÁ/Ê�¿3À�Ä�Í�À −1 6 x 6 1

ö

1∫

−1

Pm(x)Pn(x) dx =
2

2n+ 1
δmn,

��� �

δmn
ë[Õ�Ç3Ñ5Å�Á�ÛnLN¿3Á/Æ3À�Í	Í�À�¿9Ã'Ú

� D�w! �ug�9r9ug��"Ùsg|$#$%&�('*)�p�)

+-,/.0,212,�3 ö7IgÀ�Í�Á/Æ3Õ�Ê�¿	Ì�Í	Î	Ç	ÜóËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç
w = f(z)

É3ÁêÀ�ÀnÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û�Ã/Ñ[Å/È9Á�Û3Þ÷Á/Ê�¿3À�Ä�Í�Á/Å3\
É	¿3Á�à#Á�È3Ü'ä!Ç'à«Ô3À�¿3À�ÄYÆ9Ã�Ô9Ã�Û9Á	Ú

¾NÌ�Õ�Ê�ÞÓËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ü
w = f(z)

Ã�Æ9Ã�Û3Ç	Ê�Ç	Ô	Æ9ÃxÅ«À�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á�Ñ Í	¿	Ì�Ò�ÀqÇ�Æ3À�É	¿3À�¿	â2Å�Æ9Ã{Å{À�Ò�Á{Ä�Ã/Ñ5â7×
Í'Ã�Æ	Ç	Ç24,É	Ì�Õ�Ê�Þ�Ê/Ã�Í	é!À«Æ9ÃÓÍ'Ã�éqÈ9Á�ÑæÇ	Ä«Á/Ê�¿3À�Ä�Í�Á/Å

Oη = {z : z = εη, 0 6 ε 6 1} Å�â2Ô	Ç3Õ�Û9À�Æ3Á
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À�À>Å�Ä�Å�À�èqÀ�Æ	Æ3Á�ÀáÕ�¿3À�È3Æ3À�ÀáÄ�Æ9Ã�Ô3À�Æ	Ç3À�Ú5S7¿3À�Â/Ì�À�Ê�Õ�Ü­Å�Á�Õ�Õ�Ê/Ã�Æ3Á/Å�Ç	Ê�Þ�ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ï
w = f(z)

Å«Í'Ã�éqÈ9Á/ß
Ê�Á/Ô	Í�ÀYÀ�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á/Ò�ÁáÍ	¿	Ì�Ò�Ã'Ú

c­¿9Ã/Â�Á/Ê�À2W]Ú�W]Ú/ø2Ã�Å�¿	Ç	Æ9Ãqíïî�ú/ò	È	Û3Ü]ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	ß�\�Ã�Æ9Ã�Û3Ç	Ê�Ç	Ô3À�Õ�Í	Ç'à]ÅVÀ�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á�Ñ�Í	¿	Ì�Ò�À7ÇqÆ3À�É	¿3À�×
¿	â2Å�Æ	â7à{Å>À�Ò�Á]Ä�Ã/Ñ5â2Í'Ã�Æ	Ç	Ç�\9É3Á�Û3Ì�Ô3À�Æ9ÃqÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û3Þ�Æ9Ã�ÜÓËYÁ/¿3Ñ5Ì�Û�ÃqLVÁ/è!Ç{ë[ø2Ã�Å�¿	Ç	Æ9Ã

f(z) =
1

2πi

∫

|η|=1

Lγ

[
1

1− z
η

]
L−1
γ [f ](η)

dη

η
,

� ú&�

Ò�È9À
L−1
γ

ë Á/É3À�¿9Ã�Ê�Á/¿�\�Á�Â/¿9Ã�Ê�Æ	â2ß÷Í÷Á/É3À�¿9Ã�Ê�Á/¿	ÌêS�À�ÑgÛ3Ü'Í�Á/Å#Ã�ëiø2Ã�Å�¿	Ç	Æ9Ãêíïî�ú/ò
Lγ = γ + z d

dz

Ú
M`É3À�¿9Ã�Ê�Á/¿

L−1
γ

Ç3Ñ,À�À�Ê>Å�Ç'Èåíïî�ú/ò

L−1
γ [f ](η) =

1∫

0

εγ−1f(εη) dε, |η| = 1, γ > 0.
� ô$�

¾N¿9Ã�Å�Ì�ÏõÔ9Ã/Õ�Ê�Þ«ËYÁ/¿3Ñ5Ì�Û3â � ô$�`Ñ,Á�é]Æ3ÁxÇ	Æ	Ê�À�¿	É	¿3À�Ê�Ç	¿3Á/Å#Ã�Ê�Þ«Í'Ã�Í�Å�Ä�Å�À�èqÀ�Æ	Æ3Á�À]Õ�¿3À�È3Æ3À�À!Ä�Æ9Ã�Ô3À�Æ	Ç3À
ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç

w = f(z)
\gÅ�â2Ô	Ç3Õ�Û9À�Æ	Æ3Á�À{É3ÁnÁ/Ê�¿3À�Ä�Í	Ì {z : z = ηε, 0 6 ε 6 1}. SgÃ�Í	Ç3ÑõÁ�Â/¿9Ã�Ä�Á�Ñ2\

Ç	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û3Þ�Æ9Ã�ÜÓËYÁ/¿3Ñ5Ì�Û�Ã � ú&��¿3À�è]Ã/À�Ê>Ä�Ã�È�Ã�Ô	Ì��!Ú
+-,/.0,212,
	�� IgÀ�Í�Á/Æ3Õ�Ê�¿	Ì�Í	Î	Ç	ÜnËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç

w = f(z)
É3Á>À�ÀYÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û�Ã/ÑÙÉ3Á]Í'Ã�éqÈ9Á�Ñ5Ì«Ç	ÄRÅ�À�¿'×

Ê�Ç	Í'Ã�Û3Þ�Æ	â7àÓÁ/Ê�¿3À�Ä�Í�Á/ÅáÅ�Æ	Ì�Ê�¿	Ç«Ä�Ã/Ñ5Í	Æ	Ì�Ê�Á/Ò�ÁáÀ�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á/Ò�Á>Í	¿	Ì�Ò�Ã'Ú
¾NÌ�Õ�Ê�ÞÓËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ü

w = f(z)
Ã�Æ9Ã�Û3Ç	Ê�Ç	Ô	Æ9Ã{Å«À�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á�Ñ Í	¿	Ì�Ò�ÀqÇ�Æ3À�É	¿3À�¿	â2Å�Æ9ÃxÅ«À�Ò�ÁxÄ�Ã/Ñ5â7×

Í'Ã�Æ	Ç	Ç24'É	Ì�Õ�Ê�Þ]Ê/Ã�Í	é!ÀVÆ9Ã!Í'Ã�éqÈ9Á�ÑêÇ	ÄNÅ�À�¿	Ê�Ç	Í'Ã�Û3Þ�Æ	â7à«Á/Ê�¿3À�Ä�Í�Á/Å>Å�Æ	Ì�Ê�¿	Ç{Ä�Ã/Ñ5Í	Æ	Ì�Ê�Á/Ò�Á]À�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á�×
Ò�Á{Í	¿	Ì�Ò�Ã{Å�â2Ô	Ç3Õ�Û9À�Æ3ÁÓÕ�¿3À�È3Æ3À�À>Ä�Æ9Ã�Ô3À�Æ	Ç3À ��Ê�Á/ß­ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç

w = f(z)
Ú�S7¿3À�Â/Ì�À�Ê�Õ�ÜªÅ�Á�Õ�Õ�Ê/Ã�Æ3Á/Å�Ç	Ê�Þ

ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ï
w = f(z)

Å]Í'Ã�éqÈ9Á/ßÓÊ�Á/Ô	Í�ÀRÀ�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á/Ò�Á>Í	¿	Ì�Ò�ÃqÉ3Á>À�ÀVÕ�¿3À�È3Æ	Ç3Ñ2ö

F (x) =
1

π

π∫

0

f
(
x+ i

√
1− x2 cos t

)
dt, −1 6 x 6 1,

Å�â2Ô	Ç3Õ�Û9À�Æ	Æ	â�ÑêÈ	Û3Ü{Í'Ã�éqÈ9Á/Ò�Á>Ä�Æ9Ã�Ô3À�Æ	Ç	Ü
x ∈ [−1, 1]

Ú
+-,/.0,212,�
�� IgÀ�Í�Á/Æ3Õ�Ê�¿	Ì�Í	Î	Ç	ÜÝËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç

w = f(z)
É3ÁVÀ�À�Å�Ä�Å�À�èqÀ�Æ	Æ	â�ÑªÕ�¿3À�È3Æ	Ç3ÑnÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û�Ã/Ñ

Æ9ÃqÁ/Í	¿	Ì�é]Æ3Á�Õ�Ê�Ç�Ú
¾NÌ�Õ�Ê�ÞqËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ü

w = f(z)
Ã�Æ9Ã�Û3Ç	Ê�Ç	Ô	Æ9Ã!Å!À�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á�ÑÐÍ	¿	Ì�Ò�À`ÇáÆ3À�É	¿3À�¿	â2Å�Æ9Ã!Å!À�Ò�ÁRÄ�Ã/Ñ5â2Í'Ã�×

Æ	Ç	Ç�Ú�LYÃ�Í>Ç	Ä�Å�À�Õ�Ê�Æ3Á	\�Ç	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�ÛxËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç�\#Ã�Æ9Ã�Û3Ç	Ê�Ç	Ô3À�Õ�Í�Á/ßÝÅRÀ�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á�ÑªÍ	¿	Ì�Ò�À2Ç>Æ3À�É	¿3À�¿	â2Å�Æ3Á/ß
Å>À�Ò�Á]Ä�Ã/Ñ5â2Í'Ã�Æ	Ç	ÇÓÉ3Á]Ò�¿9Ã�Æ	Ç	Î3ÀYÍ	¿	Ì�Ò�Ã'\	¿9Ã�Å�À�Æ«Ä�Æ9Ã�Ô3À�Æ	Ç	ÏõËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç{Å]Æ9Ã�Ô9Ã�Û9ÀYÍ�Á�Á/¿�È3Ç	Æ9Ã�Ê�\�Ê�Ú3À�Ú

2π∫

0

f
(
eiψ
)
dψ = 2πf(0).

S�Á/Ò�È�Ã>À�ÀYÕ�¿3À�È3Æ3À�ÀVÄ�Æ9Ã�Ô3À�Æ	Ç3ÀYÉ3Á>À�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á/ß�Á/Í	¿	Ì�é]Æ3Á�Õ�Ê�ÇÓ¿9Ã�Å�Æ3Á

1

2π

2π∫

0

f(eiψ)dψ = f(0).

WNÄ�Ñ,À�Æ3À�Æ	Ç3ÀYÆ9Ã�Ô9Ã�Û�Ã>Á�Â�à#Á�È�Ã>Á/Í	¿	Ì�é]Æ3Á�Õ�Ê�ÇÓÆ3ÀPÈ�Ã/À�Ê>Æ	Ç	Ô3À�Ò�Á>Æ3Á/Å�Á/Ò�Á	ö

1

2π

2π∫

0

f
(
ei(ϕ+ψ)

)
dψ = f(0), ϕ ∈ [0, 2π].



ñ ����
�"��	$�� 6 � 6 *�� "����5� -��N6���6

JKÕ�Û3Ç«Ê�À�É3À�¿	ÞáÅ�â2Ô	Ç3Õ�Û3Ç	Ê�ÞáÅ�Ä�Å�À�èqÀ�Æ	Æ	â�ÀRÕ�¿3À�È3Æ	Ç3ÀVÉ3Á>Á/Í	¿	Ì�é]Æ3Á�Õ�Ê�Ç

F (η) =
1

2π

2π∫

0

eiγψf
(
ηeiψ

)
dψ, |η| = 1, γ 6= 0,±1,±2, . . . ,

Ê�Á!Ä�Ã�È�Ã�Ô9ÃqÅ�Á�Õ�Õ�Ê/Ã�Æ3Á/Å/Û9À�Æ	Ç	Ü�Ã�Æ9Ã�Û3Ç	Ê�Ç	Ô3À�Õ�Í�Á/ß�ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç
w = f(z)

ÅqÍ'Ã�éqÈ9Á/ß{Ê�Á/Ô	Í�ÀYÀ�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á/Ò�Á
Í	¿	Ì�Ò�Ã]Õ�Ê/Ã�Æ3À�ÊáÍ�Á/¿	¿3À�Í	Ê�Æ3Á/ß�Ú

��|#�9sg|�}PpÙA9D��7���	���2 	$	���	���
w = f(z)

��$����	�B�����������	� ��
{�����	$	���/$ - �÷�#"3 ��/�P�«$B��1#"���"�02
��
$�� �x
Ý� � - 
����502�	��$	�	� * � - "����á��$	�B�`
��������/� � - 1#"���������������� �«�	$B��� ��"�������$	0��ê1#"�����������
��B��$	�B���

f(z) =
1

2πi

∫

|η|=1

Lγ

[
1

1− z
η

]
L−1
γ [f ](η)

dη

η
;

�����á"����á��$	���«
��������/�
B
��1#"���
'�����	�	
 - �	$B��� ��"�������$ - �P1#"�����������
��B��$	�B�

f(z) =
1

2

1∫

−1

1− z2

(1− 2xz + z2)
3
2

F (x) dx, |z| < 1,

�����
F (x)

* −1 6 x 6 1
*
	 ��"�����$B���x
�$�������$	�B� �2 	$	���	�	�

w = f(z)
* 
�
 ��� - �Ý1 - 
'��"����	�	�������

$ - �� - ��"���
��� 
z = x + i

√
1− x2 cos t

*
t ∈ [−π, π] * � - �����	$�����
á���� ó� - �/�	� (x,

√
1− x2 )

�
(x,−

√
1− x2 )

�����	$	���/$ - � - �#"3 	�]$ - �������	"����á��$	�B�P
��������/��� - 1#"���������������� ��� - "B�� �� - �

f(z) =
1

ei2πγ − 1

∫

|η|=1

Lγ

[
1

η − z

]
F (η) dη, |z| < 1, γ 6= 0,±1,±2, . . . ,

�����

F (η) =
1

2π

2π∫

0

eiγψf
(
ηeiψ

)
dψ, η = eiϕ,

	 �� B���ã��"�����$B����
�$�������$	�B� �2 	$	���	�	�
w = zγf(eiϕz)

* 
�
 ��� - ��1 - �����	$	���/$ - � - �#"3 	�]$ - �����
C := {z : eiψ, ψ ∈ [0, 2π]} * �����	� γ = 1, 2, . . .

* � - $� 	�]$ -�� "������ª
�
�
'���á��$	$	0N�«��"�����$	�B�>1 -
- �#"3 	�]$ - �����Ó
]
��#���

F (η) =
1

2π

2π∫

0

ψeiγψf
(
ηeiψ

)
dψ, |η| = 1,

1#"������ - � � - "B�� ���� -�� "���
á��$	���{�3�������!
��#�

f(z) =
1

2π

∫

C

Lγ

[
1

η − z

]
F (η) dη, |z| < 1, γ = 1, 2, . . .

C
l�Ã�È�Ã�Ô9Ã �!Ú�f!Á/Í'Ã�Ä�Ã�Ê�À�Û3Þ�Õ�Ê�Å�Á­Õ�Á�È9À�¿#é]Ç	Ê�Õ�Ü÷Å�¿9Ã/Â�Á/Ê�À{Á�È3Æ3Á/Ò�ÁnÇ	Ä«Ã�Å�Ê�Á/¿3Á/ÅªW]Ú5W]Ú5ø2Ã�Å�¿	Ç'×

Æ9Ã{íïî�ú/ò�Ú
l�Ã�È�Ã�Ô9Ã��NÚ	¾NÌ�Õ�Ê�Þá¿9Ã�Ä�Û9Á�é!À�Æ	Ç3À!ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç

w = f(z)
Å>¿#Ü�È�S�À�ß'Û9Á/¿9Ã]Ç3Ñ,À�À�Ê>Å�Ç'È

f(z) =

∞∑

k=0

akz
k.



�K��� - $B����"3 	���	�����2 	$	���	�	� * ��$����	�B����������� - ��
x�����	$	���/$ - �÷�#"3 ��/�`�3

C

ù

S�Á/Ò�È�Ã

f(rz) =
∞∑

k=0

akr
kzk.

� ñ$�

I5Ã/Õ�Õ�Ñ,Á/Ê�¿	Ç3ÑkËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ï

Fr(z) =
1

π

π∫

0

f
(
r
(
x+ i

√
1− x2 cos t

))
dt, 0 < r < 1.

WNÄYËYÁ/¿3Ñ5Ì�Û3â È	Û3ÜxÉ3Á�Û3Ç	Æ3Á�Ñ,Á/Å _ À�éqÃ�Æ'È3¿9Ã � î���Æ9Ã]Á�Õ�Æ3Á/Å#Ã�Æ	Ç	Ç � ñ$��É3Á�Û3Ì�Ô	Ç3Ñê¿9Ã�Å�À�Æ3Õ�Ê�Å�Á

Fr(x) =
∞∑

k=0

akr
kPk(x).

� ù��

WNÄRËYÁ/¿3Ñ5Ì�Û3â � ù���Ç{Ç	ÄRÕ�Å�Á/ß3Õ�Ê�Å#Ã]Á/¿	Ê�Á/Ò�Á/Æ9Ã�Û3Þ�Æ3Á�Õ�Ê�Ç�É3Á�Û3Ç	Æ3Á�Ñ,Á/Å _ À�éqÃ�Æ'È3¿9Ã ��� ��É3Á�Û3Ì�Ô	Ç3ÑêÊ�Á�éq×
È9À�Õ�Ê�Å�Á

f(rz) =
1

2

1∫

−1

1− z2

(1− 2xz + z2)
3
2

Fr(x) dx, |z| < 1.

ZRÇ	Í�Õ�Ç	¿	Ì�Ü
z
Ç[Ì�Õ�Ê�¿3À�ÑgÛ3Ü'Ü

r → 1
\]É3Á�Û3Ì�Ô9Ã/À�ÑiÊ�¿3À�Â/Ì�À�Ñ,Á�ÀãÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û3Þ�Æ3Á�ÀãÉ	¿3À�È9Õ�Ê/Ã�Å/Û9À�Æ	Ç3À

È	Û3Ü
f(z).l�Ã�È�Ã�Ô9Ã �PÚ	WNÄRÁ/É	¿3À�È9À�Û9À�Æ	Ç	ÜÓÁ/É3À�¿9Ã�Ê�Á/¿9Ã

Lγ
É	¿	Ç'à#Á�È3Ç3Ñ÷Í{¿9Ã�Å�À�Æ3Õ�Ê�Å#Ã/Ñ

Lγ [F (η)] =
1

2π

2π∫

0

eiγψLγ
[
f
(
ηeiψ

)]
dψ =

1

2πi

2π∫

0

d

dψ

(
eiγψf

(
ηeiψ

))
dψ, |η| < 1.

S�Á/Ò�È�Ã]É3Á>ËYÁ/¿3Ñ5Ì�Û9ÀVONÞ�ÏPÊ�Á/Æ9Ã!ë _ À�ß3Â/Æ	Ç	Î9Ã]Ç3Ñ,À�À�Ñ

Lγ [F (η)] =
1

2πi

(
eiγψf

(
ηeiψ

))∣∣∣
2π

0
=
ei2πγ − 1

2πi
f(η).

QKÛ9À�È9Á/Å#Ã�Ê�À�Û3Þ�Æ3Á	\

F (η) =
ei2πγ − 1

2πi
L−1
γ [f(η)], |η| < 1.

ZRÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ü
w = f(η)

Æ3À�É	¿3À�¿	â2Å�Æ9Ã­Å­Ä�Ã/Ñ5â2Í'Ã�Æ	Ç	Ç À�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á/Ò�ÁåÍ	¿	Ì�Ò�Ã'\�É3Á���Ê�Á�Ñ5ÌêÅ­É3Á�Õ�Û9À�È3Æ3À�ß
ËYÁ/¿3Ñ5Ì�Û9À«Ã�¿	Ò�Ì'Ñ,À�Æ	ÊªÆ	Ì�é]Æ3Á�Ì�Õ�Ê�¿3À�Ñ5Ç	Ê�ÞªÆ9ÃnÒ�¿9Ã�Æ	Ç	Î	Ì�ÚK¾N¿	Ç3Ñ,À�Æ3À�Æ	Ç3ÀÓËYÁ/¿3Ñ5Ì�Û3â � ú&�!Ä�Ã�Å�À�¿	è]Ã/À�Ê
È9Á/Í'Ã�Ä�Ã�Ê�À�Û3Þ�Õ�Ê�Å�Á	Ú

B
� �,|/½
 $)'r9tg|ØA9D2<]���k� - � - ��� -�� 0 �2 	$	���	���

w = f(z)
� 02���ª��$����	�B�����/$��n
Ð�����	$	���/$ - �

�#"3 ��/���«$B��1#"���"�02
�$��q
x� � - 
����502�	��$	�	���n���7"���
�� - �>��$	�B�N
x������1B��$	$ - �x"����n�3����� - 
��#�

f(z) =

∞∑

k=0

akz
k,

∞∑

k=0

|ak| <∞,

$B� -����	- ���3� - �{� - ������� - �/$ -�* ��� -�� 0 ��"�����$B���Y
�$�������$	�B�
F (x)

�3����� - "���
�� - �>��$	�B�R
]"����­1 - 1 - �
�	�	$ - �������!���]��$#�	"��q
��#���

F (x) =

∞∑

k=0

akPk(x).



� ����
�"��	$�� 6 � 6 *�� "����5� -��N6���6

C �������	�
������
�������� Å�â2Ê�À�Í'Ã/À�ÊáÇ	ÄYËYÁ/¿3Ñ5Ì�Û3â � ù���Ú
� ������������������������� ¾NÌ�Õ�Ê�Þ

F (x) =

∞∑

k=0

akPk(x).

S�Á/Ò�È�Ã

f(z) =
1

2

1∫

−1

1− z2

(
1− 2xz + z2

) 3
2

∞∑

k=0

akPk(x) dx

=
∞∑

m=0

(
m+

1

2

)
zm

1∫

−1

Pm(x)
∞∑

k=0

akPk(x) dx =
∞∑

k=0

akz
k. �

���� "!$#��&%
'2¾NÌ�Õ�Ê�ÞêÄ�Ã�È�Ã�Æ9ÃÐËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ü
f(z) = erz

\
0 < r < 1

Ú2c�â2Ô	Ç3Õ�Û3Ç3Ñ[À�ÀnÕ�¿3À�È3Æ3À�À
Ä�Æ9Ã�Ô3À�Æ	Ç3À

F (x) =
1

π

π∫

0

er(x+i
√
1−x2 cos t)dt = erx

1

π

π∫

0

eir
√
1−x2 cos tdt.

c7Á�Õ�É3Á�Û3Þ�Ä�Á/Å#Ã�Å�è!Ç3Õ�ÞRÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û3Þ�Æ	â�ÑªÉ	¿3À�È9Õ�Ê/Ã�Å/Û9À�Æ	Ç3À�ÑªÈ	Û3ÜqËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç>ø7À�Õ�Õ�À�Û3ÜqÆ	Ì�Û9À�Å�Á/Ò�ÁNÉ3Á/¿#Ü�È	×
Í'Ã{íïî�ô�ò

J0(z) =
1

π

π∫

0

eiz cos tdt,

Æ9Ã�à#Á�È3Ç3Ñ

F (x) =
1

π

π∫

0

er(x+i
√
1−x2 cos t)dt = erxJ0

(
r
√
1− x2

)
.

Q�Á/Ò�Û�Ã/Õ�Æ3ÁáÕ�Û9À�È9Õ�Ê�Å�Ç	Ï îVÑ,Á�é]Æ3Á>Ä�Ã�É	Ç3Õ�Ã�Ê�ÞáÊ�Á�éqÈ9À�Õ�Ê�Å�Á

erxJ0
(
r
√
1− x2

)
=

∞∑

k=0

rk

k!
Pk(x).

���� "!$#��)(*'�¾NÌ�Õ�Ê�Þ÷È�Ã�Æ9ÃÐËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ü
f(z) = 1

1−rz
\
0 < r < 1

Ú2c�â2Ô	Ç3Õ�Û3Ç3Ñ À�À�Õ�¿3À�È3Æ3À�À
Ä�Æ9Ã�Ô3À�Æ	Ç3À

F (x) =
1

π

π∫

0

1

1− r(x+ i
√
1− x2 cos t)

dt =
1

1− rx

1

π

π∫

0

1

1− i r
√
1−x2

1−rx cos t
dt.

c7Á�Õ�É3Á�Û3Þ�Ä�Ì�À�Ñ,Õ�ÜÓÇ	Æ	Ê�À�Ò�¿9Ã�Û9Á�Ñ

1

2π

2π∫

0

1

1 + ε cos t
dt =

1√
1− ε2

, |ε| < 1.

ck¿3À�Ä�Ì�Û3Þ�Ê/Ã�Ê�ÀYÈ	Û3Ü{ËVÌ�Æ	Í	Î	Ç	Ç
F (x)

Ç3Ñ,À�À�ÑêÄ�Æ9Ã�Ô3À�Æ	Ç3À

F (x) =
1

1− rx

1√
1−

(
− i r

√
1−x2

1−rx
)2 =

1√
1− 2rx+ r2

.
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1√
1− 2rx+ r2

=

∞∑

k=0

rkPk(x).
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w = f(z)
\/Ã�Æ9Ã�×

Û3Ç	Ê�Ç	Ô3À�Õ�Í�Á/ß«Å>À�È3Ç	Æ	Ç	Ô	Æ3Á�ÑÐÍ	¿	Ì�Ò�À�Ú	¾N¿3À�È9Õ�Ê/Ã�Å/Û9À�Æ	âØÊ�¿	Ç«ËYÁ/¿3Ñ5Ì�Û3âY\�Å�Á�Õ�Õ�Ê/Ã�Æ9Ã�Å/Û3Ç	Å#Ã�ÏPä!Ç3ÀRËVÌ�Æ	Í'×
Î	Ç	Ï

w = f(z)
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