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ñ	ð2ë�ô�ö�ì_ç î�ð	å�ñ	ñ	ì ô¾è2ç�ô�ò�û'ä�è	ì_õIî�ðró�÷bë�õ ñ	ð2ë�ô�ö�ì6íSæ	é2ô�ç�ÿ ë�ñ	é2ô�ó�è	ì ò ðró���ë�ö�ó�íhWLé'ÿ���û	õ,ô�ó������¡j
ó�ò�ö�ë�ðró�� � �¡j2dJé
� ð	é�é�!JõPó�ê	é�� � �¿éÀ`Nå�æ	é'ürë"� #$� � � ç�ô	��õPó�ñ2ë�ÿrç�ä�è	ì1ø ê	ð	é	ö�ç�ð	é	ø ô�õ,ç	��è2ë�ô�ö�é�ò�ç�ð'ý
'!é	è�òbî�ðró�÷¯ó�í�ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í�æ	é2ô�ç�ÿ ê�ë�è2ç�æ	è	ì6í<ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í�î�ð	å�ñ	ñ<èró�ø'ürç�è¾òNðró���ë�ö�ó�í¾Y � � � � ó�ô�é'ÿ���ç�ò#ó
éÀM �2X � � ürë�ò�é	èró%� �'j'&(� �

� ü�ó�è	è2ë�øhðró���ë�ö�ç<ü�ó�èÉë���ä�ë�ðSè2ç�ü�ó�ò�è2ë�ñ2ë�ÿ2å�æ2ç�è	è	ì6íÉó�ò�ö�ë�ð2ë�õIô�ë�ò�õ,ç�ô�ö�è2ë ô�ë ô�ò�ë�é2õ4éhå�æ2ç�ý
è	é	ê'ó�õ4é ð2ç�ä�å�ÿ���ö�ó�ö�ë�òÀë�ö�è2ë�ô�é	ö�ç�ÿ���è2ëÅê�ë�è2ç�æ	è	ì6í�î�ð	å�ñ	ñ�jrî�ðró�÷>ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í æ	é2ô�ç�ÿ ê�ë�ö�ë�ð	ì6í�é2õ,ç�ç�ö
è2ç>��ë�ÿ���'�ë�çNæ	é2ô�ÿrë<ò�ç�ð�'!é	è ��GZèpñ	ð2ë�ürë�ÿ���ó�ç�öpë���ä�ë�ð�ó�ò�ö�ë�ðró%� )��¿èró!ö�å �!çNö�ç�õ4å6�

Kbó�'!é ë���ë�ä�èró�æ2ç�è	é	ûÅé¾ö�ç�ð2õ4é	è2ë�ÿrë�î�é	û ò!ë�ô�è2ë�ò�è2ë�õÉô�ö�ó�è'ü�ó�ð	ö�è	ìbj'é'í¾õ,ë���è2ë¯èró�ø	ö�é ò*� +�,-��.(� �
HNë�è2ç�æ	èró�ûpî�ð	å�ñ	ñró

G
èró�ä�ì1ò#ó�ç�ö�ô�û

n
ý � �����N�����2��� j'ç�ô�ÿ2é |π(G)| = n

�

?rB¯nporqvy0/vq21�y
n 354 tvã76Lu	tvq21�y�8�t:9 424 1 s7;2<

n 6 6

� ðró�õ4ê'ó�í ä�ó�ü�ó�æ	éÃñ2ë�ü2ð2ë���è2ë�î�ëÀé	ä�å�æ2ç�è	é	û ê'ÿ�ó�ô�ô�ó ê�ë�è2ç�æ	è	ì6í�î�ð	å�ñ	ñ�ô!è2ç�ô�ò�û'ä�è	ì_õ î�ðró�÷bë�õ
ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í æ	é2ô�ç�ÿ òhðró���ë�ö�ó�í ó�ò�ö�ë�ðróSé]d � � ��RLðró�õ1�2ë�ò#ó]ù�ô�õ.�=�����5,-�>#$� �:��ì6ÿ2é]ñ	ð2ë�ò�ç�ürç�è	ì é2ô�ý
ô�ÿrç�ürë�ò#ó�è	é	û]ê�ë�è2ç�æ	è	ì6í]î�ð	å�ñ	ñ�jZî�ðró�÷ ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í]æ	é2ô�ç�ÿ ê�ë�ö�ë�ð	ì6í]è2ç�ô�ò�û'ä�ç�è é]é2õ,ç�ç�ö � é'ÿ2é?#
ò�ç�ð�'!é	è	ì � � è2ç�ü�ó�ò�è	é'í ðró���ë�ö�ó�í@������,-��+(�4èró�õ4é ��ì6ÿrë<å�ö�ë�æ	è2ç�è2ë ë�ñ	é2ô�ó�è	é2ç¯î�ÿ�ó�ò�è	ì6í�÷¯ó�ê	ö�ë�ð2ë�ò
#�ýÌñ	ð	é2õPó�ð	è	ì6íÀê�ë�è2ç�æ	è	ì6íÀî�ð	å�ñ	ñÀôNè2ç�ô�ò�û'ä�è	ì_õ·î�ðró�÷bë�õ·ñ	ð2ë�ô�ö�ì6ípæ	é2ô�ç�ÿ��



� # ; - $#�	"������'��
�� 5�365
� ü�ó�ÿ���è2ç�ø�'�ç�õUé2ô�ô�ÿrç�ürë�ò#ó�è	é2çÀê�ë�è2ç�æ	è	ì6í

n
ýÌñ	ð	é2õPó�ð	è	ì6í·î�ð	å�ñ	ñ·ü	ÿ2ûÉè2ç>��ë�ÿ���'!é'í

n
��ì6ÿrë

ñ	ð2ë�ürë�ÿ��!ç�è2ë��PT�ÿ�ó�ò�è2ë�ø �2ç�ÿ����·ä�ürç�ô	�Zû'ò�ÿ2û	ç�ö�ô�û¯ë�ñ	é2ô�ó�è	é2ç�î�ÿ�ó�ò�è	ì6í!÷¯ó�ê	ö�ë�ð2ë�òZê�ë�è2ç�æ	è	ì6í¯è2ç�ðró�ä�ý
ð2ç	'!é2õ4ì6ípè2çNñ2ë�æ	ö�éÀñ	ð2ë�ô�ö�ì6ípî�ð	å�ñ	ñÀôNè2ç�ô�ò�û'ä�è	ì_õ î�ðró�÷bë�õ·TCð��Lè���ç�ð	î�ó � HNç�î�ç�ÿ2û �

� ðró���ë�ö�ó�í �����'j � .(��ó�ò�ö�ë�ð2ë�õ ��ì6ÿ2éÃë�ñ	ð2ç�ürç�ÿrç�è	ìUê�ë�è2ç�æ	è	ì_ç<ñ2ë�æ	ö�é�ñ	ð2ë�ô�ö�ì_ç ��ýÌñ	ð	é2õPó�ð	è	ì_ç
î�ð	å�ñ	ñ	ì é¾é'í�î�ðró�÷Nì ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í<æ	é2ô�ç�ÿ�� � æró�ô�ö�è2ë�ô�ö�é�j#ürë�ê'ó�ä�ó�èró¯ô�ÿrç�ü2å
�
��ó�û<ö�ç�ë�ð2ç�õPó'j�ê�ë�ö�ë�ð	å
�
õ4ì ñ	ð	é	ò�ë�ü2é2õ ò<é2ô�ñ	ðró�ò�ÿrç�è	è2ë�õ éÀå�ö�ë�æ	è2ç�è	è2ë�õ·ò�é'ürç��

��y#ortvy 6Lu ?rB6; - $@����$�����0 - �����Ã0#" - ����������"2 	0	0��
G
��� - � - �@���

P
�'
������������

5 	
0#"��2����"�$ - �

� - ������� � - �	��� - � - ����� * � - ������
�/10 - �	$���������� - ��$ - �2
!���@�¨�2 �
��!� �¾ @��
'�¨"	�¯�¿��$	�	��

(1)

��"2 	0	0��
P

�2
 - � - "��Z$�� - ��$ - � �2
 ��"2 	0	0
A11

*
A12

*
L2(q)

�����
q ∈

{26, 28, 29, 53, 54, 73, 74, 112, 172, 192} * L3(9)
*
L3(27)

*
L4(q)

�����
q ∈ {4, 5, 7} * L5(2)

*
L5(3)

*
L6(2)

*
U3(q)

�����
q ∈ {16, 17, 25, 81} * U4(q)

�����
q ∈ {4, 5, 7, 9} * U5(3)

*
U6(2)

*
S4(q)�����

q ∈ {8, 16, 17, 25, 49} * S6(3)
*
S8(2)

*
O7(3)

*
O+

8 (3)
*
O−

8 (2)
*
G2(q)

�����
q ∈ {4, 5, 7, 8} *

M22
*
J3
*
HS

*
He

�	�	�
M cL;

(2) G ∼= L2(2
p)
* ���¿�

p > 11 �
0#" - ��� - �!���@��� - � |π(22p − 1)| = 4;

(3) G ∼= Aut(L2(2
p))
* ���¿�

p > 7
*
2p − 1

�
(2p + 1)/3 �

"���
��	����$	/J�L0#" - ����/J�����@�������
(4) G ∼= Aut(L2(3

p))
�	�	�

O2(Aut(L2(3
p)))

* ���¿�
p > 5 �

0#" - ��� - �_���@��� - � |π((3p−1)/2)| =
|π((3p + 1)/4)| = 1;

(5) G ∼= L2(p)
�	�	�

PGL2(p)
* ���¿�

p > 29 �
0#" - ��� - �!���@��� - � |π(p2 − 1)| = 4;

(6) G ∼= L2(p
r)
�	�	�

PGL2(p
r)
* ���¿�

p ∈ {3, 5, 7, 17} * r � 0#" - ��� - �À���@��� -�*
3 < r 6= p

�
|π(p2r − 1)| = 4;

(7) U3(2
p) 6 G 6 PGU3(2

p) : 2
* ���¿�

p > 5
�
2p − 1 �

0#" - ����/J�!���@�����¯� |π((2p + 1)/3)| =
|π((22p − 2p + 1)/3)| = 1;

(8)
��"2 	0	0��

P
�2
 - � - "��Z$��

Lε
3(p)

* ���¿�
ε ∈ {+,−} * p �

0#" - ��� - �����@��� -�*
17 6= p > 11

*
|π(p2 − 1)| = 3

� ∣∣π(p2+εp+1
(3,p−ε1) )

∣∣ = 1;

(9) G ∼= S4(p)
�	�	�

PGSp4(p)
* ���¿�

p > 11 �
0#" - ��� - �¯���@��� -�* |π(p2 − 1)| = 3

�
p2 +1 = 2r�	�	�

2r2
�����Å$@��� - � - " - � - $@��������$ - � - 0#" - ��� - � - ���@�����

r;

(10) G ∼= Sz(2p)
* ���¿�

p > 7
�
2p − 1 �

0#" - ����/J�����@�����!� |π(22p + 1)| = 3;

(11) G ∼= Aut(Sz(8))
5

� ê'ó�æ2ç�ô�ö�ò�çÅô�ÿrç�ürô�ö�ò�é	ûSö�ç�ë�ð2ç�õ4ì �¾ô�å
��ç�ô�ö�ò�ç�è	è2ë å�ö�ë�æ	è2ç�èhô�ñ	é2ô�ë�êhê�ë�è2ç�æ	è	ì6íSñ	ð2ë�ô�ö�ì6í
5
ý

ñ	ð	é2õPó�ð	è	ì6í¾î�ð	å�ñ	ñ�j#ñ2ë�ÿ2å�æ2ç�è	è	ì1ø ò*� � ��j ��� � �4Vvç�ä�å�ÿ���ö�ó�ö�ì ô�ö�ó�ö���é � � .(��ñ2ë�ê'ó�ä�ì1ò#ó��Lö�ö�ó�ê��!ç�j�æ	ö�ë
ê�ë�è2ç�æ	è	ì_ç ñ	ð2ë�ô�ö�ì_ç

5
ýÌñ	ð	é2õPó�ð	è	ì_ç î�ð	å�ñ	ñ	ìbj4ê	ð2ë�õ,ç<î�ð	å�ñ	ñ

L4(q)
ü	ÿ2û

q ∈ {4, 7} é U4(q)
ü	ÿ2û

q ∈ {4, 5, 7, 9} j�é2õ,ç	�Lö<è2ç�ô�ò�û'ä�è	ì1ø î�ðró�÷ïñ	ð2ë�ô�ö�ì6ípæ	é2ô�ç�ÿ��
dNô�ñ2ë�ÿ���ä�å�û·ð2ç�ä�å�ÿ���ö�ó�ö�ì}ðró���ë�ö �������_é ��� � �_éÉò�ì1æ	é2ô�ÿrç�è	é	û·òÃô�é2ô�ö�ç�õ,çÅê�ë�õ4ñ����Lö�ç�ð	è2ë�ø]ó�ÿ	ý

î�ç>��ð	ì������ � ��� �¡j � �CY �CHNë�ÿ2ñró�ê�ë�ò#ópéSó�ò�ö�ë�ðSò � � #$�Pñ2ë�ÿ2å�æ	é'ÿ2éhë�ñ	é2ô�ó�è	é2ç�î�ÿ�ó�ò�è	ì6íS÷¯ó�ê	ö�ë�ð2ë�ò
ê�ë�õ,õ4å�ö�ó�è	ö�ë�ò ê�ë�è2ç�æ	è	ì6íÀè2ç�ðró�ä�ð2ç	'!é2õ4ì6í���ýÌñ	ð	é2õPó�ð	è	ì6íÀî�ð	å�ñ	ñ

G
ôJè2ç�ô�ò�û'ä�è	ì_õ î�ðró�÷bë�õ

Γ(G)ò¾ô�ÿ2å�æró�ç�j	ê�ë�î�ü�ó
G/F (G) � ñ2ë�æ	ö�éÀñ	ð2ë�ô�ö�ó�û

n
ýÌñ	ð	é2õPó�ð	èró�ûpî�ð	å�ñ	ñró!ü	ÿ2û

n 6 4
�

KNç�ü�ó�ò�è2ë � �2Y �rHNë�ÿ2ñró�ê�ë�ò#ó¾é ó�ò�ö�ë�ð�ò�� � �(�4ë�ñ	ð2ç�ürç�ÿ2é'ÿ2é ê�ë�è2ç�æ	è	ì_ç!ñ2ë�æ	ö�é ñ	ð2ë�ô�ö�ì_ç &�ýÌñ	ð	é'ý
õPó�ð	è	ì_çbî�ð	å�ñ	ñ	ì épé'íÅî�ðró�÷Nì ñ	ð2ë�ô�ö�ì6ípæ	é2ô�ç�ÿ�� � æró�ô�ö�è2ë�ô�ö�é�j	ürë�ê'ó�ä�ó�èró¾ô�ÿrç�ü2å
�
��ó�ûÅö�ç�ë�ð2ç�õPó'j
ê�ë�ö�ë�ð	å
�ïõ4ì ñ	ð	é	ò�ë�ü2é2õ ò<é2ô�ñ	ðró�ò�ÿrç�è	è2ë�õ éÀå�ö�ë�æ	è2ç�è	è2ë�õ·ò�é'ürç��

��y#ortvy 6Lu�F@B��6���	�¾� - $@����$���� 0 - �����¾0#" - ������� ��"2 	0	0��
G
��� - � - �@���

P
�'
������������

6 	
0#"��2����"

	$ - � * � - 
�/10 - �	$���������� - ��$ - �2
!���@�¨�2 �
��!� �¾ @��
'�¨"	�¯�¿��$	�	��

(1)

��"2 	0	0��
P
�2
 - � - "��Z$�� - ��$ - �\�2
 ��"2 	0	0

An
�����

n ∈ {13, 14, 15, 16} * L2(q)
�����

q ∈ {210, 216, 36, 38, 310, 55, 114, 173, 174} * L3(q)
�����

q ∈ {24, 27, 29, 52, 72} * L4(q)
�����

q ∈ {23, 32, 17} * L5(7)
*
L6(3)

*
L7(2)

*
U3(q)

�����
q ∈ {29, 33, 53, 54, 72, 73, 172} * U4(q)

�����
q ∈ {23, 24, 52} * U5(q)

�����
q ∈ {4, 5, 9} * U6(3)

*
U7(2)

*
O7(q)

�����
q ∈ {5, 7} * O9(3)

*
PSp4(q)�����

q ∈ {25, 33, 34, 35, 112, 172} * PSp6(q) ����� q ∈ {4, 5, 7} * PSp8(3) * O+
8 (q)

�����
q ∈ {4, 5, 7} *



� � - $@����$	/�����"2 	0	0���� �_$@��� - �	��
!�2� 0#" - ����/_�]��0@���@��" - � *
��� � �

O−
8 (3)

*
O+

10(2)
*
O−

10(2)
* 3D4(q)

�����
q ∈ {4, 5} * G2(q)

�����
q ∈ {32, 17} * 2G2(3

3)
*
F4(2)

*
Suz

*
Ru

*
Co2

*
Co3

*
M23

*
M24

*
J1
*
Fi22

*
HN ;

(2) G ∼= Aut(L2(2
r))
* ���¿�

r > 11 �
0#" - ��� - �����@��� -�*

r /∈ π(P )
� |π(22r − 1)| = 4;

(3) G ∼= L2(2
r)
* ���¿�

r > 37 �
0#" - ��� - �!���@��� -�*

r /∈ π(P )
� |π(22r − 1)| = 5;

(4) G ∼= L2(2
2r)

�	�	�
Or(Aut(L2(2

2r)))
* ���¿�

r > 7
�
2r − 1 �

0#" - ����/J�J$@��������$	/J�<���@����� *
r /∈ π(G)

* |π( 2r+1
3 )| = 1

� |π(22r + 1)| = 2;

(5) G ∼= L2(2
r2)
* ���¿�

r > 7 �
0#" - ��� - �����@��� -�*

r /∈ π(G)
* |π(2r2 − 1)| = 2

� |π(2r2 + 1)| =
|π(22r − 1)| = 3;

(6) P ∼= L2(3
2r)

�
G 6 Or(Aut(P ))

* ���¿�
r > 13 �

0#" - ��� - �����@��� -�*
r /∈ π(P )

* |π( 3r−1
2 )| =

|π(3r+1
4 )| = 1

� |π( 32r+1
2 )| = 2;

(7) P ∼= L2(3
r2)

�	�	�
Or(Aut(P ))

* ���¿�
r �

0#" - ��� - �·���@��� -�*
r /∈ π(P )

* |π( 3r+1
4 )| =

|π(3r−1
2 )| = 1

� |π(32r2 − 1)| = 5;

(8) P ∼= L2(p)
* ���¿�

p > 131 �
0#" - ��� - �����@��� - � |π(p2 − 1)| = 5;

(9) P ∼= L2(p
2)
* ���¿�

p > 29 �
0#" - ��� - �����@��� -�* |π(p2 − 1)| = 4

� |π(p2 + 1)| = 2;

(10) P ∼= L2(p
2)
* ���¿�

p > 13 �
0#" - ��� - �!���@��� - � |π(p2 − 1)| = |π(p2 + 1)| = 3;

(11) G ∼= L2(p
r) : r

�	�	�
Aut(L2(p

r))
* ���¿�

p ∈ {3, 5, 7, 17} �
r �

0#" - ����/J�h���@����� *
r 6∈ π(P )

*
pr ≡ ε1 (mod 4)

�����
ε ∈ {+, −} * � |π(pr − ε1)| = |π( pr+ε1

2 )| = 2;

(12) G ∼= L2(p
r)
�	�	�

PGL2(p
r)))

* ���¿�
p
�
r �

$@��������$	/J�<0#" - ����/J�À���@����� *
r 6∈ π(P )

�
|π(p2r − 1)| = 5;

(13) P ∼= Lε
3(2

r)
�
G 6 Or(Aut(P ))

* ���¿�
ε ∈ {+, −} * r � 2r − 1 �

0#" - ����/J�!���@����� *
r > 50#"��

ε = +
�
r > 19

0#"��
ε = − * r /∈ π(P )

* |π( 2r+1
3 )| = 1

� |π( 22r+ε2r+1
(3, 2r−ε1) )| = 2;

(14) G ∼= Lε
3(3

r)
�	�	�

Lε
3(3

r) : 2
* ���¿�

ε ∈ {+, −} * r � 0#" - ��� - �����@��� -�*
r > 7

0#"��
ε = +

�
r > 5

0#"��
ε = − * r /∈ π(P )

* |π( 3r−1
2 )| = |π( 3r+1

4 )| = 1
� |π(32r + ε3r + 1)| = 2;

(15) P ∼= Lε
3(p)

* ���¿�
p > 41 �

0#" - ��� - � ���@��� -�*
ε ∈ {+, −} * |π(p2 − 1)| = 4

�
|π(p2+εp+1

(3, p−ε1) )| = 1;

(16) P ∼= Lε
3(p)

* ���¿�
p �

0#" - ��� - � ���@��� -�*
ε ∈ {+, −} * p > 11

0#"��
ε = +

�
p > 31

0#"��
ε = − * |π(p2 − 1)| = 3

� |π( p2+εp+1
(3, p−ε1) )| = 2;

(17) P ∼= U3(2
r)
�
P : r 6 G

* ���¿�
r > 5

�
2r − 1 �

0#" - ����/J�Ã���@����� *
r /∈ π(G)

�
|π(2r+1

3 )| = |π( 22r−2r+1
3 )| = 1;

(18) P ∼= Lε
4(p)

* ���¿�
ε ∈ {+, −} * p � 0#" - ��� - � ���@��� -�*

p > 19
�����

ε = +
�
p > 11

�����
ε = − * |π(p2 − 1)| = 3

� |π( p2+εp+1
(3, p−ε1) )| = |π(p2+1

2 )| = 1;

(19) G ∼= PSp4(2
r)
* ���¿�

r > 5
�
2r − 1 �

0#" - ����/J�À���@����� *
r /∈ π(G)

* |π( 2r+1
3 )| = 1

�
|π(22r + 1)| = 2;

(20) G ∼= PSp4(3
r)
�	�	�

PGp4(3
r)
* ���¿�

r > 5 �
0#" - ��� - �Å���@��� -�*

r /∈ π(G)
* |π( 3r−1

2 )| =
|π(3r+1

4 )| = 1
� |π(32r + 1)| = 3;

(21) P ∼= PSp4(p)
* ���¿�

p > 29 �
0#" - ��� - �����@��� -�* |π(p2 − 1)| = 4

� |π( p2+1
2 )| = 1;

(22) P ∼= PSp4(p)
* ���¿�

p > 13 �
0#" - ��� - �����@��� -�* |π(p2 − 1)| = 3

� |π( p2+1
2 )| = 2;

(23) G ∼= G2(p)
* ���¿�

p > 13 �
0#" - ��� - �Å���@��� -�* |π(p2 − 1)| = 3

� |π( p2+εp+1
(3,p−ε1) )| = 1

�����
ε ∈ {+,−};

(24) G ∼= Sz(2r)
* ���¿�

r > 13 �
0#" - ��� - �Z���@��� -�*

r /∈ π(P )
* |π(2r−1)| = 1

� |π(22r+1)| = 4;

(25) G ∼= Sz(2r)
* ���¿�

r > 11 �
0#" - ��� - �Z���@��� -�*

r /∈ π(P )
* |π(2r−1)| = 2

� |π(22r+1)| = 3;

(26) G ∼= Aut(Sz(2r))
* ���¿�

r > 7
�
2r − 1 �

0#" - ����/J�!���@����� * � |π(22r + 1)| = 3
5

� ê'ó�æ2ç�ô�ö�ò�çÅô�ÿrç�ürô�ö�ò�é	ûSö�ç�ë�ð2ç�õ4ì � ô�å
��ç�ô�ö�ò�ç�è	è2ëÀå�ö�ë�æ	è2ç�èÉô�ñ	é2ô�ë�êSê�ë�è2ç�æ	è	ì6íSñ	ð2ë�ô�ö�ì6í
6
ý

ñ	ð	é2õPó�ð	è	ì6í î�ð	å�ñ	ñ�j#ñ2ë�ÿ2å�æ2ç�è	è	ì1ø�� ��ó�÷¯ó�ð	ä�ó�ürçLé dJðró�è2õPó�è2ç	'�ç�õhò*� � ��� � � þ�ö�ë�ø:�!çLé'í¾ô�ö�ó�ö���ç



� & ; - $#�	"������'��
�� 5�365
��ì6ÿ�ó<ñ2ë�ô�ö�ó�ò�ÿrç�èró ô�ÿrç�ü2å
�
��ó�û ñ	ð2ë���ÿrç�õPó � ��� ��� �����À�	���	� �Ã������0@��$@���

q
0#" - ����/��h���@�����É���@��� -

q2 − 1
�2�������¯$@� � - �@���Z0������ "���
��	����$	/��p0#" - ����/��¾�¿���	�@�����@�����

Obó�ô�ö�è	ì1ø�ô�ÿ2å�æró�ø¯þ�ö�ë�ø¯ñ	ð2ë���ÿrç�õ4ìbj�ê�ë�î�ü�ó |π(q2−1)| 6 2
j�í#ë�ð2ë�'�ë_é	ä�ò�ç�ô�ö�ç�èpù�ô�õ.� j�èró�ñ	ð	é2õ,ç�ð�j

ô�ö�ó�ö����UT�ç�ð��2ë�î�ó�� � &(� � � |π(q2 − 1)| 6 2
ö�ë�î�ü�ó�épö�ë�ÿ���ê�ë<ö�ë�î�ü�ó'j2ê�ë�î�ü�ó

q ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 17} �[Pÿ2å�æró�é�j@ê�ë�î�ü�ó æ	é2ô�ÿrë |π(q2 − 1)| ðró�ò�è2ë � j-# é �<ðró�ô�ô�õ,ë�ö�ð2ç�è	ìUô�ë�ë�ö�ò�ç�ö�ô�ö�ò�ç�è	è2ë ó�ò�ö�ë�ð2ë�õ
é d � � �4RLðró�õ1�2ë�ò�ì_õ ������j � � �¡j6ó�ò�ö�ë�ð2ë�õ � � .(�_é � �,Y �,HNë�ÿ2ñró�ê�ë�ò�ë�ø é ó�ò�ö�ë�ð2ë�õ � � �(� � gvó�ê	é2õ
ë���ðró�ä�ë�õ1j@ñ2ë�ÿ2å�æ2ç�èró<ê'ÿ�ó�ô�ô�é2÷Né	ê'ó��	é	û ô�ö�ç�ñ2ç�è2ç�ø

q
ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í�æ	é2ô�ç�ÿ ö�ó�ê	é'íCj�æ	ö�ë |π(q2 − 1)| 6 5

�
��ó�ÿ���è2ç�ø�'�ç�ç�å�ö�ë�æ	è2ç�è	é2ç�þ�ö�ë�ø�ê'ÿ�ó�ô�ô�é2÷Né	ê'ó��	é	éÃñ	ð	é	ò�ë�ü2é	ö ê�ü2é2ë�÷¯ó�è	ö�ë�ò�ì_õ å�ðró�ò�è2ç�è	é	û	õ1j�ð2ç�ý
'�ç�è	é2ç!ê�ë�ö�ë�ð	ì6í ö�ð	å�ü2è2ë¾é�ü	ÿ2û�ô�ë�ò�ð2ç�õ,ç�è	è2ë�øÃö�ç�ë�ð	é	é æ	é2ô�ç�ÿ��NKbó�ñ	ð	é2õ,ç�ð�jCå
�!ç!ò�ë�ñ	ð2ë�ô!ê�ë�è2ç�æ'ý
è2ë�ô�ö�épõ4è2ë��!ç�ô�ö�ò#ó�ô�ö�ç�ñ2ç�è2ç�ø

q
ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í æ	é2ô�ç�ÿÀö�ó�ê	é'íCj�æ	ö�ë |π(q2 − 1)| = 3

j�ðró�ò�è2ë�ô�é'ÿrç�èÅürë�ô�é'í
ñ2ë�ð ë�ö�ê	ð	ì1ö�ë�õ4åpò�ë�ñ	ð2ë�ô�åpcïé@� � � &���é	ä���HNë�å�ð2ë�ò�ô�ê�ë�ø�ö�ç�ö�ðró�ü2é��"� � )�� �

F@B¯nporqvy0/vq21�y"8�t:9 424 1	��
#u#sPu	qvq21 6Lã���zro�
���w'zru'6Lã 8�tvu��Àu
4 tvo���w 1�� /vã���y�; ã��06Ly��Éq21�y zro 4 tvo�� 1

� ðró���ë�ö�ç�� � +(�_ó�ò�ö�ë�ð2ë�õIürë�ê'ó�ä�ó�è2ë	jPæ	ö�ë�î�ð	å�ñ	ñ	ì
E7(2)

é
E7(3)

ðró�ô�ñ2ë�ä�èró��Lö�ô�û·ñ2ë î�ðró�÷Nå
ñ	ð2ë�ô�ö�ì6íÃæ	é2ô�ç�ÿ�� Hbó�êhô�ÿrç�ürô�ö�ò�é2ç�jvä�ó�ò�ç�ð�'�ç�è2ëÀñ2ë�ÿrë���é	ö�ç�ÿ���è2ë�ç ð2ç	'�ç�è	é2ç�ñ2ë�ô�ö�ó�ò�ÿrç�è	è2ë�øÉò ë���ý
ä�ë�ð2ç�� � �(�Zñ	ð2ë���ÿrç�õ4ì � � � �,e ó�ä�å�ð2ë�ò#ó ë ö�ë�õ1j�æ	ö�ë�ÿ�� ��ó�ûÉê�ë�è2ç�æ	èró�û·ñ	ð2ë�ô�ö�ó�û·î�ð	å�ñ	ñró'j�î�ðró�÷
ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í æ	é2ô�ç�ÿ�ê�ë�ö�ë�ð2ë�øÃé2õ,ç�ç�öpñ2ë ê	ðró�ø	è2ç�øÃõ,ç�ð2ç!ö�ð	é�ê�ë�õ4ñ2ë�è2ç�è	ö�ì\ô�ò�û'ä�è2ë�ô�ö�é�j@ÿ2é���ë ðró�ô�ñ2ë�ý
ä�èró�ò#ó�ç�õPóÃñ2ëhô�ñ2ç�ê	ö�ð	å�j6ÿ2é���ëÃé	ä�ë�õ,ë�ð2÷Nèró

A6
� � è2ç�ü�ó�ò�è2ç�ø ðró���ë�ö�ç�� � .(�Nó�ò�ö�ë�ð2ë�õUürë�ê'ó�ä�ó�è2ë	j

æ	ö�ë<î�ð	å�ñ	ñró 2E6(2)
ðró�ô�ñ2ë�ä�èró�ç�ö�ô�û ñ2ë<î�ðró�÷Nå ñ	ð2ë�ô�ö�ì6íÀæ	é2ô�ç�ÿ����Có�õ,ç�ö�é2õ1j2æ	ö�ë<î�ðró�÷Nì ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í

æ	é2ô�ç�ÿ î�ð	å�ñ	ñ 2E6(2)
j
E7(2)

é
E7(3)

ô�ë�ô�ö�ë�û'ö ô�ë�ë�ö�ò�ç�ö�ô�ö�ò�ç�è	è2ë¾é	ä +'j � � é ���!ò�ç�ð�'!é	è �
� ì1ä�ì1ò#ó�ç�ö é	è	ö�ç�ð2ç�ô�ñ	ð2ë���ÿrç�õPóÀëÅð2ç�ó�ÿ2é	ä�å�ç�õ,ë�ô�ö�é·ó���ô�ö�ðró�ê	ö�è2ë�î�ëÀê�ë�è2ç�æ	è2ë�î�ë î�ðró�÷¯ó òpò�é'ürç

î�ðró�÷¯ó ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í æ	é2ô�ç�ÿ è2ç�ê�ë�ö�ë�ð2ë�ø ê�ë�è2ç�æ	è2ë�ø î�ð	å�ñ	ñ	ì �]V4ó���ë�ö�j1ñ2ë�ô�ò�û���ç�è	è	ì6í þ�ö�ë�ø ñ	ð2ë���ÿrç�ý
õ,çJô�ë�ò�ô�ç�õhè2çJõ4è2ë�î�ë�� � è2ç�ë�ñ	å���ÿ2é	ê�ë�ò#ó�è	è2ë�ø ��ó�ê'ó�ÿ�ó�ò�ð2ô�ê�ë�ø ðró���ë�ö�çJd �'K ���}ó�ð	ê�ë�ò#ó'j2ô�ö�å�ürç�è	ö�ó
� � � ��e ó�ä�å�ð2ë�ò#ó'j6��ì6ÿrëZürë�ê'ó�ä�ó�è2ë	j#æ	ö�ë
�2ç�ñ��Jð2ç�ó�ÿ2é	ä�å�ç�ö�ô�û<ê'ó�ê�î�ðró�÷]ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í�æ	é2ô�ç�ÿ�è2ç�ê�ë�ö�ë�ð2ë�ø
ê�ë�è2ç�æ	è2ë�øÅî�ð	å�ñ	ñ	ì ö�ë�î�ü�ó¯é¾ö�ë�ÿ���ê�ë!ö�ë�î�ü�ó'j�ê�ë�î�ü�ó!ç�ç1ü	ÿ2é	èróbè2çZñ	ð2ç�ò�ë�ô´í#ë�ü2é	ö #��4dJè	ö�ç�ð2ç�ô�è2ë	j'æ	ö�ë
ó�èró�ÿrë�î�é	æ	èró�ûSñ	ð2ë���ÿrç�õPóÀðró�ô�ô�õPó�ö�ð	é	ò#ó�ÿ�ó�ô	��g¿ë�è	î � � ��ç�ö�ë�õ � � ����ü	ÿ2ûÃî�ðró�÷¯ó'j¿ê�ë�ö�ë�ð	ì1øÉô�ö�ð2ë�ý
é	ö�ô�ûÀñ2ë�ê�ë�è2ç�æ	è2ë�ø�î�ð	å�ñ	ñ2ç

G
ñ2ë<ô�ÿrç�ü2å
�
��ç�õ4åÅñ	ðró�ò�é'ÿ2å � õ4è2ë��!ç�ô�ö�ò�ë�õ]ç�î�ë�ò�ç�ð�'!é	è û'ò�ÿ2û��Lö�ô�û

ñ	ð2ë�ô�ö�ì_ç�ürç�ÿ2é	ö�ç�ÿ2éhô�ö�ç�ñ2ç�è2ç�øSè2ç�ñ	ð	é	ò�ë�ü2é2õ4ì6íÃí�ó�ðró�ê	ö�ç�ð2ë�ò�î�ð	å�ñ	ñ	ì
G
j¿é ü2ò�ç�ò�ç�ð�'!é	è	ì

p
é
qô�õ,ç	��è	ìïò è2ç�õ ö�ë�î�ü�ó é�ö�ë�ÿ���ê�ë ö�ë�î�ü�ó'j@ê�ë�î�ü�ó

pq
ürç�ÿ2é	öpô�ö�ç�ñ2ç�è��Åè2ç�ê�ë�ö�ë�ð2ë�î�ëÅè2ç�ñ	ð	é	ò�ë�ü2é2õ,ë�î�ë

í�ó�ðró�ê	ö�ç�ðró�î�ð	å�ñ	ñ	ì
G
�

HNë�è2ç�æ	è2ë	j�òLë�����ç�õ ô�ÿ2å�æró�ç�ô�÷bë�ð2õ4å�ÿ2é	ð2ë�ò#ó�è	èró�û¯ñ	ð2ë���ÿrç�õPóZé2õ,ç�ç�öJë�ö�ð	é��ró�ö�ç�ÿ���è2ë�ç6ð2ç	'�ç�è	é2ç��
Kbó�ñ	ð	é2õ,ç�ð�j6é	ä@���5, � �_ÿrç�î�ê�ëSô�ÿrç�ü2å�ç�ö�j6æ	ö�ë�î�ðró�÷<j�ô�ë�ô�ö�ë�û��!é	ø é	äÀñ	û'ö�é ñ2ë�ñró�ð	è2ëÃè2çÀô�õ,ç	��è	ì6í
ò�ç�ð�'!é	è·ù ��ýÌê�ë�ê'ÿ2é	ê'ó6�Lè2ç¯õ,ë��!ç�ö ��ì1ö�� î�ðró�÷bë�õ ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í æ	é2ô�ç�ÿ ê�ë�è2ç�æ	è2ë�ø�î�ð	å�ñ	ñ	ì �JG_ü2èró�ê�ë ò
ðró���ë�ö�çbY �'` �2T'ó�ò�ð	é'ÿ��Lê'ó'j@ó�ò�ö�ë�ðró'j2K � � �	e ó�ô�ÿrë�ò�ë�øÀé d � � �'RLðró�õ1�2ë�ò#ó � ��� ����ì6ÿrë�ñ2ë�ê'ó�ä�ó�è2ë	j
æ	ö�ë¯ü	ÿ2û¾ÿ�� ��ë�î�ë!î�ðró�÷¯ó'j#é2õ,ç	�
��ç�î�ë!è2ç ��ë�ÿrç�çLñ	û'ö�éÅò�ç�ð�'!é	è�j�ê	ð2ë�õ,ç ��ýÌê�ë�ê'ÿ2é	ê	é�j	þ�ö�ó¯ñ	ð2ë���ÿrç�õPó
é2õ,ç�ç�ö<ñ2ë�ÿrë���é	ö�ç�ÿ���è2ë�ç!ð2ç	'�ç�è	é2ç��

` �Læ	é'ürë � ��� �Zë�ñ	é2ô�ó�ÿ�ó ê�ë�è2ç�æ	è	ì_çpñ	ð2ë�ô�ö�ì_çpî�ð	å�ñ	ñ	ì
G
ö�ó�ê	é2ç�j�æ	ö�ë�ô�ò�û'ä�è	ì_çÅê�ë�õ4ñ2ë�è2ç�è	ö�ì

î�ðró�÷¯ó
Γ(G)

û'ò�ÿ2û��Lö�ô�û ürç�ð2ç�ò���û	õ4é�jJö��_ç�� ô�ò�û'ä�è	ì_õ4é î�ðró�÷¯ó�õ4é�jLè2ç�ô�ë�ürç�ð ��ó��!é2õ4é �	é	ê'ÿ2ì �
HJð2ë�õ,ç!ö�ë�î�ë	j@ò þ�ö�ë�ø ðró���ë�ö�ç�ë�ñ	é2ô�ó�è2ëÅô�ö�ð2ë�ç�è	é2ç�ê�ë�è2ç�æ	è2ë�ø�î�ð	å�ñ	ñ	ìbj@î�ðró�÷>ñ	ð2ë�ô�ö�ì6í�æ	é2ô�ç�ÿ�ê�ë�ý
ö�ë�ð2ë�øSû'ò�ÿ2û	ç�ö�ô�û�ürç�ð2ç�ò�ë�õ.�ÅG ��Y ��Y_ÿrç�ê�ô�ç�ç�ò#ópéhó�ò�ö�ë�ðÃðró�ô�ô�õPó�ö�ð	é	ò#ó��Lö ��ë�ÿrç�ç<ë����!å
�>ä�ó�ü�ó�æ	å
ë�ñ	é2ô�ó�è	é	ûÃô�ö�ð2ë�ç�è	é	û ê�ë�è2ç�æ	è2ë�øSî�ð	å�ñ	ñ	ì

G
ö�ó�ê�ë�ø�j�æ	ö�ëÅî�ðró�÷

Γ(G)
è2ç�ô�ë�ürç�ð ��é	ö ö�ð2ç�å�î�ë�ÿ���è	é'ý

ê�ë�òÉù � ý �	é	ê'ÿrë�ò
�4� � ô�ÿ2å�æró�ç�j¿ê�ë�î�ü�ópé2ô�ô�ÿrç�ü2å�ç�õPó�ûSî�ð	å�ñ	ñró
G
ñ2ë�æ	ö�éÃñ	ð2ë�ô�ö�ó'jvòpðró���ë�ö�ç"� � #$��õ4ì

ñ2ë�ÿ2å�æ	é'ÿ2é�ô�ÿrç�ü2å
�
�!é	øpð2ç�ä�å�ÿ���ö�ó�ö��
��y#ortvy 6Lu��CB��Z 2�����

G �
� - $@����$����·0 - ����� 0#" - ������� ��"2 	0	0��Ã� � - � - �@���

P
5 �6���	� ��"����

Γ(G)
$@�b� - �¿�¨"	���@� ��"¿�� 	� - �	��$	�	� - 
 * � - 
�/10 - �	$���������� - ��$ - �2
����@�¨�2 �
��!� �¾ @��
'�¨"	�¯�¿��$	�	��




� � - $@����$	/�����"2 	0	0���� �_$@��� - �	��
!�2� 0#" - ����/_�]��0@���@��" - � *
��� � )

(1)
��"2 	0	0��

P
�2
 - � - "��Z$�� - ��$ - � �2
 ��"2 	0	0

An
�����

n ∈ {5, 6, 7} * L2(q)
�����

q ∈
{7, 23, 34, 11, 13, 17, 52 , 72, 29} * L3(q)

�����
q ∈ {3, 4, 5, 17} * U3(q)

�����
q ∈ {3, 7} * L4(3)

*
U4(q)�����

q ∈ {2, 3} * G2(3)
* 2F4(2)

′ * M11
*
M22

�

(2)
��"2 	0	0��

G
�2
 - � - "��Z$�� - ��$ - �·�2
*��"2 	0	0

A8
*
L2(q)

�����
q ∈ {24, 26} * L3(q)

�����
q ∈

{7, 8, 9} * L3(7) : 2
*
L3(9) : 2

*
U3(q)

�����
q ∈ {4, 5, 8} * U3(5) : 2

*
U3(8) : 3

*
U5(2)

* 2G2(27)
�

(3) P ∼= L2(q)
�����

q ∈ {53, 172} � PGL2(q) 66 G
�

(4) P ∼= L2(q)
* ���¿�

q ∈ {2p, 3p} * p � $@��������$ - ��0#" - ��� - �L���@��� - � |π(q−1)| 6 2 > |π(q+1)| �

(5) G ∼= L2(p)
* ���¿�

p > 17 �
0#" - ��� - �����@��� - � |π(p− 1)| 6 2 > |π(p+ 1)| �

(6) G ∼= PGL2(p)
* ���¿�

p > 17 �
0#" - ��� - �����@��� -�*¿- ���	����$ - � - � ���@�������b�¨"@�������Ã�¨"¿����$	$��

� |π(p2 − 1)| = 3
�

(7) G ∼= L2(q)
* ���¿�

q = pr
*
p ∈ {3, 5, 7, 17} * r �

0#" - ��� - �·���@��� -�*
r
$@�p�¿���	�@� |G| *

q ≡ ε1(mod 4)
�����

ε ∈ {+,−} * |π(q − ε1)| = π((q + ε1)/2)| = 2
�

(8) G ∼= U3(q)
* ���¿�

q = 2p
*
p > 5

*
q−1

�
(q+1)/3 �

0#" - ����/J�Z���@����� * |π((q2−q+1)/3)| = 1�
p
$@�6�¿���	�@� |G| �
(9) P ∼= Lε

3(p)
* ���¿�

ε ∈ {+,−} * p > 11 �
0#" - ��� - �Å���@��� -�*�- ���	����$ - � - � ���@�������b�¨"@��� �

�Ã�¨"¿����$	$�� *
(p− ε1)3 = 3

* |π(p2 − 1)| = 3
� |π((p2 + εp+ 1)/3)| = 1

�

(10) P ∼= Sz(2f )
* ���¿�¾�	�
� -

f = 9
* �	�
� -

f �
$@��������$ - �¾0#" - ��� - � ���@��� - �

max{|π(q −
1)|, |π(q −√

2q + 1)|, |π(q +√
2q + 1)|} 6 2

�

(11) G ∼= 2G2(q)
* ���¿�

q = 3p
*
p > 5 �

0#" - ��� - �<���@��� -�* $@�_�¿����� �¾��� |G| * |π((q − 1)/2)| =
|π((q + 1)/4)| = 1

� |π(q −√
3q + 1)| 6 2 > |π(q +√

3q + 1)| 5dJäbö�ç�ë�ð2ç�õ4ì � é ���5, � ��ÿrç�î�ê�ë<ò�ì1ò�ë�ü2é	ö�ô�û
m ;,y�s ��w'zrãvy2B �Z 2�����

G �
� - $@����$����S0 - �����h0#" - ����������"2 	0	0��p�@��"����

Γ(G)
$@� � - �¿�¨"	���@�

��"¿�� 	� - �	��$	�	� - 
 5J+�- �����
(1)

�	���¯��������
 �	
�$����p� - �40 - $@��$@��� ��"����N�
Γ(G)

�'
������������¾�¿�¨"¿��
 - ���
(2)

�����	����"2 	0	0��
G
0#" - ����� * � - ��"����

Γ(G)
$@����
 �	
���$ �
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