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�¡§®à á®¢à¥¬¥®£® á®áâ®ï¨ï ¨áá«¥¤®¢ ¨© ¢ ®¡« áâ¨ äãªæ¨® «ì®£®   «¨§ , à §¢¨¢ îé¨å

í¢à¨áâ¨ç¥áª¨© ¯à¨æ¨¯ �. �. � â®à®¢¨ç . �á®¡®¥ ¢¨¬ ¨¥ ã¤¥«¥® ¢ãâà¥¨¬ ¢§ ¨¬®á¢ï§ï¬

¯à®áâà áâ¢ � â®à®¢¨ç ,  «£¥¡à �ã«ï ¨ ª®â¨ãã¬-¯à®¡«¥¬ë � â®à .

1. �¢¥¤¥¨¥

� ãç®¥  á«¥¤¨¥ �. �. � â®à®¢¨ç  ®£à®¬®. �£® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï

®ª § «¨ äã¤ ¬¥â «ì®¥ ¢«¨ï¨¥   áâ ®¢«¥¨¥ ¨ à §¢¨â¨¥ äãªæ¨® «ì®£®   «¨-

§ , ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© ¬ â¥¬ â¨ª¨, â¥®à¨¨ íªáâà¥¬ «ìëå § ¤ ç, ¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨

äãªæ¨©. �. �. � â®à®¢¨ç ¯® ¯à ¢ã ¢å®¤¨â ¢ ç¨á«® ®á®¢®¯®«®¦¨ª®¢ á®¢à¥¬¥®£®

íª®®¬¨ª®-¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£®  ¯à ¢«¥¨ï.

�â®«ì ¢¯¥ç â«ïîé¥¥ ¬®£®®¡à §¨¥  ¯à ¢«¥¨© ¨áá«¥¤®¢ ¨© ®¡ê¥¤¨ï¥âáï

¥ â®«ìª® «¨ç®áâìî �. �. � â®à®¢¨ç , ® ¨ ¥¤¨áâ¢®¬ ¥£® ¬¥â®¤¨ç¥áª¨å ãáâ ®¢®ª.

� ¢á¥£¤  ¯®¤ç¥àª¨¢ « ¢ãâà¥¥¥ ¥¤¨áâ¢® á¢®¥£® â¢®àç¥áâ¢ , ¢§ ¨¬®¯à®¨ª®¢¥¨¥

¨¤¥© ¨ ¬¥â®¤®¢, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¨¬ ¯à¨ à¥è¥¨¨ á ¬ëå à §®®¡à §ëå â¥®à¥â¨ç¥áª¨å

¨ ¯à¨ª« ¤ëå ¯à®¡«¥¬ ¢ ¬ â¥¬ â¨ª¥ ¨ íª®®¬¨ª¥. �¬¥áâ¥ á â¥¬ å à ªâ¥à®© ç¥àâ®©

â¢®àç¥áâ¢  �. �. � â®à®¢¨ç  ï¢«ï¥âáï ¥£® â¥á ï ¢§ ¨¬®á¢ï§ì á  ¨¡®«¥¥ âàã¤ë¬¨

¯à®¡«¥¬ ¬¨ ¨ á ¬ë¬¨ ¯¥àá¯¥ªâ¨¢ë¬¨ ¨¤¥ï¬¨ á®¢à¥¬¥®© ¥¬ã ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¨ íª®®-

¬¨ª¨. � «¨§ ¬¥â®¤®«®£¨¨ â¢®àç¥áâ¢  �. �. � â®à®¢¨ç  § á«ã¦¨¢ ¥â á¯¥æ¨ «ìëå

¨áá«¥¤®¢ ¨©. �¨¦¥ ¬ë ®áâ ®¢¨¬áï ª®à®âª® «¨èì   ¥ª®â®àëå äã¤ ¬¥â «ìëå

¨¤¥ïå �. �. � â®à®¢¨ç  ª®â®àë¥, ¥á®¬¥®, á«¥¤ã¥â ®â¥áâ¨ ª «ãçè¨¬ ®¡à §æ ¬

¬ â¥¬ â¨ª¨ ¤¢ ¤æ â®£® áâ®«¥â¨ï. �à¨ íâ®¬ ®£à ¨ç¨¬áï ®¡§®à®¬ á®¢à¥¬¥®£® á®áâ®-

ï¨ï ¨áá«¥¤®¢ ¨© ¢ ®¡« áâ¨ äãªæ¨® «ì®£®   «¨§ , à §¢¨¢ îé¨å í¢à¨áâ¨ç¥áª¨©

¯à¨æ¨¯ �. �. � â®à®¢¨ç , á®áà¥¤®â®ç¨¢ ¢¨¬ ¨¥   ¯®£à ¨çëå ¢®¯à®á å â¥®-

à¨¨ ¯à®áâà áâ¢ � â®à®¢¨ç  ¨ ¯à¨«®¦¥¨©, ¡ã«¥¢®§ ç®£®   «¨§  ¨ ¢ë¯ãª«®£®

  «¨§ . �á®¡®¥ ¢¨¬ ¨¥ ã¤¥«¥® ¢ãâà¥¨¬ ¢§ ¨¬®á¢ï§ï¬ ¯à®áâà áâ¢ � â®à®-

¢¨ç ,  «£¥¡à �ã«ï ¨ ª®â¨ãã¬-¯à®¡«¥¬ë � â®à . �¡§®à ¤àã£¨å  á¯¥ªâ®¢  ãç®£®

 á«¥¤¨ï �. �. � â®à®¢¨ç  á¬. ¢ [26, 41]. �¤¥áì ®â¬¥â¨¬ «¨èì ¥áª®«ìª® à ¡®â

�. �. � â®à®¢¨ç  [23, 24, 25, 29], ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå ¯®á«ã¦¨«  äã¤ ¬¥â «ìë¬¨

¢ª« ¤®¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© à §¤¥« ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¨ íª®®¬¨ª¨.

2. �ã«¥¢ë  «£¥¡àë

�á®¢ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬  è¥£® à áá¬®âà¥¨ï á«ã¦¨â K-¯à®áâà áâ¢® ¨«¨, ¯®«¥¥,

¯à®áâà áâ¢® � â®à®¢¨ç . �¥à §«ãç®© á¯ãâ¨æ¥© K-¯à®áâà áâ¢  ï¢«ï¥âáï  «£¥¡-

à  �ã«ï. �à®áâà áâ¢  � â®à®¢¨ç  ¨  «£¥¡àë �ã«ï ¡ë«¨ á®§¤ ë ¢ à §ë¥ í¯®å¨,

¤«ï ®¡á«ã¦¨¢ ¨ï à §®£® ªàã£  § ¤ ç ¨   ®á®¢¥ à §«¨çëå â¥®à¥â¨ç¥áª¨å ãáâ -

®¢®ª ¨ â¥å¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢. �¤ ª® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¨¤¥¨, á®áâ ¢«ïîé¨¥ áãâì íâ¨å

c 2002 �ãáà ¥¢ �. �., �ãâ â¥« ¤§¥ �. �.
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áâàãªâãà, ®ª § «¨áì ¢§ ¨¬®á¢ï§ ë¬¨  áâ®«ìª®, çâ® ¯® á¥© ¤¥ì ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¨å

¯«®¤®â¢®à®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥. � íâ®© á¢ï§¨ á«¥¤ã¥â ª®à®âª® ®áâ ®¢¨âìáï   ¯®ïâ¨¨

¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë.

�¥®à¨ï ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ¡¥à¥â á¢®¥  ç «® ®â ª« áá¨ç¥áª®£® á®ç¨¥¨ï �¦. �ã«ï

ý�áá«¥¤®¢ ¨¥ § ª®®¢ ¬ëá«¨,   ª®â®àëå ®á®¢   ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ â¥®à¨¨ «®£¨ª¨ ¨

â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ®áâ¥©þ, ¨§¤ ®£® ¢ 1854 £®¤ã, á¬. [52]. �¥«ì ¨ § ¤ ç¨ íâ®© ª¨£¨  ¢â®à

áä®à¬ã«¨à®¢ « â ª: ý� ¯à¥¤« £ ¥¬®¬ ¢¨¬ ¨î ç¨â â¥«¥© âà ªâ â¥ ¬ë  ¬¥à¥¢ -

¥¬áï ¨áá«¥¤®¢ âì äã¤ ¬¥â «ìë¥ § ª®ë â¥å ®¯¥à æ¨©, ª®â®àë¥ á®¢¥àè ¥â à §ã¬

¢ ¯à®æ¥áá¥ à ááã¦¤¥¨©, ¤ ¡ë ¢ëà §¨âì ¨å ¢ á¨¬¢®«¨ç¥áª®¬ ï§ëª¥ ¨áç¨á«¥¨ï ¨  

íâ®© ®á®¢¥ ¯®áâà®¨âì  ãªã «®£¨ª¨ ¨ ¥¥ ¬¥â®¤þ. �«¥¤ãï â ª®© ãáâ ®¢ª¥, �¦. �ã«ì

¯à®¢¥«, ¯® áãé¥áâ¢ã,  «£¥¡à ¨§ æ¨î â®© «®£¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë, ª®â®à ï «¥¦¨â ¢ ®á®¢¥

ª« áá¨ç¥áª¨å ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å à ááã¦¤¥¨©. � ª¨¬ ®¡à §®¬ ¢®§¨ª«   «£¥¡à ¨ç¥áª ï

áâàãªâãà , ¨¬¥ã¥¬ ï ë¥ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®© ¨«¨, à¥¦¥,  «£¥¡à®© �ã«ï. � ¯®¬¨¬

®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë.

�¯®àï¤®ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢® X  §ë¢ îâ à¥è¥âª®©, ¥á«¨ «î¡ ï ¯ à  í«¥¬¥â®¢

x ¨ y ¨§ X ¨¬¥¥â ª ª áã¯à¥¬ã¬ x _ y := supfx; yg, â ª ¨ ¨ä¨¬ã¬ x ^ y := inffx; yg.

(�¤¥áì ¨ ¨¦¥ á¨¬¢®« := ®§ ç ¥â ýà ¢ï¥âáï ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨îþ.) �¥è¥âªãX  §ë¢ îâ

¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®©, ¥á«¨

(x _ y) ^ z = (x ^ z) _ (y ^ z)

¤«ï «î¡ëå ¥¥ âà¥å í«¥¬¥â®¢ x, y ¨ z. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ¢ à¥è¥âª¥ ¨¬¥îâáï  ¨¡®«ì-

è¨© í«¥¬¥â 1 ¨  ¨¬¥ìè¨© í«¥¬¥â 0. �«¥¬¥â x�  §ë¢ îâ ¤®¯®«¥¨¥¬ x, ¥á«¨

x _ x� = 1 ¨ x ^ x� = 0. � á«ãç ¥, ª®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  x 2 X áãé¥áâ¢ã¥â

¤®¯®«¥¨¥, £®¢®àïâ, çâ® X ¥áâì à¥è¥âª  á ¤®¯®«¥¨ï¬¨. �à¨ íâ®¬ ª ¦¤ë© í«¥¬¥â

¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ ¤®¯®«¥¨¥, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢®§¨ª ¥â ®â®¡à ¦¥¨¥ (�)� : x 7! x�

(x 2 X). �ã«¥¢®©  «£¥¡à®©  §ë¢ îâ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ãî à¥è¥âªã á ¤®¯®«¥¨ï¬¨. � -

ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ ¨¬¥îâáï ¤¢  ¢ë¤¥«¥ëå (®á®¡ëå) í«¥¬¥â  0 ¨ 1,

 §ë¢ ¥¬ë¥ ã«¥¬ ¨ ¥¤¨¨æ¥©, ¨ âà¨ ®¯¥à æ¨¨ | ¤¢¥ ¤¢ãå¬¥áâë¥ ®¯¥à æ¨¨ _, ^ ¨

®¤  ®¤®¬¥áâ ï ®¯¥à æ¨ï (�), ¯à¨ç¥¬ ¢ë¯®«ïîâáï ¯à ¢¨«  ( ªá¨®¬ë):

(1) ª®¬¬ãâ â¨¢ë¥ § ª®ë

x _ y = y _ x; x ^ y = y ^ x;

(2)  áá®æ¨ â¨¢ë¥ § ª®ë

(x _ y) _ z = x _ (y _ z); (x ^ y) ^ z = x ^ (y ^ z);

(3) ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ë¥ § ª®ë

(x _ y) ^ z = (x _ z) ^ (y _ z); (x ^ y) _ z = x ^ z) _ (y ^ z);

(4) § ª®ë ¯®£«®é¥¨ï ( ¡á®à¡æ¨¨)

x _ (x ^ y) = x; x ^ (x _ y) = x;

(5) ¥©âà «ì®áâì ã«ï ¨ ¥¤¨¨æë

0 _ x = x; 1 ^ x = x;
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(6) á¢®©áâ¢  ¤®¯®«¥¨ï

x _ x� = 1; x ^ x� = 0:

�ã«¥¢ã  «£¥¡àã ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¨ ª ª  «£¥¡à ¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã

(B;_;^; (�)�;0;1);

£¤¥ B | ¬®¦¥áâ¢®, _ ¨ ^| ¤¢ãå¬¥áâë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¢ B, (�)� | ®¤®¬¥áâ ï ®¯¥à æ¨¨

¢ B, 0 ¨ 1| ä¨ªá¨à®¢ ë¥ í«¥¬¥âë ¨§ B, ¤«ï ª®â®à®© ¢ë¯®«¥ë  ªá¨®¬ë (1){(6).

�ã«¥¢ã  «£¥¡àã  §ë¢ îâ ¯®«®©, ¥á«¨ ¢ ¥© «î¡®¥ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®¥ ¬®-

¦¥áâ¢® ¨¬¥¥â áã¯à¥¬ã¬ ¨ ¨ä¨¬ã¬.

�à¨¬¥à®¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë á«ã¦¨â á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¥ª®â®à®-

£® ä¨ªá¨à®¢ ®£® ¥¯ãáâ®£® ¬®¦¥áâ¢  X, ª®â®àãî ¯à¨ïâ® ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬

P(X). �à¨ íâ®¬ ¯®¤ ¡ã«¥¢ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¯®¨¬ îâáï â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥ë¥

®¯¥à æ¨¨ ®¡ê¥¤¨¥¨ï A _ B := A [ C, ¯¥à¥á¥ç¥¨ï A ^ B := A \ C ¨ ¤®¯®«¥¨ï

A� := X n A. �ã«¥¬ ¢ P(X) á«ã¦¨â ¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®,   ¥¤¨¨æ¥© | á ¬® X. �ã«¥¢ 

 «£¥¡à  P(X) ¯®« . � áâì ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë P(X)  §ë¢ îâ ¯®«¥¬ ¬®¦¥áâ¢, ¥á«¨

®  á®¤¥à¦¨â ¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®, ¢á¥ ¬®¦¥áâ¢® X ¨ § ¬ªãâ  ®â®á¨â¥«ì® ãª § -

ëå â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥ëå ®¯¥à æ¨©. �®«¥ ¬®¦¥áâ¢ ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®©

á â¥¬¨ ¦¥ ¡ã«¥¢ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, çâ® ¨ ¢ P(X). �¤¨ ¨§ ¢ ¦¥©è¨å â¥®à¥¬ â¥®à¨¨

¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ¢áïª ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¬®¦¥â ¡ëâì à¥ «¨§®¢   ¢ ¢¨¤¥

¯®«ï ¬®¦¥áâ¢. �â®â ä ªâ ãáâ ®¢¨« �. �â®ã ¢ 1936 £.

�ã«¥¢ë  «£¥¡àë ¨¬¥îâ ¬®£®ç¨á«¥ë¥ á¢ï§¨ á à §«¨çë¬¨  ¯à ¢«¥¨ï¬¨ ¬ â¥-

¬ â¨ç¥áª®©  ãª¨. �¡é¥â¥®à¥â¨ç¥áª®¥ ¨ ¯à¨ª« ¤®¥ § ç¥¨¥ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ®¯à¥¤¥-

«ï¥âáï â®© áãé¥áâ¢¥®© à®«ìî, ª®â®àãî ®¨ ¨£à îâ ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¥, â¥®à¨¨

¢¥à®ïâ®áâ¥© ¨ ª¨¡¥à¥â¨ª¥. �¨¢® ¨ ã¢«¥ª â¥«ì® ® ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à å à ááª § ® ¢

ª¨£¥ [48] (á¬. â ª¦¥ ¯à®æ¨â¨à®¢ ãî â ¬ «¨â¥à âãàã). �«ï ¯¥à¢® ç «ì®£® § -

ª®¬áâ¢  á â¥®à¨¥© ¬®¦¥áâ¢, ¡ã«¥¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ ¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª®© ¬®¦¥â

¯®á«ã¦¨âì ª¨£  [46]. �á®¢ â¥«ì®¥ ¨§«®¦¥¨¥ â¥®à¨¨ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ¨¬¥¥âáï ¢

¬®®£à ä¨ïå [7, 45, 55]. �æ¨ª«®¯¥¤¨ç¥áª®¥ ¨§«®¦¥¨¥ â¥®à¨¨ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à á¬.

¢ [67].

3. �®§¨ª®¢¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢ � â®à®¢¨ç 

�« ¢ë¬ á¢®¨¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ¤®áâ¨¦¥¨¥¬ �. �. � â®à®¢¨ç áç¨â « à §¢¨â¨¥

â¥®à¨¨ K-¯à®áâà áâ¢ ¢ à ¬ª å äãªæ¨® «ì®£®   «¨§ . �áâ ®¢«¥ë¥ ¨¬ â¥®à¥-

¬ë ® áâà®¥¨¨ K-¯à®áâà áâ¢ ¨ à¥£ã«ïàëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¨å ¢®è«¨ ¢ §®«®â®© ä®¤

á®¢à¥¬¥®© ¬ â¥¬ â¨ª¨. � ®á®¢¥ ¥£®  ¡áâà ªâ®£® ¨¤¥©®£®  á«¥¤¨ï «¥¦¨â ¯à¥¤-

«®¦¥ ï ¨¬ ª®æ¥¯æ¨ï K-¯à®áâà áâ¢ , ¯à¥¤áâ ¢«ïîé ï á®¡®© á¨â¥§ ¤¢ãå äã¤ -

¬¥â «ìëå ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¯®ïâ¨© | ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ç¨á« .

� á ¬®¬ ¤¥«¥, í«¥¬¥â K-¯à®áâà áâ¢  ¬®¦® âà ªâ®¢ âì ª ª ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ ç¨á«®,

ýà §¬ § ®¥þ  ¤ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®©. �¯®á®¡ â ª®© âà ªâ®¢ª¨ | £«ã¡®ª ï ¬ â¥¬ â¨-

ç¥áª ï â¥®à¨ï á ¡®£ âë¬ á¯¥ªâà®¬ ¯à¨«®¦¥¨©, ª®â®à ï ®á¢¥é¥  ¢ ¬®®£à ä¨ïå [1,

8, 27, 28, 61, 65]. �¤ ª® ¨áâ®à¨ç¥áª¨ ®á®¢®© ®¡ê¥ªâ â¥®à¨¨ | K-¯à®áâà áâ¢® |

¢®§¨ª«®   ¨®© ¨¤¥©®© ®á®¢¥. �¡à â¨¬áï ª ¨áâ®ª ¬ K-¯à®áâà áâ¢.

� ¨áâ®à¨¨ äãªæ¨® «ì®£®   «¨§  ¢®§¨ª®¢¥¨¥ â¥®à¨¨ ã¯®àï¤®ç¥ëå

¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢ á¢ï§ë¢ îâ á ¨¬¥ ¬¨ �. �¨àª£®ä , �. �. � â®à®¢¨ç ,

�. �. �à¥© , �. � ª ®, �. �¨áá , �. �à¥©¤¥â «ï ¨ ¤à. �¥á®¬¥®, çâ®   à §-

¢¨â¨¥ â¥®à¨¨ ã¯®àï¤®ç¥ëå ¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢ áãé¥áâ¢¥®¥ ¢«¨ï¨¥ ®ª § «¨



�¨á«  ¨ ¯à®áâà áâ¢  � â®à®¢¨ç  1{53

¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¯® ã¯®àï¤®ç¥ë¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ á¨áâ¥¬ ¬. �¥ª®â®àë¥ ¯®ïâ¨ï ¨ ¬¥-

â®¤ë, ¢®§¨ªè¨¥ ¯¥à¢® ç «ì® ¤«ï ®¡é¨å à¥è¥â®ª, à¥è¥â®ç® ã¯®àï¤®ç¥ëå £àã¯¯

¨ ª®«¥æ, ¡ë«¨ ãá¯¥è® ¨á¯®«ì§®¢ ë ¢ â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª, á¬. ¬®®£à ä¨¨

�. �¨àª£®ä  [2], �. �ãªá  [47] ¨ �. �à¥âæ¥à  [13]. �¤ ª® ¤«ï �. �. � â®à®¢¨ç 

à¥è îé¥¥ § ç¥¨¥ ¨¬¥«® ¢á¥ ¦¥ à §¢¨â¨¥ äãªæ¨® «ì®£®   «¨§ .

� ¤¢ ¤æ âë¥ £®¤ë ¯à®è«®£® ¢¥ª , ª®£¤  äãªæ¨® «ìë©   «¨§ ¨â¥á¨¢®

®ä®à¬«ï«áï ¢ á ¬®áâ®ïâ¥«ì®¥  ãç®¥  ¯à ¢«¥¨¥, ®á®¢ë¬¨ á¨â¥§¨àãîé¨¬¨

¯®ïâ¨ï¬¨ áâ «¨ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¨ ®£à ¨ç¥ë© «¨¥©ë© ®¯¥à â®à.

�¬¥® á íâ¨¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨ ¡ë«¨ á¢ï§ ë ¢ ¦¥©è¨¥  ¡áâà ªâë¥ ¯®áâà®¥¨ï äãª-

æ¨® «ì®£®   «¨§ . � â® ¦¥ á ¬®¥ ¢à¥¬ï § ç¨â¥«ìë¥ ãá¨«¨ï ¡ë«¨  ¯à ¢«¥ë

   ª®¯«¥¨¥ ä ªâ¨ç¥áª®£® ¬ â¥à¨ «  | ®á¬ëá«¥¨¥ ®¡é¨å ¯®ïâ¨© ¢ ª®ªà¥âëå

á¨âã æ¨ïå. � ç áâ®áâ¨, ¡®«ìè®¥ § ç¥¨¥ ¯à¨®¡à¥â «®   «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

«¨¥©ëå äãªæ¨® «®¢ ¨ ®¯¥à â®à®¢ ¢ ª®ªà¥âëå ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å.

�ë¯®«¥ë¥ ¢ 1934 £. à ¡®âë �. �. � â®à®¢¨ç  ¨ �. �. �¨åâ¥£®«ìæ  ¯® ¯à®-

¡«¥¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï «¨¥©ëå äãªæ¨® «®¢ ¨ ®¯¥à â®à®¢ ï¢¨«¨áì ¯¥à¢ë¬¨ ¨áá«¥-

¤®¢ ¨ï¬¨ à®áá¨©áª¨å ¬ â¥¬ â¨ª®¢ ¯® â¥®à¨¨ ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢. � â®¬ã

¢à¥¬¥¨ (¢ 1927{1934 ££.) �. �. � â®à®¢¨ç § à¥ª®¬¥¤®¢ « á¥¡ï ª ª ¡«¥áâïé¨©   -

«¨â¨ª, ¯®«ãç¨¢è¨© àï¤ ¯¥à¢®ª« ááëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ â ª¨å âà ¤¨æ¨®ëå ¢ â® ¢à¥¬ï

®¡« áâïå ª ª â¥®à¨ï äãªæ¨©, â¥®à¨ï ¬®¦¥áâ¢, ¯à¨¡«¨¦�¥ë¥ ¬¥â®¤ë   «¨§ . �®-

«®¤®£® â « â«¨¢®£® ¬ â¥¬ â¨ª  (¢ 1934 £®¤ã �¥®¨¤ã �¨â «ì¥¢¨çã ¡ë«® ¢á¥£® 22

£®¤ ), § ï¢è¥£®áï äãªæ¨® «ìë¬   «¨§®¬, ª § «®áì ¡ë, á ¬  áã¤ì¡   ¯à ¢«ï-

«  ¢ ®¢ãî áä¥àã ¨áá«¥¤®¢ ¨©, ®âªàëâãî �. �¥««¨, �. � ®¬, �. �  å®¬ ¨ ¤à.,

¢ ª®â®à®© ¯à®¨áå®¤¨«¨ ¢ ¦¥©è¨¥ á®¡ëâ¨ï áâà¥¬¨â¥«ì® à §¢¨¢ îé¥£®áï  ãç®£®

 ¯à ¢«¥¨ï. �® �. �. � â®à®¢¨ç ¯®è¥« á¢®¨¬ ¯ãâ¥¬: ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®á®¢ë ¤«ï ¯®-

áâà®¥¨ï äãªæ¨® «ì®£®   «¨§  ® ¢¢¥« ®¢ë© ®¡ê¥ªâ | K-¯à®áâà áâ¢®. � ª®©

¯®å®¤ ¯®§¢®«ï« ®å¢ â¨âì ¬¥â®¤ ¬¨ äãªæ¨® «ì®£®   «¨§  ¢ ¦ë¥  á¯¥ªâë ª« á-

á¨ç¥áª®£®   «¨§ , á¢ï§ ë¥ á ¢®§¬®¦®áâìî áà ¢¨¢ âì í«¥¬¥âë äãªæ¨® «ìëå

¯à®áâà áâ¢ ¨ ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¨å, ¨ ¥ ¯®«ãç¨¢è¨å ¨ª ª®£® ®âà ¦¥¨ï ¯à¨ ¯®áâà®¥¨¨

â¥®à¨¨ ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢.

� ¯®¬¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ-

¢® E  §ë¢ îâ ã¯®àï¤®ç¥ë¬ ¢¥ªâ®àë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬, ¥á«¨ ¢ ¥¬ § ¤ ® ®â®è¥-

¨¥ ¯®àï¤ª  6, á®£« á®¢ ®¥ á ¢¥ªâ®à®© áâàãªâãà®© ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¥à ¢¥áâ¢ 

¬®¦® áª« ¤ë¢ âì ¨ ã¬®¦ âì   ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á« . �®á«¥¤¥¥ ®§ ç ¥â, çâ®

¥á«¨ x > y, â® x+ z > y + z ¨ �x > �y ¤«ï ¢á¥å x; y; z 2 E ¨ 0 6 � 2 R.

�á«¨ ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ï¢«ï¥âáï à¥è¥âª®©, â® ¥£®  §ë¢ îâ

¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª®© ¨«¨, ª ª ¯à¨ïâ® ¢ § ¯ ¤®© «¨â¥à âãà¥, ¯à®áâà áâ¢®¬ �¨áá .

� ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥ E ®¯à¥¤¥«ïîâ ¬®¤ã«ì í«¥¬¥â  x 2 E ä®à¬ã«®© jxj = x _ (�x).

�«¥¬¥âë x; y 2 E  §ë¢ îâ ¤¨§êîªâë¬¨, ¥á«¨ jxj ^ jyj = 0. �®¦¥áâ¢® ¢¨¤ 

A?, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ x 2 E, ¤¨§êîªâëå á ª ¦¤ë¬ í«¥¬¥â®¬ ¥¯ãáâ®£®

¬®¦¥áâ¢  A � E,  §ë¢ îâ ¯®«®á®©.

�¦¥ ¢ ¯¥à¢®© à ¡®â¥ �. �. � â®à®¢¨ç  [17] ¯® â¥®à¨¨ ã¯®àï¤®ç¥ëå ¢¥ªâ®à-

ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨¬ ¡ë« ¢ë¤¥«¥ ª« áá K-¯à®áâà áâ¢ | ª« áá ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª

á ¤®¯®«¨â¥«ì®©  ªá¨®¬®© (®¡®§ ç ¥¬®© I6) ãá«®¢®© ¯®àï¤ª®¢®© ¯®«®âë: ¢áïª®¥

¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¨¬¥¥â áã¯à¥¬ã¬ ¨ ¨ä¨¬ã¬. � ¦¤ ï ¯®«®á  L ¢

K-¯à®áâà áâ¢¥ E ¤®¯ãáª ¥â ®¯¥à â®à ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï ¯ à ««¥«ì® ¤®¯®«¨â¥«ì®©

¯®«®á¥ L?,  §ë¢ ¥¬ë© ¯®àï¤ª®¢ë¬ ¯à®¥ªâ®à®¬.
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3.1. �¥®à¥¬ . �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®«®á B(E) ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E, ã¯®àï¤®ç¥-

 ï ¯® ¢ª«îç¥¨î (L 6 K () L � K), ï¢«ï¥âáï ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®©, ¢ ª®â®à®©

¡ã«¥¢ë ®¯¥à æ¨¨ ¨¬¥îâ ¢¨¤:

L ^K := L \K; L _K := (L [K)??; L� := L?:

�á«¨ E | K-¯à®áâà áâ¢®, â® ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®àï¤ª®¢ëå ¯à®¥ªâ®à®¢ P(E) â ª¦¥

ï¢«ï¥âáï ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®©, ¨§®¬®àä®© B(E). �ã«¥¢ë ®¯¥à æ¨¨ ¢ B(E) ¢ë-

£«ï¤ïâ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

� ^ � := � � �; � _ � := � + �� � � �; �� := IE � �:

�ã«¥¢ã  «£¥¡àã B(E) (  ¨®£¤  ¨ P(E))  §ë¢ îâ ¡ §®© E. �à®áâà áâ¢® � -

â®à®¢¨ç  ¨¬¥ãîâ à áè¨à¥®©, ¥á«¨ ¥£® ¥«ì§ï ¯®£àã§¨âì á á®åà ¥¨¥¬ £à ¥© ¨

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ®¯¥à æ¨© ¢ ¡®«¥¥ è¨à®ª®¥ K-¯à®áâà áâ¢® á â®© ¦¥ á ¬®© ¡ §®©.

� ¦ë© ¯à¨¬¥à à áè¨à¥®£® K-¯à®áâà áâ¢  áâà®¨âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

�ãáâì B | ¯à®¨§¢®«ì ï ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �®¯ãáâ¨¬, çâ® ª ¦¤®¬ã ¤¥©áâ¢¨-

â¥«ì®¬ã ç¨á«ã t 2 R ¯®áâ ¢«¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¥¤¨áâ¢¥ë© í«¥¬¥â e(t) 2 B, ¯à¨ç¥¬

¢ë¯®«¥ë âà¥¡®¢ ¨ï:

(1) ¥á«¨ s 6 t, â® e(s) 6 e(t);

(2) supfe(t) : t 2 Rg = 1, inffe(t) : t 2 Rg = 0;

(3) supfe(s) : s < t; s 2 Rg = e(t) ¤«ï ¢á¥å t 2 R.

�®£¤  £®¢®àïâ, çâ® § ¤ ® à §«®¦¥¨¥ ¥¤¨¨æë e(�) ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B.

�«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå â¥®à¥¬, ãáâ ®¢«¥ëå �. �. � â®à®¢¨ç¥¬,

ã¦ë ¥é¥ ¤¢  ¯®ïâ¨ï. �®¤¯à®áâà áâ¢® E0 ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E  §ë¢ îâ ¨¤¥-

 «®¬, ¥á«¨ ¨§ á®®â®è¥¨© x 2 E, y 2 E0 ¨ jxj 6 jyj ¢ëâ¥ª ¥â x 2 E0. �¤¥ « E0

 §ë¢ îâ ¯®àï¤ª®¢® ¯«®âë¬, ¥á«¨ E??0 = E.

3.2. �¥®à¥¬ . �®¦¥áâ¢® ¢á¥å à §«®¦¥¨© ¥¤¨¨æë R(B) ¢ ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «-

£¥¡à¥ B ¬®¦® á ¡¤¨âì  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¨ ¯®àï¤ª®¬ â ª, çâ® R(B) ¯à¥-

¢à é ¥âáï ¢ à áè¨à¥®¥ ¯à®áâà áâ¢® � â®à®¢¨ç , ¡ §  ª®â®à®£® ¨§®¬®àä  B.

3.3. �¥®à¥¬ . �ãáâì E | ¯à®¨§¢®«ì®¥K-¯à®áâà áâ¢®, ¡ §  ª®â®à®£® ¨§®¬®àä-

  ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B. �®£¤  E ¯®£àã¦ ¥âáï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®àï¤ª®¢® ¯«®â®£®

¨¤¥ «  ¢ à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® ¢á¥å à §«®¦¥¨© ¥¤¨¨æë R(B).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, à áè¨à¥®¥ ¯à®áâà áâ¢® � â®à®¢¨ç  ¨ ¥£® ¡ §  ®¤®§ ç®

®¯à¥¤¥«ïîâ ¤àã£ ¤àã£  ¨, áâ «® ¡ëâì, â¥®à¨¨ ¯®«ëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ¨ à áè¨à¥ëå

¯à®áâà áâ¢ � â®à®¢¨ç  ä ªâ¨ç¥áª¨ à ¢®®¡ê¥¬ë.

�¥®à¨ï ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ¨ ¥¥ ®¡è¨àë¥ ¯à¨«®¦¥¨ï ®á¢¥é¥ë ¢ ¡®«ìè®¬ ª®-

«¨ç¥áâ¢¥ ¬®®£à ä¨©, á¬. [1, 8, 27, 28, 33, 34, 36, 37, 49, 50, 54, 57, 61, 63, 64, 65, 66,

69, 71, 74]. �â¬¥â¨¬ â ª¦¥ ®¡§®àë¥ áâ âì¨ [4, 5, 6], ¢ ª ¦¤®© ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥¥âáï

¡®£ â ï ¡¨¡«¨®£à ä¨ï.

4. �¢à¨áâ¨ç¥áª¨© ¯à¨æ¨¯ ¯¥à¥®á 

¨ â¥®à¥¬  �   | �  å 

�â ª, �. �. � â®à®¢¨çã ¯à¨ ¤«¥¦¨â ç¥áâì ¢ë¤¥«¥¨ï ª« áá  ¯®àï¤ª®¢® ¯®«ëå

¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª,  §ë¢ ¥¬ëå ë¥ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ � â®à®¢¨ç , ¨ ¯®áâà®¥¨ï



�¨á«  ¨ ¯à®áâà áâ¢  � â®à®¢¨ç  1{55

äãªæ¨® «ì®£®   «¨§  ¢ íâ®¬ ª« áá¥. �¥à¢®© à ¡®â®© �. �. � â®à®¢¨ç  ¢ ®¡« á-

â¨ ã¯®àï¤®ç¥ëå ¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢ ¡ë«  § ¬¥âª  1935 £®¤  [17], ¢ ª®â®à®© ®

¯¨á «:

ý� íâ®© § ¬¥âª¥ ï ®¯à¥¤¥«ïî ®¢ë© â¨¯ ¯à®áâà áâ¢, ª®â®àë¥ ï  §ë¢ î «¨¥©-

ë¬¨ ¯®«ãã¯®àï¤®ç¥ë¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨. �¢¥¤¥¨¥ íâ¨å ¯à®áâà áâ¢ ¯®§¢®«ï¥â

¨§ãç âì «¨¥©ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ®¤®£® ®¡é¥£® ª« áá  (®¯¥à æ¨¨, § ç¥¨ï ª®â®àëå ¯à¨-

 ¤«¥¦ â â ª®¬ã ¯à®áâà áâ¢ã) ª ª «¨¥©ë¥ äãªæ¨® «ëþ.

�¤¥áì �. �. � â®à®¢¨ç áä®à¬ã«¨à®¢ « ¢ ¦ãî ¬¥â®¤®«®£¨ç¥áªãî ãáâ ®¢ªã,

ª®â®àãî â¥¯¥àì  §ë¢ îâ ¯à¨æ¨¯®¬ � â®à®¢¨ç  ¨«¨, ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, ¯à¨æ¨¯®¬

¯¥à¥®á  ¤«ï K-¯à®áâà áâ¢.

�§ãç¥¨¥ K-¯à®áâà áâ¢ �¥®¨¤ �¨â «ì¥¢¨ç á¢ï§ « á ¢ëïá¥¨¥¬ ®¡« áâ¨ ¯à¨-

¬¥¨¬®áâ¨ äã¤ ¬¥â «ì®© â¥®à¥¬ë �   | �  å  ¨ áä®à¬ã«¨à®¢ « â¥®à¥¬ã 3,

ª®â®à ï â¥¯¥àì ¢ «¨â¥à âãà¥ ¨¬¥ã¥âáï â¥®à¥¬®© �   | �  å  | � â®à®¢¨ç .

� ¯®¬¨¬ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �¯¥à â®à p, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§ ¢¥ªâ®à®£®

¯à®áâà áâ¢  X ¢ ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® E,  §ë¢ îâ áã¡«¨¥©ë¬,

¥á«¨ p(�x) = �p(x) ¨ p(x + y) 6 p(x) + p(y) ¤«ï ¢á¥å x; y 2 X ¨ 0 6 � 2 R. �®¢®àïâ,

çâ® ®¯¥à â®à T : X ! E ¬ ¦®à¨àã¥âáï ®¯¥à â®à®¬ p (¨«¨ p ¬ ¦®à¨àã¥â T ), ¥á«¨

Tx 6 p(x) ¤«ï ¢á¥å x 2 X.

�®¯ãáâ¨¬, çâ® X0 | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® X ¨ «¨¥©ë© ®¯¥à â®à T0 : X0 ! E

¬ ¦®à¨àã¥âáï ®£à ¨ç¥¨¥¬ áã¡«¨¥©®£® ®¯¥à â®à  p   X0, â. ¥. T0x 6 p(x) ¯à¨

¢á¥å x 2 X0. �á«¨ ¤«ï «î¡ëå â ª¨å X, X0, T0 ¨ p ®¯¥à â®à T0 ¬®¦® ¯à®¤®«¦¨âì á

X0   ¢á¥ X á á®åà ¥¨¥¬ «¨¥©®áâ¨ ¨ ¬ ¦®à¨àã¥¬®áâ¨, â® £®¢®àïâ, çâ® E ¤®¯ãáª ¥â

¬ ¦®à¨à®¢ ®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢.

4.1. �¥®à¥¬  �   | �  å  | � â®à®¢¨ç . �à®áâà áâ¢® � â®à®¢¨ç 

¤®¯ãáª ¥â ¬ ¦®à¨à®¢ ®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢.

�âã â¥®à¥¬ã ¤®ª § « �. �. � â®à®¢¨ç, á¬. [17]. �¥ ¬®¦® áç¨â âì ¯¥à¢®© â¥®-

à¥¬®© â¥®à¨¨ K-¯à®áâà áâ¢. �à¨ E = R â¥®à¥¬  4.1 ¯à¥¢à é ¥âáï ¢   «¨â¨ç¥áªãî

ä®à¬ã â¥®à¥¬ë �   | �  å , [27]. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ â¥®à¥¬  �   | �  å  |

� â®à®¢¨ç  ä ªâ¨ç¥áª¨ ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¢ ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¥¬¥ ® ¬ ¦®à¨à®¢ -

®¬ ¯à®¤®«¦¥¨¨ «¨¥©®£® äãªæ¨® «  ¬®¦® à¥ «¨§®¢ âì ¯à¨æ¨¯ � â®à®¢¨ç ,

â. ¥. § ¬¥¨âì ¢ â¥®à¥¬¥ �   | �  å  ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ ç¨á«  í«¥¬¥â ¬¨ ¯à®¨§¢®«ì-

®£® K-¯à®áâà áâ¢ ,   «¨¥©ë¥ äãªæ¨® «ë | «¨¥©ë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨ á® § -

ç¥¨ï¬¨ ¢ â ª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. � ¦® ¯®¤ç¥àªãâì, çâ® ¢ ª« áá¥ ã¯®àï¤®ç¥ëå

¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢ å â®«ìª® K-¯à®áâà áâ¢  ®¡« ¤ îâ â ª¨¬ á¢®©áâ¢®¬. �®ç¥¥,

¨¬¥¥â ¬¥áâ® â ª¦¥ ®¡à é¥¨¥ â¥®à¥¬ë �   | �  å  | � â®à®¢¨ç , ¯®«ãç¥®¥

§ ç¨â¥«ì® ¯®§¦¥, á¬.,  ¯à¨¬¥à [1, 37].

4.2. �¥®à¥¬  �® ©á  |�¨«ì¢¥à¬  | �ã. � ¦¤®¥ ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¢¥ªâ®à-

®¥ ¯à®áâà áâ¢®, ¤®¯ãáª îé¥¥ ¬ ¦®à¨à®¢ ®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢,

¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯à®áâà áâ¢® � â®à®¢¨ç .

� ¤ ç¥ ¬ ¦®à¨à®¢ ®£® ¯à®¤®«¦¥¨¥ ®¯¥à â®à  ¯®á¢ïé¥  ®¡è¨à ï «¨â¥à âã-

à ; ¨áâ®à¨î ¢®¯à®á  ¨ ®¡§®à à §«¨çëå  á¯¥ªâ®¢ ¬®¦®  ©â¨ ¢ [37, 53, 61].

5. �à®áâà áâ¢  �  å  | � â®à®¢¨ç 

� á¢ï§¨ á § ¤ ç ¬¨ ¯à¨ª« ¤®£® å à ªâ¥à  �. �. � â®à®¢¨ç ¢ 1936 £®¤ã ¢¢®-

¤¨â ¯®ïâ¨¥  ¡áâà ªâ® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢ , â. ¥. ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ-
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¢ , ®à¬¨à®¢ ®£® í«¥¬¥â ¬¨ K-¯à®áâà áâ¢® [21]. �®«ë¥ ¯®  ¡áâà ªâ®© ®à-

¬¥ ¯à®áâà áâ¢  áâ «¨  §ë¢ âì ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ â¨¯  BK . �¢¥¤¥¨¥ â ª¨å ¯à®áâ-

à áâ¢ ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¥é¥ ®¤® ¯à®ï¢«¥¨¥ í¢à¨áâ¨ç¥áª®£® ¯à¨æ¨¯  � -

â®à®¢¨ç . �¥áª®«ìª® à ìè¥ �. �ãà¥¯  [60] à áá¬ âà¨¢ « ýespaces pseudodistanci�esþ,

â. ¥. ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥âà¨ª®©, ¯à¨¨¬ îé¥© § ç¥¨ï ¨§ ã¯®àï¤®ç¥®£® ¢¥ªâ®à®£®

¯à®áâà áâ¢ . �¥à¢ë¥ ¯à¨¬¥¥¨ï ¢¥ªâ®àëå ®à¬ ¨ ¬¥âà¨ª ¡ë«¨ á¢ï§ ë á ¬¥â®-

¤®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¯à¨¡«¨¦¥¨© ¢ ç¨á«¥®¬   «¨§¥, á¬. [21, 28, 30, 59, 70]. �

¯®á«¥¤ãîé¥¬ ¯®ï¢¨«¨áì ¨ ¤àã£¨¥ ¯à¨¬¥¥¨ï ¢¥ªâ®àëå ®à¬, á¬.,  ¯à¨¬¥à, [1, 8,

36].

� ª¨¬ ®¡à §®¬ á ¬® ¢¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢ â¨¯  BK ¨«¨, ª ª â¥¯¥àì £®¢®àïâ,

¯à®áâà áâ¢ �  å  | � â®à®¢¨ç , ¨¬¥«® ª ª  ¡áâà ªâë¥ ª®à¨, â ª ¨ ®á®¢ -

â¥«ìãî ¯à¨ª« ¤ãî ¬®â¨¢ æ¨î. �¥â®¤ ¬ ¦®à â, ¢ ®¡é¥© ä®à¬¥ ¯®áâà®¥ë© �¥®-

¨¤®¬ �¨â «ì¥¢¨ç¥¬ ¢ ¯à®áâà áâ¢ å �  å  | � â®à®¢¨ç , ¯®«ãç¨« áãé¥áâ¢¥®¥

à §¢¨â¨¥ ª ª ¢ ¥£® á®¡áâ¢¥ëå ¨áá«¥¤®¢ ¨ïå, â ª ¨ ¢ à ¡®â å ¥£® ãç¥¨ª®¢ ¨ ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«¥©, ¨ § ï« ¢¨¤®¥ ¬¥áâ® ¢  àá¥ «¥ â¥®à¥â¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢ ¢ëç¨á«¨â¥«ì®©

¬ â¥¬ â¨ª¨.

� áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® X ¨ ¢¥é¥áâ¢¥ãî ¢¥ªâ®àãî à¥è¥âªã E.

(�á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¢¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨ áç¨â ¥¬  àå¨¬¥¤®¢ë¬¨.) �â®¡à ¦¥¨¥ � :

X ! E+ ¨¬¥ãîâ ¢¥ªâ®à®© (E-§ ç®©) ®à¬®©, ¥á«¨ ®® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬

 ªá¨®¬ ¬:

(1) x = 0 () x = 0 (x 2 X);

(2) �x = j�j x (� 2 R, x 2 X);

(3) x+ y 6 x + y (x; y 2 X).

�¥ªâ®àãî ®à¬ã  §ë¢ îâ à §«®¦¨¬®© ¨«¨ ®à¬®© � â®à®¢¨ç , ¥á«¨

(4) ¤«ï «î¡ëå e1; e2 2 E+ ¨ x 2 X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å á®®â®è¥¨î x =

e1 + e2, áãé¥áâ¢ãîâ x1; x2 2 X â ª¨¥, çâ® x = x1 + x2 ¨ xk = ek (k := 1; 2).

�à®©ªã
�
X; � ; E

� �
¨«¨, ¯à®é¥, (X;E),

�
X; �

�
¨«¨ X, ®¯ãáª ï ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥¬ë¥

¯ à ¬¥âàë
�
 §®¢¥¬ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ ( ¤ E), ¥á«¨ � |

íâ® E-§ ç ï ®à¬    ¢¥ªâ®à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ X. �á«¨ ¢¥ªâ®à ï ®à¬  � à §-

«®¦¨¬ , â® ¯à®áâà áâ¢® X â ª¦¥  §ë¢ îâ à §«®¦¨¬ë¬. �¥âì (x�) ¢ X  §ë-

¢ îâ bo-äã¤ ¬¥â «ì®©, ¥á«¨ á¥âì ( x� � x� )(�;�)2A�A ¯®àï¤ª®¢® áå®¤¨âáï ª ã-

«î. �¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® X  §ë¢ îâ bo-¯®«ë¬ ¥á«¨ ¢áïª ï bo-

äã¤ ¬¥â «ì ï á¥âì ¢ ¥¬ bo-áå®¤¨âáï ª í«¥¬¥âã íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . � §«®¦¨¬®¥

bo-¯®«®¥ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¯à¨ïâ®  §ë¢ âì ¯à®áâà áâ¢®¬

�  å  | � â®à®¢¨ç .

�â®¨â ¯®¤ç¥àªãâì, çâ® ¨¬¥® ¢ áâ âì¥ �. �. � â®à®¢¨ç  [18] ¢¯¥à¢ë¥ ¯®ï¢¨« áì

¥®¡ëç ï  ªá¨®¬  à §«®¦¨¬®áâ¨ ¤«ï ¢¥ªâ®à®© ®à¬ë. � ¯®á«¥¤ãîé¨å ¨áá«¥¤®¢ -

¨ïå ¤àã£¨å  ¢â®à®¢ íâ   ªá¨®¬  ç áâ® ®¯ãáª « áì ª ª ¥áãé¥áâ¢¥ ï. �«ã¡®ª¨©

á¬ëá« íâ®© ¡ë« ®¡ àã¦¥ ¢ á¢ï§¨ á ¡ã«¥¢®§ çë¬   «¨§®¬ (á¬. [35, 36]).

6. �¥®à¨ï à¥£ã«ïàëå ®¯¥à â®à®¢

�¤®¢à¥¬¥® á ¢¢¥¤¥¨¥¬ K-¯à®áâà áâ¢ �. �. � â®à®¢¨ç¥¬ ¡ë«¨ § «®¦¥ë

®á®¢ë â¥®à¨¨ à¥£ã«ïàëå ®¯¥à â®à®¢. �â® ¡ë«® á¤¥« ® ¢ à ¡®â¥ [18] 1936 £®-

¤ , ¢ ª®â®à®© ¢¯¥à¢ë¥ ¯®ï¢¨«¨áì ¯®àï¤ª®¢®¥ ¨áç¨á«¥¨¥ à¥£ã«ïàëå ®¯¥à â®à®¢ ¢

K-¯à®áâà áâ¢ å ¨ § ¬¥¨â ï â¥®à¥¬  �¨áá  | � â®à®¢¨ç . �. �¨áá [68] ¢ á¢®-

¥¬ § ¬¥¨â®¬ ¤®ª« ¤¥   �¥¦¤ã à®¤®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¬ ª®£à¥áá¥ ¢ �®«®ì¥ ¢
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1928 £®¤ã áä®à¬ã«¨à®¢ «   «®£¨ç®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤«ï ç áâ®£® á«ãç ï ¯à®áâà áâ-

¢  ¥¯à¥àë¢ëå «¨¥©ëå äãªæ¨® «®¢   ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥ C[a; b], ¢¯¨á ¢ â¥¬

á ¬ë¬ á¢®¥ ¨¬ï ¢ ç¨á«® ®á®¢ â¥«¥© â¥®à¨¨ ã¯®àï¤®ç¥ëå ¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢.

�. �. � â®à®¢¨ç ãá¨«¨« ãª § ë© à¥§ã«ìâ â �. �¨áá  ¢ ¤¢ãå ®â®è¥¨ïå: ¢®-¯¥à¢ëå

¯à®áâà áâ¢® C[a; b] § ¬¥¨«   ¯à®¨§¢®«ìãî ¢¥ªâ®àãî à¥è¥âªã,   ¢®-¢â®àëå äãª-

æ¨® «ë § ¬¥¨« ®¯¥à â®à ¬¨ á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ K-¯à®áâà áâ¢¥. �â ª,

§¤¥áì ¢®¢ì áà ¡®â « í¢à¨áâ¨ç¥áª¨© ¯à¨æ¨¯ � â®à®¢¨ç .

�¨¥©ë© ®¯¥à â®à T ¨§ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E ¢ ¢¥ªâ®àãî à¥è¥âªã F  §ë¢ îâ

¯®«®¦¨â¥«ìë¬, ¥á«¨ 0 6 Tx ¤«ï ¢á¥å 0 6 x 2 E. �¯¥à â®à  §ë¢ îâ à¥£ã«ïàë¬,

¥á«¨ ® ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ à §®áâ¨ ¤¢ãå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ®¯¥à â®à®¢. �®¢®àïâ, çâ®

®¯¥à â®à T : E ! F ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥, ¥á«¨ ®¡à § T ([a; b]) ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®àï¤ª®-

¢®£® ®âà¥§ª  [a; b] � E á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¥ª®â®à®¬ ¯®àï¤ª®¢®¬ ®âà¥§ª¥ ¢ F . (� ¯®¬¨¬,

çâ® [a; b] := fx 2 E : a 6 x 6 bg.) �®¦¥áâ¢  ¢á¥å à¥£ã«ïàëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ ¯®àï¤ª®¢®

®£à ¨ç¥ëå ®¯¥à â®à®¢ ®¡®§ ç îâ á®®â¢¥âáâ¢¥® á¨¬¢®« ¬¨ L�r (E;F ) ¨ L
�(E;F ).

�ç¥¢¨¤®, çâ® L�r (E;F ) � L�(E;F ), ¯à¨ç¥¬ íâ® ¢ª«îç¥¨¥ ¬®¦¥â ®ª § âìáï áâà®£¨¬.

�¤ ª®, ¥á«¨ E | K-¯à®áâà áâ¢®, â® L�r (E;F ) = L�(E;F ), ª ª íâ® «¥£ª® ¢ë¢®¤¨âáï

¨§ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë.

6.1. �¥®à¥¬  �¨áá  | � â®à®¢¨ç . �ãáâì E | ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª ,   F |

¥ª®â®à®¥ K-¯à®áâà áâ¢®. �®£¤ , ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ëå ®¯¥à -

â®à®¢ L�(E;F ), ã¯®àï¤®ç¥®¥ ª®ãá®¬ ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå ®¯¥à â®à®¢ L+(E;F ),

ï¢«ï¥âáï K-¯à®áâà áâ¢®¬.

�®«¥¥ â®£®, ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë 6.1 ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ï¢ë¥ ä®à¬ã«ë ¢ëç¨á«¥¨ï ¬®-

¤ã«ï ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®£® ®¯¥à â®à , áã¯à¥¬ã¬  ¨ ¨ä¨¬ã¬  «î¡®£® ¯®àï¤ª®¢®

®£à ¨ç¥®£® á¥¬¥©áâ¢  ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ â.¤. �®¢®ªã¯®áâì

â ª¨å ä®à¬ã« ¯à¨ïâ®  §ë¢ âì ¨áç¨á«¥¨¥¬ à¥£ã«ïàëå ®¯¥à â®à®¢.

�¥®à¥¬  6.1 ãáâ ®¢«¥  �. �. � â®à®¢¨ç¥¬ ¢ [18]. � ¯®á«¥¤ãîé¨å à ¡®â å

�. �. � â®à®¢¨ç  ¨ ¬®£®ç¨á«¥ëå ¥£® ¯®á«¥¤®¢ â¥«¥© ¡ë«® ¤ ® á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª®¥

¯®áâà®¥¨¥ â¥®à¨¨ à¥£ã«ïàëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ à §®®¡à §ë¥ ¯à¨«®¦¥¨ï ª ¢®¯à®á ¬

â¥®à¨¨ äãªæ¨© ¨ äãªæ¨® «ì®£®   «¨§ . �¥®à¨¨ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ëå ¨ ¯®-

«®¦¨â¥«ìëå ®¯¥à â®à®¢ ¯®á¢ïé¥® ¡®«ìè®¥ ç¨á«® ¬®®£à ä¨© (á¬. [1, 8, 27, 28, 33,

34, 36, 50, 61, 69, 71, 74]). �â¬¥â¨¬ â ª¦¥ ®¡§®àë¥ áâ âì¨ [3, 4], ¢ ª®â®àëå ¨¬¥¥âáï

¡®£ â ï ¡¨¡«¨®£à ä¨ï.

�®¦¥â á«®¦¨âáï ¢¯¥ç â«¥¨¥, çâ® í¢à¨áâ¨ç¥áª¨© ¯à¨æ¨¯ � â®à®¢¨ç  áà ¡ -

âë¢ ¥â  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨. �¤ ª® íâ® ¥ â ª. �¬¥îâáï á¨âã æ¨¨, ª®£¤  § ¬¥  ¯®«ï

¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥« ¯à®¨§¢®«ìë¬ K-¯à®áâà áâ¢®¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¯®çâ¨ ¤®á«®¢ë¬

¯®¢â®à¥¨¥¬ ã¦¥  ©¤¥ëå ¤®ª § â¥«ìáâ¢. �® ç é¥ â ª ï § ¬¥  âà¥¡ã¥â ¨§®é-

à¥ëå à ááã¦¤¥¨©,   ¢ ¥ª®â®àëå á«ãç ïå ¯à¨æ¨¯ ¯¥à¥®á  ¤ ¦¥ ¨ ¥¢¥à  ¡¥§

¤®¯®«¨â¥«ìëå ®£à ¨ç¥¨©   à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ K-¯à®áâà áâ¢®. � ª ®¡áâ®¨â ¤¥«®,

 ¯à¨¬¥à, á ¯à®¡«¥¬®© ¯à®¤®«¦¥¨ï ¯®«®¦¨â¥«ì®£® ®¯¥à â®à  ¯® ¯®àï¤ª®¢®© ¥¯à¥-

àë¢®áâ¨. �«ï äãªæ¨® «®¢ â ª®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ áâà®¨âáï ¯® áå¥¬¥ � ¨í«ï | �â®ã-

  ¯®áâà®¥¨ï ¨â¥£à «  �¥¡¥£ . �® ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥

íâ®â à¥§ã«ìâ â ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï «¨èì ¯à¨ ¤®¯®«¨â¥«ì®¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨.

�®«®¦¨¬ � := N
N | ®¡®§ ç ¥â ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥¨© ¨§ N ¢ N. �à®áâ-

à áâ¢® � â®à®¢¨ç  E  §ë¢ îâ á« ¡® �-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ¯®àï¤ª®-

¢® ®£à ¨ç¥®© ¤¢®©®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (em;n)m;n2N ¢ E â ª®©, çâ® em;n+1 6 em;n
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¤«ï ¢á¥å m;n 2 N, ¢ë¯®«ï¥âáï

sup
m2N

inf
n2N

em;n = inf
'2�

sup
m2N

em;'(m);

�âáë« ï ª [61] ¤«ï ¤¥â «ì®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¨ ¨áâ®à¨ç¥áª¨å ª®¬¬¥â à¨©, ®£à ¨-

ç¨¬áï ä®à¬ã«¨à®¢ª®© á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë, ¯¥à¢ë© ¢ à¨ â ª®â®à®© ¡ë« ãáâ ®¢«¥

¢ [58].

6.2. �¥®à¥¬  � â®à®¢¨ç  | � ªè¥©  | � ââ¥á  | � ©â . �à®áâ-

à áâ¢® � â®à®¢¨ç  F ¤®¯ãáª ¥â ¯à®¤®«¦¥¨¥ á¥ª¢¥æ¨ «ì® o-¥¯à¥àë¢ëå ®¯¥-

à â®à®¢ ¯® áå¥¬¥ � ¨í«ï | �â®ã  ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ®® á« ¡®

�-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®.

7. �¥®à¨ï ¬ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢

� à ªâ¥à®¥ ¤«ï â¢®àç¥áâ¢  �. �. � â®à®¢¨ç  à §®®¡à §¨¥ ¨â¥à¥á®¢ á®ç¥â ¥â-

áï á ¨¤¥©®© æ¥«®áâ®áâìî. �¥ã¤¨¢¨â¥«ì® ¯®íâ®¬ã, çâ® ã¦¥ ¢ á¢®¨å à ¨å à ¡®â å

�. �. � â®à®¢¨ç ®¡à é ¥âáï ª ¯à¨«®¦¥¨ï¬ â¥®à¨¨ ¯®«ãã¯®àï¤®ç¥ëå ¯à®áâà áâ¢

¢ ç¨á«¥ëå ¬¥â®¤ å. � ¯à¥¤«®¦¨« ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨©  ¯¯ à â, ¢ à ¬ª å ª®â®à®£® ¬¥-

â®¤ ¬ ¦®à â, ¢®áå®¤ïé¨© ª �®è¨, ®¡à¥â ¥â á¢®î ¥áâ¥áâ¢¥ãî ¨ § ª®ç¥ãî ä®à¬ã.

�«ï íâ®© æ¥«¨ ¨¬ ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥ë äã¤ ¬¥â «ìë¥ ¯®ïâ¨ï ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ-

¢ , ®à¬¨à®¢ ®£® í«¥¬¥â ¬¨ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨, ¨ «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ¢ â ª¨å

¯à®áâà áâ¢ å, ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® «¨¥©ë¬ ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ ¨«¨ áã¡«¨¥©ë¬ ¢®§à á-

â îé¨¬ ®¯¥à â®à®¬ [18, 21, 22, 59]. � §¢¨â¨¥ íâ®£®  ¯à ¢«¥¨ï ¨¬¥«® ¤¢®ïªãî ¬®-

â¨¢¨à®¢ªã | â¥®à¥â¨ç¥áªãî, ®¡ãá«®¢«¥ãî à §¢¨â¨¥¬ ®¡é¥© â¥®à¨¨ ®¯¥à â®à®¢ ¢

K-¯à®áâà áâ¢ å (á¬. [17, 18, 19, 20]) ¨ ¯à¨ª« ¤ãî, á¢ï§ ãî á ¯à¨¡«¨¦¥ë¬¨

¬¥â®¤ ¬¨   «¨§  (á¬. [21, 22, 59]).

�à¨¡«¨§¨â¥«ì® £®¢®àï, ¨¤¥î ¬ ¦®à¨à®¢ ¨ï ¬®¦® ¢ëà §¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à -

§®¬. �á«¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ®¯¥à â®à (¨«¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ãà ¢¥¨¥) ¬ ¦®à¨àã¥â-

áï ¤àã£¨¬ ®¯¥à â®à®¬ (ãà ¢¥¨¥¬),  §ë¢ ¥¬ë¬ ¬ ¦®à â®©, â® á¢®©áâ¢  ¯®á«¥¤¥©

¨¬¥îâ áãé¥áâ¢¥®¥ ¢«¨ï¨¥   á¢®©áâ¢  ¨áå®¤®£® ®¯¥à â®à  (ãà ¢¥¨ï). � ª¨¬

®¡à §®¬, ®¯¥à â®àë ¨«¨ ãà ¢¥¨ï, ¨¬¥îé¨¥ ýå®à®è¨¥þ ¬ ¦®à âë, ¤®«¦ë ¨¬¥âì

ýå®à®è¨¥þ á¢®©áâ¢ . �¤¥©ãî áâ®à®ã á¢®¥£® ¯®¤å®¤  �¥®¨¤ �¨â «ì¥¢¨ç ®¯¨áë¢ ¥â

¢ § ¬¥âª¥ 1936 £®¤  [21] á«¥¤ãîé¨¬¨ á«®¢ ¬¨:

ý�à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï à¥è¥¨ï à §«¨çëå ª« áá®¢ äãªæ¨® «ì-

ëå ãà ¢¥¨© ¢   «¨§¥ ¢¥áì¬  ç áâ® ¯à¨¬¥ï¥âáï á¯®á®¡ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¯à¨¡«¨-

¦¥¨©; ¯à¨ íâ®¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® áå®¤¨¬®áâ¨ íâ¨å ¯à¨¡«¨¦¥¨© ®á®¢ë¢ ¥âáï   â®¬,

çâ® ¤ ®¥ ãà ¢¥¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¬ ¦®à¨à®¢ ® ¥ª®â®àë¬ ãà ¢¥¨¥¬ ¯à®áâ®£® ¢¨-

¤ . � ª®£® à®¤  ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢áâà¥ç îâáï ¢ â¥®à¨¨ ¡¥áª®¥çëå á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå

ãà ¢¥¨© ¨ ¢ â¥®à¨¨ ¨â¥£à «ìëå ¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨©. � áá¬®âà¥¨¥

¯®«ãã¯®àï¤®ç¥ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨ ®¯¥à æ¨© ¢ ¨å ¯®§¢®«ï¥â á ¡®«ìè®© «¥£ª®áâìî à §-

¢¨âì ¢  ¡áâà ªâ®© ä®à¬¥ ¯®«ãî â¥®à¨î äãªæ¨® «ìëå ãà ¢¥¨© ã¯®¬ïãâ®£®

¢¨¤ þ.

� ¯®á«¥¤ãîé¨¥ £®¤ë ¬®£¨¥  ¢â®àë ¨§ãç «¨ à §«¨çë¥ ç áâë¥ á«ãç ¨ à¥è¥-

â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨ ª« ááë ¬ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢. �¤ ª® íâ¨

¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¯à®¢®¤¨«¨áì ¢ à ¬ª å ¨ ¢ ¤ãå¥ â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå ¨ ®à¬¨à®¢ ëå à¥-

è¥â®ª. �¥§ ¯à¥ã¢¥«¨ç¥¨ï ¬®¦® áª § âì, çâ® ¬ ¦®à¨àã¥¬ë¥ ®¯¥à â®àë ª ª á ¬®á-

â®ïâ¥«ìë© ®¡ê¥ªâ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï   ¯®«¢¥ª  ¢ë¯ «¨ ¨§ ¯®«ï §à¥¨ï á¯¥æ¨ «¨áâ®¢.
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�á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ¢ ¦¥©è¨¥ áâàãªâãàë¥ á¢®©áâ¢  ¬ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢ ¡ë«¨

¯®«ãç¥ë «¨èì ¢ ¯®á«¥¤¥¥ ¢à¥¬ï.

�ãáâì E ¨ F | ¢¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨. � áá¬®âà¨¬ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë©

¯à®áâà áâ¢  (X;E) ¨ (Y; F ). �®§ì¬¥¬ «¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : X ! Y ¨ ¯®«®¦¨-

â¥«ìë© ®¯¥à â®à S : E ! F . �á«¨ ¢ë¯®«¥® á®®â®è¥¨¥

Tx 6 S
�
x
�

(x 2 X);

â® £®¢®àïâ, çâ® S ¬ ¦®à¨àã¥â T ¨«¨ çâ® S ï¢«ï¥âáï ¬ ¦®à â®© ®¯¥à â®à  T . �

íâ®© á¨âã æ¨¨ ®¯¥à â®à T  §ë¢ îâ ¬ ¦®à¨àã¥¬ë¬.

7.1. �¥®à¥¬ . �ãáâì X | à §«®¦¨¬®¥ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®,

  Y | ¯à®áâà áâ¢® �  å  | � â®à®¢¨ç . �®£¤ , ª ¦¤ë© ¬ ¦®à¨àã¥¬ë© ®¯¥à â®à

T : X ! Y ¨¬¥¥â  ¨¬¥ìèãî ¬ ¦®à âã T 2 L�r (E;F ),   ¬®¦¥áâ¢® M(X;Y )

¬ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨§ X ¢ Y , á ¡¦¥®¥ L+(E;F )-§ ç®© ®à¬®© T 7! T ,

ï¢«ï¥âáï ¯à®áâà áâ¢®¬ �  å  | � â®à®¢¨ç .

�  ç «¥ 80-å £®¤®¢ ¢ â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ¯à®¨§®è«¨ ®¯à¥¤¥«¥ë¥ ª -

ç¥áâ¢¥ë¥ ¨§¬¥¥¨ï. �®§¨ª«¨ ®¢ë¥ ¬¥â®¤ë ¨áá«¥¤®¢ ¨ï, ®¡« áâì ¯à¨«®¦¥¨©

áãé¥áâ¢¥® à áè¨à¨« áì ¨ ®¡®£ â¨« áì. �à¨æ¨¯¨ «ì® ®¢ë¥ ¨¤¥¨ ¯à®¨ª«¨ ¨§

¤àã£¨å à §¤¥«®¢ ¬ â¥¬ â¨ª¨. �á¥ íâ® ¯à¨¢¥«® ª ¢®§¬®¦®áâ¨ ã£«ã¡«¥®£® ¨§ãç¥¨ï

¬ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ ª ä®à¬¨à®¢ ¨î á ¬®áâ®ïâ¥«ì®© â¥®à¨¨ ¬ ¦®à¨àã¥-

¬ëå ®¯¥à â®à®¢. �á®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë ® ¬ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à å ¨ à §®®¡à §ëå

¨å ¯à¨«®¦¥¨ïå, ¯®«ãç¥ë¥ ¢ ¯®á«¥¤¨¥ ¤¢ ¤æ âì «¥â ¨ ¤¥¬®áâà¨àãîé¨¥ ®¯à¥¤¥-

«¥ãî §à¥«®áâì â¥®à¨¨, ¨§«®¦¥ë ¢ ¬®®£à ä¨¨ [61], £¤¥ ¨¬¥îâáï â ª¦¥ ®¡è¨à ï

¡¨¡«¨®£à ä¨ï ¨ ¨áâ®à¨ç¥áª¨© ª®¬¬¥â à¨©.

8. �ã«¥¢®§ çë©   «¨§

� ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì ¢ëè¥, ¯à®áâà áâ¢  � â®à®¢¨ç  ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥ë ¢ 1935 £®¤ã

ª ª ¥ª®â®à®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ¯®ïâ¨ï ç¨á« . �¯ãáâï á®à®ª á «¨è¨¬ «¥â ®ª § «®áì, çâ®

¤¥©áâ¢¨â¥«ì® í«¥¬¥âë ¯à®áâà áâ¢  � â®à®¢¨ç  | áãâì ¡ã«¥¢®§ çë¥ ç¨á« . �®

áãé¥áâ¢ã á íâ®£® ä ªâ   ç¨ ¥âáï ®¢ ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï â¥®à¨ï | ¡ã«¥¢®§ çë©

  «¨§.

�ã«¥¢®§ çë¬   «¨§®¬  §ë¢ îâ à §¤¥« äãªæ¨® «ì®£®   «¨§ , ¨á¯®«ì§ã-

îé¨© á¯¥æ¨ «ìãî â¥®à¥â¨ª®-¬®¤¥«ìãî â¥å¨ªã | ¡ã«¥¢®§ çë¥ ¬®¤¥«¨ â¥®à¨¨

¬®¦¥áâ¢. �î¡®¯ëâ®, çâ® á®§¤ ¨¥ ¡ã«¥¢®§ çëå ¬®¤¥«¥© ¥ ¡ë«® á¢ï§ ® á â¥®à¨-

¥© ã¯®àï¤®ç¥ëå ¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢. �¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤«ï íâ®£® ï§ëª®¢ë¥ ¨ â¥å¨-

ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢  ®ª®ç â¥«ì® áä®à¬¨à®¢ «¨áì ¢ à ¬ª å ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¨ ã¦¥

ª 1960-¬ã £®¤ã. �¤ ª® ¢á�¥ ¥é�¥ ¥ ¡ë«® â®© £¥¥à «ì®© ¨¤¥¨, ª®â®à ï ¢¯®á«¥¤áâ¢¨¨

¢¤®åã«  ¦¨§ì ¢ á®§¤ ë© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨©  ¯¯ à â, ¯à¨¢¥«  ª ¡ãà®¬ã ¯à®£à¥ááã

¢ â¥®à¨¨ ¬®¤¥«¥©. � ª ï ¨¤¥ï ¯à¨è«  á ®âªàëâ¨¥¬ �. �¦. �®í , ãáâ ®¢¨¢è¥¬ ¢

1963 £®¤ã  ¡á®«îâãî ¥à §à¥è¨¬®áâì (á¬. ¨¦¥ ¯ à £à äë 9 ¨ 10) ª« áá¨ç¥áª®©

¯à®¡«¥¬ë ª®â¨ãã¬ . �¬¥® ¢ á¢ï§¨ á ®á¬ëá«¥¨¥¬ ¬¥â®¤  ä®àá¨£  �. �¦. �®í 

¢®§¨ª«¨ ¡ã«¥¢®§ çë¥ ¬®¤¥«¨ â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢, á®§¤ ¨¥ ª®â®àëå ¯à¨ïâ® á¢ï§ë-

¢ âì á ¨¬¥ ¬¨ �. �®¯¥ª¨, �. �ª®ââ  ¨ �. �®«®¢¥ï.

8.1. �ãáâì B | ä¨ªá¨à®¢  ï ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  á ¥¤¨¨æ¥© 1. �ã«¥¢®-

§ ç®© ¨â¥à¯à¥â æ¨¥© n-¬¥áâ®£® ¯à¥¤¨ª â  P   ª« áá¥ X  §ë¢ îâ ®â®¡à -

¦¥¨¥ R : Xn ! B. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® L | ï§ëª ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á ¯à¥¤¨ª -
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â ¬¨ P0; P1; : : : ; Pn,   R0; R1; : : : ; Rn | ä¨ªá¨à®¢ ë¥ ¡ã«¥¢®§ çë¥ ¨â¥à¯à¥â -

æ¨¨ íâ¨å ¯à¥¤¨ª â®¢   ª« áá X. �«ï ä®à¬ã«ë '(u1; : : : ; um) ï§ëª  L ¨ í«¥¬¥-

â®¢ x1; : : : ; xm 2 X ®¡ëç®© à¥ªãàá¨¥© ¯® ¤«¨¥ ä®à¬ã«ë ' ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®æ¥ª 

(¨áâ¨®áâ¨) [['(x1; : : : ; xm) ]] 2 B.

�«ï  â®¬ëå ä®à¬ã« ¯®« £ îâ

[[Pk(x1; : : : ; xm) ]] := Rk(x1; : : : ; xm):

�  è £ å ¨¤ãªæ¨¨ ¯à¨¬¥ïîâ ¯à ¢¨« :

[[' _  ]] := [[' ]] _ [[ ]];

[[' ^  ]] := [[' ]] ^ [[ ]];

[['!  ]] := [[' ]]) [[ ]];

[[:' ]] := [[' ]]�;

[[ (8x)' ]] :=
^
x2X

[['(x) ]];

[[ (9x)' ]] :=
_
x2X

[['(x) ]];

£¤¥ ¢ ¯à ¢ëå ç áâïå à ¢¥áâ¢ § ª¨ _;^;); ( � )�;
W
;
V
®¡®§ ç îâ ¡ã«¥¢ë ®¯¥à æ¨¨ ¢

B, ¯à¨ç¥¬ a) b := a� _ b.

�®¢®àïâ, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ '(x1; : : : ; xm), £¤¥ '(u1; : : : ; um) | ä®à¬ã« , a

x1; : : : ; xm 2 X ¨áâ¨® (¢¥à®, á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ â. ¯.) ¢  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥

X := (X;R0; : : : ; Rn), ¨ ¨á¯®«ì§ãîâ § ¯¨áì X j= '(x1; : : : ; xm), ¥á«¨ [['(x1; : : : ; xm) ]] = 1.

�á¥ «®£¨ç¥áª¨ ¨áâ¨ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¢¥àë ¢ X. �á«¨ ¯à¥¤¨ª â P0 ¥áâì à ¢¥áâ¢®,

â® âà¥¡ãîâ, çâ®¡ë ¢ B-á¨áâ¥¬¥ X := (X;=; R1; : : : ; Rn) ¢ë¯®«ï«¨áì  ªá¨®¬ë à ¢¥áâ-

¢ . �à¨ ¢ë¯®«¥¨¨ íâ®£® âà¥¡®¢ ¨ï ¢ B-á¨áâ¥¬¥ X ¡ã¤ãâ á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¢á¥ «®£¨ç¥á-

ª¨ ¨áâ¨ë¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï «®£¨ª¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á à ¢¥áâ¢®¬, ¢ëà §¨¬ë¥ ¢ ï§ëª¥

L := f=; P1; : : : ; Png.

8.2. � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¡ã«¥¢®§ çãî ¨â¥à¯à¥â æ¨î ï§ëª  â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢

�¥à¬¥«® | �à¥ª¥«ï á  ªá¨®¬®© ¢ë¡®à  (=ZFC)   ª« áá¥ X. � ¯®¬¨¬, çâ® ï§ëª

íâ®© â¥®à¨¨ L := f=;2g ¥áâì ï§ëª ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á ¤¢ã¬ï ¤¢ã¬¥áâë¬¨ ¯à¥¤¨ª â ¬¨

= ¨ 2. �â¥à¯à¥â æ¨¨ íâ¨å ¯à¥¤¨ª â®¢ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ [[ � = � ]] ¨ [[ � 2 � ]], á®®â¢¥âáâ-

¢¥®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, [[ � = � ]]; [[ � 2 � ]] : X �X ! B, ¯à¨ç¥¬

[[= (x; y) ]] = [[x = y ]]; [[2 (x; y) ]] = [[x 2 y ]] (x; y 2 X):

�®¦® ¯®ª § âì (á¬. [39, 38]), çâ® ¥á«¨ ª ®¯à¥¤¥«¥¨î B-á¨áâ¥¬ë ¤®¡ ¢¨âì ¥ª®-

â®àë¥ ¥áâ¥áâ¢¥ë¥ âà¥¡®¢ ¨ï (â¥å¨ç¥áª®£® å à ªâ¥à ), â® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï

(á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ ) B-á¨áâ¥¬  X := (X; [[ � = � ]]; [[ � 2 � ]]), ¢ ª®â®à®© á¯à -

¢¥¤«¨¢ë ¢á¥  ªá¨®¬ë (  § ç¨â ¨ ¢á¥ â¥®à¥¬ë) â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢ ZFC, â. ¥. â ª¨¥,

çâ® X j= ZFC. � ªãî B-á¨áâ¥¬ã  §ë¢ îâ ¡ã«¥¢®§ ç®© ¬®¤¥«ìî â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢

¨ ®¡®§ ç îâ á¨¬¢®«®¬ V(B) := (V(B); [[ � = � ]], [[ � 2 � ]]). �« áá V(B) ¯à¨ïâ® â ª¦¥

 §ë¢ âì ¡ã«¥¢®§ çë¬ ã¨¢¥àáã¬®¬.
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8.3. �«ï í«¥¬¥â  X 2 V(B) ¥£® á¯ãáª X# § ¤ ¥âáï ¯à ¢¨«®¬ X# := fx 2 V(B) :

[[x 2 X ]] = 1g.

�ãáâì f | ®â®¡à ¦¥¨¥ ¨§ X ¢ Y ¢ãâà¨ V(B). �â® ®§ ç ¥â, çâ® X;Y; f 2 V(B)

¨ ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® [[f : X ! Y ]] = 1. � íâ®© á¨âã æ¨¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥

®â®¡à ¦¥¨¥ g : X #! Y #, ¤«ï ª®â®à®£® [[f(x) = g(x)]] = 1 ¯à¨ ¢á¥å x 2 X #. �«ï

®â®¡à ¦¥¨ï g,  §ë¢ ¥¬®£® á¯ãáª®¬ ®â®¡à ¦¥¨ï f , ¯à¨ïâ® ®¡®§ ç¥¨¥ f #:= g.

�¯ãáª ®â®è¥¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï   «®£¨ç®.

�ã«¥¢®§ çë© áâ âãâ ¯®ïâ¨ï K-¯à®áâà áâ¢  ãáâ ®¢«¥ ¢  ç «¥ 70-å £®¤®¢

�. �. �®à¤®®¬, á¬ [10]. �á®¢®© ¥£® à¥§ã«ìâ â ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® «î¡®¥ à áè¨à¥®¥

K-¯à®áâà áâ¢® ¥áâì ¨â¥à¯à¥â æ¨ï ¯®«ï ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥« ¢ ¯®¤å®¤ïé¥© ¡ã«¥¢®-

§ ç®© ¬®¤¥«¨. �®ç¥¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ .

8.4. �¥®à¥¬  �®à¤® . �ãáâì B | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¨ R| ã¯®àï¤®ç¥®¥

¯®«¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« ¢ ¡ã«¥¢®§ ç®© ¬®¤¥«¨ V(B). �®£¤  R# (á® á¯ãé¥ë-

¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¨ ¯®àï¤ª®¬) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢®. �à¨

íâ®¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ � ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B   ¡ §ã P(R#) (= ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã

¯®àï¤ª®¢ëå ¯à®¥ªâ®à®¢ ¢ R#) â ª®©, çâ® á¯à ¢¥¤«¨¢ë íª¢¨¢ «¥â®áâ¨

�(b)x = �(b)y $ b 6 [[x = y ]];

�(b)x 6 �(b)y $ b 6 [[x 6 y ]]

¤«ï ¢á¥å x; y 2 R ¨ b 2 B.

�à¨ íâ®¬ ®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® «î¡ ï â¥®à¥¬  (¢ à ¬ª å  ªá¨®¬ â¨ª¨ �¥à¬¥«® |

�à¥ª¥«ï á  ªá¨®¬®© ¢ë¡®à ) ® ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á« å ¨¬¥¥â á¢®©   «®£ ¤«ï K-

¯à®áâà áâ¢  R#, ¯à¨ç¥¬ ¯¥à¥¢®¤ ®¤¨å â¥®à¥¬ ¢ ¤àã£¨¥ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯®áà¥¤áâ¢®¬

â®ç® ®¯à¥¤¥«�¥ëå áâ ¤ àâëå ¯à®æ¥¤ãà, â. ¥. ¯® áãâ¨ ¤¥« ,  «£®à¨â¬¨ç¥áª¨. �¥¬

á ¬ë¬ ãáâ ®¢ª  �. �. � â®à®¢¨ç  ýí«¥¬¥âëK-¯à®áâà áâ¢  áãâì ®¡®¡é�¥ë¥ ç¨á-

« þ ®¡à¥â ¥â ¢ ¡ã«¥¢®§ ç®¬   «¨§¥ ç�¥âªãî ¬ â¥¬ â¨ç¥áªãî ä®à¬ã«¨à®¢ªã. � ¤àã-

£®© áâ®à®ë, í¢à¨áâ¨ç¥áª¨© ¯à¨æ¨¯ ¯¥à¥®á , ¨£à ¢è¨© ¢á¯®¬®£ â¥«ìãî,  ¢®¤ï-

éãî à®«ì ¢® ¬®£¨å ¨áá«¥¤®¢ ¨ïå ¢ ¤®¡ã«¥¢®§ ç®© â¥®à¨¨ K-¯à®áâà áâ¢, ¯à¥¢à -

é ¥âáï ¢ à ¬ª å ¡ã«¥¢®§ ç®£®   «¨§  ¢ â®çë© ¨áá«¥¤®¢ â¥«ìáª¨© ¬¥â®¤.

�á«¨ ¢ â¥®à¥¬¥ �®à¤®  8.4 B | íâ® �- «£¥¡à  ¨§¬¥à¨¬ëå ¬®¦¥áâ¢ ¯® ¬®¤ã-

«î ¬®¦¥áâ¢ ¥ã«¥¢®© ¬¥àë �, â® R# ¨§®¬®àä® à áè¨à¥®¬ã K-¯à®áâà áâ¢ã

¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨© L0(�). �á«¨ B | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¯à®¥ªâ®à®¢ ¢ £¨«ì¡¥àâ®-

¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, â® R# ¨§®¬®àä® ¯à®áâà áâ¢ã â¥å á ¬®á®¯àï¦¥ëå ®¯¥à â®à®¢,

ã ª®â®àëå á¯¥ªâà «ì ï äãªæ¨ï ¤¥©áâ¢ã¥â ¢ B. �â¨ ¤¢  ç áâëå á«ãç ï â¥®à¥¬ë

�®à¤®  ¨â¥á¨¢® ¨ ¯«®¤®â¢®à® íªá¯«ã â¨à®¢ « �. � ª¥ãâ¨, á¬. [72],   â ª¦¥ ¡¨¡-

«¨®£à ä¨î ¢ [39]. �¡ê¥ªâR# ¤«ï ®¡é¨å ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à à áá¬®âà¥« â ª¦¥ �. �¥å [56],

¯¥à¥®âªàë¢ ¯® áãé¥áâ¢ã â¥®à¥¬ã �®à¤® . �â«¨ç¨¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¢ [56] (ª®¬¯«¥ª-

á®¥) à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® á ¥¤¨¨æ¥© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤àã£®© á¨áâ¥¬®©  ªá¨®¬

¨ ¨¬¥ã¥âáï ¯®«®© áâ®ã®¢®©  «£¥¡à®©. �®¤à®¡®¥ ¨§«®¦¥¨¥ â¥®à¨¨ ¡ã«¥¢®§ çëå

¬®¤¥«¥©,   â ª¦¥ à §®®¡à §ëå ¨å ¯à¨«®¦¥¨© ¬®¦®  ©â¨ ¢ [15, 39, 42, 51, 72, 73].

� «ì¥©è¥¥ à §¢¨â¨¥ ¡ã«¥¢®§ ç®£®   «¨§  ¯®ª § «®, çâ® ¯®¤®¡ë© ¯¥à¥¢®¤

(¯¥à¥®á, âà á«ïæ¨ï), ¨§£®â®¢«ïîé¨© ¨§ ¨§¢¥áâëå ä ªâ®¢ ®¢ë¥ â¥®à¥¬ë, ¢®§¬®-

¦¥ ¥ â®«ìª® ¤«ï K-¯à®áâà áâ¢, ® ¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¤«ï ¢á¥å ®¡ê¥ªâ®¢, â ª ¨«¨ ¨ ç¥

á ¨¬¨ á¢ï§ ë¬¨: ¤«ï ¯à®áâà áâ¢ â¨¯  BK , à §«¨çëå ª« áá®¢ «¨¥©ëå ¨ ¥«¨-

¥©ëå ®¯¥à â®à®¢, ®¯¥à â®àëå  «£¥¡à ¨ â. ¯. �â¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨æ¨¯ � â®à®¢¨ç 
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¤«ï ¯à®áâà áâ¢ â¨¯  BK (á â®ç®áâìî ¤® í«¥¬¥â àëå ®£®¢®à®ª) à¥ «¨§®¢  ¢ [36,

39] ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥.

8.5. �¥®à¥¬ . �«ï «î¡®£® à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  (X; p;E) áã-

é¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® «¨¥©®© ¨§®¬¥âà¨¨ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® X

¢ãâà¨ V(B), £¤¥ B ' B(p (X)??), ¤«ï ª®â®à®£® á¯ãáª X# ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ìë¬

à áè¨à¥¨¥¬ (X; p;E).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®áâà áâ¢® �  å  | � â®à®¢¨ç  ¤®¯ãáª ¥â ¯®£àã¦¥¨¥

¢ ¯®¤å®¤ïéãî ¡ã«¥¢®§ çãî ¬®¤¥«ì â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢, ¯à¥¢à é ïáì ¢ ¡  å®¢® ¯à®áâ-

à áâ¢®. � ç¥ £®¢®àï, ¯à®áâà áâ¢® â¨¯  BK | íâ® ¡ã«¥¢®§ ç ï ¨â¥à¯à¥â æ¨ï

¡  å®¢  ¯à®áâà áâ¢ . �à¨ íâ®¬ ¨¬¥® ¥®¡ëç ï, áç¨â ¢è ïáï  ¤ã¬ ®©  ªá¨®-

¬  à §«®¦¨¬®áâ¨ ®à¬ë, ¢¢¥¤¥ ï �. �. � â®à®¢¨ç¥¬, ¨ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¢®§¬®¦®áâì

â ª®£® ¯®£àã¦¥¨ï.

9. �®â¨ãã¬-¯à®¡«¥¬  � â®à 

� ¯à¨æ¨¯®¬ �. �. � â®à®¢¨ç  | ýí«¥¬¥âë K-¯à®áâà áâ¢  áãâì ®¡®¡é�¥ë¥

ç¨á« þ | ¯¥à¥ª«¨ª ¥âáï ®¤  ¨§ á ¬ëå ¤à ¬ â¨ç¥áª¨å áâà ¨æ ¬ â¥¬ â¨ª¨ XX áâ®-

«¥â¨ï, á¢ï§  ï á® § ¬¥¨â®© ¯à®¡«¥¬®© ª®â¨ãã¬ . �«îç¥¢ãî ¨¤¥î, «¥¦ éãî ¢

®á®¢¥ à¥è¥¨ï ª®â¨ãã¬-¯à®¡«¥¬ë, ¬®¦® ®á¬ëá«¨âì ª ª ¯®¨áª ®¡®¡é¥ëå ç¨á¥«

á¯¥æ¨ «ì®£® ¢¨¤ , ¯®á«¥ ç¥£® à¥è¥¨¥ ¯à®¡«¥¬ë ª®â¨ãã¬  á¢®¤¨âáï ª ¯®áâà®¥-

¨î á¯¥æ¨ä¨ç¥áª®£® ¬¨à  ¬®¦¥áâ¢ | ã¨¢¥àáã¬ . �®«¥¥ â®£®, ¢ íâ®¬ ã¨¢¥àáã¬¥

¨¬¥îâáï ¥ â®«ìª® ®¡®¡é¥ë¥ ç¨á« , ® ¨ ®¡®¡é¥ë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ®¡ê¥ªâë «î-

¡®© ¯à¨à®¤ë, áâ®«ì ¦¥ á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨¥, ª ª ¨ ®¡®¡é¥ë¥ ç¨á« . �ª § ®¥ ®¡áâ®ï-

â¥«ìáâ¢® (¡®«¥¥ ¢ëà §¨â¥«ì®, ® ¬¥¥¥ â®ç®) ¬®¦® ¢ëáª § âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

¢ ¥ª®â®àëå K-¯à®áâà áâ¢ å, í«¥¬¥âë ª®â®àëå à áá¬ âà¨¢ îâáï ª ª ®¡®¡é¥ë¥

ç¨á« ,  àãè ¥âáï £¨¯®â¥§  ª®â¨ãã¬ . � ª ï ¢ãâà¥ïï ¢§ ¨¬®á¢ï§ì ª®æ¥¯æ¨¨

K-¯à®áâà áâ¢  á ¯à®¡«¥¬®© ª®â¨ãã¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢¥áì¬  ¯à¨¬¥ç â¥«ì®©.

�¢  ¬®¦¥áâ¢  A ¨ B  §ë¢ îâ à ¢®¬®éë¬¨ ¨«¨ íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨ áã-

é¥áâ¢ã¥â ¢§ ¨¬®®¤®§ ç®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ®¤®£® ¨§ ¨å   ¤àã£®¥. �®¢®àïâ,çâ® ¬®-

¦¥áâ¢® A ¨¬¥¥â ¬®é®áâì ª®â¨ãã¬  ¨«¨ çâ® ®® ª®â¨ã «ì®, ¥á«¨ A íª¢¨¢ -

«¥â® ®âà¥§ªã ç¨á«®¢®© ¯àï¬®© [0; 1]. �¨¯®â¥§  ª®â¨ãã¬  ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® «î¡®¥

¡¥áª®¥ç®¥ ¥áç¥â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ®âà¥§ª  [0; 1] ª®â¨ã «ì®. ��à®¡«¥¬  ¦¥ ª®-

â¨ãã¬  á®áâ®¨â ¢ â®¬, ¢¥à  ¨«¨ ¥â £¨¯®â¥§  ª®â¨ãã¬ .

�®¦® ®£à ¨ç¨âáï â ª®© « ª®¨ç®© ä®à¬ã«¨à®¢ª®© ¯à®¡«¥¬ë ª®â¨ãã¬ , ®

â®£¤  ®áâ ¥âáï ¥ïáë¬, ¯®ç¥¬ã ®  ¯à¨¢«¥ª«  ¢¨¬ ¨¥ �. � â®à  ¨ ¯®ç¥¬ã â ª

¢®«®¢ «  ¬®£¨å ¬ â¥¬ â¨ª®¢ ¢¯«®âì ¤®  è¨å ¤¥©. �®íâ®¬ã ª®à®âª® ®¡®§ ç¨¬,

çâ® ª ª®â¨ãã¬-¯à®¡«¥¬¥ ¯à¨¢¥«  «®£¨ª  à §¢¨â¨ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£®   «¨§ .

�. � â®à®¬ ¯à¨è¥« ª ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¡¥áª®¥çëå ¬®¦¥áâ¢

¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¨§ãç¥¨ï ¬®¦¥áâ¢ áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤®¢ �ãàì¥, ª®â®àë¥ ª â®¬ã ¢à¥¬¥¨ è¨-

à®ª® áâ «¨ ¯à¨¬¥ïâìáï ¢ à §«¨çëå ¢®¯à®á å ¯à¨ª« ¤®© ¬ â¥¬ â¨ª¨. �. � â®à

¯¥à¢ë© áâ « à áá¬ âà¨¢ âì ¡¥áª®¥çë¥ ¬®¦¥áâ¢  ª ª  ªâã «ì® áãé¥áâ¢ãîé¨¥, £®-

â®¢ë¥ áãé®áâ¨. �¥¬ á ¬ë¬ ® ¯®à¢ « á ¬®£®¢¥ª®¢®© âà ¤¨æ¨¥©, á®£« á® ª®â®à®©

¤®¯ãáâ¨¬® «¨èì à ááã¦¤ âì ® ¯®â¥æ¨ «ì® ¡¥áª®¥ç®¬ ¬®¦¥áâ¢¥, â. ¥. ® ª®¥ç®©,

® ¥®£à ¨ç¥® à áâãé¥© á®¢®ªã¯®áâ¨.

� 1873 £®¤ã �. � â®à ¯®áâ ¢¨« § ¤ çã ª« áá¨ä¨ª æ¨¨  ªâã «ì® ¡¥áª®¥çëå

¬®¦¥áâ¢ ¯ãâ¥¬ ãáâ ®¢«¥¨ï ¢§ ¨¬®®¤®§ ç®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï ¬¥¦¤ã ¬®¦¥áâ¢ -

¬¨. �«¥¤ãï �. � â®àã, á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¬®¦¥áâ¢, à ¢®¬®éëå ¤ ®¬ã ¬®¦¥áâ-
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¢ã A,  §®¢¥¬ ª« áá®¬ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  ¨ ®¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ eA. �á®,
çâ® «î¡ë¥ ¤¢  ¬®¦¥áâ¢  ¨§ eA à ¢®¬®éë,   ¬®¦¥áâ¢  A0 2 eA ¨ B0 2 eB à ¢-

®¬®éë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A ¨ B íª¢¨¢ «¥âë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ A

¨ B ¥ à ¢®¬®éë, â® ª« ááë ¬®¦¥áâ¢ eA ¨ eB ¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å í«¥¬¥â®¢. � â¥®-

à¨¨ ¬®¦¥áâ¢ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¢ ª ¦¤®¬ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ eA ¬®¦® ¢ë¤¥«¨âì

¥¤¨áâ¢¥ë© ª ®¨ç¥áª¨© ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì (®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ Card(A)), ®¡« ¤ -

îé¨© á¢®©áâ¢®¬ âà §¨â¨¢®áâ¨. �®á«¥¤¥¥ ®§ ç ¥â, çâ® ª ¦¤ë© í«¥¬¥â Card(A)

ï¢«ï¥âáï â ª¦¥ ¨ ç áâìî Card(A).

�®¦¥áâ¢® Card(A)  §ë¢ ¥âáï ª à¤¨ «ìë¬ ç¨á«®¬ ¨«¨ ¬®é®áâìî ¬®¦¥áâ-

¢  A. �ãª¢®© c ¯à¨ïâ® ®¡®§ ç âì ¬®é®áâì ª®â¨ãã¬ , â. ¥. c := Card([0; 1]).

�®é®áâì ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å  âãà «ìëå ç¨á¥« ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ !0 (¢ ®¡®§ -

ç¥¨ïå � â®à  |  «¥ä-ã«ì | @0), â. ¥. !0 := Card(N). � à¤¨ «ì®¥ ç¨á«® !0
 §ë¢ îâ áç¥â®© ¬®é®áâìî. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬ £®¢®àïâ, çâ® ¬®¦¥áâ¢® A áç¥â-

®, ¥á«¨ Card(A) = !0 ¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥, ¬®¦¥áâ¢  A ¨ N íª¢¨¢ «¥âë. �á«¨ � |

¬®é®áâì ¬®¦¥áâ¢  A, â® á¨¬¢®«®¬ 2� ®¡®§ ç îâ ¬®é®áâì ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å ç áâ¥©

A, â. ¥. 2� := Card(P(A)).

� ª ª®¬ á¬ëá«¥ á«¥¤ã¥â ¯®¨¬ âì, çâ® ®¤® ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¡®«ìè¥ ¤àã-

£®£®? �â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¢ â¥à¬¨ å ª à¤¨ «ìëå ç¨á¥«. �á«¨ �

¨ � | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ª à¤¨ «ìë¥ ç¨á« , â® £®¢®àïâ çâ® � ¬¥ìè¥ �, ¥á«¨ � 2 �;

¯à¨ íâ®¬ ¯¨èãâ � < �. �«ï áà ¢¥¨ï ª à¤¨ «ìëå ç¨á¥« ¢ ¦®¥ § ç¥¨¥ ¨¬¥¥â

á«¥¤ãîé¨© ä ªâ áä®à¬ã«¨à®¢ ë© �. � â®à®¬ ¨ ¤®ª § ë© �. �¥àèâ¥©®¬.

9.1. �¥®à¥¬  � â®à  | �¥àèâ¥© . �á«¨ ¤¢  ¬®¦¥áâ¢  A ¨ B â ª®¢ë, çâ®

A íª¢¨¢ «¥â® ç áâ¨ B ¨ B íª¢¨¢ «¥â® ç áâ¨ A, â® A ¨ B íª¢¨¢ «¥âë. �ë¬¨

á«®¢ ¬¨, ¥á«¨ Card(A) 6 Card(B) ¨ Card(B) 6 Card(A), â® Card(A) = Card(B).

�¥¯¥àì áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¥áª®«ìª® à¥§ã«ìâ â®¢ �. � â®à , ¯à¨¢¥¤è¨¥ ¥£® ª £¨¯®-

â¥§¥ ª®â¨ãã¬ .

9.2. �¥®à¥¬  (� â®à, 1874). �¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï:

(1) ¬®é®áâì ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å ç áâ¥©  âãà «ì®£® àï¤  à ¢  ¬®é®áâ¨ ª®-

â¨ãã¬ ; á¨¬¢®«¨ç¥áª¨, c = 2!0 ;

(2) ¬®é®áâì ª®â¨ãã¬  ¡®«ìè¥ áç¥â®© ¬®é®áâ¨; á¨¬¢®«¨ç¥áª¨, c > !0;

(3) ¬®é®áâì ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å ç áâ¥© «î¡®£® ¬®¦¥áâ¢  ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¬®é®á-

â¨ � ¤ ®£® ¬®¦¥áâ¢  A; á¨¬¢®«¨ç¥áª¨, 2� > �.

� à¤¨ «ìë¥ ç¨á«  ®¡« ¤ îâ á«¥¤ãîé¨¬ § ¬¥ç â¥«ìë¬ á¢®©áâ¢®¬: «î¡®¥ ¥-

¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® ª à¤¨ «®¢ ¨¬¥¥â  ¨¬¥ìè¨© í«¥¬¥â. �à¨¬¥¨¬ íâ®â ä ªâ ª

¬®¦¥áâ¢ã K ª à¤¨ «®¢ �, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ¥à ¢¥áâ¢ ¬ !0 < � 6 2c. �®£« á®

áä®à¬ã«¨à®¢ ë¬ â¥®à¥¬ ¬ � â®à  ¡ã¤¥â c 2 K, ¯®íâ®¬ã K ¥¯ãáâ®. �«¥¤®¢ -

â¥«ì®, ¢ K áãé¥áâ¢ã¥â  ¨¬¥ìè¨© í«¥¬¥â, ª®â®àë© ¯à¨ïâ® ®¡®§ ç âì ç¥à¥§ !1
(ã � â®à  |  «¥ä-®¤¨ | @1). � ª ª ª !1 â ª¦¥ ¢å®¤¨â ¢ K, â® !0 < !1 6 2c.

� â® ¦¥ ¢à¥¬ï c 2 K, áâ «® ¡ëâì, c ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¬¥ìè¥  ¨¬¥ìè¥£® í«¥¬¥â 

¬®¦¥áâ¢  K, â. ¥. !1 6 c.

�§ íâ¨å à ááã¦¤¥¨© ¢¨¤®, çâ® §¤¥áì ¢®§¬®¦ë ¤¢  ¢§ ¨¬®¨áª«îç îé¨å á«ãç ï:

«¨¡® !1 = c = 2!0 , «¨¡® !0 < !1 < c = 2!0 . � íâ®© á¢ï§¨ ¨ ¢®§¨ª«¨ £¨¯®â¥§ 

ª®â¨ãã¬  ¨ ª« áá¨ç¥áª ï ¯à®¡«¥¬  ª®â¨ãã¬ .

9.3. �à®¡«¥¬  ª®â¨ãã¬ . �ãé¥áâ¢ãîâ «¨ ¬®é®áâ¨ �, ª®â®àë¥ ¡®«ìè¥ áç¥â-

®© ¬®é®áâ¨ ¨ ¬¥ìè¥ ¬®é®áâ¨ ª®â¨ãã¬ , â. ¥. â ª¨¥, çâ® !0 < � < c?
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9.4. �¨¯®â¥§  ª®â¨ãã¬ . �¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¬®é®áâ¨ ¡®«ìè¥© áç¥â®© ¬®é®á-

â¨ ¨ ®¤®¢à¥¬¥® ¬¥ìè¥© ¬®é®áâ¨ ª®â¨ãã¬ , â. ¥. !1 = 2!0 .

�¨¯®â¥§  ª®â¨ãã¬  ¡ë«  ¢¯¥à¢ë¥ ¢ëáª §   �. � â®à®¬ ¢ 1878 £®¤ã, á¬. [16].

� ¡ë« ã¡¥¦¤¥, çâ® ª®â¨ãã¬-£¨¯®â¥§  ï¢«ï¥âáï â¥®à¥¬®© ¨ ¤® ª®æ  ¦¨§¨ âé¥â®

¯ëâ «áï ¥¥ ¤®ª § âì. �® ¯à¨ íâ®¬ ® á®§¤ « ¬®éë© ¬¥â®¤ ª®«¨ç¥áâ¢¥®£®   «¨-

§  ¯®ïâ¨ï ¡¥áª®¥ç®áâ¨, ®âªàë¢ ¨áç¨á«¥¨¥ ¬®é®áâ¥© ¨ â¥®à¨î âà áä¨¨âëå

¯®àï¤ª®¢ëå ç¨á¥«, á¬. [14, 16, 43].

� 1900 £®¤ã ¢ � à¨¦¥   II �¥¦¤ã à®¤®¬ ª®£à¥áá¥ ¬ â¥¬ â¨ª®¢ ¢ëáâã¯¨« � -

¢¨¤ �¨«ì¡¥àâ á® á¢®¨¬ § ¬¥¨âë¬ ¤®ª« ¤®¬ ý� â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¯à®¡«¥¬ëþ. �à®¡«¥¬ 

ª®â¨ãã¬  ¡ë«  áä®à¬ã«¨à®¢   ¯¥à¢®© ¢ ¤®ª« ¤¥ �. �¨«ì¡¥àâ  (á¬. [44]). �áâ ¢ -

ïáì ¥à¥è¥®© ¤¥áïâ¨«¥â¨ï¬¨, ®  ¯®à®¦¤ «  £«ã¡®ª¨¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¢ ®á®¢ ¨ïå

¬ â¥¬ â¨ª¨, [15, 31, 51].

10. �¥§ ¢¨á¨¬®áâì ª®â¨ãã¬-£¨¯®â¥§ë

� ¦¥©è¨© ¨â®£ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¯®«ã¢¥ª®¢ëå ¨áá«¥¤®¢ ¨© ¯® ¯à®¡«¥¬¥ ª®â¨ãã¬ 

¬®¦® áä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª:

10.1. �¥®à¥¬ . �¨¯®â¥§  ª®â¨ãã¬  ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ ¤®ª §   ¨ ®¯à®¢¥à£ãâ 

¢ à ¬ª å â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢, â. ¥. £¨¯®â¥§  ª®â¨ãã¬  ï¢«ï¥âáï ¥§ ¢¨á¨¬®© â¥®à¥â¨ª®-

¬®¦¥áâ¢¥®©  ªá¨®¬®©.

�áâ®à¨ç¥áª¨ íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¡ë«® ãáâ ®¢«¥® ¢ ¤¢  íâ ¯ : ¢ 1939 £®¤ã �ãàâ

��e¤¥«ì [9] ãáâ ®¢¨«, çâ® £¨¯®â¥§  ª®â¨ãã¬  á®¢¬¥áâ  á  ªá¨®¬ ¬¨ â¥®à¨¨ ¬®-

¦¥áâ¢,   ¢ 1963 £®¤ã �®«ì �¦. �®í [31] ¤®ª § «, çâ® ®âà¨æ ¨¥ £¨¯®â¥§ë ª®â¨ãã¬ 

â ª¦¥ á®¢¬¥áâ® á  ªá¨®¬ ¬¨ â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢.

�¡  à¥§ã«ìâ â  ãáâ  ¢«¨¢ îâáï ¯ãâ¥¬ ¯®áâà®¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬®¤¥«¥©, â. ¥.

¯®áâà®¥¨¥¬ ã¨¢¥àáã¬  ¬®¦¥áâ¢ ¨ ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢ ¢ íâ®¬ ã¨¢¥à-

áã¬¥. �®¢®àï ® â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢, ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥¬  ªá¨®¬ â¨ç¥áªãî â¥®à¨î �¥à¬¥«® |

�à¥ª¥«ï, ¯à¨ç¥¬ ¬¨à ¬®¦¥áâ¢, £¤¥ à §¢®à ç¨¢ ¥âáï íâ  â¥®à¨ï,  §ë¢ îâ ã¨¢¥àáã-

¬®¬ ä® �¥©¬   V. �®¤å®¤ �ñ¤¥«ï ®á®¢    ¯®¤å®¤ïé¥¬ ýãá¥ç¥¨¨þ ã¨¢¥àáã¬ 

ä® �¥©¬  . �®ç¥¥ ® ¢¢®¤¨â ã¨¢¥àáã¬ ª®áâàãªâ¨¢ëå ¬®¦¥áâ¢ L, ï¢«ïîé¨©-

áï ç áâìî ã¨¢¥àáã¬  ä® �¥©¬  . � íâ®© æ¥«ìî ® ¢ë¤¥«¨« ¢®á¥¬ì â¥®à¥â¨ª®-

¬®¦¥áâ¢¥ëå ®¯¥à æ¨©,  §ë¢ ¥¬ëå ë¥ £�¥¤¥«¥¢ë¬¨. � ¯®¬¨¬, çâ® ã¨¢¥àáã¬

V áâà®¨âáï (âà áä¨¨â®©) ¨¤ãªæ¨¥©, ¯à¨ç¥¬   è £ å ¨¤ãªæ¨¨ ¤«ï ®¡à §®¢ ¨ï

®¢ëå ¬®¦¥áâ¢ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å ç áâ¥© P(X). �¨¢¥àáã¬ L áâà®¨âáï

â ª ¦¥, ª ª ¨ V, ®¤ ª®   ª ¦¤®¬ è £¥ ¨¤ãªæ¨¨ ¢¬¥áâ® P(X) ¡¥à¥âáï á®¢®ªã¯®áâì

Q(X) â¥å ç áâ¥© ¬®¦¥áâ¢  X, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥ë ¨§ X ¨ ¨§ ¬®¦¥áâ¢,

¢å®¤ïé¨å ¢ X, ¯ãâ¥¬ ¯à¨¬¥¥¨ï ¢®áì¬¨ £ñ¤¥«¥¢ëå ®¯¥à æ¨©. ��¥¤¥«ì ãáâ ®¢¨«, çâ®

ª®áâàãªâ¨¢ë¥ ¬®¦¥áâ¢  ®¡à §ãîâ ¬®¤¥«ì ¤«ï â¥®à¨¨ �¥à¬¥«® | �à¥ª¥«ï ¨ ¢

íâ®© ¬®¤¥«¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ª®â¨ãã¬-£¨¯®â¥§ . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®âà¨æ ¨¥ £¨¯®â¥§ë

ª®â¨ãã¬  ¥¤®ª §ã¥¬  ¢ â¥®à¨¨ �¥à¬¥«® | �à¥ª¥«ï (=ZF).

10.2. �¥®à¥¬  (�ñ¤¥«ì, 1939). �á«¨ â¥®à¨ï ¬®¦¥áâ¢ ZF ¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ , â®

â¥®à¨ï ZF+(V = L) â ª¦¥ ¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ . �¨¯®â¥§  ª®â¨ãã¬  ï¢«ï¥âáï â¥®à¥¬®©

â¥®à¨¨ ZF+(V = L).

�®¤å®¤ �®í  ¢ ¥ª®â®à®¬ á¬ëá«¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë¬: ® ®á®¢   

à áè¨à¥¨¨ ã¨¢¥àáã¬  ä® �¥©¬  , ® ¯à¨ íâ®¬ ®¢ë¥ ¬®¦¥áâ¢  ¤®¡ ¢«ïîâáï

á ¤®«¦®© ®áâ®à®¦®áâìî. �¥â®¤ �®í ,  §¢ ë© ä®àá¨£®¬, ¬®¦® ®¯¨á âì  
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ï§ëª¥ ¡ã«¥¢®§ ç®£®   «¨§ . �â® ®¡ àã¦¨«¨ �. �®¯¥ª , �. �ª®ââ ¨ �. �®«®¢í© ¢

1965 £®¤ã, á¬. [39, 51] .

�¥â®¤ ä®àá¨£  ¢ ¡ã«¥¢®§ ç®¬ ¢ à¨ â¥ á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ç áâ¥© | ®¡é¥© ¨

á¯¥æ¨ «ì®©. �¡é ï ç áâì | ª®áâàãªæ¨ï ¡ã«¥¢®§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬  V(B) ¨ ¨â¥à-

¯à¥â æ¨ï ¢ ¥¬ â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥ëå ãâ¢¥à¦¤¥¨©, ª ª íâ® ãª § ® ¢ 6.1 ¨ 6.2.

�¯¥æ¨ «ì ï ç áâì á®áâ®¨â ¢ ¯®áâà®¥¨¨ á¯¥æ¨ä¨ç¥áª®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B, ®¡¥á¯¥ç¨-

¢ îé¥© ã¦ë¥ á¢®©áâ¢  ¨§ãç ¥¬®£® ®¡ê¥ªâ . �ª § «®áì, çâ® ¬®¦® ¯®¤®¡à âì â ªãî

¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã B, çâ® ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¡ã«¥¢®§ ç®© ¬®¤¥«¨ V(B) ¢ë¯®«ï¥âáï

®âà¨æ ¨¥ £¨¯®â¥§ë ª®â¨ãã¬ : !1 6= 2!0 . � â® ¦¥ ¢à¥¬ï, á®£« á® ¡ã«¥¢®§ ç®¬ã

¯à¨æ¨¯ã ¯¥à¥®á , ¢ ¬®¤¥«¨ ¢ë¯®«ïîâáï ¢á¥  ªá¨®¬ë â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢ ZF. �âáî¤ 

¢ëâ¥ª ¥â âà¥¡ã¥¬ë© à¥§ã«ìâ â (¯®¤à®¡®áâ¨ á¬. [15, 31, 39, 51, 73]).

10.3. �¥®à¥¬  (�®í, 1963). �á«¨ â¥®à¨ï ¬®¦¥áâ¢ ZF ¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ , â® â¥®-

à¨ï ZF+(2!0 6= !1) â ª¦¥ ¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ .

11. �¥®à¥¬ë ® á®åà ¥¨¨ á®®â®è¥¨©

�¢à¨áâ¨ç¥áª¨© ¯à¨æ¨¯ ¯¥à¥®á , ¢ë¤¢¨ãâë© �. �. � â®à®¢¨ç¥¬ ¢ á¢ï§¨ á ª®-

æ¥¯æ¨¥©K-¯à®áâà áâ¢ ,  å®¤¨« ¯®§¦¥ ¬®£®ç¨á«¥ë¥ ¯®¤â¢¥à¦¤¥¨ï ¢ ¨áá«¥¤®¢ -

¨ïå ª ª á ¬®£®  ¢â®à  (á¬. [17, 18, 19, 20, 21, 22, 59]), â ª ¨ ¥£® ¯®á«¥¤®¢ â¥«¥©, á¬. [8,

28]. �¥ª®â®àë¥ ¨§ â ª¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ¡ë«¨ ¯à®¤¥¬®áâà¨à®¢ ë ¢ëè¥. �® áãé¥áâ¢ã

íâ®â ¯à¨æ¨¯ ®ª § «áï ®¤®© ¨§ â¥å áâ¥à¦¥¢ëå ¨¤¥©, ª®â®àë¥, ¨£à ï ®à£ ¨§ãî-

éãî à®«ì ¢ áâ ®¢«¥¨¨ ®¢®£®  ¯à ¢«¥¨ï, ¯à¨¢¥«¨, ¢ ª®¥ç®¬ ¨â®£¥, ª £«ã¡®ª®©

¨ ¨§ïé®© â¥®à¨¨ K-¯à®áâà áâ¢, ¡®£ â®© à §®®¡à §ë¬¨ ¯à¨«®¦¥¨ï¬¨. �¦¥ ¢  -

ç «ìë© ¯¥à¨®¤ à §¢¨â¨ï â¥®à¨¨ ¯à¥¤¯à¨¨¬ «¨áì ¯®¯ëâª¨ ä®à¬ «¨§ æ¨¨ ãª § -

ëå í¢à¨áâ¨ç¥áª¨å á®®¡à ¦¥¨©. �  íâ®¬ ¯ãâ¨ ¯®ï¢¨«¨áì â ª  §ë¢ ¥¬ë¥ â¥®à¥¬ë

® á®åà ¥¨¨ á®®â®è¥¨©, ª®â®àë¥ ãâ¢¥à¦¤ îâ, çâ® ¥á«¨ ¥ª®â®à®¥ ¢ëáª §ë¢ ¨¥,

¢ª«îç îé¥¥ ª®¥ç®¥ ç¨á«® äãªæ¨® «ìëå á®®â®è¥¨©, ¤®ª § ® ¤«ï ¢¥é¥áâ¢¥-

ëå ç¨á¥«, â®   «®£¨çë© ä ªâ  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ®ª §ë¢ ¥âáï ¢¥àë¬ ¨ ¤«ï í«¥¬¥â®¢

K-¯à®áâà áâ¢ . �ä®à¬ã«¨àã¥¬ ®¤¨ à¥§ã«ìâ â, ¯®«ãç¥ë© ¯®£¨¡è¥¬   äà®â¥

áâã¤¥â®¬ �. �. �¤¨ë¬ (á¬. [8, 28]).

11.1. �¥®à¥¬  �¤¨ . �ãáâì yi, zi (i = 1; 2; : : : ;m), u ¨ v | ª®¥çë¥ ¢ëà ¦¥-

¨ï, á®áâ ¢«¥ë¥ ¢  àå¨¬¥¤®¢®© ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥ X ¨§  à£ã¬¥â®¢ x1; x2; : : : ; xn.

�á«¨ ¢ ç áâ®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  X = R, â. ¥. ª®£¤  x1; x2; : : : ; xn | ¢¥é¥áâ¢¥ë¥

ç¨á« , ¢ë¯®«¥¨¥ ¤«ï ª ª¨å-¨¡ã¤ì § ç¥¨© x1; x2; : : : ; xn ¢á¥å à ¢¥áâ¢ yi = zi
(i = 1; 2; : : : ;m) ¢«¥ç¥â ¢ë¯®«¥¨¥ ¤«ï â¥å ¦¥ § ç¥¨© x1; x2; : : : ; xn à ¢¥áâ¢  u = v,

â® â ª®¥ ¦¥ § ª«îç¥¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ¢ «î¡®© ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥ X.

� â® ¦¥ ¢à¥¬ï ®áâ ¢ «áï á®¢¥àè¥® ¥ïáë¬ ¢ãâà¥¨© ¬¥å ¨§¬, ã¯à ¢«ïî-

é¨© ä¥®¬¥®¬ á®åà ¥¨ï á®®â®è¥¨©, £à ¨æë ¥£® ¯à¨¬¥¨¬®áâ¨,   â ª¦¥ ®¡é¨¥

¯à¨ç¨ë ¬®£¨å   «®£¨© ¨ ¯ à ««¥«¥© á ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¨¥© äãªæ¨©. �«ã¡¨ 

¨ ã¨¢¥àá «ì®áâì ¯à¨æ¨¯  � â®à®¢¨ç  ¡ë«¨ ®¡êïá¥ë ¢ à ¬ª å ¡ã«¥¢®§ ç®£®

  «¨§  (á¬. [12, 39]).

�«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¡ã«¥¢®§ ç®£® ¯à¨æ¨¯  ¯¥à¥®á  ¢¢¥¤¥¬ «®£¨ç¥áª¨© ï§ëª

L. �â®â ï§ëª á®áâ®¨â ¨§ á«¥¤ãîé¨å í«¥¬¥â®¢: 1) ¯¥à¥¬¥ë¥ x1; x2 : : : ; 2) äãªæ¨®-

 «ìë¥ ¯¥à¥¬¥ë¥ f1; f2; : : : (¯à¨ç¥¬ ª ¦¤®¬ã á¨¬¢®«ã fk ¯®áâ ¢«¥® ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥

ç¨á«® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯¥à¥¬¥ëå a(k) 2 N); 3) á¨¬¢®« �g ¤«ï ª ¦¤®© ¥¯à¥àë¢®© ¢¥-

é¥áâ¢¥®© äãªæ¨¨ g; 4) á¨¬¢®«ë ®â®è¥¨© = ¨ 6; 5) «®£¨ç¥áª¨¥ á¢ï§ª¨ ¨ ª¢ â®àë

¯® ¯¥à¥¬¥ë¬ ®¡®¨å á®àâ®¢.
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�¥à¬ë ï§ëª  L ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ¨¤ãªæ¨¨: ¯¥à¥¬¥ë¥ ï¢«ïîâáï â¥à¬ ¬¨; ¥á«¨

t1; : : : ; tn | â¥à¬ë   h | äãªæ¨® «ìë© á¨¬¢®« ¨§ 2) ¨«¨ 3), â® h(t1; : : : ; tn) |

â¥à¬. �®¦® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®© ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ g : Rn ! R áãé¥áâ¢ã¥â

¥¤¨áâ¢¥ë© í«¥¬¥â eg 2 V(B) â ª®©, çâ® [[eg : (R)n ! R]] = 1 ¨ [[eg(�^1 ; : : : ; �^n) =
g(�1; : : : ; �n)]] = 1 ¤«ï ¢á¥å �1; : : : ; �n 2 R. �á«¨ ¢ â¥à¬¥ t § ¬¥¨âì ª ¦¤ë© äãª-

æ¨® «ìë© á¨¬¢®« fk   ¯®à¤ïª®¢® ¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¨§ (R#)n ¢ R#, £¤¥

n = a(k),   äãªæ¨® «ìë© á¨¬¢®« �g |   eg#, â® ¯®«ãç¨âáï ¯®àï¤ª®¢® ¥¯à¥àë¢®¥
®â®¡à ¦¥¨¥, ª®â®à®¥ ®¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ t0. �á«¨ ¦¥ ¢ t § ¬¥¨âì äãªæ¨® «ìë©

á¨¬¢®« �g   eg,   ª ¦¤ë© äãªæ¨® «ìë© á¨¬¢®« fk   í«¥¬¥â ¨§ V
(B), ¨§®¡à ¦ -

îé¨© a(k)-¬¥áâãî ¥¯à¥àë¢ãî äãªæ¨î ¨§ Rn ¢ R, £¤¥ n = a(k), â® ¯®«ãç¨âáï

í«¥¬¥â V(B), ¨§®¡à ¦ îé¨© ¥¯à¥àë¢ãî äãªæ¨î. �â®â í«¥¬¥â ®¡®§ ç¨¬ á¨¬-

¢®«®¬ t00.

�«¥¬¥â àë¥ ä®à¬ã«ë ï§ëª  L ¨¬¥îâ ¢¨¤ t1 = t2 ¨ t1 6 t2, £¤¥ t1; t2| â¥à-

¬ë. �áâ «ìë¥ ä®à¬ã«ë áâà®ïâáï ¨§ í«¥¬¥â àëå ¯® ®¡ëçë¬ ¢ «®£¨ª¥ ¯à ¢¨« ¬.

�«ï «î¡®© ä®à¬ã«ë ' ï§ëª  L ®¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ '0 (¨«¨ '00) ä®à¬ã«ã, ¢ ª®â®à®©

ª ¦¤ë© â¥à¬ t § ¬¥¥   t0 (á®®â¢¥âáâ¢¥®   t00). �®à¬ã«ã ' ï§ëª  L  §®¢¥¬

®â¬¥ç¥®©, ¥á«¨ ¯à¥¤¢ à¥ ï ®à¬ «ì ï ä®à¬  ä®à¬ã«ë ' ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬:

¡¥áª¢ â®à ï ç áâì ¥áâì ª®êîªæ¨ï í«¥¬¥â àëå ä®à¬ã« ¨«¨ ¨å ®âà¨æ ¨©,   ¨§

ª¢ â®à®¢ ¯® äãªæ¨® «ìë¬ ¯¥à¥¬¥ë¬ ¤®¯ãáª ¥âáï â®«ìª® ª¢ â®à áãé¥áâ¢®¢ -

¨ï.

11.2. �¥®à¥¬  (�®à¤®, 1982). �ãáâì '(x1; : : : ; xm) ¨  (x1; : : : ; xm) | ä®à¬ã«ë

ï§ëª  L, ¥ á®¤¥à¦ é¨¥ á¢®¡®¤ëå äãªæ¨® «ìëå ¯¥à¥¬¥ëå, ¯à¨ç¥¬ ä®à¬ã« 

'(x1; : : : ; xm) ®â¬¥ç¥ ï. �á«¨ ¯à¥¤«®¦¥¨¥

(8x1; : : : ; xm) ('(x1; : : : ; xm) !  (x1; : : : ; xm))

¥áâì â¥®à¥¬  ZFC ® ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á« å, â® ¤«ï «î¡ëå y1; : : : ; ym 2 R# â ª¨å, çâ®

[[ 00(y1; : : : ; ym)]] = 1, ¯à¥¤«®¦¥¨¥ '0(y1; : : : ; ym) ¨áâ¨® ¢ R#.

�âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â,  ¯à¨¬¥à, ç áâ®áâ¨, çâ® ¢R# ¢áïª®¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ãà ¢¥¨¥

¥ç¥â®© áâ¥¯¥¨ á ®¡à â¨¬ë¬ áâ àè¨¬ ª®íää¨æ¨¥â®¬ ¨¬¥¥â ª®à¥ì.

12. K-¯à®áâà áâ¢  ¨ ¢ë¯ãª«ë©   «¨§

�¡áâà ªâë¥ ¨¤¥¨ �. �. � â®à®¢¨ç  ¢ ®¡« áâ¨ â¥®à¨¨ K-¯à®áâà áâ¢ ®ª § «¨áì,

ª ª íâ® ¨ ¯ à ¤®ªá «ì®, â¥á® á¢ï§ ë¬¨ á ¨¤¥ï¬¨ «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ -

¨ï ¨ ¯à¨¡«¨¦�¥ëå ¬¥â®¤®¢   «¨§ . �¡à é ïáì ª ¨¤¥©ë¬ ãáâ ®¢ª ¬ â¥®à¨¨

K-¯à®áâà áâ¢ ¢ ¯®á«¥¤¥© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© à ¡®â¥, ª®â®à ï ¡ë«  ®¯ã¡«¨ª®¢   ¯®-

á¬¥àâ® ¢ �¨¡¨àáª®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¬ ¦ãà «¥ ¨ ª®â®àãî �. �. � â®à®¢¨ç § ª ç¨-

¢ « ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯¥à¥¤ á¢®¥© ª®ç¨®©, ® ®â¬¥ç «:

ý�à¨ à §¢¨â¨¨ â¥®à¨¨ äãªæ¨® «ìëå ¯à®áâà áâ¢ ®¤  áâ®à®  à¥ «ì®©

¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ ®ª § « áì ¢ ¥©   ¥ª®â®à®¥ ¢à¥¬ï ã¯ãé¥®©. �«ï ¯à ªâ¨ç¥á-

ª¨å ®¡ê¥ªâ®¢,  àï¤ã á  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ¨ ¤àã£¨¬¨ á®®â®è¥¨ï¬¨, ¡®«ìè®¥ § ç¥-

¨¥ ¨¬¥¥â á®®â®è¥¨¥ áà ¢¥¨ï. �à®áâ®¥ áà ¢¥¨¥, ¨¬¥îé¥¥ ¬¥áâ® ¬¥¦¤ã ¢á¥¬¨

®¡ê¥ªâ ¬¨, ã¯®àï¤®ç¥¨¥, ¨¬¥¥â ®¡¥¤�¥ë© å à ªâ¥à,  ¯à¨¬¥à, ¬®¦® ¢á¥ ¢¨¤ë

ã¯®àï¤®ç¨âì ¯® ¨å ¢¥áã, ® íâ® ¬ «® çâ® ¤ �¥â. �®à §¤® ¡®«¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ï¢«ï¥âáï

ã¯®àï¤®ç¥¨¥, ª®â®à®¥ ¤«ï â¥å á«ãç ¥¢, ª®£¤  íâ® ¥áâ¥áâ¢¥®, ®® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨«¨

ä¨ªá¨àã¥âáï,   ¢ ¤àã£¨å á«ãç ïå ®áâ ¢«ï¥âáï ¥®¯à¥¤¥«�¥ë¬ (ç áâ¨ç®¥ ã¯®àï¤®-

ç¥¨¥ ¨«¨ ¯®«ãã¯®àï¤®ç¥¨¥). � ¯à¨¬¥à, ¤¢   ¡®à  ¯à®¤ãªâ®¢ ¥á®¬¥® á«¥¤ã¥â
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áç¨â âì áà ¢¨¬ë¬¨ ¨ ¯¥à¢ë© ¡®«ìè¨¬ ¢â®à®£®, ¥á«¨ ¢ �¥¬ ª ¦¤®£® ¯à®¤ãªâ  ¡®«ìè¥,

á®®â¢¥âáâ¢¥®, ç¥¬ ¢® ¢â®à®¬. �á«¨ ¦¥ ç áâì ¡®«ìè¥ ¢ ®¤®¬, ç áâì ¡®«ìè¥ ¢ ¤àã£®¬,

â® ¬®¦® áà ¢¥¨¥ ¥ ä¨ªá¨à®¢ âì. � ª ¢ á¢®�¥ ¢à¥¬ï ¡ë«  ¯®áâà®¥  â¥®à¨ï ¯®«ã-

ã¯®àï¤®ç¥ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, â¥®à¨ï K-¯à®áâà áâ¢, ®¯à¥¤¥«�¥ëå

¢ëè¥. �  ¯®«ãç¨«  à §®®¡à §ë¥ ¯à¨¬¥¥¨ï ª ª ¢ â¥®à¥â¨ç¥áª¨å ¢®¯à®á å   «¨-

§ , â ª ¨ ¢ ¯®áâà®¥¨¨ ¥ª®â®àëå ¯à¨ª« ¤ëå ¬¥â®¤®¢,  ¯à¨¬¥à, â¥®à¨¨ ¬ ¦®à â

¢ á¢ï§¨ á ¨â¥á¨¢ë¬ ¨§ãç¥¨¥¬ ¬¥â®¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¯à¨¡«¨¦¥¨©. � â® ¦¥

¢à¥¬ï ¯®«®áâìî ¥�¥ ¢®§¬®¦®áâ¨ ¤® á¨å ¯®à ¥é�¥ ¥ à áªàëâë. �¥¤®®æ¥¥® â ª¦¥

¨ § ç¥¨¥ íâ®© ¢¥â¢¨ äãªæ¨® «ì®£®   «¨§  ¤«ï íª®®¬¨ª¨. �¥¦¤ã â¥¬, ¢ íª®-

®¬¨ª¥ á®®â®è¥¨ï áà ¢¥¨ï ¨ á®¯®áâ ¢«¥¨ï ¨£à îâ ¨áª«îç¨â¥«ìãî à®«ì ¨ ã¦¥

¯à¨ ¢®§¨ª®¢¥¨¨ K-¯à®áâà áâ¢ ¡ë«® ïá®, çâ® ¯à¨   «¨§¥ íª®®¬¨ª¨ ®¨  ©¤ãâ

á¢®¥ ¬¥áâ® ¨ ¤ ¤ãâ ¯®«¥§ë¥ ¯«®¤ë.

�¥®à¨ï K-¯à®áâà áâ¢ ¨¬¥¥â ¨ ¤àã£®¥ § ç¥¨¥ | ¨å í«¥¬¥âë ¬®£ãâ ¨á¯®«ì§®-

¢ âìáï ª ª ç¨á« . � ç áâ®áâ¨, ¯à¨ ¯®áâà®¥¨¨ ¯à®áâà áâ¢ â¨¯  �  å  ¢ ª ç¥áâ¢¥

®à¬ë ¬®£ãâ ¢¬¥áâ® ç¨á¥« ¨á¯®«ì§®¢ âìáï í«¥¬¥âë â ª®£® ¯à®áâà áâ¢ , ª®¥ç®-

¬¥à®£® ¨«¨ ¡¥áª®¥ç®¬¥à®£®. � ª ï ®à¬¨à®¢ª  ®¡ê¥ªâ®¢ ï¢«ï¥âáï £®à §¤® ¡®«¥¥

â®ç®©. �ª ¦¥¬, äãªæ¨ï ®à¬¨àã¥âáï ¥ á¢®¨¬ ¬ ªá¨¬ã¬®¬   ¢á�¥¬ ¨â¥à¢ «¥,

  ¤¥áïâª®¬ ç¨á¥« | ¬ ªá¨¬ã¬ ¬¨ ¥�¥   ç áâïå íâ®£® ¨â¥à¢ « þ.

�®¤ç¥àª¥¬, çâ® ¢ ¯à¨¢¥¤¥®¬ äà £¬¥â¥ �. �. � â®à®¢¨ç ®â¬¥ç ¥â ¥à §-

àë¢ãî á¢ï§ì K-¯à®áâà áâ¢ á â¥®à¨¥© ¥à ¢¥áâ¢ ¨ íª®®¬¨ç¥áª®© ¯à®¡«¥¬ â¨ª®©.

�â®¨â â ª¦¥ ãª § âì, çâ® ¨¤¥¨ «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï ¨¬¬ ¥âë â¥®à¨¨ K-

¯à®áâà áâ¢ ¢ á«¥¤ãîé¥¬ áâà®£® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¬ á¬ëá«¥: ¢ë¯®«¥¨¥ ¢  ¡áâà ªâ®©

¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© áâàãªâãà¥ «î¡®£® ¨§ ¯à¨ïâëå ¢ à¨ â®¢ ä®à¬ã«¨à®¢®ª ¯à¨æ¨¯ 

¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ á ¥¨§¡¥¦®áâìî ¯à¨¢®¤¨â ª â®¬ã, çâ® ¨áå®¤ë© ®¡ê¥ªâ ï¢«ï¥âáï K-

¯à®áâà áâ¢®¬. �«ï â®ç®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¥®¡å®¤¨¬ë ¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï; ¯®¤-

à®¡®áâ¨ á¬. [37, 40, 62].

�ãáâì A| ¯à®¨§¢®«ì®¥ à¥è¥â®ç®-ã¯®àï¤®ç¥®¥ ª®«ìæ® á ¥¤¨¨æ¥© ¨ à áá¬®â-

à¨¬ ã¯®àï¤®ç¥ë© A-¬®¤ã«ì E. �®¢®àïâ, çâ® E ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ A-¯à®¤®«¦¥¨ï,

¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå A-¬®¤ã«ï X, A-¯®¤¬®¤ã«ï X0 � X,   â ª¦¥ A-áã¡«¨¥©®£® ®¯¥à -

â®à  p : X ! E ¨ A-«¨¥©®£® ®¯¥à â®à  T0 2 HomA(X0; E), ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® p  

X0, áãé¥áâ¢ã¥â ¯à®¤®«¦¥¨¥ T 2 HomA(X;Y ) á á®åà ¥¨¥¬ A-«¨¥©®áâ¨ ¨ ¬ ¦®à¨-

àã¥¬®áâ¨. �á«¨, ¯®¬¨¬® íâ®£®, ¤«ï ¢áïª®£® x 2 X áãé¥áâ¢ã¥â A-«¨¥©ë© ®¯¥à â®à

T 2 HomA(X;Y ), ¬ ¦®à¨àã¥¬ë© ®¯¥à â®à®¬ p â ª®©, çâ® Tx = p(x), â® £®¢®àïâ, çâ®

E ¤®¯ãáª ¥â ¢ë¯ãª«ë©   «¨§.

�®«®á  fIEg
?? ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ëå ®¯¥à â®à®¢ L�(E) :=

L�(E;E), ¯®à®¦¤¥®¥ â®¦¤¥áâ¢¥ë¬ ®¯¥à â®à®¬ IE , ®¡®§ ç îâ á¨¬¢®«®¬ Orth(E).

�¯¥à â®àë ¨§ Orth(E) ¯à¨ïâ®  §ë¢ âì ®àâ®¬®àä¨§¬ ¬¨. �®¦¥áâ¢® Orth(E) ï¢-

«ï¥âáï à¥è¥â®ç® ã¯®àï¤®ç¥ë¬ ª®«ìæ®¬ ®â®á¨â¥«ì® ¯®àï¤ª  ¨ ª®«ìæ¥¢ëå ®¯¥à -

æ¨©, ¨¤ãæ¨à®¢ ëå ¨§ L�(E). �®«ìæ® ®àâ®¬®àä¨§¬®¢ A � Orth(E)  §®¢¥¬ ¯®çâ¨

à æ¨® «ìë¬, ¥á«¨ ¥£® § ¬ëª ¨¥ ®â®á¨â¥«ì® ¯®â®ç¥ç®© o-áå®¤¨¬®áâ¨ á®¤¥à¦¨â

®¯¥à â®à ã¬®¦¥¨ï   «î¡®¥ à æ¨® «ìë¥ ç¨á« .

�â¥àâë¬ K-¯à®áâà áâ¢®¬  §ë¢ îâ £àã¯¯ã, ¯®«ãç îéãîáï ¨§ K-¯à®áâà áâ¢

¯à¨ ¨£®à¨à®¢ ¨¨ ã¬®¦¥¨©   ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ç¨á« , â. ¥. ýáâ¨à ¨¨þ ¢ ¯ ¬ïâ¨

ç áâ¨ ¨ä®à¬ æ¨¨ ® ¯à®áâà áâ¢¥. �«ï ¯à®áâ®âë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® E = E+ �E+.

12.1. �¥®à¥¬ . �¯®àï¤®ç¥ë© A-¬®¤ã«ì E ¤®¯ãáª ¥â ¢ë¯ãª«ë©   «¨§ ¢ â®¬ ¨

â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ E| áâ¥àâ®¥K-¯à®áâà áâ¢® ¨ ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥A
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¢ E ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ª®«ìæ¥¢®© ¨ à¥è¥â®çë© £®¬®¬®àä¨§¬   ¯®çâ¨ à æ¨® «ì®¥

ª®«ìæ® ®àâ®¬®àä¨§¬®¢ ¢ E.

13. � ª«îç¥¨¥

�. �. � â®à®¢¨ç ¯® ¯à ¢ã áç¨â ¥âáï ®¤¨¬ ¨§ ®á®¢®¯®«®¦¨ª®¢ ¬ â¥¬ â¨ª®-

íª®®¬¨ç¥áª®£®  ¯à ¢«¥¨ï. �âªàëâ®¥ ¨¬ «¨¥©®¥ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨¥ ¨§¬¥¨«®

«¨æ® íª®®¬¨ç¥áª®©  ãª¨. �¥®¨¤ã �¨â «ì¥¢¨çã å¢ â¨«® £à ¦¤ áª®£® ¬ã¦¥áâ¢  ¨

¨â¥««¥ªâã «ì®© à¥è¨¬®áâ¨ ¡®à®âìáï §  ¯à¨§ ¨¥ á¢®¨å íª®®¬¨ª®-¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å

â¥®à¨©. �¤¥¨ ¨ ¬¥â®¤ë, ¢ë§à¥¢è¨¥ ¢ à ¬ª å «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï, ¯®«®¦¨«¨

 ç «® £«ã¡®ª¨¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï¬, ¢ëè«¨ ¤ «¥ª® §  ¯à¥¤¥«ë íª®®-

¬¨ç¥áª¨å ¯à¨«®¦¥¨© ¨ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ á ¬ëå à §®®¡à §ëå áä¥à å ç¥«®¢¥ç¥áª®©

¤¥ïâ¥«ì®áâ¨.

�¤¨¢¨â¥«ì® ¯à®§®à«¨¢ë¬ ®ª § «®áì ¯®«®¦¥¨¥ �. �. � â®à®¢¨ç  ® â®¬, çâ®

í«¥¬¥âë K-¯à®áâà áâ¢  áãâì ®¡®¡é�¥ë¥ ç¨á« . �¢à¨áâ¨ç¥áª¨© ¯à¨æ¨¯ � â®à®-

¢¨ç   è�¥« ¡«¥áâïé¥¥ ¯®¤â¢¥à¦¤¥¨¥ ¢ à ¬ª å á®¢à¥¬¥®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¨.

K-¯à®áâà áâ¢ , ãâ¢¥à¤¨¢è¨¥áï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¢®© à ¢®¯à ¢®© ¬®¤¥«¨ ¢¥é¥áâ¢¥®©

¯àï¬®©,  ¢á¥£¤  ¢®è«¨ ¢ á®ªà®¢¨é¨æã ¬¨à®¢®©  ãª¨.

�å®¤ïâ ¢ ¯à®è«®¥ £®¤ë ®¡é¥¨ï á �. �. � â®à®¢¨ç¥¬, ¢à¥¬ï ¥£® ¬ ªá¨¬ «ì-

®£® ¢ª« ¤  ¢  ãªã ¨ ¦¨§ì. �® ¢á¥ ®âç�¥â«¨¢¥¥ áâ ®¢ïâáï ¬ áèâ ¡ë ¥£® «¨ç®áâ¨

¨ ã¨ä¨æ¨àãîé¨å ¨¤¥©, ãáâà¥¬«¥ëå ¢ ¡ã¤ãé¥¥.
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