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ДРОБНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ

ФУНКЦИЙ ТИПА БЛОХА

Ли Сунсяо

Аннотация: В терминах дробной производной получены интегральные характери-
зации функций типа Блоха и их характеризации посредством мер типа Карлесона.
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1. Введение

Пусть B = {z ∈ Cn : |z| < 1} — единичный открытый шар в Cn с нормой
|z| = 〈z, z〉1/2, где 〈, 〉 — обычное эрмитово скалярное произведение на Cn, S =
{z ∈ Cn : |z| = 1} — его граница, dν — нормированная мера Лебега на B,
т. е. ν(B) = 1, и dσ — нормированная инвариантная относительно вращений
лебегова мера на S такая, что σ(S) = 1. Для a ∈ B через ϕa обозначаем
мёбиусово преобразование на B, удовлетворяющее условиям

ϕa ◦ ϕa = id, ϕa(0) = a, ϕa(a) = 0,

1− |ϕa(z)|2 =
(1− |a|2)(1− |z|2)

|1− 〈z, a〉|2
, JRϕa(z) =

(
1− |a|2

|1− 〈z, a〉|2

)n+1

,

ϕa ∈ Aut(B), где Aut(B) — группа биголоморфных автоморфизмов на B, см. [1].
Пусть dλ(z) = (1−|z|2)−n−1 dν(z). Тогда dλ(z) мёбиусово инвариантна, т. е.

для любых ψ ∈ Aut(B), f ∈ L1(B) выполнено равенство∫
B

f(z) dλ(z) =
∫
B

f ◦ ψ(z) dλ(z).

Мёбиусово инвариантная функция Грина определяется, см. [2, 3], как G(z, a) =
g(ϕa(z)), где

g(z) =
n+ 1
2n

1∫
|z|

(1− t2)n−1t−2n+1 dt.

Обозначим через H(B) класс всех голоморфных функций на B. Если f ∈
H(B) имеет однородное разложение f =

∞∑
k=0

fk, то дробная производная Dmf

порядка m > 0 определяется следующим образом:

Dmf(z) =
∞∑
k=0

(k + 1)mfk(z).
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Для m > 0 положим Imf = D−mf . Известно [4], что Dmf , Imf ∈ H(B) и

Dmf(rz) =
1
r

r∫
0

Dm+1f(ρz) dρ, 0 < r < 1, z ∈ B,

Imf(z) =
1

� (β)

1∫
0

(
log

1
ρ

)m−1

f(ρz) dρ, z ∈ B.

Для a ∈ B, 0 < r < 1 положим E(a, r) = {z ∈ B : |ϕa(z)| < r}. Фиксируем
r > 0 и 0 < β < ∞. Положительную борелевскую меру µ на B называют
β-карлесоновой мерой, если

sup
a∈B

µ(E(a, r))
ν(E(a, r))β

<∞.

Меру µ будем называть нулевой β-карлесоновой мерой, если

lim
|a|→1

µ(E(a, r))
ν(E(a, r))β

= 0.

В следующей лемме [5, 6] даны эквивалентные интегральные характеризации
β-карлесоновой и нулевой β-карлесоновой мер.

Лемма 1.1. Пусть µ — положительная борелевская мера на B, n+1
n < β <

∞. Тогда
(1) µ — β-карлесонова мера тогда и только тогда, когда

sup
a∈B

∫
B

(JRϕa(z))βdµ(z) <∞;

(2) µ — нулевая β-карлесонова мера тогда и только тогда, когда

lim
|a|→1

∫
B

(JRϕa(z))β dµ(z) = 0.

Для f ∈ H(B), z ∈ B положим

Qf (z) = sup
{
|〈∇f(z), x〉|
(Hz(x, x))1/2

: 0 6= x ∈ Cn

}
,

где ∇f(z) =
( ∂f
∂z1

(z), . . . , ∂f
∂zn

(z)
)

— комплексный градиент f и Hz(x, x) — мет-
рика Бергмана на B, т. е.

Hz(x, x) =
n+ 1

2
(1− |z|2)|x|2 + |〈x, z〉|2

(1− |z|2)2
.

Пространство Блоха B (введенное в [7]) состоит из всех голоморфных функций
f на B, для которых

‖f‖B = sup{Qf (z) : z ∈ B} <∞.

В [7] показано, что нормы ‖f‖ = sup{|∇f(z)|(1 − |z|2), z ∈ B} и ‖f‖B эквива-
лентны.
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Для 0 < α < ∞ будем говорить, что f ∈ H(B) — α-функция Блоха,
если sup

z∈B
|∇f(z)|(1 − |z|2)α < ∞, и что f — малая α-функция Блоха, если

lim
|z|→1

|∇f(z)|(1 − |z|2)α = 0. Множества α-функций Блоха и малых α-функций

Блоха будем обозначать через Bα и Bα
0 соответственно.

Напомним некоторые известные результаты. Для функции f , голоморфной
на B, в теореме 4.10 из [7] сообщается, что f ∈ B ⇔ |Rf(z)|(1− |z|2) < ∞, где
Rf — радиальная производная f , определенная следующим образом:

Rf =
n∑
j=1

zj
∂f

∂zj
(z).

Заметим, что Df = Rf + f , и легко видеть, что f ∈ B ⇔ |Df(z)|(1− |z|2) <∞.
В [8] установлена следующая характеризация пространства Блоха.

Лемма 1.2. Пусть f — голоморфная на B функция. Тогда для любых
0 < α <∞ и 0 < p <∞ эквивалентны следующие утверждения:

(1) f ∈ B(B);
(2) sup

z∈B
(1− |z|2)α|Dαf(z)| <∞;

(3) sup
a∈B

∫
B

|Dαf(z)|p(1− |z|2)pαJRϕa(z) dν(z) <∞.

Лемма 1.3. Пусть f — голоморфная на B функция. Тогда для любых
0 < α <∞ и 0 < p <∞ эквивалентны следующие утверждения:

(1) f ∈ B0(B);
(2) lim

|z|→1
(1− |z|2)α|Dαf(z)| = 0;

(3) lim
|a|→1

∫
B

|Dαf(z)|p(1− |z|2)pαJRϕa(z) dν(z) = 0.

Есть обширная литература, посвященная аналитическим характеризациям
пространств типа Блоха Bα и Bα

0 в терминах инвариантных градиентов и ра-
диальных производных, см. [9, 10] и ссылки там. В [4] получены интегральные
характеризации и характеризации с использованием мер типа Карлесона про-
странств типа Блоха Bα и Bα

0 в терминах дробных производных. В данной
работе продолжено изучение функций типа Блоха в терминах дробных произ-
водных и мер типа Карлесона. Получены обобщения результатов из [4] и [8].

Всюду далее C — положительные постоянные, возможно, различные в за-
висимости от ситуации. Выражение A ≈ B означает, что существует положи-
тельная постоянная C такая, что C−1B ≤ A ≤ CB.

2. Характеризация пространства α-функций Блоха Bα

Лемма 2.1 [4]. Пусть f(z) ∈ H(B), m ∈ N и α > 0. Тогда

f ∈ Bα(B) ⇔ sup
z∈B

(1− |z|2)α+m+1|Dmf(z)| <∞.

Используя лемму 2.1 и методы из [9], можно получить интегральные и с
использованием меры типа Карлесона характеризации α-функций Блоха в тер-
минах дробных производных.

Теорема 2.2. Предположим, что 0 < α < ∞, 0 < r < 1, 0 < p < ∞,
1 < s < n

n−1 , n
n+1 < β <∞, 1 < q <∞, m ∈ N, dνβ(z) = (1−|z|2)−(n+1)(1−β) dν(z)

и f(z) ∈ H(B). Тогда равносильны следующие утверждения:
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(1) f ∈ Bα(B);
(2) sup

a∈B

1
ν(E(a,r))

∫
E(a,r)

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1) dν(z) <∞;

(3) sup
a∈B

∫
E(a,r)

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)−n−1 dν(z) <∞;

(4) sup
a∈B

∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(1− |ϕa(z)|2)nq dλ(z) <∞;

(5) sup
a∈B

∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)Gs(z, a) dλ(z) <∞;

(6) sup
a∈B

∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(JRϕa(z))β dνβ(z) <∞.

Доказательство. (2)⇒(1) Фиксируем 0 < r < 1. Тогда ввиду субгармо-
ничности |Dmf |p имеем

|Dmf(a)|p ≤ 1
r2n

∫
Br

|(Dmf) ◦ ϕa(z)|p dν(z).

Замена переменных w = ϕa(z) дает неравенство

|Dmf(a)|p ≤ 1
r2n

∫
E(a,r)

|Dmf |pJRϕa(w) dν(w),

где E(a, r) = ϕa(Br). Для w ∈ E(a, r) имеем

1− r

1 + r
(1− |a|2) ≤ 1− |w|2 ≤ 1 + r

1− r
(1− |a|2)

и ν(E(a, r)) ≈ (1− |a|2)n+1 ≈ (1− |w|2)n+1, как показано в [1]. Таким образом,

(1− |a|2)p(α+m+1)|Dmf(a)|p

≤ 1
r2n

∫
E(a,r)

|Dmf(w)|pJRϕa(w)(1− |a|2)p(α+m+1) dν(w)

≤ C

(1− |a|2)n+1

∫
E(a,r)

|Dmf(w)|p(1− |w|2)p(α+m+1) dν(w)

≤ C

ν(E(a, r))

∫
E(a,r)

|Dmf(w)|p(1− |w|2)p(α+m+1) dν(w).

К требуемому результату легко прийти, взяв sup
a∈B

в обеих частях последнего

соотношения и использовав лемму 2.1.
(1)⇒(4) По лемме 2.1, используя свойства бета-функции и мёбиусову инва-

риантность dλ(z), получаем∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(1− |ϕa(z)|2)nq dλ(z)

≤ sup
z∈B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)
∫
B

(1− |ϕa(z)|2)nq dλ(z)

≤ C

∫
B

(1− |ϕa(z)|2)nq dλ(z) ≤ CB(n, n(q − 1)) <∞.
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(4)⇒(2) Так как 1− |ϕa(w)|2 > 1− r2 для w ∈ E(a, r), имеем

1
ν(E(a, r))

∫
E(a,r)

|Dmf(w)|p(1− |w|2)p(α+m+1) dν(w)

≤ 1
ν(E(a, r))(1− r2)nq

∫
E(a,r)

|Dmf(w)|p(1− |w|2)p(α+m+1)(1− |ϕa(w)|2)nq dν(w)

≤ C

∫
E(a,r)

|Dmf(w)|p(1− |w|2)p(α+m+1)(1− |ϕa(w)|2)nq dλ(w)

≤ C

∫
B

|Dmf(w)|p(1− |w|2)p(α+m+1)(1− |ϕa(w)|2)nq dλ(w).

(2)⇔(3) Для r ∈ (0, 1) будет

ν(E(a, r)) ≈ (1− |a|2)n+1 ≈ (1− |w|2)n+1

при z ∈ E(a, r), что и приводит к результату.
(1)⇒(5) Для s ∈ (1, n

n−1 ) по лемме 2.1 и лемме 1 из [3] с помощью свойств
бета-функции и мёбиусовой инвариантности dλ(z) получаем∫

B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)Gs(z, a) dλ(z)

≤ sup
z∈B

|Rmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)
∫
B

Gs(z, a) dλ(z)

≤ C

∫
B

Gs(z, a) dλ(z) ≤ C

∫
B

(1− |z|2)ns−n−1

|z|2(n−1)s dv(z) <∞.

(5) ⇒(1) Для s ∈ (1, n
n−1 ) в [2] показано, что Gs(z, a) ≥ (1 − |ϕa(z)|2)ns,

откуда вытекает, что (5)⇒(4). Требуемый результат получается с учетом того,
что (4)⇒(2) и (2)⇒(1).

(6)⇔(4) Положив q = n+1
n β, имеем∫

B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(JRϕa(z))β dνβ(z)

=
∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(JRϕa(z))β(1− |z|2)−(n+1)(1−β) dν(z)

=
∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(JRϕa(z)(1− |z|2)n+1)β(1− |z|2)−(n+1) dν(z)

=
∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(1− |ϕa(z)|2)nq dλ(z),

так что (6) и (4) эквивалентны.

Следствие 2.3. Пусть 0 < α < ∞, 0 < p < ∞, n
n+1 < β < ∞, m ∈ N,

dνβ(z) = (1− |z|2)−(n+1)(1−β)dν(z). Тогда f ∈ Bα в том и только в том случае,
если |Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)dvβ(z) — β-мера Карлесона.
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3. Характеризация пространства
B0 малых α-функций Блоха

Лемма 3.1 [4]. Для f(z) ∈ H(B), m ∈ N и α > 0 имеет место соотношение

f ∈ Bα
0 (B) ⇔ lim

|z|→1−
(1− |z|2)α+m+1|Dmf(z)| = 0.

Теорема 3.2. Предположим, что 0 < α < ∞, 0 < r < 1, 0 < p < ∞,
1 < s < n

n−1 , n
n+1 < β <∞, 1 < q <∞, m ∈ N, dνβ(z) = (1−|z|2)−(n+1)(1−β) dν(z)

и f(z) ∈ H(B). Тогда равносильны следующие утверждения:
(1) f ∈ Bα

0 (B);
(2) lim

|a|→1
1

ν(E(a,r))

∫
E(a,r)

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1) dν(z) = 0;

(3) lim
|a|→1

∫
E(a,r)

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)−n−1 dν(z) = 0;

(4) lim
|a|→1

∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(1− |ϕa(z)|2)nq dλ(z) = 0;

(5) lim
|a|→1

∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)Gs(z, a) dλ(z) = 0;

(6) lim
|a|→1

∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(JRϕa(z))β dνβ(z) = 0.

Доказательство. Как и в доказательстве теоремы 2.2, имеем

|Dmf(a)|p(1− |a|2)p(α+m−1)

≤ C

ν(E(a, r))

∫
E(a,r)

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1) dν(z)

≤ C

∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(1− |ϕα(z)|2)nq dλ(z).

Предельным переходом в предыдущем неравенстве при |a| → 1 можно получить,
что (4)⇒(2)⇒(1).

(1)⇒(4) Пусть f ∈ Bα
0 . По лемме 3.1 для данного ε > 0 существует r0 ∈

(0, 1) такое, что
|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1) < ε,

когда z ∈ B \Br0 . Рассмотрим∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(1− |ϕa(z)|2)nq dλ(z)

=
( ∫
Br0

+
∫

B\Br0

)
|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(1− |ϕa(z)|2)nq dλ(z) = I1 + I2.

Оценим первый интеграл:

I1 ≤ sup
z∈B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)
∫
Br0

(1− |ϕa(z)|2)nq dλ(z)

≤ C

∫
E(a,r0)

(1− |z|2)nq−n−1 dν(z).
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Поскольку 1 − |z|2 ≈ 1 − |a|2 и ν(E(a, r0)) ≈ (1 − |a|2)n+1 на E(a, r0), имеем
I1 ≤ C(1− |a|2)nq. Для второго интеграла будет

I2 ≤ ε

∫
B\Br0

(1− |ϕa(z)|2)nqdλ(z) ≤ ε

∫
B

(1− |z|2)nq−n−1dν(z) ≤ Cε

равномерно по a из B.
Комбинируя полученные оценки, для данного ε найдем r1 ∈ (0, 1) такое,

что (1− |a|2)nq < ε при a ∈ B \Br1 . Тогда

lim
|a|→1

∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(1− |ϕa(z)|2)nq dλ(z) = lim
|a|→1

(I1 + I2) = 0.

(2)⇔(3) Для r ∈ (0, 1) будет

ν(E(a, r)) ≈ (1− |a|2)n+1 ≈ (1− |w|2)n+1

при z ∈ E(a, r), откуда вытекает требуемое.
(5)⇒(1) Пусть s, 1 < s < n

n−1 , фиксировано. Так как Gs(z, a) ≥ (1 −
|ϕa(z)|2)ns, имеем

lim
|a|→1

∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)(1− |ϕa(z)|2)ns dλ(z)

≤ lim
|a|→1

∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)Gs(z, a) dλ(z) = 0.

Это означает, что (5)⇒(4). Мы показали, что (4)⇒(1), так что (5)⇒(1).
(1)⇒(5) Предположим, что f ∈ Bα

0 ⊂ Bα. Тогда по леммам 2.1 и 3.1
получим

lim
|a|→1

|Dmf(z)|(1− |z|2)(α+m−1) = 0

и
sup
z∈B

|Dmf(z)|(1− |z|2)(α+m−1) <∞.

Для данного ε > 0 существует r0 ∈ (0, 1) такое, что

(1− r2)
ns−n

2 r2n−1−2(n−1)s < ε

при r ∈ (r0, 1), поскольку ns−n
2 > 0 для 1 < ε < n

n−1 . Рассмотрим∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)Gs(z, a) dλ(z)

=
∫
B

|Dmf(ϕa(z))|p(1− |ϕa(z)|2)p(α+m−1)gs(z) dλ(z)

=
( ∫
B\Br0

+
∫
Br0

)
|Dmf(ϕa(z))|p(1− |ϕa(z)|2)p(α+m−1)gs(z) dλ(z) = I1 + I2.
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Имеем

I1 ≤ sup
z∈B

|Dmf(ϕa(z))|p(1− |ϕa(z)|2)p(α+m−1)
∫

B\Br0

gs(z) dλ(z)

≤ C

∫
B\Br0

(1− |z|2)ns−n−1

|z|2(n−1)s dν(z) ≤ Cε

1∫
r0

(1− r2)
ns−n−2

2 dr ≤ Cε.

Для z ∈ Br0

1− |ϕa(z)|2 =
(1− |a|2)(1− |z|2)

|1− 〈z, a〉|2
≤ 1− |a|2

1− r20
.

Отсюда |ϕa(z)| сходится равномерно к 1 при |a| → 1. Тем самым для данного ε
найдется r1 ∈ (0, 1) такое, что для a ∈ B \Br1

|Dmf(ϕa(z))|p(1− |ϕa(z)|2)p(α+m−1) < ε

равномерно относительно z ∈ Br0 . Имеем 2n−1−2(n−1)s > −1 при 1 < s < n
n−1 ,

кроме того,
(1− |z|2)ns−n−1 ≤ max

{
1,

(
1− r20

)ns−n−1}
<∞

для z ∈ Br0 , откуда для a ∈ B \Br1 выводим, что

I2 ≤ ε

∫
Br0

gs(z) dλ(z) ≤ Cε

∫
Br0

(1− |z|2)ns−n−1

|z|2(n−1)s dν(z)

≤ Cε

∫
Br0

1
|z|2(n−1)s dv(z) ≤ Cε.

Следовательно,∫
B

|Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)Gs(z, a) dλ(z) = I1 + I2 ≤ Cε

для a ∈ B \Br1 . Это и означает, что (1)⇒(5).
(6)⇔(4) Пусть q = n+1

n β. Требуемая равносильность обосновывается, как
в доказательстве теоремы 2.2. Доказательство теоремы 3.2 закончено.

Следствие 3.3. Пусть 0 < α < ∞, 0 < p < ∞, n
n+1 < β < ∞, m ∈ N,

dνβ(z) = (1− |z|2)−(n+1)(1−β) dν(z). Тогда f ∈ Bα
0 в том и только в том случае,

если |Dmf(z)|p(1− |z|2)p(α+m−1)dvβ(z) — нулевая β-мера Карлесона.

Автор признателен рецензенту за полезные замечания.
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