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ОПЕРАТОРЫ СИММЕТРИИ УРАВНЕНИЯ ТИПА

ХАРТРИ С КВАДРАТИЧНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ

А. Л. Лисок, А. Ю. Трифонов,
А. В. Шаповалов

Аннотация: Исследуются свойства симметрии нестационарного одномерного
уравнения типа Хартри с квадратичным периодическим потенциалом и нелокаль-
ной нелинейностью. В явном виде найден нелинейный оператор эволюции этого
уравнения и получено решение задачи Коши в классе квазиклассически-сосредо-
точенных функций. Найдены параметрические семейства нелинейных операторов
симметрии уравнения типа Хартри (оставляющих инвариантным множество реше-
ний уравнения). С помощью операторов симметрии построены семейства точных
решений уравнения. Предложенный подход конструктивно расширяет область при-
ложений идей и методов группового анализа на случай нелинейных интегродиффе-
ренциальных уравнений.

Ключевые слова: нелинейные уравнения, операторы симметрии, оператор эво-
люции, уравнение типа Хартри, квазиклассические сосредоточенные состояния.

Введение

Нестационарное одномерное уравнение типа Хартри с квадратичным пери-
одическим по времени потенциалом записывается в виде

{−i~∂t + Ĥκ(t, �)}� = 0, Ĥκ(t, �) = Ĥ (t) + κV̂ (t, �), (0.1)

Ĥ (t) =
p̂2

2m
+
kx2

2
+
ρ(xp̂+ p̂x)

2
− eEx cosωt, p̂ = −i~∂x,

V̂ (t, �)� =
1
2

+∞∫
−∞

dy[ax2 + 2bxy + cy2]|�(y, t)|2�(x, t).

Здесь a, b, c, k > 0, ρ и E — параметры потенциала, κ — параметр нелинейности,
m, e — масса и заряд частицы соответственно.

Уравнение (0.1) является частным случаем многомерного уравнения с пере-
менными коэффициентами (внешними полями), возникающего в квантовой ме-
ханике при приближенном описании систем нерелятивистских взаимодейству-
ющих частиц (см., например, [1]). Уравнение типа Хартри используется в тео-
рии бозе-эйнштейновского конденсата [2], где его принято называть уравнением
Гросса — Питаевского. Квадратичный потенциал, входящий в уравнение (0.1),
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имеет некоторую самостоятельную ценность для приложений, поскольку он ис-
пользуется для описания магнитных ловушек в моделях бозе-эйнштейновского
конденсата.

Набор методов точного интегрирования нелинейных интегродифференци-
альных уравнений ограничен. Известны лишь частные случаи таких уравнений,
что тем не менее представляет значительный интерес ввиду сложности задачи.
Например, для уравнения типа Хартри специального вида построение частных
решений обсуждалось в [3].

Непосредственное применение техники группового анализа (см. [4–9] и ци-
тированную там литературу) к уравнению (0.1) нетривиально, что приводит к
необходимости искать соответствующие подходы. Изучение классов таких урав-
нений оказывается эффективным с помощью приближенных (асимптотических)
методов.

В данной работе свойства симметрии уравнения (0.1) исследуются в рамках
метода квазиклассических асимптотик, развитого в [10, 11] на основе теории
комплексного ростка [12, 13] для уравнения типа Хартри общего вида.

Несмотря на то, что общий метод является приближенным, его примене-
ние к уравнению (0.1) приводит к точным результатам. Основу метода состав-
ляет схема решения задачи Коши для уравнения (0.1) в классе траекторно-
сосредоточенных функций, которая состоит в последовательном решении двух
вспомогательных задач: а) динамической системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (системы Гамильтона — Эренфеста [14]) и б) линейных
ассоциированных уравнений Шрёдингера, образующих параметрическое семей-
ство. Точное решение этих задач позволяет найти точное решение уравнения
типа Хартри, а приближенное решение приводит к приближенному решению
нелинейного уравнения. В рассматриваемом ниже примере удается точно ре-
шить систему Гамильтона — Эренфеста и линейные ассоциированные уравне-
ния Шрёдингера. Это позволяет найти явный вид нелинейного оператора эво-
люции для уравнения (0.1) и с его помощью получить явные выражения для
нелинейных операторов симметрии (оставляющих инвариантным множество ре-
шений) уравнения (0.1). Введены нелинейные аналоги операторов «рождения»
и «уничтожения» для уравнения (0.1) и с их помощью построены семейства
квазиклассических траекторно-когерентных состояний. Предложенный подход
конструктивно расширяет область приложения идей и методов группового ана-
лиза [4] на случай нелинейных интегродифференциальных квантовомеханиче-
ских уравнений вида (0.1). Для определенного класса нелинейных эволюцион-
ных дифференциальных уравнений операторы симметрии построены методом
L-преобразований (переход к переменным Лагранжа) в [15]. Посредством L-
преобразований и группы инвариантности уравнения в [15] также построены
однопараметрические семейства операторов симметрии для этих нелинейных
уравнений.

Отметим, что все основные утверждения и конструкции данной работы
остаются с заданной точностью по ~, ~ → 0, справедливыми и для уравнения
типа Хартри общего вида. Особенностью рассматриваемого случая является
то, что все основные утверждения можно проверить непосредственно.

1. Система Гамильтона — Эренфеста

В асимптотическом методе интегрирования уравнения типа Хартри, пред-
ложенного в [10, 11], существенную роль играет класс траекторно-сосредоточен-
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ных функций. Остановимся подробнее на предпосылках, определяющих струк-
туру этого класса.

Уравнение типа Хартри является квантовомеханическим уравнением. По-
этому с точки зрения общих положений квантовой механики необходимо иссле-
довать поставленную еще Эренфестом [16] проблему корректного вывода клас-
сических уравнений движения из квантовомеханических. Сами классические
уравнения являются составной частью полного описания квантовой системы с
точки зрения принципа соответствия. В стандартной линейной квантовой ме-
ханике один из основных подходов к этой проблеме (см., например, [1]) состоит
в получении уравнения Гамильтона — Якоби из уравнения Шрёдингера в неко-
тором формальном пределе ~ → 0 (~ — постоянная Планка). Для получения
решений классических уравнений Гамильтона из уравнения Гамильтона — Яко-
би требуется сформулировать специальные предписания и ввести понятие фа-
зовой траектории классической системы. Математически корректное описание
этого подхода дано в [17]. При таком подходе для нелинейного уравнения типа
Хартри не удается получить уравнение Гамильтона — Якоби на классическое
действие и, следовательно, уравнения на его характеристики. Другой способ
получить «классические» уравнения движения состоит в непосредственном их
выводе из уравнения типа Хартри. Для этого требуется в квантовой механике
ввести понятие фазовой траектории, изначально в ней отсутствующее. Пусть
заданы вектор состояния системы � и набор операторов обобщенных коорди-
нат x̂ и сопряженных им импульсов p̂:

[x̂, p̂] = i~. (1.1)

Средние по состоянию �

〈x̂〉 = 〈�|x̂|�〉, 〈p̂〉 = 〈�|p̂|�〉 (1.2)

являются функциями времени и параметрически зависят от ~:

〈x̂〉 = x�(t, ~), 〈p̂〉 = p�(t, ~). (1.3)

Здесь 〈�|�〉 — скалярное произведение в L2(R). Если существует предел

lim
~→0

x�(t, ~) = X(t), lim
~→0

p�(t, ~) = P (t), (1.4)

то естественно назвать x = X(t), p = P (t) фазовой траекторией классической
системы, соответствующей данному состоянию � (и данной квантовой теории).
Очевидно, что как средние (1.3), так и предельные значения (1.4) зависят, вооб-
ще говоря, от состояния �. Следовательно, требование, чтобы (1.4) являлись ре-
шением классических уравнений движения, соответствует выбору состояния �.
Естественно решения уравнения типа Хартри, допускающие такой предельный
переход, считать близкими к классическим (именно они будут нас интересо-
вать в дальнейшем), а не допускающие — существенно квантовыми. Очевидно,
что для первого класса состояний квадрат модуля |�(x, t, ~)|2 при ~ → 0 дол-
жен стремиться к δ(x −X(t)). Аналогичное заключение можно сделать и для
волновой функции � в p-представлении �̃(p, t, ~), т. е.

lim
~→0

|�(x, t, ~)|2 = δ(x−X(t)), (1.5)

lim
~→0

|�̃(p, t, ~)|2 = δ(p− P (t)). (1.6)
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Потребуем, чтобы для решения уравнения (0.1), помимо условий (1.5) и (1.6),
существовали моменты произвольного порядка. Тогда решение уравнения (0.1)
естественно искать в виде следующего анзаца:

�(x, t, ~) = ϕ

(
�x√

~
, t,
√

~
)

exp
[
i

~
(S(t, ~) + P (t)�x)

]
. (1.7)

Здесь функция ϕ(ξ, t,
√

~) принадлежит S (S — пространство Шварца) по пере-
менной ξ = �x/

√
~ и регулярно зависит от

√
~, а �x = x − X(t). Веществен-

ные функции S(t, ~), Z(t) = (P (t), X(t)), характеризующие решение, подлежат
определению. Класс функций (1.7) будем обозначать символом Pt

~ и называть
классом квазиклассически сосредоточенных функций (см. [10]).

Для уравнения (0.1) поставим задачу Коши

�(x, t, ~)|t=s = ψ(x, ~), ψ(x, ~) ∈ P0
~ . (1.8)

Для линейного оператора Â определим среднее значение 〈Â〉 в состоянии
�(x, t, ~) следующим образом:

〈Â〉 =
1

‖�(t)‖2 〈�(t)|Â|�(t)〉 = A�(t, ~). (1.9)

На решениях �(t) уравнения (0.1) для средних значений оператора Â имеем

d〈Â(t)〉
dt

=
〈
∂Â(t)
∂t

〉
+
i

~
〈[Ĥκ(t, �(t)), Â(t)]〉, (1.10)

где [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â — коммутатор линейных операторов Â, B̂.
По аналогии с линейным квантовомеханическим уравнением Шрёдингера

соотношение (1.10) будем называть уравнением Эренфеста [16]. Из уравнения
Эренфеста, в частности, при Â = 1 следует, что норма любого решения уравне-
ния (0.1) не зависит от времени, т. е. ‖�(t)‖2 = ‖�(0)‖2 = ‖�‖2. В результате
в уравнении (0.1), не уменьшая общности, можно перейти от постоянной κ к
постоянной κ̃ = κ‖�‖2.

Обозначим через

α(l,j)
� (t, ~) =

1
‖�‖2

+∞∫
−∞

�∗(x, t){(�p̂)l(�x)j}�(x, t) dx, j, l = 0,∞, (1.11)

центрированные моменты функции �(x, t) (j + l)-го порядка относительно
x�(t, ~), p�(t, ~). Здесь�p̂ = −i~∂x−p�(t, ~), �x = x−x�(t, ~), а {(�p̂)l(�x)j}—
упорядоченный по Вейлю оператор с символом (�p)l(�x)j . Наряду с обозна-
чениями (1.11) для дисперсии координат, импульсов и функции корреляции
координат и импульсов будем использовать обозначения

σxx(t, ~) = α(0,2)
� (t, ~), σpp(t, ~) = α(2,0)

� (t, ~), σxp(t, ~) = α(1,1)
� (t, ~).

Запишем уравнения Эренфеста для средних значений операторов p̂, x,
{(�x)k(�p̂)l}, k, l = 2,M . В результате для моментов первого и второго по-
рядков получим систему уравнений

ṗ = −m
(
ω2

0 + ζ(a+ b)ω2
nl(a+ b)

)
x− pρ+ eE cosωt,

ẋ =
p

m
+ xρ,

(1.12)
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σ̇xx =
2
m
σxp + 2ρσxx,

σ̇xp =
1
m
σpp −m

(
ω2

0 + ζ(a)ω2
nl(a)

)
σxx,

σ̇pp = −2m
(
ω2

0 + ζ(a)ω2
nl(a)

)
σxp − 2ρσpp.

(1.13)

Аналогично для моментов высших порядков найдем

α̇(j,l) =
l

m
α(j+1,l−1) + (l − j)ρα(j,l) − jm

(
ω2

0 + ζ(a)ω2
nl(a)

)
α(j−1,l+1)

+ l

[
p

m
+ ρx

]
α(j,l−1) + j

[
eE cosωt− pρ

−mx
(
ω2

0 + ζ(a+ b)ω2
nl(a+ b)

)]
α(j−1,l), j, l,M ∈ N, j + l = 3,M. (1.14)

Здесь обозначено ω0 =
√
k/m, ωnl(u) =

√
|κ̃u|/m, ζ(u) = sign(κ̃u).

Систему уравнений (1.12)–(1.14) будем называть системой Гамильтона —
Эренфеста порядка M (M — порядок наибольшего учитываемого момента),
отвечающей уравнению типа Хартри (0.1).

Будем рассматривать систему Гамильтона — Эренфеста (1.12)–(1.14) как
абстрактную систему обыкновенных дифференциальных уравнений с произ-
вольными начальными условиями. Очевидно, что не все решения системы Га-
мильтона — Эренфеста (1.12)–(1.14) можно получить в результате усреднения
соответствующих операторов по решениям уравнения типа Хартри (0.1). На-
пример, средние значения должны удовлетворять соотношению неопределенно-
стей Шрëдингера

σppσxx − σ2
xp ≥

~2

4
(1.15)

для моментов второго порядка (соотношения неопределенностей для моментов
высших порядков см. в [18, 19]), в то время как система Гамильтона — Эрен-
феста допускает тривиальные решения p = 0, x = 0, α(j,l) = 0, j + l = 2,M .
Величина, стоящая в левой части соотношения (1.15), является интегралом си-
стемы Гамильтона — Эренфеста (1.13) (см. [20]). Следовательно, достаточно,
чтобы соотношение неопределенностей выполнялось в начальный момент вре-
мени.

Соотношения неопределенностей будут выполнены автоматически, если в
качестве начальных условий для системы Гамильтона — Эренфеста (1.12)–(1.13)
выбрать

p|t=s = p0 = pψ(~), x|t=s = x0 = xψ(~),

σpp|t=s = α(2,0)
ψ (~), σxp|t=s = α(1,1)

ψ (~), σxx|t=s = α(0,2)
ψ (~),

α(j,l)|t=s = α(j,l)
ψ , j, l,M ∈ N, j + l = 3,M,

(1.16)

где ψ(x, ~) — начальное условие (1.8) для уравнения (0.1).
Обозначим

�̃ =
√
|ω2

0 + ζ(a+ b)ω2
nl(a+ b)− ρ2|, (1.17)

� =
√
|ω2

0 + ζ(a)ω2
nl(a)− ρ2|. (1.18)

Система Гамильтона — Эренфеста (1.12)–(1.14) распадается на M рекуррент-
ных систем: систему на первые нецентрированные (начальные) моменты p�(t),
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x�(t) и систему центрированных моментов α(j,l) порядка n, n = j + l, n = 2,M .
Из (1.14) следует, что система уравнений на моменты n-го порядка не зависит
от моментов порядка выше n.

Структура общего решения систем (1.12) и (1.13) будет различной в зави-
симости от того, является положительным, отрицательным или равным нулю
выражение, стоящее в (1.17) и (1.18) под знаком модуля. Здесь мы ограничимся
случаем, когда одновременно выполняются неравенства �̃2 = ω2

0+ζ(a+b)ω2
nl(a+

b)− ρ2 > 0 и �2 = ω2
0 + ζ(a)ω2

nl(a)− ρ2 > 0. Тогда общее решение систем (1.12)
и (1.13) имеет вид

X(t) = C1 sin �̃t+ C2 cos �̃t+
eE

m(�̃2 − ω2)
cosωt,

P (t) = m(�̃C1 − ρC2) cos �̃t−m(�̃C2 + ρC1) sin �̃t

− eEω

(�̃2 − ω2)
sinωt− eEρ

(�̃2 − ω2)
cosωt; (1.19)

σxx(t) = C3 sin 2�t+ C4 cos 2�t+ C5,

σxp(t) = m(�C3 − ρC4) cos 2�t−m(�C4 + ρC3) sin 2�t−mρC5, (1.20)

σpp(t) = m2((ρ2 − �2)C3 + 2ρ�C4) sin 2�t

+m2((ρ2 − �2)C4 − 2ρ�C3) cos 2�t+m2(ρ2 + �2)C5.

Здесь Cl, l = 1, 5, — произвольные постоянные.
Обозначим через g = g(t,C) ∈ R5 траекторию в расширенном фазовом

пространстве, где

g(t,C) = (P (t,C), X(t,C), σpp(t,C), σpx(t,C), σxx(t,C))ᵀ,

C = (C1, C2, C3, C4, C5)ᵀ (1.21)

есть общее решение системы Гамильтона — Эренфеста (1.12), (1.13), а через ĝ —
столбец операторов

ĝ =
(
p̂, x̂, (�p̂)2,

1
2
(�p̂�x−�x�p̂), (�x)2

)ᵀ

. (1.22)

Здесь через Bᵀ обозначена матрица, транспонированная к матрице B. Систему
уравнений (1.12)–(1.13) запишем в виде

ġ = Ag + a(t), g|t=s = g0, a(t) = (eE cosωt, 0, 0, 0, 0)ᵀ, (1.23)

где

A =


−ρ −m�̃2 0 0 0
1
m ρ 0 0 0
0 0 −2ρ −2m�2 0
0 0 1

m 0 −m�2

0 0 0 2
m 2ρ

 .
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Теорема 1.1. Пусть �(x, t) — частное решение уравнения типа Хартри
(0.1) с начальным условием �(x, t)|t=s = ψ(x). Определим постоянные C(�(t))
из уравнения

g(t,C) = 〈�(t)|ĝ|�(t)〉, (1.24)

а постоянные C(ψ) из условия

g(s,C) = 〈ψ|ĝ|ψ〉. (1.25)

Тогда C(�(t)) = C(ψ).
Доказательство. По построению вектор

g(t) = 〈�(t)|ĝ|�(t)〉 = g(t,C(�(t))) (1.26)

является частным решением системы уравнений (1.12)–(1.13) и в момент вре-
мени t = s совпадает с g(t,C(ψ)). В силу единственности решения задачи Коши
для системы (1.12), (1.13) выполняется соотношение

g(t,C(ψ)) = g(t,C(�(t))), (1.27)

что и доказывает теорему.
Из уравнений (1.16), (1.25) следует, что при s = 0

C(ψ) =
(
p0

m�̃
+
ρx0

�̃
, x0 −

eE

m(�̃2 − ω2)
,
α(1,1)
ψ (~) +mρα(0,2)

ψ (~)
m�

,

1
2

(
α(0,2)
ψ (~)

(
1− ρ2

�2

)
−
α(2,0)
ψ (~)
m2�2

)
−
ρα(1,1)

ψ (~)
m�2 ,

1
2

(
α(0,2)
ψ (~)

(
1 +

ρ2

�2

)
+
α(2,0)
ψ (~)
m2�2

)
+
ρα(1,1)

ψ (~)
m�2

)ᵀ

. (1.28)

2. Ассоциированное уравнение Шрёдингера

Разложим входящие в уравнение (0.1) операторы в ряд Тейлора по �x =
x− x�(t, ~), �y = y− x�(t, ~) и �p̂ = p̂− p�(t, ~). Тогда уравнение (0.1) примет
вид {

−i~∂t + H(t, �) + 〈Hz(t, �),�ẑ〉+
1
2
〈�ẑ,Hzz(t, �)�ẑ〉

}
� = 0, (2.1)

где

H(t, �) =
p2
�(t, ~)
2m

+
kx2

�(t, ~)
2

− eEx�(t, ~) cosωt+ ρx�(t, ~)p�(t, ~)

+
κ̃
2
cα(0,2)

� (t, ~) +
κ̃
2

(a+ 2b+ c)x2
�(t, ~),

Hz(t, �) =
( 1

mp�(t, ~) + ρx�(t, ~)
kx�(t, ~)− eE cosωt+ ρp�(t, ~) + κ̃(a+ b)x�(t, ~)

)
,

Hzz(t, �) =
( 1
m ρ
ρ m(�2 + ρ2)

)
, z =

(
p
x

)
, �ẑ =

(
�p̂
�x

)
,

а 〈 ., . 〉 — евклидово скалярное произведение векторов.
Сопоставим нелинейному уравнению (2.1) линейное уравнение, которое по-

лучается из (2.1) подстановкой соответствующих решений системы Гамильто-
на — Эренфеста (1.12), (1.13) вместо средних значений операторов координат,
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импульсов и центрированных моментов второго порядка. В результате получим
следующее уравнение:{

−i~∂t + H(t, ~, g(t,C)) + 〈Hz(t, g(t,C)),�ẑ〉+
1
2
〈�ẑ,Hzz(t, g(t,C))�ẑ〉

}
� = 0,

(2.2)
где

H(t, ~, g(t,C)) =
P 2(t,C)

2m
+
kX2(t,C)

2
− eEX(t,C) cosωt+ ρX(t,C)P (t,C)

+
κ̃
2
cσxx(t,C) +

κ̃
2

(a+ 2b+ c)X2(t,C),

Hz(t, g(t,C)) =
( 1

mP (t,C) + ρX(t,C)
m(�̃2 + ρ2)X(t,C)− eE cosωt+ ρP (t,C)

)
,

Hzz(t, g(t,C))) =
( 1
m ρ
ρ m(�2 + ρ2)

)
.

Уравнение (2.2) будем называть ассоциированным линейным уравнением Шрё-
дингера.

Уравнение (2.2) является уравнением Шрёдингера с квадратичным гамиль-
тонианом. Хорошо известно, что это уравнение (см., например, [21, 22]) допус-
кает решения в виде гауссовых волновых пакетов. Построим фоковский базис
решений уравнения (2.2) в виде, принятом в теории комплексного ростка [12, 13].
Непосредственной проверкой убеждаемся, что функция

�(0)
0 (x, t, g(t,C))

= N~

(
1

C(t)

)1/2

exp
{
i

~

(
S(t, ~, g(t,C)) + P (t,C)�x+

1
2
B(t)
C(t)

�x2
)}

(2.3)

является решением уравнения (2.2), где

S(t, ~, g(t,C)) =
t∫

0

(P (t,C)Ẋ(t,C)− H(t, ~, g(t,C))) dt, (2.4)

а через B(t) и C(t) обозначены «импульсная» и «координатная» части решения
системы в вариациях

ȧ = JHzz(t, g(t,C))a, a(t) = (B(t), C(t))ᵀ, (2.5)

отвечающей уравнению (2.2). Для системы (2.5) поставим задачу Флоке

a(t+ T ) = ei�Ta(t). (2.6)

Решение задачи Флоке (2.5), (2.6), нормированное условием

{a(t), a∗(t)} = 2i, {a1, a2} = 〈a1, J
ᵀa2〉, (2.7)

где J — единичная симплектическая матрица, имеет вид

a(t) =
ei�t√
m�

(im�−mρ, 1)ᵀ. (2.8)

Из условия нормировки
∥∥�(0)

0 (x, t, g(t,C))
∥∥2 = 1 найдем N~ = (1/π~)1/4.
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Обозначим
â(t) = Na(C(t)�p̂−B(t)�x). (2.9)

Если C(t) и B(t) являются решениями системы (2.5), то оператор â(t) коммути-
рует c оператором ассоциированного уравнения (2.2). Таким образом, функции

�(0)
n (x, t, g(t,C)) =

1√
n!

(â+(t))n�(0)
0 (x, t, g(t,C)), n = 0,∞,

также будут решениями уравнения Шрёдингера (2.2). Прокоммутировав опе-
раторы â+(t) с оператором умножения на функцию �(0)

0 (x, t, g(t,C)), получим
следующее представление для фоковского базиса решений ассоциированного
линейного уравнения (2.2):

�(0)
n (x, t, g(t,C)) =

1√
n!
Nn
a �

(0)
0 (x, t, g(t,C))(−i)n[C∗(t)]n

[
~
∂

∂x
− 2m
|C(t)|2

�x

]n
1

=
1√
n!
Nn
a �

(0)
0 (x, t, g(t,C))in[C∗(t)]n

(√
~m

|C(t)|

)n
Hn

(
�x

√
m

|C(t)|
√

~

)
,

где Hn(ξ) — полиномы Эрмита. Определив Na = 1/
√

2~ из условия [â(t), â+(t)]
= 1 и представив координатную часть решения системы в вариациях в виде

C(t) =
1√
m�

exp{i�t},

получим

�(0)
n (x, t, g(t,C)) =

in√
n!

exp{−in�t}
(

1√
2

)n
Hn

(√
m�

~
�x

)
�(0)

0 (x, t, g(t,C)).

(2.10)
Воспользовавшись свойствами полиномов Эрмита, найдем

α(0,2)
�(0)
n

(t, ~) = σxx(t, ~,C) =
1

2nn!
√
π

∞∫
−∞

�x2∣∣�(0)
n (x, t, g(t,C))

∣∣2 dx =
~(2n+ 1)

2m�
.

(2.11)
Мы уже отмечали, что функции

{
�(0)
n (x, t, g(t,C))

}∞
n=0, хотя и являются ре-

шениями ассоциированного уравнения Шрёдингера (2.2), в общем случае (при
произвольных параметрах C) не являются решениями уравнения типа Хар-
три (0.1). Функции (2.10) при фиксированном n будут решениями уравнения
(0.1) только при специальном выборе параметров C, а именно по правилу (1.28).

Положим в (1.28) ψ(x) = �(0)
n (x, 0). С учетом (2.11) найдем

Cn = C
(
�(0)
n (0)

)
=

(
p0

m�̃
, x0, 0, 0,

~(2n+ 1)
2m�

)ᵀ

. (2.12)

Справедлива

Теорема 2.1. При каждом фиксированном n, n = 0,∞, точными решени-
ями уравнения (0.1) являются функции

�(0)
n (x, t, g(t,Cn)) =

in√
n!
e−in�t

(
1√
2

)n
Hn

(√
m�

~
�x

)
�(0)

0 (x, t, g(t,Cn)), (2.13)
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�(0)
0 (x, t, g(t,Cn)) = 4

√
m�

π~
e−i�t/2

× exp
{
i

~
(S(t, ~, g(t,Cn)) + P (t,Cn)�x)−

m(�− iρ)
2~

�x2
}
, (2.14)

где �x = x − X(t,Cn), а S(t, ~, g(t,Cn)) определяется соотношением (2.4), в
котором параметры C надо заменить на Cn.

Функции (2.13) удовлетворяют начальным условиям

�(0)
n (x, t, g(t,Cn))|t=0 = �(0)

n (x, 0). (2.15)

Назовем функции (2.13) квазиклассическими траекторно-когерентными
состояниями уравнения типа Хартри (0.1).

Доказательство этого утверждения следует из теоремы 3.1.
Отметим, что если на решения системы Гамильтона — Эренфеста налага-

ются дополнительное условие периодичности, то они принимают вид

X
(
t,CTn

)
=

eE

m(�̃2 − ω2)
cosωt,

P
(
t,CTn

)
= − eEω

(�̃2 − ω2)
sinωt− eEρ

(�̃2 − ω2)
cosωt

σxx
(
t,CTn

)
=

~(2n+ 1)
2m�

, σxp
(
t,CTn

)
= −mρ~(2n+ 1)

2m�
, (2.16)

σpp
(
t,CTn

)
= m2(�2 + ρ2)

~(2n+ 1)
2m�

,

CTn =
(

−eEρ
m�̃(�̃2 − ω2)

,
eE

m(�̃2 − ω2)
, 0, 0,

~(2n+ 1)
2m�

)ᵀ

и функции (2.13) удовлетворяют условию квазипериодичности

�(0)
n

(
x, t+ T,CTn

)
= e−iEnT/~�(0)

n

(
x, t,CTn

)
, (2.17)

где E — квазиэнергии. В результате для квазиэнергетических уровней и фазы
Ааронова — Анандана соответственно получим

En =
[
− e2E2

2m(�̃2 − ω2)
−
e2E2

[
ω2 + ρ2 − ω2

0 − ζ(a+ 2b+ c)ω2
nl(a+ 2b+ c)

]
4m(�̃2 − ω2)2

]
+ ~

(
�+

κ̃c
2m�

)(
n+

1
2

)
. (2.18)

3. Оператор эволюции уравнения типа Хартри

Теорема 2.1 дает решение задачи Коши (0.1), (1.8) для специального класса
начальных условий вида (2.15). Чтобы найти решение задачи Коши с произ-
вольными начальными условиями в классе квазиклассически-сосредоточенных
функций, построим оператор эволюции уравнения типа Хартри (0.1).

Система функций
{
�(0)
n (x, t, g(t,C))

}∞
n=0 вида (2.10) образует полный набор

решений линейного ассоциированного уравнения Шрёдингера (2.2) и позволяет
построить оператор эволюции уравнения типа Хартри (0.1). Функцию Грина
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линейного уравнения (ядро оператора эволюции) можно разложить по полному
набору решений линейного уравнения

G(0)(x, y, t, s, g(t,C), g(s,C)) =
∞∑
n=0

�(0)
n (x, t, g(t,C))

(
�(0)
n (y, s, g(s,C))

)∗
. (3.1)

С учетом формулы Мелера [23]
∞∑
n=0

1
n!

(
λ

2

)n
Hn(x)Hn(y) =

1√
1− λ2

exp
[
2xyλ− (x2 + y2)λ2

1− λ2

]
из (2.10), (3.1) найдем

G(x, y, t, s, g(t,C), g(s,C)) =

√
m�

2πi~ sin[�(t− s)]

× exp
{
i

~

[
S(t, ~, g(t,C))− S(s, ~, g(s,C)) + P (t,C)�x− P (s,C)�y

]}
exp

{
− im�

2~

(
2�x�y − (�x2 +�y2) cos[�(t− s)]

sin[�(t− s)]

)}
× exp

{
− imρ

2~
(�x2 −�y2))

}
.

Здесь �x = x−X(t,C), �y = y −X(s,C).

Теорема 3.1. Пусть оператор Ûκ(t, s, ·) определен соотношением

Ûκ(t, s, ψ)(x) =
∞∫

−∞

Gκ
(
x, y, t, s, g(t,C(ψ)), g(s,C(ψ)))ψ(y) dy, (3.2)

где

Gκ(x, y, t, s, g(t,C(ψ), g(s,C(ψ))) =

√
m�

2πi~ sin[�(t− s)]

× exp
{
i

~
[S(t, ~, g(t,C(ψ))) + P (t,C(ψ))�x− S(s, ~, g(s,C(ψ)))− P (s,C(ψ))�y]

}
×exp

{
− im�

2~

(
2�x�y − (�x2 +�y2) cos[�(t− s)]

sin[�(t− s)]

)}
exp

{
− imρ

2~
(�x2−�y2))

}
.

(3.3)

Здесь �x = x − X(t,C(ψ)), �y = y − X(s,C(ψ)), функция S(t, ~, g(t,C(ψ)))
определена соотношением (2.4), а параметры C(ψ) определяются уравнением

g(t,C)|t=s = g0(ψ) = 〈ψ|ĝ|ψ〉. (3.4)

Тогда функция
�(x, t) = Ûκ(t, s, ψ)(x) (3.5)

является точным решением задачи Коши для уравнения типа Хартри (0.1) с
начальным условием �(x, t)|t=s = ψ(x), а оператор Ûκ(t, s, ·) — оператором эво-
люции нелинейного уравнения типа Хартри (0.1).

Доказательство можно провести непосредственной подстановкой.
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Теорема 3.2. Пусть оператор Û−1
κ (t, s, ·) определен соотношением

Û−1
κ (t, s, ψ)(x) =

∞∫
−∞

G−1
κ (x, y, t, s, g(t, (ψ)), g(s,C(ψ)))ψ(y) dy

=
∞∫

−∞

Gκ(x, y, s, t, g(s,C(ψ)), g(t, (ψ)))ψ(y) dy. (3.6)

Здесь функция Gκ(x, y, s, t, g(s,C(ψ)), g(t, (ψ))) определена соотношением (3.2),
в котором переменную t необходимо заменить на s, переменную s — на t, а
постоянные C определяются из уравнения

g(s,C)|s=t = g0(ψ) = 〈ψ|ĝ|ψ〉. (3.7)

Тогда оператор Û−1
κ (t, s, ·) (3.6) является левым обратным для оператора

Ûκ(t, s, ·) (3.2), т. е.

Û−1
κ (t, s, Ûκ(t, s, ψ))(x) = ψ(x), ψ ∈ P0

~ . (3.8)

Доказательство можно провести непосредственной подстановкой.

Следствие 3.1. Если функция �(x, t) является частным решением урав-
нения типа Хартри (0.1), то справедливо соотношение

Ûκ
(
t, s, Û−1

κ (t, s, �(t))
)
(x) = �(x, t). (3.9)

Доказательство. Обозначим ψ(x) = �(x, t)|t=s, тогда по теореме 3.1
справедливо �(x, t) = Ûκ(t, s, ψ)(x). Следовательно, левую часть соотноше-
ния (3.9) можно представить в виде

Ûκ
(
t, s, Û−1

κ (t, s, �(t))
)
(x) = Ûκ

[
t, s, Û−1

κ (t, s, Ûκ(t, s, ψ))
]
(x)

= Ûκ(t, s, ψ)(x) = �(x, t).

Здесь мы воспользовались формулой (3.8). Таким образом, утверждение дока-
зано.

4. Операторы симметрии уравнения типа Хартри

Решение задачи Коши для уравнения типа Хартри (0.1) в классе квазиклас-
сически сосредоточенных функций P0

~ и явный вид оператора эволюции (3.2)
позволяют, в свою очередь, построить в явном виде общие выражения основных
конструкций симметрийного анализа [4–9]. Этими конструкциями являются
операторы симметрии, однопараметрическое семейство операторов симметрии,
генераторы этого семейства (симметрии уравнения (0.1)).

Действительно, пусть â — некоторый оператор, действующий в P0
~ , т. е.

â : P0
~ → P0

~ , и �(x, t) — произвольная функция из класса Pt
~. Определим

оператор Â( · ) соотношением

�(x, t) = Â(�(t))(x) = Ûκ
(
t, â Û−1

κ (t, �(t))
)
(x), (4.1)

где Ûκ(t, ·) = Ûκ(t, 0, ·).
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Теорема 4.1. Если функция �(x, t) есть решение уравнения типа Хар-
три (0.1), то �(x, t) (4.1) также является решением уравнения (0.1).

Доказательство непосредственно следует из свойств оператора эволю-
ции, доказанных в теоремах 3.1 и 3.2.

Таким образом, оператор Â( · ), определенный соотношением (4.1), есть опе-
ратор симметрии уравнения (0.1).

Пусть оператор b̂ и его операторная экспонента exp(αb̂) действуют в классе
P0

~ , т. е. b̂ : P0
~ → P0

~ и exp(αb̂) : P0
~ → P0

~ , где α — вещественный параметр.
Для произвольной функции �(x, t) ∈ Pt

~ определим однопараметрическое се-
мейство операторов B̂(α, ·) соотношением

B̂(α,�(t))(x) = Ûκ
(
t, exp{αb̂}Û−1

κ (t, �(t))
)
(x). (4.2)

По аналогии с предыдущим операторы B̂(α, ·) образуют однопараметриче-
ское семейство операторов симметрии уравнения (0.1).

Нетрудно убедиться, что для произвольной функции �(x, t) ∈ Pt
~ справед-

ливо групповое свойство

B̂(α+ β, �(t))(x) = B̂(α, B̂(β, �(t)))(x). (4.3)

Продифференцировав соотношение (4.2) по параметру α в точке α = 0,
получим

Ĉ(�(t))(x) =
d

dα
B̂(α,�(t))(x)|α=0 =

d

dα
Ûκ

(
t, exp{αb̂}Û−1

κ (t, �(t))
)
(x)|α=0.

(4.4)
Оператор Ĉ( · ), определенный соотношением (4.4), является генератором одно-
параметрического семейства операторов симметрии (4.3).

Отметим, что оператор Ĉ( · ) не является оператором симметрии уравне-
ния (0.1). Это связано с тем, что параметры C, определяющие оператор эво-
люции Ûκ(t, ·) в соотношении (4.4), зависят от α. Действительно, величины C
определяются из уравнения (3.4):

g(t,C)|t=0 = 〈exp{αb̂}φ|ĝ| exp{αb̂}φ〉,

φ(x) = Û−1
κ (t, �(t))(x), �(x, t) ∈ Pt

~,

которое содержит параметр α в явном виде. В результате выражение (4.4)
будет содержать производные от оператора эволюции Ûκ(t, ·) по параметрам C.
Каждая из этих производных представляет собой оператор, отличающийся от
оператора эволюции.

Пример. Подставим в соотношение (4.1) вместо оператора â операторы
â+(t) и â(t) вида (2.9) при t = 0, т. е.

â(0) =
1√

2~m�
[�p̂0 − im��x0], â+(0) =

1√
2~m�

[�p̂0 + im��x0],

где
�p̂0 = −i~∂x − p0, �x0 = x− x0.

Тогда операторы Â(±)( · ), определенные соотношениями

Â(+)(�(t))(x) = Ûκ
(
t, â+(0) Û−1

κ (t, �(t))
)
(x),

Â(−)(�(t))(x) = Ûκ
(
t, â(0) Û−1

κ (t, �(t))
)
(x),
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где �(x, t) ∈ Pt
~, являются операторами симметрии уравнения (0.1), для кото-

рых, в частности, справедливо

Â(+)(�(0)
n (t, g(t,Cn))

)
(x) =

√
n+ 1�(0)

n+1(x, t, g(t,Cn+1)),

Â(−)(�(0)
n (t, g(t,Cn))

)
(x) =

√
n�(0)

n−1(x, t, g(t,Cn−1)).

Здесь �(0)
n (x, t, g(t,Cn)) — квазиклассические траекторно-когерентные состоя-

ния вида (2.13), где константы Cn определены соотношением (2.12). Таким об-
разом, операторы Â(+)( · ) являются нелинейными аналогами операторов «рож-
дения» и «уничтожения». С помощью операторов Â(±)( · ) соотношения (2.13),
(2.12) представим в виде

�(0)
n (x, t, g(t,Cn)) =

1√
n!

(Â(+)( · ))n�(0)
0 (x, t, g(t,C0)). (4.5)

На функциях �(x, t) ∈ Pt
~ определим однопараметрическое семейство опе-

раторов сдвига D̂(α, ·) соотношением

D̂(α,�(t))(x) = Ûκ
(
t, D̂0(α) Û−1

κ (t, �(t))
)
(x), (4.6)

где
D̂0(α) = exp{αâ+(0)− α∗â(0)}, �(x, t) ∈ Pt

~, α ∈ C. (4.7)

Операторы D̂(α, ·) являются операторами симметрии уравнения (0.1), а
функции

�α(x, t, g(t,Cα)) = D̂
(
α,�(0)

0 (t, g(t,C0))
)
(x) (4.8)

— решениями уравнения (0.1) для произвольных комплексных значений α. Здесь
параметры Cα определяются уравнением (3.4), которое в данном случае имеет
вид

g(t,C)|t=0 =
〈
D̂0(α)�(0)

0 (0)|ĝ|D̂0(α)�(0)
0 (0)

〉
. (4.9)

Запишем оператор D̂0(α) в виде

D̂0(α) = exp{β�p̂0 + γ�x0} = exp
{
− i~

2
βγ

}
exp{γ�x0} exp{β�p̂0}, (4.10)

где β = [α− α∗]/
√

2~m�, γ = [α+ α∗](i�− ρ)
√
m/2~�. Таким образом,

�α(x, 0, g(0,Cα)) = D̂0(α)�(0)
0 (x, 0, g(0,C0))

= exp
{
− i~

2
βγ

}
exp{γ�x0 − p0β}�(0)

0 (x− i~β, 0, g(0,Cα)), (4.11)

�(0)
0 (x− i~β, 0, g(0,Cα)) = �(0)

0 (x, 0, g(0,Cα))

× exp
{
i

~

[
−i~p0β − i~Q(0)�x0β −

~2

2
Q(0)β2

]}
.

Заметим, что Q(0) = im�−mρ, следовательно,

γ +Q(0)β = 2(i�− ρ)α
√

m

2~�
.
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Аналогично находим

− i~
2

[βγ +Q(0)β2] =

√
~m
2

(
�+ iρ√

�

)
αβ =

(
1
2

+
iρ

�

)
[α2 − |α|2]. (4.12)

Подставив (4.12) в (4.11), получим

�α(x, 0, g(0,Cα)) = �(0)
0 (x, 0, g(0,C0))

× exp
{(

1
2

+
iρ

�

)
[α2 − |α|2] + (i�− ρ)

√
2m
~�

α�x0

}
= 4

√
m�

π~
exp

{(
1
2

+
iρ

�

)
[α2 − |α|2] +

i

~

(
p0 +

(
1 +

iρ

�

)√
2m�~α

)
�x0

− m�

2~

(
1 +

iρ

�

)
�x2

0

}
. (4.13)

Обозначив
α1 = Reα, α2 = Imα,

запишем

|�α(x, 0, g(0,Cα))|2 =

√
m�

π~
exp

{
−m�

~

(
�x0 +

√
2~
m�

(
α2 +

ρ

�
α1

))2

+
2ρ2

�2 α
2
1

}
.

(4.14)
Из уравнения (4.9) с учетом (4.14) найдем

Cα =
(

1
m�̃

pα, xα, 0, 0,
~

2m�

)ᵀ

, (4.15)

где

pα = p0 +
√

2m�~
(
α1 −

ρ

�
α2

)
, xα = x0 −

√
2~
m�

(
α2 +

ρ

�
α1

)
.

В результате для соответствующего семейства (параметризованного α) ре-
шений нелинейного уравнения типа Хартри (0.1) найдем явный вид функций
�α(x, t, g(t,Cα)). Тем самым с помощью прямого действия однопараметрическо-
го семейства операторов симметрии D̂(α, ·) найдены явные выражения

�α(x, t, g(t,Cα)) = 4

√
m�

π~

exp
{
i

~
(S(t, ~, g(t,Cα)) + P (t,Cα)�x)− m(�− iρ)

2~
�x2

}
, (4.16)

где �x = x−X(t,Cα), а

S(t, ~, g(t,Cα)) =
t∫

0

(P (t,Cα)Ẋ(t,Cα)− H(t, ~, g(t,Cα))) dt. (4.17)

Для операторов (4.6) справедлив следующий закон умножения:

D̂(α, D̂(β, �(t)))(x) = exp[αβ∗ − α∗β]D̂(α+ β, �(t))(x). (4.18)

Операторы exp(iγ)D̂(α, ·), где γ ∈ R, α ∈ C, задают нелинейный аналог пред-
ставления группы Гейзенберга — Вейля [21, 22]. Функции �α(x, t, g(t,Cα)) (4.16)
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в силу (1.20) и (4.15) минимизируют соотношение неопределенностей Шрёдин-
гера (1.15) и, следовательно, являются сжатыми когерентными состояниями.

В заключение отметим, что построенные в работе точные выражения для
оператора эволюции и основных объектов симметрийного анализа для уравне-
ния типа Хартри (0.1) могут быть обобщены на случай уравнения типа Хартри
в многомерном пространстве с гладкими коэффициентами общего вида. Это
можно сделать на основе результатов работ [10, 11]. Однако данное обобщение
будет справедливо лишь в приближенном смысле с точностью до Ô(~(M+1)/2),
~ → 0, где M — порядок системы Гамильтона — Эренфеста. В частности, это
позволяет построить особый вид приближенных операторов симметрии (а также
симметрий) для указанных выше уравнений типа Хартри, которые естественно
назвать квазиклассическими операторами симметрии (симметриями).

Авторы признательны Л. В. Овсянникову, В. В. Пухначеву и А. П. Чупа-
хину за интерес к работе и полезные обсуждения.
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