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REALISATION DU FLOT GEODESIQUE SUR LE
GROUPE SO(n) COMME FLOT SUR DES ORBITES
DE KOTANT-KIRILLOV

(REALIZATION OF GEODESIC FLOW ON THE
GROUP SO(n) AS A FLOW ON
KOSTANT-KIRILLOV ORBITS)

Ahmed Lesfari

Abstract. The aim of this paper is to realize the geodesic flow on the group SO(n) as a
flow on the Kostant-Kirillov orbits. We study the adjoint and coadjoint orbits of a Lie group with
an application in the case of the orthogonal special group SO(n). We will see how to explicitly
determine a symplectic structure in the orbit of the coadjoint representation of a Lie group. Special
attention is given to the groups SO(3) and SO(4).

1 Généralités

On a rassemblé dans cette section quelques notions sur divers themes, a la fois
pour leurs intéréts propres et parce que cela conduit a clarifier un certain nombre
de résultats obtenus dans ce papier. Pour de plus amples information, on pourra
consulter avec profit [2, 3, 4, 5, 7, 10, 13, 15, 16, 17, 18, 19].

Soit M une variété différentiable de dimension paire. Une structure symplectique
(ou forme symplectique) sur M est une 2-forme différentielle w fermée, c.-a-d., dw = 0
et partout non dégénérée, c.-a-d.,

Vpe M, VE#0, In:w(én) #0, (§neTl,M),

ot T, M est I'espace tangent a M au point p. Le couple (M,w) (ou simplement M)
s’appelle variété symplectique. Des lors, en un point p € M, on dispose d’une forme
bilinéaire antisymétrique non dégénérée sur I'espace tangent 1), M, ce qui explique
que la dimension de la variété M est paire.

2010 Mathematics Subject Classification: 53D05; 53D30.
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232 A. Lesfari

Exemple 1. L’espace M = R?*™ muni de la 2-forme

m
w= Zd:ck A dyg,
k=1

(00U X1, oy Ty Y1y -y Ym, SONE des coordonnées locales) est une variété symplectique.

Les vecteurs
0 0 0 0
— ] e l= =), =], € M,
<8x1>p (axm>p <8y1>p <aym>p p

constituent une base symplectique de l’espace tangent T,M. De méme, l’espace C™
(coordonnées z1, ..., zm ), muni de la forme

. m
WZQ;de/\d?k,

est une variété symplectique. Notons que cette forme coincide avec celle ci-dessus
moyannant Uidentification C™ ~ R?™, 2, = x, + iyp,.

Rappelons que si M est une variété différentiable de dimension m, alors il existe
sur son fibré tangent TM = Upe v TpM (c.-a-d., la réunion des espaces tangents a
M en p), une structure de variété différentiable de dimension paire 2m et il nous
permet de transporter imméditement aux variétés toute la théorie des équations
différentielles ordinaires. Rappelons aussi que 'espace cotangent a M en p, noté
Ty M, est l'espace dual de T),M (c.-a-d., I'ensemble de toutes les formes linéaires
sur T,M) et que le fibré cotangent, noté T M, est défini comme I'union de tous les
espaces cotangents & la variété M. On montre que le fibré cotangent T*M posséde

une structure symplectique et dans les coordonnées locales (1, ..., Zm, Y1, .-, Ym),
m

cette structure est donnée par w = Z dxi A dyi. Les espaces de phases des systemes
k=1

Hamiltoniens étudiés plus loin sont des variétés symplectiques et souvent ce sont des
fibrés cotangents équipés de la structure canonique.

Proposition 2. Soit
I:TiM — T, M, wi— &,

une application telle que :
we (n) =w(n,€), VneTM.
Alors I est l’isomorphisme engendré par la forme symplectique w.
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Flot géodésique sur SO(n) 233

Démonstration: Soit
IV T, M — TEM,  Ev— 1) = wg,
I’application définie par

171 () = wi(n) = w(n,€), Vn € T, M.

Comme w est bilinéaire, on a évidemment

ITN&@+ &) ) =1""(&) () + 17" (&) (n), Vn € TuM.

Pour montrer que Papplication I~! est bijective, il suffit de montrer qu’elle est
injective puisque dim 7, M = dim 7M. On a

KerI 7' ={¢e€T,M:w(n,&) =0, VneT,M}={0},

car la forme w est non-dégénérée. Donc I~! est un isomorphisme et par conséquent,
I est aussi un isomorphisme puisque on ’obtient par l’inverse d’un isomorphisme.
La proposition est démontrée. [

Un champ de vecteurs (on dit aussi section du fibré tangent) sur M est une
application, notée X, qui a tout point z € M associe un vecteur tangent X, € T, M.
Autrement dit, c’est une application X : M — TM, telle que si 7 : TM — M,
est la projection naturelle, on ait m o X = idy;. Dans un systeme (z1,...,2z,,) de
coordonnées locales dans un voisinage U C M, le champ de vecteurs X s’écrit sous
la forme

= 0

ol les fonctions fi,...,fm : U — R, sont les composantes de X par rapport a
(21, ..., Tm). Un champ de vecteurs X est différentiable si ses composantes fi(x)
sont des fonctions différentiables. Cette définition de différentiabilité ne dépend pas
évidemment du choix du systeme de coordonnées locales. Au champ de vecteurs X
correspond un systéme d’équations différentielles

dx
ditl = fl (xlv"'axm)7
dzm,
a fm (%150, Tm) -

On suppose dans la suite que le champ de vecteurs X est différentiable (de classe
C™) et a support compact, ce qui sera en particulier le cas si la variété M est
compacte. Etant donné un point # € M, on note g;* (z) (ou g(x)) la position de =
apres un déplacement d’une durée ¢ € R. On a ainsi une application

th:M—>M, teR,
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234 A. Lesfari

qui est un diffeomorphisme. Au champ de vecteurs X est lié un groupe a un
parametre de difféomorphismes th sur M, c.-a-d., une application différentiable
(de classe C*°) : M x R — M, vérifiant une loi de groupe :

(i) YVt € R, g : M — M est un difféomorphisme.

(ii) Vt,s € R,gt)_ﬁ_s = gi¥ o gX.

La condition #7) signifie que la correspondance ¢ — g;¥, est un homomorphisme
du groupe additif R dans le groupe des difféomorphismes de M dans M. Elle
implique que 'on a g%, = (g,;X )_1, car gg( = idys est la transformation identique qui
laisse chaque point invariant. Ce groupe & un parametre de difféomorphismes g;*
sur M, s’appelle flot et il admet le champ de vecteurs X pour champ de vitesses

& @) = X (6 (@)

avec la condition initiale : g¢f(z) = 2. Evidemment

d g

F@| =X@)
Donc par ces formules g;¥ () est la courbe sur la variété qui passe par x et telle
que la tangente en chaque point est le vecteur X (th (x)) Par ailleurs, on montre
que le champ de vecteurs X est générateur d’un unique groupe a un parametre de
difféomorphismes de M.

On déduit de ce qui précede que la forme symplectique w induit pour chaque
fonction différentiable H : M — R, appelée Hamiltonien, un champ de vecteurs
Hamilonien

IdH : M — T, M, x+— IdH(x).

Autrement dit, le systeme différentiel défini par
it) = Xp(a(t)) = IdH (),

est un champ de vecteurs Hamilonien associé a la fonction H. Les champs de vecteurs
Hamiltoniens forment une sous-algebre de Lie de ’espace des champs de vecteurs.
Notons que le flot g;X laisse invariante la forme symplectique w.

Proposition 3. La matrice associée a un systeme Hamiltonien forme une structure
symplectique.

Démonstration: Soit (x1,...,Tmn) un systeme de coordonnées locales sur M. On
a
m
OH
(t) = —I(d 1.1
£(t) ; Dy, L (4w Z 8xk (L)

ot I (dxy,) = €% € T, M est défini de telle maniere que :

Yne T, M, np=drr(n)=w <n,§k) , (kémecomposante de 7).
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Flot géodésique sur SO(n) 235

En désignant par (n1,...,nm) et (5{“, e 57’%) les composantes de 7 et £¥ respectivement,
on obtient

3

=W Zm Z J@m =y s ) It : ,

&

ot J~! est la matrice définie par

Jt= <w (a, 8)) : (1.2)
Oz; Oz 1<i,j<m

Cette matrice est inversible et on peut donc chercher ¢ tel que :

0
34 0
Jt : =1 1 e k®™€ place
& 0
0
D’ou,
0
k
1
: =J| 1|,
&
0
avec £F = keMe colonne de J , C'est-a-dire d’“ = Ji, 1 < i < m. Par conséquent,
m
0
=2 Jig,
; Xy
=1

On montre aisément que la matrice J est antisymétrique et de (1.1) on déduit que :

n Hm a no (X ~OH a

En écrivant

B " day(t)
t)_; dt 8% le dx;’
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236 A. Lesfari

on obtient 1’équation :

ou sous forme matricielle

OH
s
et qui n’est autre que le champ Hamiltonien associé a la fonction H. [J
Soit (M,w) une variété symplectique. A tout couple de fonctions différentiables
(F,G) sur M, on associe la fonction

(t) = J ()

{F,G} =d,F(Xg) = X¢F(u) =w(Xqg, Xr),

ou X et X sont les champs de vecteurs Hamiltoniens associés aux fonctions F' et
G respectivement. On dit que {F, G} est le crochet de Poisson des fonctions F' et
G. On vérifie aisément que le crochet de Poisson, c.-a-d., 'application bilinéaire

{,}:C®(M) xC®(M) — C*(M), (F,G) — {F,G},

définie ci-dessus (ot C*°(M) est l'algebre commutative des fonctions régulieres sur
M) est antisymétrique :

{F.G} =G, F},

vérifie la formule de Leibniz :
{FG,H} = F{G,H} + G{F,H},
et satisfait a l'identité de Jacobi :
{H, F}y, G+ {{F,G}, Hy + {{G, H} , F} =0,

pour tous F,G,H € C®(M). La variété M est dite variété de Poisson ou encore
variété Hamiltonienne. La formule de Leibniz assure que lapplication G — {G, F'}
est une dérivation. L’antisymétrie et I'identité de Jacobi assure que {,} est un
crochet de Lie, elles munissent C*° (M) d’une structure d’algebre de Lie de dimension
infinie.

Considérons maintenant la variété M = R" x R™ et soit p € M. En vertu
du théoréeme de Darboux (les variétés symplectiques (M,w) de dimension 2m sont
localement isomorphes & (R?™, w)), on peut choisir dans un voisinage du point p, un
systeme de coordonnées locales (y1, ..., Ym, T1,-- -, Tm) tel que la forme w s’exprime
sous la forme

w= idwi A dy;.

i=1
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Flot géodésique sur SO(n) 237

Des lors
m
OH OF OH OF
XyF = — ={H,F}, YF € C>®(M).
a ; <8xz- Oy Oy 396z‘> t J A
La variété M munie des coordonnées locales y1, ..., Ym, T1,...,Tm €t du crochet de

Poisson canonique ci-dessus est une variété de Poisson. Toute fonction F' vérifiant
la propriété XpgF = 0, est dite intégrale premiere de X, cela signifie que F' est
constante sur les trajectoires de Xy. En particulier, on a X H = 0. Deux fonctions
F' et G sont dites en involution quand leur crochet {F, G} est nul. Nous avons ainsi
une caractérisation complete du champ de vecteurs Hamiltonien

0H
Ht) = Xn(a(t) =I5, T =J@), weM, (1.3)
x
ou H : M — R, est une fonction de classe C*° (Hamiltonien) et J est une matrice
antisymétrique a éléments satisfaisant a 'identité de Jacobi ci-dessus ou

OH _OF OH OF
{H,F} = <aggjax> =2 i o

,

sont les crochets de Poisson.

Exemple 4. Les équations d’Euler du mouvement de rotation d’un corps solide
autour d’un point fixe, pris comme origine du repere lié au solide, lorsqu’aucune
force extérieure n’est appliquée au systéme, peuvent s’écrire sous la forme [6, 9, 11]

m1 = (A3 — A2) mams,
me = (A1 — A3) mims,
mg = (A2 — A1) mima,

ot (my,ma,mg) est le moment angulaire du solide et \; = Ii_l, I, I et I3 étant les
moments d’inertie. Ces équations s’écrivent sous la forme d’un champ de vecteurs
Hamiltonien (1.3) avec x = (mq, ma, ms3)7" et

1
H = 5 (Alm% + )\gm% + )\3771%) ,

UHamiltonien. Pour déterminer la matrice J = (J;j)1<i j<3, on procéde comme suit:
comme J est antisymétrique, alors

Ji=0, Jj;=—Ju 1<i,j<3,

d’ou
0 Ji2 Ji3
J=| —Jiz 0 Jog
—Jiz —Jaz 0
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238 A. Lesfari

Des lors,
i 0 Jiz Jis A1my
Thz = —J12 0 J23 )\ng N (1.4)
m3 —Jiz —Joz O Azmg

(A3 — A2) mams
= (A1 — Az)mimsg | . (1.5)
(A2 — A1) mimg

En comparant (1.4) et (1.5) , on déduit immédiatement que :

0 —ms3 mo
J = ms 0 —mi | €s0(3),
—1my ma 0

est la matrice du champ de vecteurs Hamiltonien.

Exemple 5. Les équations du flot géodésique sur le groupe SO(4) peuvent s’écrivent
sous la forme [8, 12] :

1 = (A3 —A2)max3 + (A6 — As) T56,
to = (A1 —A3)z1z3+ (A\g — Ng) T4,
g3 = (A2 = Ar)@ize + (A5 — Ag) 2425, (1.6)
Ty = (A3 = As) @3ws + (Ae — A2) T2,
25 = (A — A3)zzza + (M1 — Ng) z16,
s = (A2 — A1) zoxs + (A5 — A1) 2125,
ol A1, ..., A¢ sont des constantes. Ces équations s’écrivent sous la forme d’un champ

de vecteurs Hamiltonien

OH
P(t) = J—— RO
z(t)y=J 5 © e R”,

avec

1
H:§(A1x%+A2x§+---+A6x§).

En procédant de facon similaire a ['exemple précédent, on obtient

0 —XI3 xT9 0 —Tg Is5
T3 0 —x1 x¢ 0 —x4
J = — X9 I 0 —XI5 X4 0
a 0 —x¢ x5 0 —x3 a2
Te 0 —T4 T3 0 —XI1
—x5 T4 0 —T9 I 0
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2 Orbites de Kostant-Kirillov d’un groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie et g un élément de G. Le groupe de Lie G opere sur
lui-méme par une translation a gauche :

Ly:G— G, hvr— gh,
et une translation a droite :

R,:G— G, h+—— hg.
En vertu de l'associativité de la loi du groupe, on a

LgLp = Lgh, RgLyp=Rpg, Ly1=0L;", Ry1=R,"

En particulier, les applications R, et L, sont des difféomorphismes de GG. En outre,
toujours a cause de ’associativité, R, et L, commutent. Considérons I’automorphisme
intérieur
-1 -1
R,"Ly:G— G, hr—ghg™,

du groupe G. Il laisse 'unité e du groupe G fixe,
R;ng(e) =geg ! =e.

On peut définir la dérivée de R;ng en l'unité e, c.-a-d., application induite des
espaces tangents comme suit

d__
Ady:G — G, & ﬁRgng(etg) .

ol G = T.G est I'algebre de Lie du groupe G; c’est 'espace tangent a G en son unité
e. Cette définition a bien un sens car R;ng(etg) est une courbe dans G et passe
par l'identité en t = 0. Des lors gég~! € G, et on a

Proposition 6. Pour tout élément £ € G, on a
Adg(&) = g¢g™", Adgy, = Ady.Ady, g,h€G.

Démonstration: On a

d __ d _ d [t
Adg(§) = — Ry Lo(e")| = —ge'g™!| = —yg (Z —~ )g o
t=0 t=0 n=0 : =0
don,
d =t . d ~t" _ _
Adg(§) = = > —o8"g™! | = > gty gt gt
n=0"" t=0 n=0 " n—‘]?ois =0
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240 A. Lesfari

et par conséquent,

d Xt ., d - _
Adg(€) = =3 —(geg™H )| = S0 = gegTl,
dt n! dt _
n=0 =0 t=0
On vérifie aisément que Adgy, = Ady.Ady,. En effet, on a
Adgn(§) = gh&(gh)™' = ghth™ g,
Ady.Adp(&) = Ady(héh™b),= ghth g™,
ce qui acheve la démonstration. [
L’application
d 4 te -1
Ady: G — G, &— —R_ "Ly(e™) =g&g ", ge€Gq,

dt t=0
s’appelle représentation adjointe du groupe G. L’orbite adjointe de £ est définie par
Oa(§) ={Ady(§) : g€ G} CG.

Proposition 7. L’application Ad, est un homéomorphisme d’algébre,

Ady[€,m] = [Ady€, Adgn], (&1 € G).

Démonstration: On a

Adyl¢,m] = Adg(&n — n&) = g(&n —n&)g™" = géng™" — gnég ™,
dot,
Adglé,n) = g€g  gng™" —gng 9€g™" = [9€g7 ", gng '] = [Ady€, Adgn],

la démonstration s’acheve. OJ
Considérons maintenant ’application

Ad: G — End(G), g+ Ad(g) = Ad,,

ot End(G) est I'espace des opérateurs linéaires sur ’algebre G. Elle est différentiable
et sa dérivée Ad,. en I'unité du groupe G est une application linéaire de ’algebre
T.G = G dans l'espace vectoriel TTEnd(G) = End(G). Cette application sera notée

)

ad = Adye : G — End(G), &+— ade = %Adg(t)
t=0

=&, 9(0)=e.
t=0

ol g(t) est un groupe & un parametre avec p g(t)
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Flot géodésique sur SO(n) 241

Proposition 8. Soit £ € G et n € End(G). En posant ade = Ad.e(£), alors

adg(n) = [€,n].
Démonstration: On a
d d
adg(n) = Adwe(§)(n) = —Adgny(n)] = = (9(tng™" ()|
t=0 t=0

d’ou,
ade(n) = §(t)ng~ (8)],_y — 9(®ng™ ' O)g()g™ ()], »
et par conséquent,

adg(n) = g(0)n —ng(0) = &n —né = [§, ).

La démonstration s’acheve. [J

Soit T, G T'espace cotangent au groupe G en g; c’est le dual de I'espace tangent
TyG. Donc un élément ¢ € T;G est une forme linéaire sur TG et sa valeur sur
n € T,G sera désignée par ((n) = ((,n). Soit G* = TG 'espace vectoriel dual de
I’algebre de Lie G; c’est 'espace cotangent au groupe G en son unité e. L’opérateur
dual Ady : G* — G, de Ad, est défini par

(Ad;(C),n) = (¢, Adgn), C€G*neQ.

Ady s’appelle représentation coadjointe du groupe de Lie G. On définit l'orbite
coadjointe appelée orbite de Kostant-Kirillov, au point x € G* par

O (x) = {Ad(x) : g€ G} C G".

Proposition 9. Les opérateurs transposés Ady forment une représentation du groupe
de Lie G, c’est-a-dire qu’ils satisfont aux relations : Ad;h = Adj,.Adj.

Démonstration: En effet, soit ( € G*, n € G. On a

(Adg, (€),m) = (¢, Adgn(n)) = (¢, Adn.Adg(n)) ,

d’ofl,
(Ad3, (C),m) = (Ad(C), Adn(n)) = (Ady;. Ad(C),m),

ce qui acheve la démonstration. [J
Soit I'application

Ad*: G — End(G"), g+ Ad*(g) = Ady,
et considérons sa dérivée en I'unité du groupe

ad® = (Ad*)se : G — End(G"), &+ adg.
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Proposition 10. Soit £,m € G et ( € G*. En posant

(adg(C)ym) = (G [&ml) = ({&. L) s
ot
{(}:GxG"—G" (&0 —{§, (Y,
est une forme linéaire, alors
adg (¢) = {&, ¢}-
Démonstration: On a

(ad(0):n) = (AL )01} = ( Al

) 77> )
t=0

d
ou et5‘t:0 —e, —et

o = £. Des lors,

t=0

(ad2(O)m) = L (Adse()m)| = (¢, Ade ()

?

t=0

t=0
d’ou,

(adz(C),m) = <<, 9 pde(n)

ce qui acheve la démonstration. [

t_0> — (¢, adgn) = (¢, &, nl) = ({€,Chm)

3 Détermination des orbites adjointes et coadjointes dans
le cas du groupe SO(n)

Nous allons montrer comment trouver l'orbite adjointe et ’orbite coadjointe dans
le cas du groupe SO(n). Rappelons que SO(n) est le groupe spécial orthogonal
d’ordre n, c.-a-d., I'ensemble des matrices X de type n x n telles que : X . X =T
(ou X7! = XT) et det X = 1. SO(n) est un goupe de Lie. L’espace tangent &
I'identité du groupe SO(n), que I'on note so(n), est constitué par les matrices n x n
antisymétriques, c.-a-d., des matrices A telles que : AT + A = 0. Le commutateur
de deux matrices antisymétriques est encore une matrice antisymétrique (en effet,
si A, B € so(n), alors [A, B] = AB — BA € so(n)). Ce produit définit une structure
d’algebre de Lie sur so(n); c’est I'algebre de Lie du groupe SO(n). En outre, on a

X =AX, Acso(n),
et par conséquent, ’espace tangent a l'identité de SO(n) est T1.SO(n) = so(n). Soit
Ry'Ly : SO(n) — SO(n), X+——YXY ™' Y €SO(n),
I'automorphisme intérieur du groupe SO(n). On vérifie que Y XY 1 € SO(n).

Lors de la recherche de I'orbite coadjointe, nous aurons besoin du lemme suivant:
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Lemme 11. L’algébre de Lie so(n) munie du commutateur [,] des matrices est
isomorphe a l'espace R™ 2 muni du produit vectoriel A. L’isomorphisme est donné

par
aNb+— [A,B] = AB — BA,

n(n—1)
ot a,be R™=z et A,B € so(n).

Démonstration: Sans restreindre la généralité, nous allons donner la preuve dans
le cas n = 3. Soit a = (a1, az,a3) € R? et

0 —as a9
A= as 0 —a1 | €s0(3).
—a aq 0

Au produit scalaire de R? est associé la forme de Killing dans so(3),
1
(A, B) = —?cr(A.B).

En effet, on a
(A, B) = aiby + azby + azbs,

—agbz — azby azby azby
A.B = a1bs —a3b3 —aib a3b2 S 80(3),
a1bs asbs —ashy — a1by
et
1

—itr(A.B) = a1by + agbs + asbs.
De méme, au produit vectoriel de R? est associé le commutateur des matrices,
aNb=[A, B].
En effet, on a
a Nb = (agbs — azbz, azby — a1bz, a1bs — azby),

et
0 a2b1 - albg a3b1 — a11)3
[A, B] = AB - BA = a1b2 — CLle 0 a3b2 - a2b3 5
a1b3 — a3b1 agbg — a3b2 0.

ce qui acheve la démonstration. [J
Proposition 12. L’orbite de la représentation adjointe du groupe SO(n) est
Osom)(A) = {YAY~':Y € SO(n)}, A€ so(n).
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Démonstration: Soit Y € SO(n), A € so(n). Par définition, la représentation
adjointe du groupe SO(n) est

Ady : so(n) — so(n), A+~ YAY L
1l suffit donc de bien s’assurer que Y AY ~! € so(n). On a
YAY HT = v HTATY " = —vAY'T = —vAY
d’ou le résultat. [J
Proposition 13. Soit A € so(n). L’orbite coadjointe du groupe SO(n) est
O%0m)(4) = {y7'AY : Y € SO(n)},
ou encore
OEO(n) (A)={C e so(n):C = Y LAY, spectre de C = spectre de A}.
Démonstration: Soit
Ad: SO(n) — End(so(n)), Y — Ady,
avec Ady (A) = YAY 1 A € so(n), et soit
ad : so(n) — End(so(n)), Y (0)+— ady (),

avec

adygy® = [Y(0),0] : so(n) — so(n), A+ [Y(0),A],

oi1 Y (t) est une courbe dans SO(n) avec Y (0) = I. Or (R™™)" ~ R™ " et d’apres
le lemme précédent, on a l'isomorphisme (so(n))* ~ so(n). On peut donc définir
Ad* par Ady, : so(n) — so(n), avec A, B € so(n), comme suit

(Ad}(A), B) = (A, Ady B) = (A, YBY ') = —%m« (AYBY 1),
d’ot,
" 1 _ _
(Ady (A), B) = =5 tr (Y'AYB) = (Y '4Y,B),

et par conséquent,
Ady(A) =Y 1Ay,
On vérifie que Y 1AY € so(n). En effet, on a

-1 T TAT (v-1\T -1
(Y'Ay) =Yy A" (Y1) =-Y 4y,
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car Y € SO(n) et A € so(n). Donc
O%0(m)(4) = {y7'AY : Y € SO(n)},
ou ce qui revient au méme
Osom)(4) = {C € s0(n):3Y € SO(n),C = Y_lAY} .
Notons que

det(C — AI) = det (Y 'AY — Y '\IY),
det (YA - ADY),

det Y1 det(A — \).det,
= det(A— \I).

Des lors, les matrices C' et A ont méme polynéme caractéristique, donc elles ont
meéme spectre. Par conséquent,

(’)go(n)(A) ={C € so(n): C= Y LAY, spectre de C = spectre de A},
ce qui acheve la preuve. [J
Proposition 14. Awvec les notations de la proposition 10, on a
{A,B} =[B, 4], (A,B € so(n)).

Démonstration: Appliquons la proposition 10 au cas du groupe SO(n). Reprenons
la forme linéaire tout en tenant compte du fait que : (so(n))* = so(n),

{,} : so(n) x so(n) — so(n), (A,B)+— {A, B},
ainsi que les applications
Ad* : SO(n) — End(so(n)), Y > Ad}(B) =Y 'BY, B € so(n),

ad® : so(n) — End(so(n)), Aw+— ad},

<ad*A(B)7 C> = <B7 [A7 C]) = <{A7 B}7 C>
On a
({A, BY,C) = (B, [A,C]) = —%tr(B.[A, ) = —%tr(BAC _ BCA),
d’ou,

1
{4, B}, C) = —5tx([B, 4].0) = ([B, 4], C).
Des lors, {A, B} = [B, A], et la preuve s’acheve. [J
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4 Détermination des structures symplectiques dans le
cas des groupes SO(3) et SO(4)

Nous allons voir dans cette section, comment déterminer explicitement une structure
symplectique sur I'orbite de la représentation coadjointe avec une application dans
le cas de SO(3) et SO(4). Soit x € G* et £ le vecteur tangent en x a orbite. Comme
G* est un espace vectoriel, alors évidemment ¢ € T,,G* = G*. Rappelons que

Op(x) = {Ad:(z) : g € G} C G,

Pour x € Of(x), il existe g € G tel que : © = Ad;. Soit a € G et €' un groupe a un
parametre dans G avec

d
et =g, — Ada () =&
’t_O dt o
Or p
L Adru(@)| = adi(e) = {a,),
dt +=0

donc le vecteur £ peut-étre représenté comme le vecteur vitesse du mouvement de
x sous l'action d’un groupe €', a € G. Autrement dit, tout vecteur ¢ tangent &
I'orbite OF(x) s’exprime en fonction de a € G par

¢={a,z}, a€gG, zeg". (4.1)

Par conséquent, on peut déterminer la valeur d’une 2-forme §2 sur I'orbite O (z)
comme suit : soient &; et & deux vecteurs tangents a l'orbite de x. D’apres ce qui
précede, on a

51 = {al,x}, al Gg, .%'Gg*,

& = {ag,z}, ax€eg, xegn

On vérifie aisément que la 2-forme différentielle

&1, &) (v) = (z,[ar,a2]), ai,a2€ G, x€G", (4.2)

sur OF(x) est bien définie; sa valeur ne dépend pas du choix de a; et az. En outre,
elle est antisymétrique, non-dégénérée et fermée.

4.1 Cas du groupe SO(3)

Pour déterminer la structure symplectique sur 'orbite OZ‘O( (X), on procede comme

3)
suit : d’apres (4.2), on a

9(51762)()() = <X’ [A7 BD7
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ou A, B € s0(3), X € (s0(3))* = so(3) et en vertu de (4.1) ,
glz{AaX}a 52:{BaX}a

sont deux vecteurs tangents a ’orbite en X ou ce qui revient au méme d’apres la
proposition 14,
élz[XvA]a 52:[X7B]

En utilisant le lemme 11, c.-a-d., I’isomorphisme entre (so(3),[,]) et (R3,A), on a
aussi
S1=xNa, &{E=xAD,

Q&1,&) () = (z,a N D).

D’apres la proposition 13, 'orbite coadjointe de SO(3) est
Os0(3)(A) ={C € s0(3) : C = Y LAY, spectre de C' = spectre de A},

o A € s0(3) et Y € SO(3). Déterminons le spectre de la matrice

0 —a3z a2
A= a3 0 —a | €s0(3).
—az a1 0
On a
det(A — AI) = =A(X* + af + a3 + a3) = 0,
d’ou,
A=0,  A=tiyfa?+ad+al
Donc
020(3)(14) ={C€s0(3): 2+ c3+ck=r?,
avec
0 —C3 C2
C= cs 0 —c1 | €s0(3),
—C2 0

et 72 = a? + a3 + a3. L’algebre so(3) étant isomorphe & R?, on en déduit que
I’orbite 030(3) (A) est isomorphe & une sphere S? de rayon r. Comme les vecteurs
&1, &2 appartiennent au plan tangent TXOEO(?)) en X, ils appartiennent aussi au plan

tangent 7,52 en z. Soit

SQ = {(ylayQ)yB) € R3 : y%—’—y%_’_yg :T2}7
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la sphére de rayon r, alors le plan tangent a cette spheére en x de coordonnées
(x1,22,x3) est

1—':(:5'2 = {(y17y27y3) ERS : y1x1+y2x2+y3$3 :O}’

= { (yl, Y2, YL F et y2x2> } . (4.3)
3

Soit z = (21, 22, 23) € T,S? et déterminons a = (a1, az,a3) tel que : xAa = 2. Cette
derniere est équivalente au systeme

0 —XI3 T2 al Al
x3 0 —m ay | = 29 ;
— X9 I 0 as _721:(:1;—322962

dont la solution est

T1a3 + 29 X203 — 21
a= , ,az |, az€R.
3 3
La forme symplectique sur S? que I'on cherche & déterminer ne dépend pas du choix
des coordonnées locales (c.-a-d., elle est intrinseque), on peut donc choisir comme
coordonnées locales x1, x9 et le méme raisonnement sera valable pour les autres cas,

c.-a-d., z9, x3 et x3, £1. Nous allons donc calculer a et b relativement a la base

( o 9 ) de T,5? avec

81‘1’ 8%2
0 X1 0 €2
— =(1,0,-= — =(0,1,-=2).
81'1 ( ’0’ {L'3> ’ 8%2 <0’ ’ 1‘3)

On a
$1b3 + 1 :L’ng
a = (a17a27a3): 77771)3 .
T3 x3
D’ou,
aNb = (agbs — aszbe,azby — a1bz,a1bs — asby),

. bs a3 x1b3 — x9a3 +1

N x3 x3 z3 ’
Des lors,

o 0 1
Q(&m’@@) —(fﬂaa/\b)—g,

dx1 A dxs
r3

et par conséquent,

Q:

La forme symplectique étant intrinseque, on a finalement

0_ dry ANdry  dra Ndrsy  dxg Adry

x3 I T2
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Exemple 15. Montrons que la structure symplectique obtenue ici est équivalente a
celle associée auzr équations d’Euler (voir exemple 4). En effet, d’aprés la formule

(1.2) , on sait que
P-((8)
i 0xj ) ) 519

donc la matrice associée a la forme

dzy A dxo

9

0=
L3

0 - . Lo
est ( 3 > Montrons qu’il y’a équivalence entre

zz 0
T = (m17m2am3)—|—7
oH H = % (Alm% + /\gm% + )\3771%) ,
z(t) = Ja—, ot 0 —mg mo
z J = m3 O _ml 5
—1my mi 0
et
T = (m17m27m3)T7
OH =
z(t)y=J—, ou H H(ml,mg,mg),
ox J— —msg
0
En effet, on a
“ B OH B 8H O0H Oms
1= 30ms omo 8m3 omo
et
o — OH oH OH Oms
2= 387’)11 N 8m1 8m3 8m1 '

Or d’apres 'exemple 4, on a

midmi + madmo

dmg = — )
m3
d’o1,
dms mo dms my
dms ms’ dmy ms’
et par conséquent,
my = (A3 — A2) mamg, ma = (A1 — A3) mims.
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4.2 Cas du groupe SO(4)

Pour déterminer la structure symplectique sur l'orbite coadjointe du groupe SO(4),
on peut procéder comme dans le cas précédent mais le calcul serait plus long. On
peut obtenir aisément le résultat en utilisant une approche géométrique en observant
que so(4) se décompose en deux copies de so(3) et que les orbites génériques sont
un produit de deux sphéres. Plus précisément, & partir de SO(4) = SO(3) ® SO(3),
il est plus intéressant de considérer les coordonnées (x1,x2,x3), (24, Ts5,x6) avec

(x1,m2,23) ® (T4, T5,76) € s0(4) >~ s0(3) ® so(3).

Nous allons suivre ce qui a été fait ci-dessus pour déterminer la structure symplectique
sur Porbite O ) (X). D’apres (4.2) , on a

Q(&1, &) (X) = (X, [4, B]),
ou A, B € so(4), X € (so(4))* = so(4) et en vertu de (4.1) ,
G ={A X}  &L={B X}
sont deux vecteurs tangents a l'orbite en X. D’apres la proposition 14, on a donc
& =[X,4], &=I[X,B].
Comme (s0(4),[,]) et (R®, A) sont isomorphes (lemme 11), alors
&L =zxzANa, S =xANb,

avec
Q(&1, &) (@) = (z,aND).
D’apres la proposition 13, 'orbite coadjointe de SO(4) est

O§0(4) (A) = {C € so(4) : C = Y LAY, spectre de C' = spectre de A},

o A € so(4) et Y € SO(4). Déterminons le spectre de la matrice

0 —az3 a2 —a4
a 0 —a1 —a
A= 3 ! > | e so(4).
—a9 aq 0 —Qg
a4 as ag 0

On a
det(A — M) = M+ \2(a? + a3 + a3 + af + a2 + a?) + (a1a4 + azas + azap)?.
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Donc Oy (A) est I’ensemble des matrices

0 —c3 ¢ —c4
c 0 —c -—c

C = 5 ! > | e so(4),
—C2 C1 0 —Cg

cq Ccs Cg 0
telles que :
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
01+CQ+03+C4+C5+CG = a1+a2+a3+a4—|—a5—|—a6,
C1cq4 + Cac5 + ¢3¢ = ai1a4 + azas + azae.

L’algebre so(4) étant isomorphe & R®, on en déduit que le plan tangent TX(’)EO( n

en X, est isomorphe & l’ensemble des (u1, ua, us, u4, us, ug) € R° tels que :

U1 + UoTo + uzxs + ugxy + usxrs + ugrg = 0, (4.4)
ULT4 + UoTs + Uz + UgT] + UsTo + ugry = O. (4.5)
Notons que :
L1, 22, T3 ai, az, as azrz — azxr3 a1r3 —azry a2r1 — a122),

) A ( )= ( )
T4,T5,T 6) A (a as, a 6) (a6w5 — a5Tg a4 — A4 asxlyg — a4;c5).
x1,x2,x3) A (a4,as5,a6) = (agr2 — asrs a4T3 — agxT1 aA5T1 — A4T2).

) = (

~—~~ ~~

x4, 25, T6) A\ (a1, az, a3 asTs — A2Te A1T6 — A3T4  G2T4 — A1T5).

Soit &1 = (u1, ug, us, ug, us, ug), &2 = (v1,v2, V3, V4, V5, Vg)E TXOEO(AL) et déterminons
a = (a17a27a37a47a51a6) € Rﬁa b= (b17b21b37b47b5766) € R6 tels que :

xANa=E&, T Ab=E.

(7) Prenons d’abord le cas ot x A a = £;. On obtient les équations suivantes :

a3T2 — T3 + A5 — A5 = UL,
173 — a3T1 + aA4Te — A6T4 = U2,
a9T1 — a1T2 + a5T4 — 4Tz = U3, (4.6)
aeT2 — a5T3 + aA3Ts — A2T6 = U4,
423 — A6T1 + A1%e — A3T4 = Us,
asT1 — a4To + A2T4 — A1T5 = Ug. (4.7)

Nous allons voir qu’en fait ce systeme est compatible, plus précisément les équations
(4.6) et (4.7) peuvent s’exprimer comme conbinaisons linéaires des aures. En effet,
d’apres I'équation (4.4) , on a

1

ug = —— (u1x1 + U2 + usry + usxs + uexs), x3 # 0.
3
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En remplagant cette expression dans I’équation (4.5), on exprime ug en fonction de
U1, U9, Ug, U5 cOMMe suit :

1
U6 = 5 5 [u1(z126 — T374) + u2(T276 — T375)
tug(zg26 — T123) + us(T506 — Tow3)], X3 — 2 #O. (4.8)

De méme, on tire de I’équation (4.5) I'expression suivante :

1
Ug = —x—(ulxl + uoo + usrs + ugsTy + U5x5), Te 75 0
6
et apres avoir remplacé cette derniére dans ’équation (4.4) , on obtient ug en fonction
de uy, ug, uq, us :

1
uz = — D) [ul ($4x6 - 1:1553) + U2(-’E5CE6 — l‘g:l?g)
T3 — Tg
+ug(x126 — T3T4) + U5 (226 — T3T5)] , x% - x% #0. (4.9)

En remplacant us (resp. wug) par son expression ci-dessus dans 1’équation (4.6)
(resp. (4.7) ), on montre aisément qu’effectivement les équations (4.6) et (4.7) sont
conbinaisons linéaires des autres. Des lors, la résolution du systeme précédent se
ramene a celle du systeme de quatre équations a six inconnus suivant :

a3T2 — A2T3 + x5 — 5T = U,
G173 — a3T1 + a4T6 — T4 = U2,
GeT2 — a5T3 + a3T5 — A2 = U4,
4T3 — a1 + A1T6 — A3T4 = Us,

que 'on peut ’écrire sous la forme :

asr3 + asre = —ui -+ asxs + agxs = Q, (4.10)
a1T3 + agrg = U+ aszri + agrs = G, (4.11)
asr3 + asrg = —ug+ agro + azrs =, (4.12)
a4x3 +a1Trg = U5+ agxr1 + azrs = 0. (4.13)

En fixant az et ag, on tire des équations (4.11) et (4.13) les valeurs de a1 et de ay :

Bxz — dxe dx3 — B
a1 = —5 55— a4 = ——5 5
2 7 2 7

L3 — Tg T3 — T

tandis que les valeurs de ag et de as, s’obtiennent des équations (4.10) et (4.12),
comme suit :

a QT3 — YTe a Yx3 — Qg
2= 7 3 2 5= 7 3 2
T3 — Tg I3 — Lg
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On a déterminé xAa = &1, a = (a1, az, as, a4, as, ag) ou as, ag sont fixés et a1, az, a4, as
sont donnés explicitement par les formules ci-dessus, * = (z1, 22,23, 24, T5,Z6),
&1 = (u1,u2,us, ug, us, ug) ol ug est déterminé par (4.9) et ug par (4.8).

(79) Comme ci-dessus, on détermine = A b = &3, b = (b1, ba, bs, ba, b5, bg) ou bs, bg
sont fixés et by, bo, by, by sont donnés par des formules similaires a celles obtenues ci-
dessus (pour ay,a2,a4,as5), x = (x1,x2, 3,24, T5,T6), {2 = (v1, V2, V3, V4, Vs, Vg) OU
v3, vg s’obtiennent en fonction de vy, v2,v4,v5 (comme pour le cas de us, ug ci-dessus
en fonction de wuq,us, ug, us). En remplacant ces expressions dans

Q(&1, &) (@) = (z,a ND),

on obtient ’expression suivante :

(u1v2 — ugv1 + UgVs — UsV4)T3 — (U1V5 — UsVT + ULV — U2V4)T6
3 — 3 '

o o0 o0 0

— 1
6901’8952’8304’6955) dupan

Nous allons calculer a et b relativement a la base <

tangent avec
T1Txg — T3T4

0 TaTe — T1T3
a. = 17077707077 Y
0x1 ( x% — x% x% — x%
i — (0.1 T5Xe — T2X3 0.0 To9Xe — 3T
8x2 P I‘% . CC% Yy Yy .’L% B ZE% )
ﬂ — (0.0 T1Xg — I3X4 1.0 T4 — 13
8.%'4 ] $§ . .T,'% 3y Yy $§ _ l’% )
i — (0.0 ToXg — I35 0.1 T5Tg — T2T3
Oxs T JJ%—CC% T x% x%
D’ou,
a2 2\ _ =
0x1’ Oxa z3 — a2’
a2 0N _
8{[}1 61’4
QO A T
0z’ Ozs x3 — 2%’
(2. 9\ _ _
Oxy’ Oxy x3 — a2’
~ < 0 7 d ) _ o
8$2 8175

Q o 0 T3
= = . I
Oxa’ Oxs :cg — x%
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En tenant compte de la formule (1.2), on a

0 —XI3 0 —T6
I3 0 Te 0
0 —T6 0 —XI3
Te 0 I3 0

J =

et par conséquent,
Q) = —x3dxy AN dxo — x¢dry N drs + xgdro A drgy — x3dxy N dxs.
Exemple 16. Montrons que la structure symplectique obtenue ici est équivalente

a celle associée au systéme (1.6) (voir exemple 5). Montrons qu’il y’a équivalence
entre

OH
;. T
(t) =J——, z=(v1,72,73,74,75,76) ,
Ox
ot
0 —XI3 i) 0 —T6 Is
I3 0 —I1 Te 0 —XT4
J = —T2 I 0 —T5 X4 0
0 —Te6 x5 0 —X3 T2
T 0 —z4 x3 0 -
—XI5 Ty 0 —X9 X1 0
et 3
H
; T
x(t):'] y T = (x1,$2,133,$4,l‘5,£(36) s
Ox
ot

0 —XI3 0 —Tg
I3 0 Te 0
0 —T6 0 —x3
Te 0 T3 0

H:H($1,$2,$3,x4,1‘5,ﬂ36), J:

En effet, posons J = (J;;) et J = (Ji;). Lors du calcul de &1,&2,%4,%5, on aura
besoin des équations suivantes (que l'on tire des expressions (4.9) et (4.8)) :

dr3 = —— [(v426 — 2123)dw1 + (2506 — T223)d22
T3 — Tg
+(z126 — x324)d24 + (X226 — T3T5)dT5], x% — x% #0, (4.14)

1
—— (176 — w324)d21 + (V226 — T375)dw2

T3~ Tg
+(z4w6 — x123)d2y + (X506 — Tow3)dX5], :cg - x% #0, (4.15)

drg =
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- Déterminons 1. On a
6
) oOH ) .
xry = ZJZ]6$7 ]7&37]7&67
j=1 J

OH OH
_$387x2_x687x57
(O Do 01 O
3 8$2 8$3 8902 8$6 8332
8%5 8%3 6955 8:66 (9.7:5 ’

D’apreés les équations (4.14) et (4.15), on a

8.%3

= T5T6 — T2X3,
8%2
81’3
o — T2 — T2Ts,
81‘5
81'6
5. — I3T5 — T2Te,
81‘2
8:v6
—— — I2Xx3 — T5Xg.
81’5

En remplacant ces expressions dans [’équation ci-dessus, on obtient
OH OH OH OH

T1=—T3—+To— —= T
! 381‘2 + 2({9%3 681‘5 56%(}’
et par conséquent,
6
OH
wl—lejﬁv ]7537.77&67
j=1 !
est équivalent a
6
OH
1= Z J1 O
j=1

- Déterminons 9. On a

6
' oH

oy (S0 O 0 011 O
8931 8903 8331 a$6 8:c1
8%4 6953 81'4 81‘6 8334
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256 A. Lesfari

D’apres les équations (4.5) et (4.6), on a

a$3
. — T4Te — X1T3,
aibl
o3
7 = T1Te — T34,
Oy
Ozg
o — ¥3%4 — T1ZT6,
8%1
8%6
~— = T1T3 — T4Tg.
82?4

En remplacant ces expressions dans [’équation ci-dessus, on obtient

2 38%1 18333 6&%4 4(9:176,

et par conséquent,

6

_ oH .

T2 = Zszaixja J#3,5#6,
J=1

est équivalent a

6
oOH
=Y
= ox
- Déterminons 4. On a
5. 9H
ty = ZJz‘j77 J# 3,5 #6,
j=1 !
OH oOH
= —T6g— — T35,

(O Do 01 O
6 8x2 63:3 8902 6906 81‘2
3 8.7}5 8.7)3 633‘5 83/}6 8$5 ’

8$3 89:3 8:66 81‘6
8%2 ’ 8I5 ’ 8%2 ’ 81‘5 ’
remplacant dans I’équation ci-dessus, on obtient

Les expressions : ont été déterminées ci-dessus, et en les

. OH n oOH OH n o0H
Ty = —Te7— Ty5~— — T3+ T~
4 6 8x2 b 8%3 3 8$5 2 61‘6 ’
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et par conséquent,
6
) oOH | .
$4:ZJ4j%7 ]7&3’]7&65
=1 !
est équivalent a
6
. OH
Ty = Z J4j%.
j=1 !
- Déterminons 5. On a

6
i = ZJUSZ j#3,#6,
j=1
o0H 0H
xaaixl—l-ﬂ?gaiu,
6 8.%'1 895383:1 81‘681'1
$3<8H OH 3 aHaxﬁ)‘

Oxy  Ox3Ory  Oxe Oa

L . axg (91’3 61’6 al'G
€s erpressions : —, —, —, —,
p 81'1 8954 8:31 6$4
ces derniéres dans l’équation ci-dessus, on obtient

OH OH OH OH

i5 =T — X4 +I37 — X1 =
0x1 0x3 0xy Oxg’

ont €té calculées ci-dessus. En remplagant

et par conséquent,
6
. oH .
Ty = Ztﬁj%: J# 3,5 #6,
j=1 J
est équivalent a

6
. OH
Irs = E J5j 761’ -
=1 !
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