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Abstract. The aim of this survey paper is to investigate the algebraic complete integrability

of Euler-Arnold's body description of the four dimensional rigid body, or equivalently of geodesics

in SO(4) using left-invariant metrics that arise from inertia tensors, namely non-degenerate maps

Λ : so(4) → so(4)∗ ≡ so(4) together with the canonical inner product associated to the Killing form.

Algebraic complete integrability is motivated by Arnold-Liouville's classical notion of complete

integrability : one extends the value of space and time coordinates from R to C, and then the

regular invariant manifolds are complex instead of real tori; in addition one demands such complex

tori to be projective. Using di�erent methods, as systematized by Adler-Haine-van Moerbeke-

Mumford, to study the integrability of the geodesic �ow on the rotation group, we will see that the

linearization is carried on an abelian surface and each time a Prym variety appears related to this

problem.

1 Introduction et généralités

On s'intéresse dans ce travail à l'étude de la complète intégrabilité du �ot géodésique
sur le groupe des rotations SO(4). Déterminer des métriques invariantes à gauche
sur ce groupe telles que le �ot géodésique soit complètement intégrable. Cette
étude est apparentée à la question de savoir quelles sont les conditions pour que
quatre quadriques dans l'espace projectif P6(C) se coupent selon la partie a�ne
d'une variété abélienne (un tore algébrique complexe). Nous verrons que cela est
du au fait que l'espace vectoriel engendré par ces quadriques contient une courbe
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108 A. Lesfari

entière de quadriques de rang 3. Par ailleurs, on montre que ceci est équivalent à
dire que la variété algébrique dé�nie par ces quadriques est munie d'une structure
symplectique linéaire ou encore équivalent à dire que cette même variété algébrique
est munie de champs de vecteurs indépendants. Nous allons étudier la géométrie
et la topologie de cette situation du point de vue de la caractérisation des variétés
abéliennes [11, 21, 30] et plus précisément des variétés de Prym [7, 20, 21, 26]. En
utilisant di�érentes méthodes [1, 2, 4, 5, 6, 9, 10, 12, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 24, 25] pour
l'étude de l'intégrabilité de ce problème, nous verrons que la linéarisation s'e�ectue
sur une surface abélienne et à chaque fois une variété de Prym apparaît liée à ce
problème.

Soit
dx

dt
= J (x)

∂H

∂x
, x ∈ Rn, n = 2m+ k, (1)

un système hamiltonien, où H est l'hamiltonien et J (x) est une matrice réelle
antisymétrique telle que les crochets de Poisson correspondants véri�ent l'identité
de Jacobi :

{{H,F} , G}+ {{F,G} , H}+ {{G,H} , F} = 0,∀H,F,G ∈ C∞(Rn)

où

{H,F} =
∑
i,j

Jij
∂H

∂xi

∂F

∂xj
.

Supposons que le système (1) est complètement intégrable, c.-à-d., qu'il admet m+k
intégrales premières H1 = H,H2, ...,Hm+k fonctionnellement indépendantes dont m
intégrales sont en involution :

{Hi, Hj} = 0, 1 ≤ i, j ≤ m,

etk intégrales sont des fonctions de Casimir :

J
∂Hm+i

∂x
= 0, 1 ≤ i ≤ k,

et telles que pour presque tous les ci ∈ R les variétés invariantes :

m+k⋂
i=1

{x ∈ Rn : Hi(x) = ci},

sont compactes et connexes. D'après le théorème d'Arnold-Liouville [8], les variétés
invariantes sont di�éomorphes aux tores réels Tm

R = Rm/réseau. En outre les �ots
dé�nis par les champs de vecteurs XHi , 1 ≤ i ≤ m, sont des mouvements rectilignes
sur ce tore et les équations du problème sont intégrables par quadratures.
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Étude géométrique et topologique du �ot géodésique sur le groupe des rotations 109

Soient x ∈ Cn, t ∈ C et ∆ ⊂ Cn un ouvert non vide de Zariski. Comme
H1, ...,Hm+k sont fonctionnellement indépendantes, alors l'application

ϕ = (H1, ...,Hm+k) : Cn −→ Cm+k,

est une submersion générique sur ∆. Soit I = ϕ(Cn\∆), le lieu critique de ϕ et
désignons par I la fermeture de Zariski de I dans Cm+k.

Dé�nition 1. Le système (1) dont le côté droit est polynomial est algébriquement
complètement intégrable [6, 27, 29] si la �bre Mc ≡ ϕ−1(a),

Mc =

m+k⋂
i=1

{x ∈ Cn : Hi (x) = ci} , c = (c1, ..., cm+k) ∈ Cm+k\I (2)

est la partie a�ne d'une variété abélienne (un tore complexe Tm
C ≃ Cm/réseau qui

admet un plongement dans un espace projectif). Les �ots gtXi
(x), x ∈ Mc, t ∈ C,

dé�nies par les champs de vecteurs XH1 , ..., XHm sont des lignes droites sur Tm
C ,

c.-à-d., [
gzWi

(w)
]
j
= fj

(
p+ z(ki1, ..., k

i
n)
)
,

où fj (t1, ..., tm) sont des fonctions abéliennes sur le tore Tm
C , fj(p) = xj, 1 ≤ j ≤ n.

Soit M c la fermeture projective de Mc dans l'espace projectif complexe Pn(C) de
dimension n. Alors M c n'est pas une variété abélienne puisque cette dernière n'est
pas simplement connexe et ne peut donc en général être une intersection complète
projective. Dès lors, pour que Mc soit la partie a�ne d'une variété abélienne, la
variété M c doit être singulière à l'in�ni. En éclatant la singularité le long du lieu
atteint par le �ot et en implosant la partie du lieu qui n'est pas atteint par le �ot,
on montre que la variété M c se transforme en une variété abélienne M̃c et le lieu à
l'in�ni se transforme en une ou plusieurs sous-variétés de codimension 1. On procède
comme suit : soit wi −→ ui une transformation birationnelle telle qu'au voisinage
de z = 0, on ait :

ui = αi + o(t), 1 ≤ i ≤ n− 1, un = z + o
(
t2
)
,

où α1, ..., αn−1 sont des paramètres libres. Les nouvelles variables ui ont pour e�et
d'éclater la singularité de la variété M c le long du lieu à l'in�ni atteint par le �ot.
Exprimées dans ces nouvelles variables u1, ..., un, les équations di�érentielles sont
régulières et holomorphes au voisinage de un = 0 tandis que les équations dé�nissant
la �bre Mc s'écrivent sous la forme :

Fi (u1 (t) , ..., un−1 (t) , un (t)) = ci, 1 ≤ i ≤ m+ k,

où F1, ..., Fm+k sont des polynômes en w. Pour t = 0, on obtient

Fi (α1, ..., αn−1, 0) = ci, 1 ≤ i ≤ m+ k,
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110 A. Lesfari

et ces relations algébriques entre les paramètres libres α1, ..., αn−1 fournissent les
équations d'une sous-variété D qui jouera, entre autres, un rôle important dans
la compacti�cation de la �bre Mc. Les paramètres libres α1, ..., αn−1 et la sous
variété D peuvent s'obtenir directement de la manière suivante: d'abord l'on montre
l'existence de solutions x = (x1, x2, . . . , xn) du système (1) sous la forme de séries de
Laurent dépendant de n−1 paramètres libres α1, ..., αn−1. L'étape suivante consiste
à considérer la fermeture D des composantes continues de l'ensemble des séries de
Laurent de x(t) tels que :

H1 (x) = c1, . . . ,Hm+k (x) = cm+k.

Plus précisément,

D =
m+k⋂
i=1

{
coe�cient de t0 dans Hi (x (t)) = ai

}
.

C'est une sous-variété (un diviseur) de codimension 1. Ensuite on procède à la
compacti�cation de la �breMc(3) en une variété abélienne M̃c. Cette compacti�cation
s'obtient par l'adjonction à Mc de ce diviseur D.

Indépendamment du fait que la plupart des exemples classiques et nouveaux de
systèmes hamiltoniens complètement intégrables sont algébriquement complètement
intégrables, une motivation plus profonde pour leur étude est la suivante : ces
systèmes apparaissent systématiquement lorsque l'on étudie les déformations isospectrales
d'opérateurs linéaires contenant une indéterminée rationnelle (en bref: paire de Lax).
En fait, un théorème de Adler-Kostant-Symes (voir ci-dessous) appliqué aux algèbres
de Kac-Moody (extensions formelles de dimension in�nie d'une algèbre de Lie semi-
simple) fournit de tels systèmes qui sont des déformations isospectrales et qui, par
un théorème de van Moerbeke-Mumford [29], sont algébriquement complètement
intégrables. Rappelons brièvement de quoi il s'agit.

Dé�nition 2. Une équation de Lax [16] est une équation di�érentielle de la forme

Ȧ(h) = [A(h), B(h)], . =
d

dt
, (3)

avec

A(h) =
N∑
k=1

Ak (t)h
k, B(h) =

N∑
k=1

Bk (t)h
k,

des fonctions dépendant d'un paramètre complexe h (paramètre spectrale) et où les
Ak et Bk sont des matrices. Le couple (A,B) s'appelle paire de Lax. La courbe
algébrique complexe projective C, d'équation a�ne

P (h, z) = det (A− zI) = 0, (4)

est appelée courbe spectrale. Un point (h, z) de la courbe C décrit une valeur propre
z de la matrice A.
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Étude géométrique et topologique du �ot géodésique sur le groupe des rotations 111

Le polynôme caractéristique (4) ne dépend pas de t. Le spectre de A est un
invariant (ne dépend pas de t) de la trajectoire de A sous le �ot (3). Autrement
dit, les coe�cients du polynôme caractéristique P (h, z) ne dépendent pas du temps
t : ces coe�cients sont déterminés uniquement par tr (An) et ce sont des intégrales
premières. En d'autres termes, on dit que l'équation di�érentielle (3) décrit une
déformation isospectrale. La courbe C ne dépend pas du temps, son équation s'écrit
explicitement sous la forme

P (h, z) = hN + p1 (z)h
N−1 + · · ·+ pN (z) ,

et l'on peut utiliser les méthodes de la géométrie algébrique pour l'étudier. Le
résultat principal ici est que lorsque un �ot possède cette structure, alors celui-
ci se linéarise d'après une méthode de van Moerbeke-Mumford [29] sur la variété
jacobienne Jac (C) (ou sur une sous-variété de cellec-ci) c'est-à-dire sur un tore
complexe algébrique engendré par le réseau dé�ni par la matrice des périodes de la
courbe C. Signalons que dans un certain nombre de travaux, un lien avec la théorie
des groupes et algèbres de Lie a été fait. Cette approche est basée sur le théorème
d'Adler-Kostant-Symes [3, 14, 28] ci-dessous, qui donne une construction de grandes
familles de fonctions en involution basée sur des décompositions d'algèbres de Lie.
Ce théorème fournit des systèmes intégrables comme déformations isospectrales sur
des orbites coadjointes dans des algèbres de Kac-Moody (extensions formelles de
dimensions in�nies d'algèbres de Lie semi-simples). Ces systèmes ont su�sament
d'intégrales premières en involution. Appliqué à des algèbres de dimension �nie,
ce théorème fournit des systèmes hamiltoniens à surfaces invariantes non-compactes
tandis que la dimension in�nie fournit des systèmes compacts. Des résultats précis
ont été obtenus pour une classe intéressante d'orbites que ce soit dans le cas d'algèbres
de Lie de dimension �nie ou in�nie.

Théorème 3. (Adler-Kostant-Symes). Soit L = K⊕N une algèbre de Lie, somme
directe de deux sous algèbres K et N , munie d'une forme bilinéaire non-dégénérée
Ad-invariante ⟨ , ⟩. Soient K⊥ et N⊥ l'orthogonal de K et N respectivement. Alors,
la projection L → K⊥ munit K⊥ de la structure coadjointe pour N . En outre, on a
L = L∗ = K⊥⊕N⊥, et K⊥ = N ∗ (dual de N ) est munie avec N d'une forme induite
héritant de la structure de Kostant-Kirillov. Soit V ⊂ N ∗ une variété invariante sous
l'action coadjointe de N sur N ∗ et notons A(V ) l'algèbre des fonctions dé�nies sur
un voisinage de V , invariante sous l'action coadjointe de L (ce qui est distinct de
l'action de N −N ∗). Alors les fonctions H dans A(V ) mènent à des champs de
vecteurs commutants et ayant la forme de Lax suivante :

ȧ = [a, prK(∇H)] ,

où prK désigne la projection sur K.
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112 A. Lesfari

Pour toute algèbre de Lie L de dimension �nie munie du crochet [, ] et de la forme
de Killing ⟨, ⟩, il existe une extension formelle (dimension in�nie) sous forme de série
de Laurent :

L =

{
N∑
−∞

Aih
i : Ai ∈ L, N ∈ Z arbitraire

}
,

munie du crochet [∑
Aih

i,
∑

Bjh
j
]
=
∑
i,j

[Ai, Bj ]h
i+j ,

et des formes symétriques ad-invariantes⟨∑
Aih

i,
∑

Bjh
j
⟩
k
=

∑
i+j=−k

⟨Ai, Bj⟩ , k ∈ Z.

Si ⟨, ⟩ est non-dégénérée, alors il en est de même des formes ⟨, ⟩k. Soit Lp,q (p ≤ q)
l'espace vectoriel des puissances de h compris entre p et q. Une classe intéressante
de problèmes s'obtient en prenant L = Gl(n,R) et en choisissant la forme ⟨, ⟩1 sur
l'extension de Kac-Moody. Alors nous avons la décomposition en sous algèbres de
Lie

L = L0,∞ ⊕ L−∞,−1 = K ⊕N ,

avec K = K⊥, N = N⊥ et K = N ∗. Considérons la variété invariante Vm, m ≥ 1
dans K = N ∗, dé�nie par

Vm =

{
A =

m−1∑
i=1

Aih
i + αhm , α = diag(α1, · · · , αn) �xé

}
,

avec diag (Am−1) = 0. On montre que la variété Vm possède une structure symplectique
naturelle, les fonctions H =

⟨
f(Ah−j), hk

⟩
1
sur Vm(f étant régulière) mènent à des

systèmes complètement intégrables ayant la forme

Ȧ =
[
A, prK(f

′(Ah−j)hk−j)
]
, A =

m−1∑
i=0

Aih
i + αh.

Ces systèmes se linéarisent sur la variété jacobienne d'une courbe algébrique C
d'équation P (z, h) = det (A− zI) = 0, et de genre (n− 1) (nm− 2) /2. Les coe�cients
de ce polynôme fournissent les invariants d'orbite de Vm et un ensemble d'intégrales
premières indépendantes. En particulier, pour j = m, k = m+ 1, les �ots s'écrivent
sous la forme

Ȧ =
[
A , adβ ad−1

α Am−1 + βh
]
, βi = f ′ (αi)

Une autre classe s'obtient en choisissant une algèbre de Lie L semi-simple quelconque.
Alors pour l'extension de Kac-Moody L munie de la forme ⟨, ⟩ = ⟨, ⟩0, on a

L =
∑
i∈Z

Li, [Li,Lj ] ⊂ Li+j , [L0, L0] = 0, L∗
i = L−i.
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Soit
B+ =

∑
i≥0

Li, B− =
∑
i⟨0

Li.

Alors le produit L × L avec[
(l1, l2) , (l

′
1, l

′
2)
]
=
(
[l1, l

′
1],−[l2, l

′
2]
)
,

⟨
(l1, l2) , (l

′
1, l

′
2)
⟩
= ⟨l1, l

′
1⟩ − ⟨l2, l

′
2⟩,

admet la décomposition en K +N avec

K = {(l,−l) : l ∈ L} , K⊥ = {(l, l) : l ∈ L} ,
N =

{
(l−, l+) : l− ∈ B−, l+ ∈ B+, pr0(l−) = pr0(l+)

}
,

N⊥ =
{
(l−, l+) : l− ∈ B−, l+ ∈ B+, pr0(l+ + l−) = 0

}
,

où pr0 désigne la projection sur L0. Les orbites dans N ∗=K⊥ possèdent un ensemble
de champs de vecteurs hamiltoniens commutatifs. La variété N-invariante dé�nie par

V−j,k =
∑

−j≤i≤k

Li ⊆ L ≃ K⊥,

possède une structure symplectique naturelle et les fonctions H(l1, l2) = f(l1) sur
V−j,k mènent à des champs de vecteurs commutants et ayant la forme de Lax suivante
:

l̇ =

[
l, (pr+ − 1

2
pr0)∇H

]
, pr+ projection surB+.

La linéarisation s'e�ectue sur la variété jacobienne d'une courbe dé�nie par le polynôme
charactéristique d'éléments dans V−j,k.

Cette approche (courbe spectrale) a permis de découvrir une intéressante classe
de systèmes intégrables. Comme nous l'avons déjà signalé, cela consiste à voir si
l'on peut ramener les équations di�érentielles du problème à étudier à l'équation de
Lax. Si c'est le cas, le spectre de la matrice A est indépendant du temps et fournit
les intégrales premières en involution et le problème en question se linéarise sur la
variété jacobienne (ou une sous-variété de celle-ci) de la courbe C (4). Autrement
dit, les équations qui linéarisent le problème s'écrivent sous la forme∫ s1(t)

s1(0)
ωk +

∫ s2(t)

s2(0)
ωk + · · ·+

∫ sg(t)

sg(0)
ωk = ckt, 1 ≤ k ≤ g

où ω1, . . . , ωg engendrent l'espace (de dimension g) des formes di�érentielles holomorphes
sur la courbe C de genre g. Donc dès que le �ot possède cette structure de Lax, le
reste suit de la théorie générale.

Example 4. (Flot géodésique sur le groupe SO(n)). Dans le cas particulier m =
1, c.-à-d., pour V1, on choisit A = X + αh où X ∈ so(n). Dans ce cas, le �ot
hamiltonien décrit par l'équation de Lax se ramène à l'étude des équations d'Euler-
Arnold pour le �ot géodésique sur SO(n).
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114 A. Lesfari

Example 5. (Flot géodésique sur un ellipsoide et problème de C. Neumann). Pour
m = 2, c.-à-d., V2, si on choisit

A = αh2 − hx ∧ y − y ⊗ y,

où x, y ∈ Rn, alors l'équation de Lax se ramène à

Ȧ = [A, V + βh],

où
V = adβad

−1
α (y ∧ x), βi = f ′(αi).

On peut ramener cette équation au système hamiltonien suivant :

ẋ = −V x− βy = −
∂Hβ

∂y
, ẏ = −V y =

∂Hβ

∂x
,

où

Hβ =
1

2

∑
i

βiFi(x, y), Fi(x, y) = y2i +
∑
j ̸=i

(xiyj − xjxi)
2

αi − αj
.

Pour f(z) = ln z, c.-à-d., βi =
1
αi
, on obtient le problème du �ot géodésique sur un

ellipsoide,
x21
α2
1

+ · · ·+ x2n
α2
n

= 1,

qui décrit le mouvement de la droite x+ sy, s ∈ R, tangente à l'ellipsoide en x dans

la direction y de la géodésique. Pour f(z) =
1

2
z2, c.-à-d., βi = αi, on obtient le

problème de C. Neumann régissant le mouvement d'un point sur la sphère Sn−1 :
|X| = 1, sous l'in�uence de la force −αx. D'après ce qui précéde, le �ot géodésique
sur un ellipsoide et le problème de C. Neumann sont des mouvements rectilignes sur
la variété jacobienne Jac(H) où H est une courbe hyperelliptique de genre n− 1.

2 La complète intégrabilité du �ot géodésique sur SO(4)

On considère le groupe SO(4), son algèbre de Lie so(4) et la forme de Killing

⟨X,Y ⟩ = −1

2
tr (X.Y ) ,

dans so(4) où

X = (Xij)1≤i,j≤4 =
6∑

i=1

xiei =

⎛⎜⎜⎝
0 −x3 x2 −x4
x3 0 −x1 −x5
−x2 x1 0 −x6
x4 x5 x6 0

⎞⎟⎟⎠ ∈ so(4).
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Une métrique invariante à gauche sur SO(4) est dé�nie par une application linéaire
symétrique non-singulière

Λ : so(4) −→ so(4), X ↦−→ Λ.X,

avec
⟨gX, gY ⟩ =

⟨
X,Λ−1.Y

⟩
, g ∈ SO (4) .

Dès lors le �ot géodésique pour cette métrique s'écrit sous la forme (équations
d'Euler-Arnold [8, 22, 23]),

Ẋ = [X,Λ.X] , (5)

où

Λ.X = (λijXij)1≤i,j≤4 =

6∑
i=1

λixiei =

⎛⎜⎜⎝
0 −λ3x3 λ2x2 −λ4x4

λ3x3 0 −λ1x1 −λ5x5
−λ2x2 λ1x1 0 −λ6x6
λ4x4 λ5x5 λ6x6 0

⎞⎟⎟⎠ .

Théorème 6. Le �ot géodésique (5) s'écrit sous la forme d'un champ de vecteurs
hamiltonien (6) et admet les intégrales premières triviales suivantes

H2 =
1

2

(
x21 + x22 + · · ·+ x26

)
, H3 = x1x4 + x2x5 + x3x6.

En outre, si

λ1λ6λ4 + λ1λ2λ5 − λ1λ2λ4 + λ3λ6λ5 − λ3λ6λ4 − λ3λ2λ5,

+λ4λ2λ5 + λ4λ1λ3 − λ4λ1λ5 + λ6λ2λ3 − λ6λ2λ5 − λ1λ6λ3 = 0,

alors il existe une quatrième intégrale première de la forme

H4 =
1

2

(
µ1x

2
1 + µ2x

2
2 + · · ·+ µ6x

2
6

)
,

Ces intégrales sont fonctionnellement indépendantes, en involution et le système en
question est complètement intégrable.

Preuve : Les équations (5) s'écrivent explicitement sous la forme

ẋ1 = (λ3 − λ2)x2x3 + (λ6 − λ5)x5x6,

ẋ2 = (λ1 − λ3)x1x3 + (λ4 − λ6)x4x6,

ẋ3 = (λ2 − λ1)x1x2 + (λ5 − λ4)x4x5,

ẋ4 = (λ3 − λ5)x3x5 + (λ6 − λ2)x2x6,

ẋ5 = (λ4 − λ3)x3x4 + (λ1 − λ6)x1x6,

ẋ6 = (λ2 − λ4)x2x4 + (λ5 − λ1)x1x5,
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116 A. Lesfari

et forment un champ de vecteurs hamiltonien

ẋ(t) = J
∂H

∂x
, x ∈ R6, (6)

avec

H =
1

2
⟨X,ΛX⟩ = 1

2

(
λ1x

2
1 + λ2x

2
2 + · · ·+ λ6x

2
6

)
,

et

J =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −x3 x2 0 −x6 x5
x3 0 −x1 x6 0 −x4
−x2 x1 0 −x5 x4 0
0 −x6 x5 0 −x3 x2
x6 0 −x4 x3 0 −x1
−x5 x4 0 −x2 x1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ so(6).

On a det J = 0, donc m = 2n + k et m − k = 2n =rgJ . Ici m = 6 et rgJ = 4,
donc n = k = 2. Pour l'étude de la complète intégrabilité de ce système, il nous
faut trouver quatre intégrales premières. La première est connue puisque c'est H1 =
H. Deux autres intégrales premières H2 et H3 sont triviales et satisfont donc aux
équations :

J
∂H2

∂x
= J

∂H3

∂x
= 0.

On obtient

H2 =
1

2

(
x21 + x22 + · · ·+ x26

)
, H3 = x1x4 + x2x5 + x3x6.

Nous allons chercher la quatrième intégrale première sous la forme

H4 =
1

2

(
µ1x

2
1 + µ2x

2
2 + · · ·+ µ6x

2
6

)
.

Les intégrales premières du problème doivent être fonctionnellement indépendantes
et en involution, donc on a en particulier {H4, H3} = 0, c.-à-d.,

((λ3 − λ2)µ1 + (λ1 − λ3)µ2 + (λ2 − λ1)µ3)x1x2x3

+((λ6 − λ5)µ1 + (λ1 − λ6)µ5 + (λ5 − λ1)µ6)x1x5x6

+((λ4 − λ6)µ2 + (λ6 − λ2)µ4 + (λ2 − λ4)µ6)x2x4x6

+((λ5 − λ4)µ3 + (λ3 − λ5)µ4 + (λ4 − λ3)µ5)x3x4x5 = 0.

D'où,
(λ3 − λ2)µ1 + (λ1 − λ3)µ2 + (λ2 − λ1)µ3 = 0,

(λ6 − λ5)µ1 + (λ1 − λ6)µ5 + (λ5 − λ1)µ6 = 0,

(λ4 − λ6)µ2 + (λ6 − λ2)µ4 + (λ2 − λ4)µ6 = 0,
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(λ5 − λ4)µ3 + (λ3 − λ5)µ4 + (λ4 − λ3)µ5 = 0.

Posons

A =

⎛⎜⎜⎝
λ3 − λ2 λ1 − λ3 λ2 − λ1 0 0 0
λ6 − λ5 0 0 0 λ1 − λ6 λ5 − λ1

0 λ4 − λ6 0 λ6 − λ2 0 λ2 − λ4

0 0 λ5 − λ4 λ3 − λ5 λ4 − λ3 0

⎞⎟⎟⎠ .

Le nombre de solutions du système ci-dessus est égal au nombre de colonnes de
la matrice A moins le rang de A. Comme rgA ≤ 4, alors plusieurs possibilités se
présentent et nous allons chercher celle qui nous conduira à une nouvelle intégrale
première. Le premier cas est rgA = 4, ce qui implique l'existence de deux solutions
: la première µi = 1 donne lieu à l'intégrale première H2. La seconde solution est
µi = λi ce qui correspond à l'intégrale première H3. Donc quand rgA = 4, il n'y a
pas de nouveautés. Passons au cas où rgA = 3, ce qui signi�e que chaque mineur
d'ordre quatre de la matrice A est singulier. Or⎛⎜⎜⎝

λ3 − λ2 λ1 − λ3 λ2 − λ1 0
λ6 − λ5 0 0 0

0 λ4 − λ6 0 λ6 − λ2

0 0 λ5 − λ4 λ3 − λ5

⎞⎟⎟⎠ = − (λ6 − λ5)C,

⎛⎜⎜⎝
λ1 − λ3 λ2 − λ1 0 0

0 0 0 λ1 − λ6

λ4 − λ6 0 λ6 − λ2 0
0 λ5 − λ4 λ3 − λ5 λ4 − λ3

⎞⎟⎟⎠ = (λ1 − λ6)C,

⎛⎜⎜⎝
λ2 − λ1 0 0 0

0 0 λ1 − λ6 λ5 − λ1

0 λ6 − λ2 0 λ2 − λ4

λ5 − λ4 λ3 − λ5 λ4 − λ3 0

⎞⎟⎟⎠ = − (λ2 − λ1)C,

où

C ≡ λ1λ6λ4 + λ1λ2λ5 − λ1λ2λ4 + λ3λ6λ5 − λ3λ6λ4 − λ3λ2λ5

+λ4λ2λ5 + λ4λ1λ3 − λ4λ1λ5 + λ6λ2λ3 − λ6λ2λ5 − λ1λ6λ3,

donc la condition pour que ces mineurs s'annulent est C = 0. �

3 Linéarisation via la méthode des déformations isospectrales

Théorème 7. Le système (6) est un �ot hamiltonien pour la structure symplectique
de Kostant-Kirillov induite sur l'orbite

O = {Ad∗g(X) = g−1Xg : g ∈ SO(4)}, X ∈ so(4), (7)
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formé par l'action coadjointe Ad∗g(X) = g−1Xg du groupe SO(4) sur le dual de
l'algèbre de Lie so(4)∗ ≈ so(4). Sous la condition de Manakov (9), le système (6)
s'écrit sous la forme de l'équation de Lax (10) et celle-ci est un �ot hamiltonien sur
une orbite dé�nie dans une algèbre de Kac-Moody. Les équations d'Euler-Arnold (5)
se linéarisent sur la variété Prym(Γ/Γ0) où Γ (12) est une surface de Riemann de
genre 3 et Γ0 (14) une courbe elliptique.

Preuve : Soient Z1Z2, X ∈ so(4) et ξ1 = [X,Z1], ξ2 = [X,Z2] deux vecteurs
tangents à l'orbite ci-dessus. Sur une telle orbite, la structure symplectique (entre
ξ1 et ξ2) est dé�nie par

(ξ1, ξ2) = ⟨X, [Z1, Z2]⟩ = ⟨[X,Z1], Z2⟩.

Notons que l'orbite O (7) (espace de phase) est une sous-variété de dimension quatre.
On a

det
(
gXg−1

)
= detX = (x1x4 + x2x5 + x3x6)

2 ,

et

tr
(
gXg−1

)2
= tr

(
gXg−1.gXg−1

)
,

= tr
(
gX2g−1

)
,

= tr
(
X2
)
,

= −2
(
x21 + x22 + · · ·+ x26

)
.

Il faut chercher tr
(
gXg−1

)n
pour n paire. Pour n = 2 on a obtenu trX2, pour

n = 4 on aura le produit de trX2 avec detX donc pas de nouveautés et la même
conclusion se repète pour n = 6, 8, ... L'orbite O (7) est donc dé�nie par les deux
invariants orbitaux suivants :

√
detX = x1x4 + x2x5 + x3x6,

−1

2
tr
(
X2
)

= x21 + x22 + · · ·+ x26.

Les fonctionsH dé�nies sur cette orbite déterminent des champs de vecteurs hamiltoniens
Ẋ = [X,∇H(X)]. Notons que ∇H est antisymétrique. En particulier

H =
1

2
⟨X,ΛX⟩ = 1

2

6∑
j=1

λjx
2
j , (8)

conduit au mouvement du �ot géodésique (5) ou (6). Ici on prend pour espace de
phase, l'orbite de X. En e�et, on peut être tenté de prendre so(4) mais ce choix
est à exclure car la structure symplectique est dégénérée (en fait on n'a pas de
structure symplectique tout simplement), par contre dans l'orbite de X la structure
symplectique est non dégénérée. Les constantes du mouvement sont données par
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les deux invariants (triviaux) d'orbite O (7) et par un invariant (non trivial) H (8).
L'espace de phase étant de dimension 4, alors pour que le système en question soit
complètement intégrable, il faut trouver un quatrième invariant (non trivial). Nous
avons vu précédemment que le système est complètement intégrable si la condition
suivante est satisfaite

λ1λ6λ4 + λ1λ2λ5 − λ1λ2λ4 + λ3λ6λ5 − λ3λ6λ4 − λ3λ2λ5

+λ4λ2λ5 + λ4λ1λ3 − λ4λ1λ5 + λ6λ2λ3 − λ6λ2λ5 − λ1λ6λ3 = 0.

Cette relation est invariante par translation cyclique : 1 → 4, 2 → 5, 3 → 6, et elle
est véri�ée si (condition de Manakov [22])

λ1 =
β2 − β3
α2 − α3

, λ2 =
β1 − β3
α1 − α3

, λ3 =
β1 − β2
α1 − α2

, (9)

λ4 =
β1 − β4
α1 − α4

, λ5 =
β2 − β4
α2 − α4

, λ6 =
β3 − β4
α3 − α4

,

avec αj , βj ∈ C,
∏

j<k (αj − αk) ̸= 0. Cette paramétrisation implique que les
équations (5) ou (6) peuvent s'écrire sous la forme de Lax

(X + αh). = [X + αh,ΛX + βh] , (10)

avec

α =

⎛⎜⎜⎝
α1 0 0 0
0 α2 0 0
0 0 α3 0
0 0 0 α4

⎞⎟⎟⎠ , β =

⎛⎜⎜⎝
β1 0 0 0
0 β2 0 0
0 0 β3 0
0 0 0 β4

⎞⎟⎟⎠ ,

ce qui est équivalent à

Ẋ = [X,Λ.X] ⇐⇒ (5),

[X,β] + [α,Λ.X] = 0 ⇐⇒ (9),

[α, β] = 0 satisfaite pour les matrices diagonales.

L'équation (10) est un �ot hamiltonien sur une orbite dé�nie dans une algèbre de
Kac-Moody. Considérons donc l'extension de gl(n,C) (pour n = 4) de l'algèbre de
Kac-Moody

L = ˜gl(n,C) =

{
N∑
−∞

Aih
i : Ai ∈ gl(n), N ∈ Z, arbitraire

}
,

avec le commutateur

[A(h), B(h)] =
[∑

Aih
i,
∑

Bjh
j
]
=
∑
k

⎛⎝ ∑
i+j=k

[Ai, Bj ]

⎞⎠hk,
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120 A. Lesfari

et la forme de Killing sur gl(n,C),

⟨A(h), B(h)⟩ =
⟨∑

Aih
i,
∑

Bjh
j
⟩
=

∑
i+j=−1

tr(AiBj).

On obtient ainsi une forme bilinéaire, ad-invariante, non dégénérée et symétrique.
Cette algèbre de Lie admet une décomposition naturelle L = K ⊕N , où

K =

⎧⎨⎩∑
i≥0

Aih
i

⎫⎬⎭ , N =

⎧⎨⎩∑
i ⟨ 0

Bih
i

⎫⎬⎭ .

On a pour la forme de Killing ci-dessus K⊥ = K, N⊥ = N où K⊥ et N⊥ désignent
l'orthogonal de K et N respectivement. En outre, le dual de N s'identi�e à K,
N ∗ ≈ K⊥ = K. Le groupe de Lie de dimension in�nie sous-jacent àN agit de manière
coadjointe sur le dual N ∗ et dé�nit sur ses orbites une structure symplectique avec
un crochet de Poisson

{H1, H2} (a) = ⟨a, [∇N ∗H1,∇N ∗H2]⟩ ,

où a ∈ N ∗ et ∇N ∗Hj ∈ N , j = 1, 2. Toutes les fonctions dé�nies sur cette orbite
sont en involution en vertu du théorème d'Adler-Kostant-Symes et les champs de
vecteurs correspondants s'écrivent sous la forme

ȧ = [a,ProjK∇H] .

L'élément a = X+αh ∈ N ∗ dé�nit une orbite dansN ∗ et une structure symplectique;

toutes les fonctions L-invariantes 1

k

(
ah−1

)k
h2, k ≥ 3, fournissent des champs de

vecteurs hamiltoniens commutants

(X + αh). =
[
X + αh,ProjK

(
(Xh−1 + α)k−1h

)]
= [X + αh, Y + βh],

où

Yij =
αk−1
i − αk−1

j

αi − αj
Xij , β = αk−1.

En prolongeant ce fait aux fonctions analytiques, on obtient l'équation de Lax (10).
Cette dernière signi�e que pour tout h ∈ C, le spectre de la matrice (X +αh) est un
invariant (ne dépend pas de t) de la trajectoire de X + αh sous le �ot. Autrement
dit, Les coe�cients de zihi apparaissant dans l'équation dé�nissant la surface de
Riemann

Γ :
{
(z, h) ∈ C2 : det (X + αh− zI) = 0

}
,
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associée à l'équation (10), sont des intégrales premières en involution pour la structure
symplectique de cette orbite. En e�et, explicitement on a

det(X + αh− zI) = det

⎛⎜⎜⎝
α1h− z −x3 x2 −x4

x3 α2h− z −x1 −x5
−x2 x1 α3h− z −x6
x4 x5 x6 α4h− z

⎞⎟⎟⎠ ,

=

4∏
j=1

(αjh− z) +Q2z
2 −Q3zh+Q4h

2 +Q2
1,

où

Q1 ≡ x6x3 + x4x1 + x2x5,

Q2 ≡ x21 + x22 + x23 + x24 + x25 + x26,

Q3 ≡ (α1 + α4)x
2
1 + (α2 + α4)x

2
2 + (α3 + α4)x

2
3 (11)

+(α2 + α3)x
2
4 + (α1 + α3)x

2
5 + (α1 + α2)x

2
6,

Q4 ≡ α1α4x
2
1 + α2α4x

2
2 + α3α4x

2
3 + α2α3x

2
4 + α1α3x

2
5 + α1α2x

2
6.

Notons que Q1 et Q2 sont les invariants d'orbites trouvés précédemment. Comme
nous l'avons déjà signalé et on peut le véri�er aisément que Q1 et Q2 sont des
invariants triviaux tandis que Q3 et Q4 sont des invariants non triviaux. Ces
intégrales premières sont en involution et fonctionnellement indépendantes. En
posant Qj = cj , 1 ≤ j ≤ 4, où cj sont des constantes génériques, on obtient

Γ :

4∏
j=1

(αjh− z) + c2z
2 − c3zh+ c4h

2 + c21 = 0.

En faisant le changement de carte suivant : (h, z) ↦−→ (w = h−1, u = zh−1),
l'équation ci-dessus s'écrit

Γ :
4∏

j=1

(αj − u) +
(
c2u

2 − c3u+ c4
)
w2 + c21w

4 = 0. (12)

L'application
σ : Γ −→ Γ, (w, u) ↦−→ (−w, u), (13)

est une involution sur Γ et le quotient Γ0 = Γ/σ est une courbe elliptique dé�nie par

Γ0 : v
2 =

(
c2u

2 − c3u+ c4
)2 − 4c21

4∏
j=1

(αj − u) . (14)
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La courbe Γ est un revêtement double rami�é le long de Γ0,

Γ −→ Γ0, (w, v, u) ↦−→ (v, u),

Γ :

⎧⎨⎩ w2 =
v − c2u

2 + c3u− c4
2c21

,

v2 =
(
c2u

2 − c3u+ c4
)2 − 4c21

∏4
j=1 (αj − u) .

La courbe Γ possède quatre points à l'in�ni pj (1 ≤ j ≤ 4) et quatre points de
branchements qj ≡ (w = 0, v = c2u

2 − c3u + c4, u = αj), 1 ≤ j ≤ 4, sur la courbe
elliptique Γ0. La structure des diviseurs de w et u est

(w) =

4∑
j=1

qj −
4∑

j=1

pj , (u) = 4 zéros−
4∑

j=1

pj .

D'après la formule de Riemann-Hurwitz, le genre de Γ est

g(Γ) = 2 (g(Γ0)− 1) + 1 +
4

2
= 3.

La variété jacobienne Jac(Γ) se décompose en deux parties : une partie paire
Jac (Γ0) c-à-d. ici une courbe elliptique Γ0 = Γ/σ et une partie impaire notée
Prym(Γ/Γ0) (variété de Prym). La méthode de linéarisation de van Moerbeke-
Mumford, détermine une application algébrique de la variété a�ne complexe

4⋂
j=1

{x : Qj(x) = cj} ⊂ C6,

vers la variété de Jacobi Jac (Γ) et par l'antisymétrie de Γ, cette application envoie
cette variété vers la variété de Prym Prym(Γ/Γ0) :

4⋂
j=1

{x : Qj(x) = cj} −→ Prym(Γ/Γ0), x ↦−→ s1 + s2 + s3,

de telle façon que les �ots complexes engendrés par les constantes du mouvement
soient des mouvements rectilignes sur la variété Prym(Γ/Γ0), c.-à-d.,

d

dt

3∑
j=1

∫ sj(t)

pj

(ω1, ω2, ω3) = (0, k, l),

où (ω1, ω2, ω3) est une base de di�érentielles holomorphes sur Γ telle que :

σ∗ω1 = ω1, σ∗ω2 = −ω2, σ∗ω3 = −ω3,

pour l'involution σ (13).

******************************************************************************
Surveys in Mathematics and its Applications 11 (2016), 107 � 134

http://www.utgjiu.ro/math/sma

http://www.utgjiu.ro/math/sma/v11/v11.html
http://www.utgjiu.ro/math/sma


Étude géométrique et topologique du �ot géodésique sur le groupe des rotations 123

4 Linéarisation via la méthode des développements asymptotiques

Théorème 8. Soit

∆ =

⎧⎨⎩s = [s1 : s2 : s3 : s4] ∈ P3(C) : detQs = det
4∑

j=1

sjQj = 0

⎫⎬⎭ ,

la variété discriminante o Q1, ..., Q4 sont les quatre quadriques (11). Alors, ∆
contient une courbe elliptique de quadrique de rang 3. Le système des équations
di�érentielles (6) possède des solutions sous la forme de séries de Laurent dépendant
de 5 paramètres libres. La variété invariante Mc ⊂ C6 obtenue en égalant ces
quadriques à des constantes génériques est la partie a�ne d'une surface abélienne
M̃c et le système en question est algébriquement complètement intégrable. La surface
abélienne M̃c est isomorphe au tore complexe C2/LΩ où le réseau LΩ est engendré
par la matrice des périodes

Ω =

(
2 0 a c
0 4 c b

)
, Im

(
a c
c b

)
> 0, (a, b, c ∈ C) ,

avec M̃c\Mc = courbe algébrique D (16) de genre 9, laquelle est un revêtement rami�é
le long d'une courbe elliptique E(17). Par ailleurs, la courbe D est un revêtement de
degré 4 non rami�é le long de la courbe C (18) de genre 3 et cette dernière est un
revêtement double rami�é le long de la courbe elliptique C0 (19). En outre, la surface

abélienne M̃c est caractérisée comme étant la variété Prym Prym(C/C0).
Preuve : Reprenons les quatre quadriques (11) et considérons le polynôme quadratique

Qs(x) =
4∑

j=1

sjQj(x), s = [s1, s2, s3, s4] ∈ P3(C).

Nous allons voir que le système linéaire {Qs(x)} contient une courbe elliptique de
quadrique de rang 3. En désignant par les mêmes lettres les matrices deQ1, ..., Q4, Qs

par rapport à la base canonique, on obtient évidemment

Qs =
4∑

j=1

sjQj =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a 0 0 1
2s1 0 0

0 b 0 0 1
2s1 0

0 0 c 0 0 1
2s1

1
2s1 0 0 d 0 0
0 1

2s1 0 0 e 0
0 0 1

2s1 0 0 f

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

où

a = s2 + (α1 + α4) s3 + α1α4s4, d = s2 + (α2 + α3) s3 + α2α3s4,

b = s2 + (α2 + α4) s3 + α2α4s4, e = s2 + (α1 + α3) s3 + α1α3s4,

c = s2 + (α3 + α4) s3 + α3α4s4, f = s2 + (α1 + α2) s3 + α1α2s4.
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On a

detQs = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 1
4s

2
1 0 0

0 1 0 0 1
4s

2
1 0

0 0 1 0 0 1
4s

2
1

0 0 0 ad− 1
4s

2
1 0 0

0 0 0 0 be− 1
4s

2
1 0

0 0 0 0 0 cf − 1
4s

2
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = ∆1.∆2.∆3,

où

∆1 ≡ [s2 + (α1 + α4) s3 + α1α4s4] [s2 + (α2 + α3) s3 + α2α3s4]−
1

4
s21,

∆2 ≡ [s2 + (α2 + α4) s3 + α2α4s4] [s2 + (α1 + α3) s3 + α1α3s4]−
1

4
s21,

∆3 ≡ [s2 + (α3 + α4) s3 + α3α4s4] [s2 + (α1 + α2) s3 + α1α2s4]−
1

4
s21.

Soit

∆ =

⎧⎨⎩s = [s1 : s2 : s3 : s4] ∈ P3(C) : detQs = det
4∑

j=1

sjQj = 0

⎫⎬⎭ ,

la variété discriminante. Alors ∆ = K1 ∪ K2 ∪ K3, est une surface de degré 6
dans P3(C) où Kj , 1 ≤ j ≤ 3 sont les cônes quadratiques dans P3(C) dé�nis par
Kj : ∆j = 0. Notons que

K1 −K2 : (α1 − α2) (α3 − α4)
(
s23 − s2s4

)
= 0,

K2 −K3 : (α2 − α3) (α1 − α4)
(
s23 − s2s4

)
= 0,

K1 −K3 : (α1 − α3) (α2 − α4)
(
s23 − s2s4

)
= 0.

Or α1 ̸= α2 ̸= α3 ̸= α4 , donc s23 = s2s4, ce qui montre que les équations dé�nissant
K1, K2, K3 sont dépendantes. Dès lors, l'intersection K1 ∩ K2 ∩ K3 de ces cônes
quadratiques est dé�nie par les équations

1

4
s21 = s22 + (α2 + α3) (α1 + α4) s

2
3 + α1α2α3α4s

2
4

+(α1 + α2 + α3 + α4) s2s3 + (α2α3 + α1α4) s2s4

+(α2α3 (α1 + α4) + α1α4 (α2 + α3)) s3s4,

s23 = s2s4.

Autrement dit, la courbe projective associée à cette intersection est birationnelle à
la courbe projective dé�nie par

1

4
s21s

2
4 = s43 + (α1 + α2 + α3 + α4) s

3
3s4

+((α2 + α3) (α1 + α4) + (α2α3 + α1α4)) s
2
3s

2
4

+(α2α3 (α1 + α4) + α1α4 (α2 + α3)) s3s
3
4 + α1α2α3α4s

4
4,

s23 = s2s4.
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Cette courbe admet deux composantes irréductibles; l'une est déterminée par la
droite s3 = s4 = 0 et l'autre comme on va le voir, est une courbe elliptique. Dans la
partie a�ne (s4 = 1), ces équations se réduisent à

1

4
s21 = (s3 + α1) (s3 + α2) (s3 + α3) (s3 + α4) , s23 = s2.

Par conséquent l'intersection K1 ∩ K2 ∩ K3 est un revêtement double de P1(C),
rami�é en quatre points −α1, ...,−α4 et c'est une courbe elliptique. Pour tout point
s = [s1 : s2 : s3 : s4] = [s1 : s2 : s3 : 1] ∈ K1 ∩K2 ∩K3, on obtient

Qs = ±2
√
(s3 + α1) (s3 + α2) (s3 + α3) (s3 + α4)Q1 + s23Q2 + s3Q3 +Q4,

=
(√

(s3 + α1) (s3 + α4)x1 ±
√
(s3 + α2) (s3 + α3)x4

)2
+
(√

(s3 + α2) (s3 + α4)x2 ±
√
(s3 + α1) (s3 + α3)x5

)2
+
(√

(s3 + α3) (s3 + α4)x3 ±
√
(s3 + α1) (s3 + α2)x6

)2
, (15)

et on en conclut que le rang de chacune des quadriques Qs est égal à trois. De même,
on obtient deux quadriques de rang trois

Qs = (
√
α1α4x1 ±

√
α2α3x4)

2+(
√
α2α4x2 ±

√
α1α3x5)

2+(
√
α3α4x3 ±

√
α1α2x6)

2 ,

liées aux deux points s[±2 : 1 : 0 : 0]. En prenant s3 = −αj pour j = 1, ..., 4 et
en l'injectant dans l'expression (15), on obtient après avoir divisé cette dernière par∏

k ̸=j(αj − αk), les quadriques suivantes :

H1 ≡ α2
1Q2 − α1Q3 +Q4

(α1 − α2) (α1 − α3) (α1 − α4)
=

x22
α1 − α3

+
x23

α1 − α2
+

x24
α1 − α4

,

H2 ≡ α2
2Q2 − α2Q3 +Q4

(α2 − α1) (α2 − α3) (α2 − α4)
=

x21
α2 − α3

+
x23

α2 − α1
+

x25
α2 − α4

,

H3 ≡ α2
3Q2 − α3Q3 +Q4

(α3 − α1) (α3 − α2) (α3 − α4)
=

x21
α3 − α2

+
x22

α3 − α1
+

x26
α3 − α4

,

H4 ≡ α2
4Q2 − α4Q3 +Q4

(α4 − α1) (α4 − α2) (α4 − α3)
=

x24
α4 − α1

+
x25

α4 − α2
+

x26
α4 − α3

.

Notons que H1 + H2 + H3 + H4 = 0. En choisissant trois quadriques quelconques
parmi celles-ci, on voit qu'elles engendrent le même espace que celui engendré par
les quadriques Q2, Q3, Q4. Dès lors, pour faciliter le calcul, il est plus simple de
travailler par exemple avec les quadriques Q1, H1, H2, H3 au lieu de Q1, Q2, Q3, Q4.
La variété invariante Mc ⊂ C6 obtenue en égalant ces quadriques Q1, H1, H2, H3 à
des constantes génériques est une surface a�ne lisse et le problème ici consiste aussi
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126 A. Lesfari

à compléter Mc en une surface abélienne M̃c. Le système des équations di�érentielles
(6) possède des solutions sous la forme de séries de Laurent,

x(t) = t−1
(
x(0) + x(1)t+ x(2)t2 + ...

)
,

dépendant de dim (espace de phase) − 1 = 5 paramètres libres. Considérons la
fermeture D des composantes continues de l'ensemble des séries de Laurent de x(t)
tels que les quatre quadriques Q1(x(t)), H1(x(t)), H2(x(t)), H3(x(t)) sont égales à
des constantes génériques c1, c2, c3, c4. On montre que c'est une surface de Riemann
d'équation a�ne

w2 + c1

(
x
(0)
5 x

(0)
6

)2
+ c2

(
x
(0)
4 x

(0)
6

)2
+ c3

(
x
(0)
4 x

(0)
5

)2
+ c4x

(0)
4 x

(0)
5 x

(0)
6 = 0, (16)

où w est un paramètre arbitraire et où x
(0)
4 , x

(0)
5 , x

(0)
6 paramétrise la courbe elliptique

E :

⎧⎨⎩
(
x
(0)
4

)2
+
(
x
(0)
5

)2
+
(
x
(0)
6

)2
= 0(

βx
(0)
5 + αx

(0)
6

)(
βx

(0)
5 − αx

(0)
6

)
= 1

(17)

avec α, β tels que : α2 + β2 + 1 = 0. La courbe D est un revêtement double rami�é
le long de E . Les points de branchements sont les 16 zéros de

F
(
x
(0)
4 , x

(0)
5 , x

(0)
6

)
= c1

(
x
(0)
5 x

(0)
6

)2
+ c2

(
x
(0)
4 x

(0)
6

)2
+ c3

(
x
(0)
4 x

(0)
5

)2
+ c4x

(0)
4 x

(0)
5 x

(0)
6 ,

sur la courbe E . Comme la courbe D n'est pas rami�ée à l'in�ni, alors d'après la
formule de Riemann-Hurwitz le genre de D est 9. On montre le résultat suivant
: le système di�érentiel (6) est algébriquement complètement intégrable et le �ot
correspondant évolue sur une surface abélienne M̃c

∼= C2/LΩ où le réseau LΩ est
engendré par la matrice des périodes

Ω =

(
2 0 a c
0 4 c b

)
, Im

(
a c
c b

)
> 0, (a, b, c ∈ C) .

La surface a�ne Mc se complète en M̃c par l'adjonction d'une courbe lisse D(16) de
genre 9, laquelle est un revêtement rami�é le long d'une courbe elliptique E(17). En
utilisant la classi�cation de Enriques-Kodaira sur les surfaces [11], on peut montrer
d'une autre manière que la variété invariante Mc peut-être complétée par la courbe
D en une surface abélienne M̃c. En e�et, soit ϕ : M̃c −→ Mc, la normalisation de la
variété projective

Mc =

4⋂
k=1

{
Rk(X) = ckX

2
0

}
⊂ P6(C),
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avec

R1 ≡ X2
2

α1 − α3
+

X2
3

α1 − α2
+

X2
4

α1 − α4
= c1X

2
0 ,

R2 ≡ X2
1

α2 − α3
+

X2
3

α2 − α1
+

X2
5

α2 − α4
= c2X

2
0 ,

R3 ≡ X2
1

α3 − α2
+

X2
2

α3 − α1
+

X2
6

α3 − α4
= c3X

2
0 ,

R4 ≡ X1X4 +X2X5 +X3X6 = c4X
2
0 .

où X0, X1, ..., X6 sont des coordonnées homogènes dans P6(C). Pour montrer que
Mc est la partie a�ne d'une surface abélienne M̃c, nous allons tout d'abord calculer
les invariants M̃c. Soient KM̃c

le �bré canonique, χ(O
M̃c

) la caractéristique d'Euler

et q(M̃c) l'irrégularité de M̃c. Le pull-back par ϕ (ou transposée) :

ϕ∗ : H0
(
Mc,OMc

)
−→ H0

(
M̃c,OM̃c

)
,

est un homomorphisme de groupes de cohomologie. On a

K
M̃c

= ϕ∗ (KMc

)
−D = ϕ∗

(
Mc.KCP6 +

(
4∑

k=1

degRk

)
.H

)
−D,

où H est un hyperplan dans P6(C). Dès lors,

K
M̃c

= ϕ∗ (8H− 7H)−
(
M̃c ∩ {X0 = 0}

)
= 0,

D'autre part, considérons les suites exactes de faisceaux

0 −→ OMc
−→ ϕ∗OM̃c

−→ ϕ∗OM̃c
/OMc

−→ 0,

0 −→ OE −→ ϕ∗OD −→ ϕ∗OD/OE −→ 0.

On en déduit

χ
(
O

M̃c

)
= χ

(
ϕ∗OM̃c

)
= χ

(
ϕ∗OM̃c

/OMc

)
+ χ

(
OMc

)
,

d'où,

χ
(
O

M̃c

)
= χ (ϕ∗OD/OE) + χ

(
OMc

)
= χ (OD)− χ (OE) + χ

(
OMc

)
.

On a
χ (OD) = 1− g(D) = −8, χ (OE) = 1− g(E) = 0.
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Pour déterminer χ
(
OMc

)
, on utilise le complexe de Koszul qui fournit unr résolution

canonique

0 → OP6(C)

(
−

4∑
k=1

degRk

)
→ ⊕

k
OP6(C) (−degRk) → OP6(C) → OMc

→ 0,

d'où,
0 → OP6(C)(−8) → OP6(C)(−6)4 → OP6(C)(−4)6

→ OP6(C)(−2)4 → OP6(C) → OMc
→ 0.

Dès lors χ
(
OMc

)
= 8 et par conséquent χ

(
O

M̃c

)
= 0 et q

(
M̃c

)
= 2. D'après le

théorème de Enriques-Kodaira [11] sur la classi�cation des surfaces abéliennes, M̃c

est une surface abélienne. Notons que l'involution

σ ≡ −id : (x0, x1, ..., x6) ↦−→ (−x0, x1, ..., x6),

possède 16 points �xes sur M̃c donnés par les 16 points de branchements de D sur

E , c.-à-d., les 16 zéros de F
(
x
(0)
4 , x

(0)
5 , x

(0)
6

)
. D'après la théorie de la classi�cation

des �brés en droites amples sur les variétés abéliennes, on obtient M̃c ≃ C2/LΩ où
LΩ est le réseau associé à la matrice des périodes

Ω =

(
δ1 0 a c
0 δ2 c b

)
, Im

(
a c
c b

)
> 0,

avec
δ1δ2 = dimL(D) = g (D)− 1 = 8, δ1 | δ2, δi ∈ N∗.

Rappelons qu'en général si L est un �bré en droites sur une surface abélienne M̃c

de type (δ1, δ2) et si L est symmétrique, c.-à-d., σ∗L ≃ L où σ désigne l'involution
”− ” sur M̃c, alors l'involution σ apparaît dans L comme une involution σ̃ agissant
de deux manières di�érentes (selon le signe) et dès lors pour chaque section (fonction
thêta) s ∈ H0(M̃c,L), on a σ̃s = ±s. Une section s ∈ H0(M̃c,L) est dite paire
(resp. impaire) si σ̃s = +s (resp. σ̃s = −s). Sous σ̃ l'espace vectoriel H0(M̃c,L) se
décompose en deux sous espaces :

H0(M̃c,L) = H0(M̃c,L)paire ⊕H0(M̃c,L)impaire,

où H0(M̃c,L)paire contient toutes les sections paires et H0(M̃c,L)impaire toutes les
sections impaires. En utilisant la formule d'inversion [21], on montre que

dimH0(M̃c,L)
paire

impaire =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
δ1δ2
2 ± 2

(
1 + [ δ22 ]−

δ2
2

)
pour δ1 paire

δ1δ2
2 ±

(
1 + [ δ22 ]−

δ2
2

)
pour δ1 impaire

******************************************************************************
Surveys in Mathematics and its Applications 11 (2016), 107 � 134

http://www.utgjiu.ro/math/sma

http://www.utgjiu.ro/math/sma/v11/v11.html
http://www.utgjiu.ro/math/sma


Étude géométrique et topologique du �ot géodésique sur le groupe des rotations 129

Ici δ1δ2 = 8, on a donc deux possibilités : (i) δ1 = 1, δ2 = 8 et (ii) δ1 = 2, δ2 = 4.
D'après les formules ci-dessus, le �bré en droites L a dans le cas (i), 5 sections paires
et 3 sections impaires et dans le cas ( ii), 6 sections paires et 2 sections impaires.
Comme x1, ..., x6 sont paires, alors (ii) est le seul cas acceptable montrant ainsi que la

matrice des périodes est de la forme

(
2 0 a c
0 4 c b

)
, Im

(
a c
c b

)
> 0. La surface

abélienne M̃c peut-être identi�ée à la variété de Prym Prym(C/C0) du revêtement
(20) ci-dessous. En e�et, en posant ζ ≡ α2, la courbe D peut-être vue comme étant
un revêtement de degré 4 non rami�é le long de la courbe de genre 3 suivante :

C : F (θ, ζ) ≡
[
θ2 + c1β

2γ2 +
(
c2γ

2 + c3β
2
)
ζ
]2 − c24ζβ

2γ2 = 0. (18)

Notons que l'application

σ : C −→ C, (θ, ζ) ↦−→ (−θ, ζ),

est une involution sur C et que le quotient C0 = C/σ est une courbe elliptique dé�nie
par

C0 : η2 = c24ζ
(
d21ζ − 1

) (
d22ζ + 1

)
. (19)

La courbe C est un revêtement double rami�é le long de C0

C −→ C0, (θ, η, ζ) ↦−→ (η, ζ), (20)

C :

{
θ2 = −c1β

2γ2 −
(
c2γ

2 + c3β
2
)
ζ + η

η2 = c24ζ
(
d21ζ − 1

) (
d22ζ + 1

)
Soit (a1, a2, a3, b1, b2, b3) une base de cycles sur C, avec aioaj = biobj = 0, aiobj = δij ,
et σ (a1) = a3, σ (b1) = b3, σ (a2) = −a2, σ (b2) = −b2, pour l'involution σ. D'après
le théorème des résidus de Poincaré [11, 21], les trois di�érentielles holomorphes
ω0, ω1, ω2 sur C sont de la forme

P (θ, ζ)
dζ

∂F
∂θ (θ, ζ)

⏐⏐⏐⏐⏐
F (θ,ζ)=0

= P (θ, ζ)
dζ

4θη
,

où P est un polynôme de degré ≤ degF − 3 = 1. Dès lors

ω0 =
dζ

η
, ω1 =

ζdζ

θη
, ω2 =

dζ

θη
,

forment une base de di�érentielles holomorphes sur C et on a

σ∗ (ω0) = ω0, σ∗ (ωk) = −ωk, k = 1, 2

pour l'involution σ. La matrice des périodes Ω de la variété Prym(C/C0), s'écrit sous
la forme

Γ =

(
2
∫
a1

ω1

∫
a2

ω1 2
∫
b1
ω1

∫
b2
ω1

2
∫
a1

ω2

∫
a2

ω2 2
∫
b1
ω2

∫
b2
ω2

)
.
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Soit (dt1, dt2) une base de di�érentielles holomorphes sur M̃c telle que :

dt1|D = ω1, dt2|D = ω2.

Soit

LΓ′ =

{
2∑

k=1

mk

∫
a′k

(
dt1
dt2

)
+ nk

∫
b′k

(
dt1
dt2

)
: mk, nk ∈ Z

}
,

le réseau associé à la matrice des périodes

Γ′ =

( ∫
a′1

dt1
∫
a′2

dt1
∫
b′1
dt1

∫
b′2
dt1∫

a′1
dt2

∫
a′2

dt2
∫
b′1
dt2

∫
b′2
dt2

)
,

où (a′1, a
′
2, b

′
1, b

′
2) est une base de H1(M̃c,Z) et soit

M̃c −→ C2/LΓ : p ↦−→
∫ p

p0

(
dt1
dt2

)
,

l'application uniformisante. Le théorème de Lefschetz sur les sections hyperplanes
montre que l'application H1(D,Z) → H1(M̃c,Z) induite par l'inclusion D ↪→ M̃c est
surjective et par conséquent on peut trouver quatre cycles a′1, a

′
2, b

′
1, b

′
2 sur la courbe

D tels que:

Λ′ =

( ∫
a′1

ω1

∫
a′2

ω1

∫
b′1
ω1

∫
b′2
ω1∫

a′1
ω2

∫
a′2

ω2

∫
b′1
ω2

∫
b′2
ω2

)
,

et

LΛ′ =

{
2∑

k=1

mk

∫
a′k

(
ω1

ω2

)
+ nk

∫
b′k

(
ω1

ω2

)
: mk, nk ∈ Z

}
.

Rappelons que F (x04, x
0
5, x

0
6) a 4 zéros sur C0(19) et 16 zéros sur E(17). Dès lors, les

quatre cycles a′1, a
′
2, b

′
1, b

′
2 sur D qu'on cherche à identi�er sont 2a1, a2, 2b1, b2 et ils

engendrent H1(M̃c,Z) de telle sorte que

Λ′ =

(
2
∫
a1

ω1

∫
a2

ω1 2
∫
b1
ω1

∫
b2
ω1

2
∫
a1

ω2

∫
a2

ω2 2
∫
b1
ω2

∫
b2
ω2

)
= Λ,

soit une matrice de Riemann. On montre que les deux variétés abéliennes M̃c et
Prym(C/C0) sont analytiquement isomorphes au même tore complexe C2/LΛ et
d'après le théorème de Chow, ces variétés sont algébriquement isomorphes.
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5 Conclusion

Nous avons vu que la linéarisation des équations d'Euler-Arnold s'e�ectue sur une
variété de Prym Prym(Γ/Γ0) d'une surface de Riemann Γ(12) de genre 3; cette
dernière étant un revêtement double rami�é le long d'une courbe elliptique Γ0 (14).
Ici, la compacti�cation de la variété a�ne Mc en une surface abélienne M̃c s'obtient
par l'adjonction d'une surface de RiemannD(16) de genre 9, laquelle est un revêtement
non rami�é de degré 4 d'une surface de Riemann C(18) de genre 3 et cette dernière
est un revêtement rami�é d'une courbe elliptique C0(19). La surface abélienne
M̃c peut-être identi�ée à la variété de Prym Prym(C/C0) du revêtement (20) et
le problème se linéarise sur cette variété. Comme la linéarisation du problème a
été obtenue par deux méthodes di�érentes (la première sur une variété de Prym
Prym(Γ/Γ0) utilisant les algèbres de Kac-Moody et la seconde sur une variété de
Prym Prym(C/C0) utilisant l'analyse de Painlevé-Kowalewski), une question se pose
: quelle est la relation entre Prym(Γ/Γ0) et Prym(C/C0). Il est intéressant de
noter que les surfaces abéliennes M̃c = Prym(C/C0) et Prym(Γ/Γ0) ne sont pas
identiques mais simplement isogènes; on obtient l'une à partir de l'autre en doublant
certaines périodes et en laissant les autres intactes. La relation précise entre ces deux
surfaces abéliennes est M̃c = Prym∨(Γ/Γ0), c.-à-d., elles sont duales. En fait, les
fonctions x1, ..., x6 sont méromorphes sur M̃c, tandis que x21, ..., x

2
6 sont méromorphes

sur Prym(Γ/Γ0). Signalons aussi que la relation entre les surfaces de Riemann C
et Γ est très compliquée [13]. On a Prym(Γ/Γ0) \ Π = Θ ∩ Prym(Γ/Γ0) = C
et Θ ∩ M̃c = Γ, où Θ désigne le translaté d'un diviseur thêta sur Jac(Γ) et
Π ⊂ Prym(Γ/Γ0) est un ouvert de Zariski.
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