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Abstract. The aim of this survey paper is to investigate the algebraic complete integrability
of Euler-Arnold’s body description of the four dimensional rigid body, or equivalently of geodesics
in SO(4) using left-invariant metrics that arise from inertia tensors, namely non-degenerate maps
A : s0(4) — so(4)" = so(4) together with the canonical inner product associated to the Killing form.
Algebraic complete integrability is motivated by Arnold-Liouville’s classical notion of complete
integrability : one extends the value of space and time coordinates from R to C, and then the
regular invariant manifolds are complex instead of real tori; in addition one demands such complex
tori to be projective. Using different methods, as systematized by Adler-Haine-van Moerbeke-
Mumford, to study the integrability of the geodesic flow on the rotation group, we will see that the
linearization is carried on an abelian surface and each time a Prym variety appears related to this

problem.

1 Introduction et généralités

On g’intéresse dans ce travail & ’étude de la compléte intégrabilité du flot géodésique
sur le groupe des rotations SO(4). Déterminer des métriques invariantes & gauche
sur ce groupe telles que le flot géodésique soit complétement intégrable. Cette
étude est apparentée & la question de savoir quelles sont les conditions pour que
quatre quadriques dans lespace projectif PS(C) se coupent selon la partie affine
d’une variété abélienne (un tore algébrique complexe). Nous verrons que cela est
du au fait que D'espace vectoriel engendré par ces quadriques contient une courbe
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108 A. Lesfari

entiére de quadriques de rang 3. Par ailleurs, on montre que ceci est équivalent &
dire que la variété algébrique définie par ces quadriques est munie d’'une structure
symplectique linéaire ou encore équivalent & dire que cette méme variété algébrique
est munie de champs de vecteurs indépendants. Nous allons étudier la géométrie
et la topologie de cette situation du point de vue de la caractérisation des variétés
abéliennes [11, 21, 30] et plus précisément des variétés de Prym [7, 20, 21, 26]. En
utilisant différentes méthodes [1, 2,4, 5,6, 9, 10, 12, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 24, 25| pour
I’étude de Vintégrabilité de ce probléme, nous verrons que la linéarisation s’effectue
sur une surface abélienne et & chaque fois une variété de Prym apparait liée & ce
probléme.
Soit

w2

dt Ox
un systéme hamiltonien, ot H est I’hamiltonien et J(x) est une matrice réelle
antisymeétrique telle que les crochets de Poisson correspondants vérifient 'identité
de Jacobi :

xe€R™ n=2m+k, (1)

({H,F},G} + {{F,G} ,H} + {{G,H} ,F} = 0,YH,F,G € C*(R")

ou
OH OF
i, 7} = Z i 5 o0x; 8:133

Supposons que le systéme (1) est complétement intégrable, c.-a-d., qu’il admet m+k
intégrales premiéres Hy = H, Hs, ..., H,, 1, fonctionnellement indépendantes dont m
intégrales sont en involution :

{Hlij}:Oa ].SZ,]STTZ,
etk intégrales sont des fonctions de Casimir :

aHm+z
Ox

=0, 1<i<k,

et telles que pour presque tous les ¢; € R les variétés invariantes :

m-+k

ﬂ{xew1 H;(z) = ¢},

sont compactes et connexes. D’aprés le théoréme d’Arnold-Liouville [8], les variétés
invariantes sont difféomorphes aux tores réels Tg' = R™ /réseau. En outre les flots
définis par les champs de vecteurs Xpg,,1 <17 < m, sont des mouvements rectilignes
sur ce tore et les équations du probléme sont intégrables par quadratures.
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Soient z € C", t € C et A C C™ un ouvert non vide de Zariski. Comme
Hy, ..., H, 4 sont fonctionnellement indépendantes, alors I’application

¥ = (H17 '--7Hm+k) :C"— Cm+ka

est une submersion générique sur A. Soit I = p(C"\A), le lieu critique de ¢ et
désignons par I la fermeture de Zariski de I dans C™,

Définition 1. Le systéme (1) dont le coté droit est polynomial est algébriquement
complétement intégrable [6, 27, 29] si la fibre M, = ¢~ (a),

m+k
M.= () {z€C": Hi(z) =c;}, c=(c1,...cmsx) € CTTAIT (2)

i=1

est la partie affine d'une variété abélienne (un tore compleze T ~ C™ [réseau qui
admet un plongement dans un espace projectif). Les flots g&i (), z € M., t € C,
définies par les champs de vecteurs Xy, ,..., Xy, sont des lignes droites sur T(",
c.-0-d.,

g, ()], = f; (p+ (K, o L)
ou f; (t1,...,tm) sont des fonctions abéliennes sur le tore T, fij(p) =x;, 1 < j < n.

Soit M la fermeture projective de M, dans 'espace projectif complexe P*(C) de
dimension n. Alors M. n’est pas une variété abélienne puisque cette derniére n’est
pas simplement connexe et ne peut donc en général étre une intersection compléte
projective. Dés lors, pour que M, soit la partie affine d’'une variété abélienne, la
variété M. doit étre singuliére & I'infini. En éclatant la singularité le long du lieu
atteint par le flot et en implosant la partie du lieu qui n’est pas atteint par le flot,
on montre que la variété M, se transforme en une variété abélienne M, et le lieu a
I'infini se transforme en une ou plusieurs sous-variétés de codimension 1. On procéde
comme suit : soit w; —> u; une transformation birationnelle telle qu’au voisinage
de z =0, on ait :

w=a;+o(t), 1<i<n-—1, un:z+o(t2),

ou af, ..., an—1 sont des paramétres libres. Les nouvelles variables u; ont pour effet
d’éclater la singularité de la variété M. le long du lieu & linfini atteint par le flot.
Exprimées dans ces nouvelles variables u1, ..., u,, les équations différentielles sont
réguliéres et holomorphes au voisinage de u,, = 0 tandis que les équations définissant
la fibre M, s’écrivent sous la forme :

Fi (U1 (t)a"'7un—1 (t)vun (t)) = G, 1 SZSm—i—ka
ou Fy, ..., Fy4k sont des polynomes en w. Pour ¢t = 0, on obtient

Fi(al,...,an_l,O):Ci, 1§Z§m+k7
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110 A. Lesfari

et ces relations algébriques entre les paramétres libres aq, ..., a,—1 fournissent les
équations d’une sous-variété D qui jouera, entre autres, un role important dans
la compactification de la fibre M.. Les paramétres libres agq,...,a,_1 et la sous
variété D peuvent s’obtenir directement de la maniére suivante: d’abord ’on montre
Pexistence de solutions = = (x1,x9, ..., ;) du systéme (1) sous la forme de séries de
Laurent dépendant de n — 1 paramétres libres aq, ..., a,_1. L’étape suivante consiste
& considérer la fermeture D des composantes continues de ’ensemble des séries de
Laurent de x(t) tels que :

H1 (SC) =C1,... 7Hm+l<: (ac) = Cm+k-
Plus précisément,
m—+k
D= ﬂ {coefficient de 9 dans H; (z (t)) = ai}.
i=1

C’est une sous-variété (un diviseur) de codimension 1. Ensuite on procede a la
compactification de la fibre M.(3) en une variété abélienne M,. Cette compactification
s’obtient par ’adjonction & M, de ce diviseur D.

Indépendamment du fait que la plupart des exemples classiques et nouveaux de
systémes hamiltoniens complétement intégrables sont algébriquement complétement
intégrables, une motivation plus profonde pour leur étude est la suivante : ces
systémes apparaissent systématiquement lorsque 1’on étudie les déformations isospectrales
d’opérateurs linéaires contenant une indéterminée rationnelle (en bref: paire de Lax).
En fait, un théoréeme de Adler-Kostant-Symes (voir ci-dessous) appliqué aux algébres
de Kac-Moody (extensions formelles de dimension infinie d'une algébre de Lie semi-
simple) fournit de tels systémes qui sont des déformations isospectrales et qui, par
un théoréme de van Moerbeke-Mumford [29], sont algébriquement complétement
intégrables. Rappelons briévement de quoi il s’agit.

Définition 2. Une équation de Laz [16] est une équation différentielle de la forme

Ay = [Am), BR), =2 (3

avec N N
A(h) =Y Ak (t)h*,  B(h) =) By (t)h*,
k=1 k=1

des fonctions dépendant d’un paramétre complexe h (paramétre spectrale) et ot les
Ay el By sont des malrices. Le couple (A, B) s’appelle paire de Lax. La courbe
algébrique complexe projective C, d’équation affine

P(h,z)=det (A —=2I)=0, (4)
est appelée courbe spectrale. Un point (h,z) de la courbe C décrit une valeur propre

z de la matrice A.
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Le polynome caractéristique (4) ne dépend pas de t. Le spectre de A est un
invariant (ne dépend pas de t) de la trajectoire de A sous le flot (3). Autrement
dit, les coefficients du polyndme caractéristique P (h, z) ne dépendent pas du temps
t : ces coefficients sont déterminés uniquement par tr (A™) et ce sont des intégrales
premiéres. En d’autres termes, on dit que l'équation différentielle (3) décrit une
déformation isospectrale. La courbe C ne dépend pas du temps, son équation s’écrit
explicitement sous la forme

P(h,Z) :hN+p1 (Z)hN_1++pN (2)7

et I'on peut utiliser les méthodes de la géométrie algébrique pour 1’étudier. Le
résultat principal ici est que lorsque un flot posséde cette structure, alors celui-
ci se linéarise d’aprés une méthode de van Moerbeke-Mumford [29] sur la variété
jacobienne Jac(C) (ou sur une sous-variété de cellec-ci) c’est-a-dire sur un tore
complexe algébrique engendré par le réseau défini par la matrice des périodes de la
courbe C. Signalons que dans un certain nombre de travaux, un lien avec la théorie
des groupes et algeébres de Lie a été fait. Cette approche est basée sur le théoréme
d’Adler-Kostant-Symes [3, 14, 28] ci-dessous, qui donne une construction de grandes
familles de fonctions en involution basée sur des décompositions d’algébres de Lie.
Ce théoréme fournit des systémes intégrables comme déformations isospectrales sur
des orbites coadjointes dans des algébres de Kac-Moody (extensions formelles de
dimensions infinies d’algébres de Lie semi-simples). Ces systémes ont suffisament
d’intégrales premiéres en involution. Appliqué & des algébres de dimension finie,
ce théoréme fournit des systémes hamiltoniens & surfaces invariantes non-compactes
tandis que la dimension infinie fournit des systémes compacts. Des résultats précis
ont été obtenus pour une classe intéressante d’orbites que ce soit dans le cas d’algébres
de Lie de dimension finie ou infinie.

Théoréme 3. (Adler-Kostant-Symes). Soit L =K & N une algébre de Lie, somme
directe de deuz sous algebres K et N, munie d’une forme bilinéaire non-dégénérée
Ad-invariante ( , ). Soient K+ et N Uorthogonal de K et N respectivement. Alors,
la projection £ — K+ munit K* de la structure coadjointe pour N'. En outre, on a
L=L=KLONL, et K = N* (dual de N') est munie avec N d’une forme induite
héritant de la structure de Kostant-Kirillov. Soit V. C N* une variété invariante sous
Uaction coadjointe de N sur N* et notons A(V') lalgébre des fonctions définies sur
un voisinage de V , invariante sous l'action coadjointe de L (ce qui est distinct de
Uaction de N — N*). Alors les fonctions H dans A(V) ménent a des champs de
vecteurs commutants et ayant la forme de Laz suivante :

a = [a,prc(VH)],
ot pri désigne la projection sur K.
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Pour toute algeébre de Lie £ de dimension finie munie du crochet [,] et de la forme
de Killing (, ), il existe une extension formelle (dimension infinie) sous forme de série
de Laurent :

N
L= {Z ARt Aje LN eZ arbitraire} ,

munie du crochet
[Z Aty thf} = 3[4, By W,
i,
et des formes symétriques ad-invariantes

<2Aihi,Zthj>k: Y (AiB)), kel

itj=—k

Si (,) est non-dégénérée, alors il en est de méme des formes (,),. Soit Ly, (p < q)
I'espace vectoriel des puissances de h compris entre p et q. Une classe intéressante
de problémes s’obtient en prenant £ = Gi(n,R) et en choisissant la forme (,); sur
Pextension de Kac-Moody. Alors nous avons la décomposition en sous algébres de
Lie
L=Lo®L-1=KBN,

avec K =K+, N =N+ et K=N*. Considérons la variété invariante Vj,, m > 1
dans K = N*, définie par

m—1
Vin = {A = Z A;h' 4 ah™ | o = diag(aq,--- o) ﬁxé} ,
i=1

avec diag (Am—1) = 0. On montre que la variété V;, posséde une structure symplectique
naturelle, les fonctions H = ( f(Ah™7), hk>1 sur V,,(f étant réguliére) meénent a des
systémes complétement intégrables ayant la forme

m—1

A= [A,pr,c(f’(Ah_J)hk_])} . A=Y Al +ah,

i=0
Ces systémes se linéarisent sur la variété jacobienne d’une courbe algébrique C
d’équation P (z,h) = det (A — zI) = 0, et de genre (n — 1) (nm — 2) /2. Les coefficients
de ce polyndéme fournissent les invariants d’orbite de V,,, et un ensemble d’intégrales
premiéres indépendantes. En particulier, pour j = m, k = m + 1, les flots s’écrivent
sous la forme

A= [A , adg ady Ap_1 + ﬂh} . Bi=f ()
Une autre classe s’obtient en choisissant une algebre de Lie L semi-simple quelconque.

Alors pour l'extension de Kac-Moody £ munie de la forme (,) = (,),, on a

L= Z L;, [L%LJ] C Li+j7 [Lo, Lo] =0, L:< =L_;.
I€EZ
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Soit
B*=Y"L;, B => L.
i>0 (0

Alors le produit £ x £ avec

(1), @ 1)] = (1,00, =120 82]) s (0, 82) (1) ) = (1, 1) = (o, ),
admet la décomposition en K + A avec

K = {(,-l):leL}y, Kt={1):lecL},
N = {(l*alJr) € B_al+ € B+ap’r0(l*) :pro(l+)}a
Nt = {(-,14) 1o € B7,ly € BY,pro(l4 +1-) =0},

otl pro désigne la projection sur L. Les orbites dans N*=K" possédent un ensemble
de champs de vecteurs hamiltoniens commutatifs. La variété N-invariante définie par

Vije= Y LiCL~K"

—j<i<k

posséde une structure symplectique naturelle et les fonctions H(ly,l3) = f(l) sur
V_; r menent a des champs de vecteurs commutants et ayant la forme de Lax suivante

. 1
l= [l, (prt — QpTO)VH] , prt projection surB™.

La linéarisation s’effectue sur la variété jacobienne d’une courbe définie par le polynéme
charactéristique d’éléments dans V_; .

Cette approche (courbe spectrale) a permis de découvrir une intéressante classe
de systémes intégrables. Comme nous ’avons déja signalé, cela consiste a voir si
I’on peut ramener les équations différentielles du probléme & étudier & ’équation de
Lax. Si c’est le cas, le spectre de la matrice A est indépendant du temps et fournit
les intégrales premiéres en involution et le probléme en question se linéarise sur la
variété jacobienne (ou une sous-variété de celle-ci) de la courbe C (4). Autrement
dit, les équations qui linéarisent le probléme s’écrivent sous la forme

s1(t) s2(t) 59(t)
/ wk+/ wk+---+/ wp=ct, 1<k<g
51(0) 52(0) 54(0)

oll wi, . ..,wy engendrent I'espace (de dimension g) des formes différentielles holomorphes
sur la courbe C de genre g. Donc dés que le flot posséde cette structure de Lax, le
reste suit de la théorie générale.

Example 4. (Flot géodésique sur le groupe SO(n)). Dans le cas particulier m =
1, c.-a-d., pour Vi, on choisit A = X + ah ot X € so(n). Dans ce cas, le flot
hamiltonien décrit par ’équation de Lax se rameéne a ’étude des équations d’Euler-
Arnold pour le flot géodésique sur SO(n).
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Example 5. (Flot géodésique sur un ellipsoide et probléme de C. Neumann). Pour
m =2, c.-a-d., Va, st on choisit

A=ah’>—hzhNy—y®y,

ot x,y € R", alors l’équation de Lax se raméne a

A=1[AV + Bh],
ot
V =adgad, (y ANz), Bi=f(cu).
On peut ramener cette équation au systéme hamiltonien suivant :

OH g OHg
& x— Py oy Y V=g
ol ( )2
1 x'y'<—-$'$'
H5:§§:51Fz(xay)a Fz(x7y):y12+ E : = — :
- y a; — @
i J#i
1

Pour f(z) =Inz, c.-a-d., B; = --, on obtient le probleme du flot géodésique sur un
ellipsoide,

2 2
xy x
Sttt =1
af a2

qui décrit le mouvement de la droite x + sy, s € R, tangente a l'ellipsoide en x dans

2

la direction y de la géodésique. Pour f(z) = iz , c.-0-d., B; = «;, on obtient le

probléme de C. Neumann régissant le mouvement d’un point sur la sphére S~ .
| X | =1, sous Uinfluence de la force —ax. D’aprés ce qui précéde, le flot géodésique
sur un ellipsoide et le probléme de C. Neumann sont des mouvements rectilignes sur
la variété jacobienne Jac(H) ou H est une courbe hyperelliptique de genre n — 1.

2 La compléte intégrabilité du flot géodésique sur SO(4)
On considére le groupe SO(4), son algébre de Lie so(4) et la forme de Killing
(X,Y) = —% r (X.Y),

dans so(4) ou

" 0 —XI3 T2 —X4q
T3 0 —xr1 —5
X =(Xii)q—: zgme': € so(4).
( ”)19»3§4 — v —x3 T 0 —uxg )
1=
T4 I5 Te 0
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Une métrique invariante & gauche sur SO(4) est définie par une application linéaire
symétrique non-singuliére

A:so(4) — so(4), X v+— AX,

avec

(9X,9Y)=(X,A7LY), geSO(4).

Dés lors le flot géodésique pour cette métrique s’écrit sous la forme (équations
d’Euler-Arnold [8, 22, 23)),

X =[X,AX], (5)
ou
6 0 —A3T3  Aaxo —\g14
— Y. — . — )‘3333 0 _)\1$1 —)\5565
AX = Xiigijea = Z; Aitie; = —Xoz2 A7 0 —X¢ws
- ATy AsTs AT 0

Théoréme 6. Le flot géodésique (5) s’écrit sous la forme d’un champ de vecteurs
hamiltonien (6) et admet les intégrales premiéres triviales suivantes

Hy = (x%+x§+~--+x(2;), Hs = z124 4+ 2275 + 2376

N

En outre, si

AAgAL + A A2 A5 — A1 Aoy + A3 g A5 — Ag3dhgAa — Az a5,
FA A5 + AA1A3 — MA1 A5 + AgAaA3 — AgAads — A1AgA3 = 0,

alors il existe une quatrieme intégrale premiére de la forme

1
Hy = 3 (1ot + poas + -+ + peag) |

Ces intégrales sont fonctionnellement indépendantes, en involution et le systéme en
question est complétement intégrable.

Preuve : Les équations (5) s’écrivent explicitement sous la forme

1 = (A3 — A2) 1223 + (A6 — A5) 756,
T2 = (M —A3) 7123 + (A — Ag) 46,
3 = (A2 — A1) m1z2 + (A5 — A1) 245,
T4 = (A3 —Xs)z325 + (A6 — A2) oz,
5 = (A —A3)w3w4 + (A1 — Xe) 2126,
g6 = (A2 — Ag)maxg + (N5 — A1) z125,
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et forment un champ de vecteurs hamiltonien

0H
i(t) = J—— € R® 6
i(t) =I5, wER, (6)
avec 1 1
H = 5 <X,AX> = 5 ()\11‘%‘1‘)\233% +---+)\6x§),
et
0 —XI3 i) 0 —XT6 xIs
T3 0 —I1 i 0 —XT4
B —To I 0 —x5 T4
J = 0 —T6 T5 0 —XI3 X9 < 80(6>.
T 0 —x4 a3 0 -m
—XIs5 Ty 0 —X9 I 0

OnadetJ =0,doncm=2n+ket m—k =2n=rgJ. Ici m =6 et rgJ = 4,
donc n = k = 2. Pour 'étude de la compléte intégrabilité de ce systéme, il nous
faut trouver quatre intégrales premiéres. La premiére est connue puisque c’est H) =
H. Deux autres intégrales premiéres Hy et Hs sont triviales et satisfont donc aux
équations :

O0H> 6H3
ox Or
On obtient
1
HQ:i(g;§+x§+.--+x§), Hjs = x124 + 2025 + x376.

Nous allons chercher la quatriéme intégrale premiére sous la forme

1
Hy = B (M1$%+M2$§+"‘+M6.’L’g).

Les intégrales premiéres du probléme doivent étre fonctionnellement indépendantes
et en involution, donc on a en particulier { Hy, H3} = 0, c.-a-d.,

(A3 = A2) 1 + (A1 = Ag) 2 + (A2 — A1) p3) z12223
+ (A6 = As) p1 4 (A1 — X6) a5 + (A5 — A1) pe) w1256
+ (A1 = A6) p2 + (A6 — A2) pra + (A2 — A\4) pi6) T2z
+ (A5 = A1) p3 + (A3 — As) pta + (Mg — A3) ps) w320425 = 0.
D’ou,

Az =) p1 + (A1 = A3) 2+ (Ao — A1) 3 =0,

(A6 = A5) p1 + (A1 = Ag) 15 + (A5 — A1) g = 0,

(Mg = A6) 2 + (X6 — A2) g + (A2 — Ag) g = 0,
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(A5 — M) g+ (A3 = As) pra + (Mg — A3) s = 0.
Posons
A3— Ao A1 — A3 A — N\ 0 0 0
A6 — A5 0 0 0 AM—X A5 — N\
0 A — Xg 0 g — Ao 0 Ay — M\
0 0 As— A A3— A5 M — A3 0

A:

Le nombre de solutions du systéme ci-dessus est égal au nombre de colonnes de
la matrice A moins le rang de A. Comme rgA < 4, alors plusieurs possibilités se
présentent et nous allons chercher celle qui nous conduira a une nouvelle intégrale
premiére. Le premier cas est rgA = 4, ce qui implique 'existence de deux solutions
: la premiére p; = 1 donne lieu & l'intégrale premiére Hsy. La seconde solution est
Wi = A\; ce qui correspond a l'intégrale premiére Hz. Donc quand rgA = 4, il n’y a
pas de nouveautés. Passons au cas ou rgA = 3, ce qui signifie que chaque mineur
d’ordre quatre de la matrice A est singulier. Or

A3—A2 A=Az A— X\ 0

A6 —As 0 0 0 B
0 M — N 0 A6 — A2 === X)C
0 0 As — A Az — Ap
A — A3 A — X\ 0 0
0 0 0 A1 — X6 _
A — A 0 A6 — A2 0 = (1= 2) C,
0 As— A A3—A5 M — A3
Ao — A1 0 0 0
0 0 M-Xs M-\ |
0 N-de 0 Aoy | T Rem MG
As— A A3— A5 M — A3 0
ou
C= XMAsA+ A1 A5 — A AoAs + A3 A6 A5 — A3AgAa — Az A2 )5

FAAA5 + MM A3 — MM A5 + AeAaA3 — Ag Ao s — A1 A6 A3,

donc la condition pour que ces mineurs s’annulent est C' =0. W

3 Linéarisation via la méthode des déformations isospectrales

Théoréme 7. Le systeme (6) est un flot hamiltonien pour la structure symplectique
de Kostant-Kirillov induite sur [’orbite

O = {Ady(X) = g 'Xg:9€504)}, X €so(4), (7)
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Jormé par Uaction coadjointe Adi(X) = g~'Xg du groupe SO(4) sur le dual de
lalgébre de Lie so(4)* ~ so(4). Sous la condition de Manakov (9), le systéme (6)
s’écrit sous la forme de l'équation de Lax (10) et celle-ci est un flot hamiltonien sur
une orbite définie dans une algebre de Kac-Moody. Les équations d’Euler-Arnold (5)
se linéarisent sur la variété Prym(I'/Ty) ou I' (12) est une surface de Riemann de
genre 3 et Tg (14) une courbe elliptique.

Preuve : Soient Z1Z2,X € so(4) et & = [X, Z1], & = [X, Z2] deux vecteurs
tangents a Porbite ci-dessus. Sur une telle orbite, la structure symplectique (entre
&1 et &) est deéfinie par

(€1,62) = (X, (%1, Z2]) = ([X, Z1], Z2).

Notons que l'orbite O (7) (espace de phase) est une sous-variété de dimension quatre.
On a
det (gXg ') = det X = (124 + 2275 + 2376)°

et

tr (ng_1)2 = tr (ng_l.ng_l) ,
= tr (ngg_l) )
= tr (XQ),
= —2(w%+x%+---+m%).

Il faut chercher tr (ngfl)n pour n paire. Pour n = 2 on a obtenu trX?, pour
n = 4 on aura le produit de trX? avec det X donc pas de nouveautés et la méme
conclusion se repéte pour n = 6,8, ... L'orbite O (7) est donc définie par les deux
invariants orbitaux suivants :

Vvdet X = xz1x14 + 275 + 2376,

1
—itr(X2) = m%+x%+--~+m%.

Les fonctions H définies sur cette orbite déterminent des champs de vecteurs hamiltoniens
X = [X,VH(X)]. Notons que VH est antisymétrique. En particulier

6
== Nad, (8)
7j=1

conduit au mouvement du flot géodésique (5) ou (6). Ici on prend pour espace de
phase, 'orbite de X. En effet, on peut étre tenté de prendre so(4) mais ce choix
est & exclure car la structure symplectique est dégénérée (en fait on n’a pas de
structure symplectique tout simplement), par contre dans Porbite de X la structure
symplectique est non dégénérée. Les constantes du mouvement sont données par

H = XAX

l\D\r—t
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les deux invariants (triviaux) d’orbite O (7) et par un invariant (non trivial) H (8).
L’espace de phase étant de dimension 4, alors pour que le systéme en question soit
complétement intégrable, il faut trouver un quatriéme invariant (non trivial). Nous
avons vu précédemment que le systéme est complétement intégrable si la condition
suivante est satisfaite

AAsAL + A1 A5 — A1 Ao g + A3 g A5 — Az AgAs — A3 s
FA A5 + A1 A3 — M5 + Ag A2z — AgAads — A1 g A3 = 0.

Cette relation est invariante par translation cyclique : 1 — 4, 2 — 5, 3 — 6, et elle
est vérifiée si (condition de Manakov [22])

A = 52—53, Ny = Bi—PBs As = Bi— DB ()
Qo — Q3 (11—063 051—042

A = Bi—Ba )\5:52—54’ )\6:53—54,
al—a4 o — QY a3 — Oy

avec aj,f; € C, Hj<k (aj —ay) # 0. Cette parameétrisation implique que les
équations (5) ou (6) peuvent s’écrire sous la forme de Lax

(X 4+ ah) =[X + ah,AX + Sh], (10)
avec
a; 0 0 0 B, 0 0 0
0 ao 0 O B 0 B2 0 0
=1 0 0 as 0| P71 0 0 5 0|
0 0 0 a4 0 0 0 pa
ce qui est équivalent a
X = [X,AX] <= (5),
(X, B8]+ [, AX] = 0= (9),
[a, B] = 0 satisfaite pour les matrices diagonales.

L’équation (10) est un flot hamiltonien sur une orbite définie dans une algébre de
Kac-Moody. Considérons donc I'extension de gl(n,C) (pour n = 4) de 1’algébre de
Kac-Moody

N
L =gln,C)= {Z A;ht: Ay € gl(n), N €Z, arbitraire} ,

avec le commutateur

AR, B(h)) = |3 A, Bk | = D0 | D0 (4 By] | B,

k  \i+j=k

>k 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k ok 5k >k ok 5k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok skook kok skok skook skokoskok ok kok skok skokskokskokk kok ok

Surveys in Mathematics and its Applications 11 (2016), 107 — 134
http://www.utgjiu.ro/math /sma


http://www.utgjiu.ro/math/sma/v11/v11.html
http://www.utgjiu.ro/math/sma

120 A. Lesfari

et la forme de Killing sur gi(n, C),

(A(h), B(h)) = <Z AR Zthj> = Y tr(4By).

itj=—1

On obtient ainsi une forme bilinéaire, ad-invariante, non dégénérée et symétrique.
Cette algebre de Lie admet une décomposition naturelle £ = K & N, ou

K=Y An'y, N={S Bl
i(0

1>0

On a pour la forme de Killing ci-dessus K+ = K, N+ = N ot K+ et N+ désignent
lorthogonal de K et N respectivement. En outre, le dual de N s’identifie & K,
N* =~ K+ = K. Le groupe de Lie de dimension infinie sous-jacent 4 A agit de maniére
coadjointe sur le dual N* et définit sur ses orbites une structure symplectique avec
un crochet de Poisson

{Hy, Ha} (a) = (a, [Va«H1, Vi« Ha])

ot a € N* et Va-H; € N, j = 1,2. Toutes les fonctions définies sur cette orbite
sont en involution en vertu du théoréme d’Adler-Kostant-Symes et les champs de
vecteurs correspondants s’écrivent sous la forme

a = [a,ProjiVH].
L’élément a = X +ah € N* définit une orbite dans N'* et une structure symplectique;
1
toutes les fonctions L-invariantes — (ah_l)k h?, k > 3, fournissent des champs de

k

vecteurs hamiltoniens commutants

(X +ah) = [X + ah, Proj, ((Xif1 + a)’f*lh)} = [X +ah,Y + Bh),

ou
Y; _af_l—a;?_lX k-1
ij=————X;5, B=a"".
Oéi—Oéj

En prolongeant ce fait aux fonctions analytiques, on obtient ’équation de Lax (10).
Cette derniére signifie que pour tout h € C, le spectre de la matrice (X + «h) est un
invariant (ne dépend pas de t) de la trajectoire de X + ah sous le flot. Autrement
dit, Les coefficients de z'h? apparaissant dans I’équation définissant la surface de
Riemann

I': {(z,h) € C*:det (X + ah —2I) =0},
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associée a l’équation (10), sont des intégrales premiéres en involution pour la structure
symplectique de cette orbite. En effet, explicitement on a

arth — 2 —x3 T2 —x4
det(X + ah —zI) = det s ah=z —n o ,
—Z9 T ash — z —Xg
T4 Ts5 Tg agh — 2z
4
= (Oéjh — Z) + Q222 — ngh + Q4h2 + Q%,
j=1
ou
Q1 = xer3 + 1471 + T2T5,
Qs = 2+ ad+al4ad4ad4al,
Qs = (a1 +ay)z?+ (o + ag) 23 + (a3 + ay) 23 (11)
+ (a2 4+ a3) 23 + (1 + a3) 22 + (a1 + ag) 22,

Qs = a1a4x% + a2a4x% + a3a4x§ + agagavi + ozlozgx% + 0[10421‘%.

Notons que @)1 et Q2 sont les invariants d’orbites trouvés précédemment. Comme
nous l'avons déja signalé et on peut le vérifier aisément que @1 et Qo sont des
invariants triviaux tandis que @3 et ()4 sont des invariants non triviaux. Ces
intégrales premiéres sont en involution et fonctionnellement indépendantes. En
posant (Q; = c¢j, 1 < j <4, ou ¢; sont des constantes génériques, on obtient

4
I: H (ajh —2)+ 02,22 —c3zh + C4h2 + c% =0.
j=1
En faisant le changement de carte suivant : (h,z) — (w = h™Yu = zh™1),

I’équation ci-dessus s’écrit

4
r: H (aj —u) + (c2u® — czu+ es) w? + Gwt = 0. (12)
j=1

L’application
o: ' —T, (w,u)— (—w,u), (13)

est une involution sur I' et le quotient I'g = I' /o est une courbe elliptique définie par

4
Top:0v? = (02u2 — c3u + 04)2 —4c2 H (aj —u). (14)
j=1
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La courbe I' est un revétement double ramifié le long de [y,

r—Ty (w,v,u)— (v,u),

9 v — cou? + c3u — ¢y
w- = P )
I: 2c1
2
v? = (cou? — cau+¢q)” — 43 H?:1 (aj —u).

La courbe I' posséde quatre points & l'infini p; (1 < j < 4) et quatre points de
branchements ¢; = (w = 0,v = cou® — c3u + cqyu = a;), 1 < j < 4, sur la courbe
elliptique I'g. La structure des diviseurs de w et u est

4 4 4
w):qu—ij, (u):4zéros—ij.
=1 j=1 =1

D’aprés la formule de Riemann-Hurwitz, le genre de IT" est

g(F)=2(g(Fo)—1)+1+§:3.

La variété jacobienne Jac(I') se décompose en deux parties : une partie paire
Jac (Tp) c-a-d. ici une courbe elliptique I'y = I'/o et une partie impaire notée
Prym(T'/Ty) (variété de Prym). La méthode de linéarisation de van Moerbeke-
Mumford, détermine une application algébrique de la variété affine complexe

4
ﬂ {z:Q;(x) =¢;} CCY
j=1

vers la variété de Jacobi Jac (I') et par Pantisymétrie de T, cette application envoie
cette variété vers la variété de Prym Prym(T'/Iy) :

4
ﬂ{a} Qj(x) =c¢j} — Prym(T'/Ty), x+— s1+ s2+ s3,

de telle facon que les flots complexes engendrés par les constantes du mouvement
soient des mouvements rectilignes sur la variété Prym(I'/I'y), c.-a-d.,

d 3 55(t)
dZ/ wlvaaw3):(07k7Z)7

ol (w1, ws,ws) est une base de différentielles holomorphes sur I' telle que :
ocfwi = w1, 0wy =—wy, o wz=—ws,
pour l'involution o (13).
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4 Linéarisation via la méthode des développements asymptotiques

Théoréme 8. Soit

4
A=< s=[s1:82:53: S4] E]P’S((C):dethzdetZszjzo ,
j=1

la variété discriminante o Q1,...,Q4 sont les quatre quadriques (11). Alors, A
contient une courbe elliptique de quadrique de rang 3. Le systéme des équations
différentielles (6) posséde des solutions sous la forme de séries de Laurent dépendant
de 5 paramétres libres. La variété invariante M, C CS obtenue en égalant ces
quadriques a des constantes génériques est la partie affine d’'une surface abélienne
M. et le systeme en question est algébriquement completement intégrable. La surface
abélienne M, est isomorphe au tore compleze C%/Lq ou le réseau Lq est engendré
par la matrice des périodes

2 0 a c a ¢
Q—<O i e b>,[m<c b>>0’ (a,b,ce C),

avec ]\Z\Mc = courbe algébrique D (16) de genre 9, laquelle est un revétement ramifié
le long d’une courbe elliptique E(17). Par ailleurs, la courbe D est un revétement de
degré 4 non ramifié le long de la courbe C (18) de genre 3 et cette derniére est un
revétement double ramifié le long de la courbe elliptique Cy (19). En outre, la surface
abélienne M, est caractérisée comme étant la variété Prym Prym(C/Cy).

Preuve : Reprenons les quatre quadriques (11) et considérons le polynéme quadratique

4
Qs(z) = Zszj(x), s = [s1, 52,83, 84] € IP’B((C).

Jj=1

Nous allons voir que le systéme linéaire {Qs(z)} contient une courbe elliptique de
quadrique de rang 3. En désignant par les mémes lettres les matrices de Q1, ..., Q4, Qs
par rapport a la base canonique, on obtient évidemment

a 0 0 is1 0 0
oy
C 5951

QS*Z‘SJ’QF e 0 0 d 0 o |
= 0 Iss 0 0 e 0
0 0 3« 0 0 f

ou
so 4+ (a1 + ag) s3 + araysy, d= sy + (2 + a3) s34+ asassy,
b = so+ (ag+ ag)s3 + aeaysy, e=s2+ (a1 + as)ss + ajassy,

¢ = Sy+ (a3+ay)ss+ asassy, [f=s2+ (a1 + ag)ss+ ajagsy.
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On a
100 s 0 0
010 0 it 0
001 0 0 152
_ 151 _
det Qs = det 00 0 ad— %8% 0 0 = A1.A5.Ag,
000 0 be — 1s3 0
000 0 0 ef —1is?
ou
1
Ay = [so+ (aq + aq) s34+ araysy] [s2 + (a2 + a3) s3 + asassy] — 13%,
1
Ay = [so+ (a2 + o) s3+ aoousy] [s2 + (o + a3) 53+ aagsy] — 15%,
1
Az = [s2+ (a3 + aq) s3 + azaysy] [s2 + (a1 + a2) s3 + a1agsy] — 15%,
Soit

4
A=<ds=][s1:52:83: 4] E]Pg(@) s det Qs :detZszj =0,
j=1
la variété discriminante. Alors A = K; U Ky U K3, est une surface de degré 6
dans P3(C) ou K;, 1 < j < 3 sont les cones quadratiques dans P3(C) définis par
K; : Aj = 0. Notons que

K1 — KQ : (Ozl — 052) (043 — a4) (Sg — 8284) = 0,
KQ — K3 . (a2 - 053) (a1 - 044) (S% - 8284) = 0,
Ky — Ks: (a1 — a3) (g — ay) (s% — 3234) = 0.

Or a1 # g # a3 # ayg , donc 83 = s9s4, ce qui montre que les équations définissant
K1, Ko, K3 sont dépendantes. Dés lors, l'intersection K7 N Ko N K3 de ces cones
quadratiques est définie par les équations

1
15% = 524 (a2 + a3) (1 + ag) 53 + ajanazayss
+ (061 + a9+ a3+ Oé4) S$983 + (a2a3 + a1a4) S984
+ (Oé2a3 (Oél + 044) + 104 (042 + 043)) S354,
5:2,) = §954.

Autrement dit, la courbe projective associée a cette intersection est birationnelle &
la courbe projective définie par

122

15151 = s34+ (1 + g + ag + ay) s34
+ ((OéQ + ag) (041 + 044) + (OCQOég + 041044)) s%si
+ (a2a3 (Oz1 + 044) + ooy (a2 + Ozg)) 838?1 + 05104205304483,
3% = S$954.
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Cette courbe admet deux composantes irréductibles; 'une est déterminée par la
droite s3 = s4 = 0 et 'autre comme on va le voir, est une courbe elliptique. Dans la
partie affine (s4 = 1), ces équations se réduisent a

1

Zs% = (s34 a1)(s3+ a2) (s3+ as3) (s3+ aa), 52 = s9.
Par conséquent l'intersection K1 N Ky N K3 est un revétement double de P'(C),
ramifié en quatre points —aq, ..., —ay et c’est une courbe elliptique. Pour tout point
s=1[s1:82:83:84] =[s1:82:53:1] € K1 NKyN K3, on obtient

Qs = £2v/(ss+a1)(s3+a2) (s3+ as) (s3 +au)Q1 + 55Q2 + 53Q3 + Qu,
= (\/(83 +a1) (s34 cu)wr £ /(s34 az) (53 + 043)334)2

+ <\/(S3 + ag) (83 + 054)372 + \/(83 + 041) (83 + ag)x5>2

+ <\/(53 + as3) (s3+ay)rs £ \/(33 + 1) (s3+ ag)x6>2 , (15)

et on en conclut que le rang de chacune des quadriques Qs est égal a trois. De méme,
on obtient deux quadriques de rang trois

Qs = (Varagz: £ Vapazes)? + (Vagaaes + arases)® + (yazages + /arasws)?,

liées aux deux points s[+2 : 1 : 0 : 0]. En prenant s3 = —a; pour j = 1,...,4 et
en l'injectant dans l’expression (15), on obtient apres avoir divisé cette derniére par
[ 1)z (aj — ax), les quadriques suivantes :

_ aiQ2 — a1Q3 + Q4 3 3 3
Hl — e + _|_ ,
(041 — 042) (041 — 053) (Oél — 044) a1 — Q3 a1 — Q) a1 — Oy

_ a5Q2 — asQ3 + Q4 3 3 3
Hy = = + + ,
(g —aq) (g —a3) (e —ay) ax—a3 a—a1 ag— oy

_ 3Q2 — a3Qs3 + Q4 3 3 g
Hy = = + + :
(a3 —oq) (a3 —g) (a3 —ou) az—ax az3—a; o3 —oy

H = @3Q2 — asQs + Q4 o n 2 n g

(a4—a1) (a4—a2) (a4—a3) N oy — 01 Qg — Q9 044—(13.

Notons que Hy + Hs + Hs + Hy = 0. En choisissant trois quadriques quelconques
parmi celles-ci, on voit qu’elles engendrent le méme espace que celui engendré par
les quadriques @2, @3, Q4. Dés lors, pour faciliter le calcul, il est plus simple de
travailler par exemple avec les quadriques @1, Hy, Ho, H3 au lieu de @1, Q2, Q3, Q4.
La variété invariante M, C C% obtenue en égalant ces quadriques Q1, Hy, Ho, H3 &
des constantes génériques est une surface affine lisse et le probléme ici consiste aussi
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a compléter M, en une surface abélienne ]\Afc Le systéme des équations différentielles
(6) possede des solutions sous la forme de séries de Laurent,

x(t)=t""! (x(o) + 2t + 22 4 ) ,

dépendant de dim (espace de phase) — 1 = 5 paramétres libres. Considérons la
fermeture D des composantes continues de l'ensemble des séries de Laurent de x(t)
tels que les quatre quadriques Q1 (xz(t)), Hi(x(t)), Ha(z(t)), Hs(x(t)) sont égales a
des constantes génériques c1, c2, ¢3, ¢4. On montre que c’est une surface de Riemann
d’équation affine

w? + ¢y (xéo)xé )) + ca (CL‘SI )méo)) + c3 (xio)xé0)> +c xfl ):ré ) 2O — =0, (16)

(0) .(0) .(0)

oll w est un parametre arbitraire et ot x,; ’, x5, x5~ paramétrise la courbe elliptique

(x;mf + (;cgm)z e <o>>2 _ -

(Bm —1—04366 )(B:C améo)> =1

|
o

E:

avec a, (3 tels que : a® + B2 +1 = 0. La courbe D est un revétement double ramifié
le long de £. Les points de branchements sont les 16 zéros de

F (:Uflo),xéo), xé )) =cC (xgo)xé )>2 ) (xflo):réo)> +c3 (xi )xg )) +c :Bflo)xgo)xé ),

sur la courbe £. Comme la courbe D n’est pas ramifiée a l'infini, alors d’aprés la
formule de Riemann-Hurwitz le genre de D est 9. On montre le résultat suivant
: le systéme différentiel (6) est algébriquement complétement intégrable et le flot
correspondant évolue sur une surface abélienne ]\7c ~ (2 /Lq ou le réseau Lq est
engendré par la matrice des périodes

2 0 a ¢ a c
Q—<O 4 e b>’1m<c b>>0’ (a,b,ce C).

La surface affine M, se compléte en J\/Zf; par 'adjonction d’une courbe lisse D(16) de
genre 9, laquelle est un revétement ramifié le long d’une courbe elliptique £(17). En
utilisant la classification de Enriques-Kodaira sur les surfaces [11], on peut montrer
d’une autre maniere que la variété invariante M. peut-étre complétée par la courbe
D en une surface abélienne M,. En effet, soit ¢ : M. — M., la normalisation de la
variété projective
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avec
X2 X2 X2
R, = 2 4 4 1 = X3,
a1 — a3 a1 — Qg a1 — Oy
X2 X2 X2
Ry = L T =X,
Qg — (3 Qo — (1 Qo — Oy
X2 X2 X2
_ 1 2 2
R3 = —‘I— + 6 == C3X0,

a3 — Q9 a3 — o a3 — Oy
Ry = X1X4+ XoX5+ X3Xg = c4 X,

ot X, X1, ..., Xg sont des coordonnées homogénes dans P%(C). Pour montrer que
M_. est la partie affine d’une surface abélienne M., nous allons tout d’abord calculer
les invariants M. Soient K7 le fibré canonique, x(O 1\7) la caractéristique d’Euler

et q(]\/\fc) Virrégularité de M,. Le pull-back par ¢ (ou transposée) :
o B (M, Orp) — H (Mo, O )
est un homomorphisme de groupes de cohomologie. On a
4
Ky =¢" (Kp) =D =¢" (MC.KCPG - <Z deg Rk> H) - D,
k=1

ot H est un hyperplan dans P(C). Dés lors,

K cp*(8H—7H)—(J\Zﬂ{X0:O}) —0,

W=
D’autre part, considérons les suites exactes de faisceaux

0 — Oy — 0Oz — 0047 /Ogr; — 0,
0 — O — p.O0p — ©.0p/Og — 0.

On en déduit
X (01\7) =X (¢*0@> =X (so*Oﬁc/Om) +x (051 -
d’on,

X (O]\Y) =X (¢+0p/0O¢) + x (O31) = x (Op) — x (O¢) + x (Og1) -

X (Op)=1-9g(D)=-8, x(0g)=1-g(&)=0.
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Pour déterminer x (Oﬁc)7 on utilise le complexe de Koszul qui fournit unr résolution
canonique

4
0— O]P’G(C) (— Zdeg Rk> — %Ope(c) (— deg Rk) — OIP’G((C) — OE — 0,
k=1

d’ou,
0— OPG(C)(*S) — OPG((C)(*6)4 — OPG(C)(*4)6
— Op6(c)(—2)4 — O]pfj((c) — Oﬁp — 0.

Dés lors x (Oﬁc) = 8 et par conséquent y (Oﬁ> =0etgqg (]\70) = 2. D’aprés le

théoréme de Enriques-Kodaira [11] sur la classification des surfaces abéliennes, M,
est une surface abélienne. Notons que 'involution

o=—id: (xg,xl, ...,336) — (—wo,ml, ...,J}6),

posséde 16 points fixes sur J\AfC donnés par les 16 points de branchements de D sur
&, c.-a~d., les 16 zéros de F (mflo), :péo),xéo)). D’apres la théorie de la classification

des fibrés en droites amples sur les variétés abéliennes, on obtient M, ~ C?/Lq ot
Lgq est le réseau associé a la matrice des périodes

(61 0 a ¢ a c
Q‘(o 52cb)’ Im<c b>>0’

01020 =dimL(D) =g (D) —1=38, 41|, & €N

avec

Rappelons qu’en général si £ est un fibré en droites sur une surface abélienne ]\Z
de type (01,92) et si L est symmétrique, c.-a-d., 0*L ~ L ou o désigne 'involution
? —7 sur ]\Ajc, alors l'involution o apparait dans £ comme une involution ¢ agissant
de deux maniéres différentes (selon le signe) et deés lors pour chaque section (fonction
théta) s € HO(J\Z,E), on a 0s = £s. Une section s € HO(]\Z,E) est dite paire
(resp. impaire) si s = +s (resp. s = —s). Sous o 'espace vectoriel HO(]\Z,L) se
décompose en deux sous espaces :

HO(]/\}/UL) — HO(]/\ZC,c)paire & I_IO(]/\ZC,‘C)impaire7

ot HO(M,, £)P*™e contient toutes les sections paires et HO(M,, £)imPeire toutes les
sections impaires. En utilisant la formule d’inversion [21], on montre que

010 6 6 .
paire a2 4 2 (1 + %] - %) pour 47 paire

dlm HO(]/\ZC’ E)impai're —
% + (1 + [%2] - %2) pour §; impaire
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Ici 5192 = 8, on a donc deux possibilités : (i) 61 = 1, d2 = 8 et (ii) d1 = 2, dy = 4.
D’apres les formules ci-dessus, le fibré en droites £ a dans le cas (i), 5 sections paires
et 3 sections impaires et dans le cas ( ii), 6 sections paires et 2 sections impaires.
Comme 1, ..., ¢ sont paires, alors (ii) est le seul cas acceptable montrant ainsi que la

matrice des périodes est de la forme 2.0 a c , Im ) > 0. La surface
0 4 ¢ b c b

abélienne M, peut-étre identifice & la variété de Prym Prym(C/Cy) du revétement
(20) ci-dessous. En effet, en posant ¢ = o2, la courbe D peut-étre vue comme étant
un revétement de degré 4 non ramifié le long de la courbe de genre 3 suivante :

C:F(0,¢) = [0*+ a1 + (e + es8?) ¢]” — 32 = 0. (18)
Notons que l'application
U:C—>C7 (eaC)'—> (_974)7

est une involution sur C et que le quotient Cy = C/o est une courbe elliptique définie
par
Co:n?=ciC (di¢—1) (d3¢+1). (19)

La courbe C est un revétement double ramifié le long de Cy
C—Co (0,m,¢) — (n,0), (20)

o { 0 = —a17? — (7> +es8%) )
L P = (dic—1) (d3C+ 1)
Soit (a1, az,as, b1, bz, bs) une base de cycles sur C, avec a;oa; = bjob; = 0, a;0b; = 6;;,
et o (a1) = a3, o (b1) = b3, 0 (ag) = —ag, o (ba) = —be, pour l'involution o. D’aprés
le théoréeme des résidus de Poincaré [11, 21], les trois différentielles holomorphes
wp, w1, ws sur C sont de la forme

d¢ dg¢
PO.0) gr g = P(0,0) 75"
oll P est un polynéme de degré < degF' — 3 = 1. Dés lors
S _ ¢d¢ _ 4
wo = ) w1 = ) w2 = )
n on on

forment une base de différentielles holomorphes sur C et on a
U* (wO)IWQ, 0'* (wk): —Wk, k:1,2
pour l'involution o. La matrice des périodes €2 de la variété Prym(C/Cy), s’écrit sous
la forme
F: < 2 a1w1 fagwl 2fb1w1 fbgwl >
2

ai w2 a2 w2 2[1;1 w2 fbg w2
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Soit (dty,dts) une base de différentielles holomorphes sur ]\A/[Jc telle que :

— dtl .
Lp/_{ka/ (dt2>+nk/b;€ <dt2) .mk,nkEZ},

le réseau associé a la matrice des périodes

v <f dty [y dty [y dt [, dt1>

[, dts f dts fb, dts fb, dts

Soit

ol (a}, ab, b, bh) est une base de Hy(M.,Z) et soit

—~ P dt
M, —s C?/Lp : p—> Y,
by \dt

I'application uniformisante. Le théoréme de Lefschetz sur les sections hyperplanes
montre que 'application Hy(D,Z) — Hl(MC7 Z) induite par I’ 1nclu81on D < M, est
surjective et par conséquent on peut trouver quatre cycles a, ah, by, b, sur la courbe
D tels que:

A fagwl fa;wl fbgwl fbgwl
fagm faéw2 fb;w2 fbgw ’

et

2
Ly = ka/ <w1>+nk/ <w1>:mk,nk€Z .
k=1 aj, \W2 b, \¥2

Rappelons que F(z9,22,29) a 4 zéros sur Cp(19) et 16 zéros sur £(17). Dés lors, les
quatre cycles af, aj, b}, by sur D qu’on cherche a identifier sont 2a1, ag, 2b1, by et ils
engendrent H; (M., Z) de telle sorte que

A/:: ( 2 alaq aguq 2J21w1 (ﬁgaq ) ::Aw

2 a1 w9 a2LU2 2fb1 w9 fb2WQ

soit une matrice de Riemann. On montre que les deux variétés abéliennes M, et

Prym(C/Cp) sont analytiquement isomorphes au méme tore complexe C?/L, et
d’aprés le théoréme de Chow, ces variétés sont algébriquement isomorphes.
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5 Conclusion

Nous avons vu que la linéarisation des équations d’Euler-Arnold s’effectue sur une
variété de Prym Prym(I'/Ty) d’une surface de Riemann I'(12) de genre 3; cette
derniére étant un revétement double ramifié le long d’une courbe elliptique Ty (14).
Ici, la compactification de la variété affine M, en une surface abélienne ]\Z s’obtient
par 'adjonction d’une surface de Riemann D(16) de genre 9, laquelle est un revétement
non ramifié de degré 4 d’une surface de Riemann C(18) de genre 3 et cette derniére
est un revétement ramifié d’'une courbe elliptique Cp(19). La surface abélienne
M, peut-étre identifiée & la variété de Prym Prym(C/Cy) du revétement (20) et
le probléme se linéarise sur cette variété. Comme la linéarisation du probléme a
été obtenue par deux méthodes différentes (la premiére sur une variété de Prym
Prym(T'/T) utilisant les algébres de Kac-Moody et la seconde sur une variété de
Prym Prym(C/Cy) utilisant ’analyse de Painlevé-Kowalewski), une question se pose

quelle est la relation entre Prym(I'/Ty) et Prym(C/Cp). 11 est intéressant de
noter que les surfaces abéliennes M, = Prym(C/Co) et Prym(I'/Tq) ne sont pas
identiques mais simplement isogénes; on obtient 'une a partir de 'autre en doublant
certaines périodes et en laissant les autres intactes. La relation précise entre ces deux
surfaces abéliennes est M, = Prym"(I'/Ty), c.-a-d., elles sont duales. En fait, les
fonctions x1, ..., r¢ sont méromorphes sur ]\Afc, tandis que {L‘%, . 1:% sont méromorphes
sur Prym(I'/Ty). Signalons aussi que la relation entre les surfaces de Riemann C
et I' est trés compliquée [13]. On a Prym(I'/Ty) \ II = © N Prym(I'/Ty) = C
et ©N M, = T, ot © désigne le translaté d’un diviseur théta sur Jac(T) et
IT € Prym(T'/T) est un ouvert de Zariski.
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