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ÉÝ ÓÔÎ ÔÎÐÒÓÔ ÖÏÉàÏÐÚÚÎ ÐÊÍ ÐÒËÉ ÝÉÏ ÓÔÎ áÐÓÌÉÊæËÞ ãÊÝÐÊÓ ÐÊÍ ÈÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ×ÔÐË ÑÎÎÊ ÉÝ ÌÊÓÎÏÎËÓ ÉÝ ÏÎËÎÐÏÙÔÎÏË ÐÊÍ ÍÎÚÉàÏÐÖÔÎÏË ÑÎÙÐÜËÎ ÉÝ ÌÓË ÐÖÖÐÏÎÊÓ ÏÎÛÒÐÓÌÉÊËÔÌÖ ÕÌÓÔ ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÐÊÍ ÌÊÍÌÏÎÙÓ ÏÎÒÐÓÌÉÊËÔÌÖ ÕÌÓÔ ÓÔÎ ÐÙÙÎÖÓÐÊÙÎ ÉÝ ÚÉÍÎÏÊ
ÙÉÊÓÏÐÙÎÖÓÌØÎ ÚÎÓÔÉÍË è÷ÐÑÌÏ ø ùÚÌÏ ¾ççúìÞ

õÉÚÎ ÐÓÓÎÚÖÓË ÔÐØÎ ÑÎÎÊ ÚÐÍÎ ÓÉ ÎËÓÌÚÐÓÎ ÓÔÎ ÒÎØÎÒË ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× Ñ× ÜËÌÊàÍÐÓÐ ÐØÐÌÒÐÑÒÎ ÝÏÉÚ ÓÔÎ ÍÌðÎÏÎÊÓ ËÜÏØÎ× ÐÊÍ ÉÓÔÎÏ ËÖÎÙÌäÙ ËÉÜÏÙÎËÞ ôÌÒÒ ø ßÎØÌÍè¾çêçì ÔÐØÎ ËÜààÎËÓÎÍ ÐÊ ÐÖÖÏÉÐÙÔ ÝÉÏ ÎËÓÌÚÐÓÌÊà ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÝÏÉÚ ÐÒÒ ÑÌÏÓÔË
ÕÔÌÙÔ ÔÐØÎ ÓÐñÎÊ ÖÒÐÙÎ ÌÊ ÒÐËÓ äØÎ ×ÎÐÏË ÑÎÝÉÏÎ ÓÔÎ ËÜÏØÎ×Þ ôÉÕÎØÎÏâ ÓÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÎ
ÉÑÓÐÌÊÎÍ ÓÔÏÉÜàÔ ÓÔÌË ÚÎÓÔÉÍ ÐÒËÉ ËÜðÎÏË ÝÏÉÚ ÓÔÎ ÖÏÉÑÒÎÚ ÉÝ ÜÊÍÎÏ ÏÎÖÉÏÓÌÊàèöÐÓÔÐñ ÎÓ ÐÒÞ ¾çç¾ìÞ ãÊ ÓÔÎËÎ ÙÌÏÙÜÚËÓÐÊÙÎËâ Ð ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÐÓÓÎÚÖÓË ÔÐØÎ ÑÎÎÊ ÚÐÍÎÓÉ ËÓÜÍ× ÓÔÎ ÐàÎ ÖÐÓÓÎÏÊ ÉÝ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× Ñ× ÜËÌÊà ÚÉÍÎÒË èûÉÒÍÑÒÐÓÓ ¾çêçâ ôÎÒÌàÚÐÊ
ø öÉÒÒÐÏÍ ¾çêüâ ÷ÏÌËÔÊÐÊ ø ýÌÊ ¾ççúâ þÉÊÐÒÍ ø ÿÐÕÏÎÊÙÎ ¾çç¿â åÔÌÎÒÎ ¾çë¿ìÞãÊÌÓÌÐÒÒ×â ÷Î×äÓ è¾çëëì ÜËÎÍ Ð Ô×ÖÎÏÑÉÒÌÙ ÝÜÊÙÓÌÉÊ ÓÉ ËÓÜÍ× ÓÔÎ ÌÊÝÐÊÓ ÐÊÍ ÙÔÌÒÍ
ÚÉÏÓÐÒÌÓ×Þ ÿÐÓÎÏâ ùÏÊÉÒÍ è¾ççúì ÜËÎÍ ÖÐÏÎÓÉ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ� ÷ÏÌËÔÊÐÊ ø ýÌÊ è¾ççúì
ÐÊÍ ÈÔÐÜÔÐÊ è¾ççëì ÐÖÖÒÌÎÍ äÊÌÓÎ ÏÐÊàÎ ÚÉÍÎÒ ÝÉÏ ÓÔÎ ËÐÚÎÞ

�ÏÐËË è¾ççî�â ¾ççî�ì ÌË ÉÊÎ ÉÝ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉÊÎÊÓË ÉÝ ÌÊÍÌÏÎÙÓ ÚÎÓÔÉÍ ÉÝ ÚÉÏÓÐÒÛÌÓ× ÎËÓÌÚÐÓÌÉÊÞ ôÎ ÑÐËÎÍ ÔÌË ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÎËÓÌÚÐÓÎ ÉÊ ÏÎÓÏÉËÖÎÙÓÌØÎ ÍÐÓÐ àÌØÎÊ Ñ×
ÕÉÚÎÊ ÉÝ ÏÎÖÏÉÍÜÙÓÌØÎ ÐàÎ ÉÊ ÓÔÎ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍÏÎÊ ÎØÎÏ ÑÉÏÊ ÐÊÍ ÓÔÎÌÏ ËÓÐÓÜËèÎÌÓÔÎÏ ÍÎÐÓÔ ÉÏ ÒÌØÌÊàìÞ �ÓÔÎÏ ÙÉÊÓÏÌÑÜÓÉÏ ÌÊ ÓÔÌË ÒÌÊÎ ÌÊÙÒÜÍÎË öÏÎËÓÉÊ ø öÐÒÒÉÊÌ
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è¾çëëìÞ ôÉÕÎØÎÏâ ÌÊÍÌÏÎÙÓ ÌÊÝÐÊÓ ÐÊÍ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÎËÓÌÚÐÓÎË ÏÎËÜÒÓ ÝÏÉÚ ÖÉÉÏâÌÊÐÍÎòÜÐÓÎ ÐÊÍ ÌÊÙÉÚÖÒÎÓÎ ÍÐÓÐâ ÎËÖÎÙÌÐÒÒ× ÌÊ ÍÎØÎÒÉÖÌÊà ÙÉÜÊÓÏÌÎËÞ íÉËÓ ÍÎÐÓÔË
ÉÜÓËÌÍÎ ÔÉËÖÌÓÐÒ ÖÏÎÚÌËÎË ÕÎÏÎ ÊÉÓ ÏÎÙÉÏÍÎÍ ÐÊÍ ÓÔÐÓ ÚÐÊ× ÖÎÉÖÒÎ ÍÉ ÊÉÓ ÏÎÙÉÏÍÌÊÝÐÊÓ ÍÎÐÓÔË ÑÎÙÐÜËÎ ÓÔÎ× ÉÊÒ× ñÎÎÖ ÓÏÐÙñ ÉÝ ËÜÙÔ ÉÙÙÜÏÏÎÊÙÎ ÐË ÚÌËÝÉÏÓÜÊÎËâ ÐÊÍ
ÕÔÎÊ ÏÎÙÉÏÍÎÍâ ÓÔÎ ÐàÎ ÐÓ ÍÎÐÓÔ ÕÎÏÎ ÎÌÓÔÎÏ ÜÊÍÎÏ ÉÏ ÉØÎÏËÓÐÓÎÍÞ

åÔÎ ÍÌÏÎÙÓ ÚÎÐËÜÏÎË ÉÝ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÑÎÌÊà ÊÉÓ ÏÎÒÌÐÑÒÎâ ÓÔÎ ÖÏÉÑÒÎÚ ÚÐ× ÑÎ ÉØÎÏÛÙÉÚÎ Ñ× ÓÔÎ ÏÎÙÎÊÓÒ× ÍÎØÎÒÉÖÎÍ ÚÉÍÎÒ ÑÜÌÒÍÌÊà ÐÖÖÏÉÐÙÔÎË ÕÔÌÙÔ ÚÐñÎ ÌÓ ÖÉËËÌÑÒÎÓÉ ÉÑÓÐÌÊ ÎËÓÌÚÐÓÎË ÝÏÉÚ ÌÊÝÉÏÚÐÓÌÉÊ ÉÓÔÎÏ ÓÔÐÊ ØÌÓÐÒ ËÓÐÓÌËÓÌÙËÞ ãÊ ÓÔÌË ÙÉÊÊÎÙÛÓÌÉÊâ õÏÌØÐËÓÐØÐ è¿üü¾ì ÔÐË ÑÎÎÊ ÖÏÉÖÉËÎÍ Ð ÖÏÉÑÐÑÌÒÌÓ× ÚÉÍÎÒ ÝÉÏ ÓÔÎ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ
ÉÝ ÝÐÚÌÒ× ÐÙÙÉÏÍÌÊà ÓÉ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔË èßÎÐÓÔË ÕÌÓÔÌÊ ÓÔÎ äÏËÓ äØÎ ×ÎÐÏË
ÉÝ ÒÌÝÎìÞ åÔÎ ÚÐÌÊ ÉÑ$ÎÙÓÌØÎ ÉÝ ÓÔÌË ÖÐÖÎÏ ÌË ÓÉ ÚÉÍÌÝ× ÓÔÎ õÏÌØÐËÓÐØÐ è¿üü¾ì ÚÉÍÎÒÑ× ÓÐñÌÊà ÓÔÎ äÊÌÓÎ ÏÐÊàÎÞ

%Ä #$%&'&()(*+ ,%-.)

ÿÎÓ x
ÍÎÊÉÓÎ ÓÔÎ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔË ÌÊ Ð ÝÐÚÌÒ× ÐÓ ÓÔÎ ËÜÏØÎ× ÖÉÌÊÓÞ åÔÎÊÓÔÎ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ ÉÝ x

ÌË ÍÎÏÌØÎÍ ÜÊÍÎÏ ÓÔÎ ÝÉÒÒÉÕÌÊà ÐËËÜÚÖÓÌÉÊÞ
¾Þ �ÊÒ× ÓÔÉËÎ ÝÐÚÌÒÌÎË ÐÏÎ ÙÉÊËÌÍÎÏÎÍ ÌÊ ÕÔÌÙÔ ÐÓ ÒÎÐËÓ ÉÊÎ ÑÌÏÓÔ ÖÏÌÉÏ ÓÉ ÓÔÎ

ËÜÏØÎ× ÔÐË ÉÙÙÜÏÏÎÍÞ
¿Þ ùÓ ÓÔÎ ËÜÏØÎ× ÖÉÌÊÓâ Ð ÝÐÚÌÒ× ÎÌÓÔÎÏ ÔÐË ÎïÖÎÏÌÎÊÙÎÍ Ð ÙÔÌÒÍ ÒÉËË ÉÏ ÊÉÓÞ ÿÎÓ

α ÐÊÍ (1 − α)
ÑÎ ÓÔÎ ÏÎËÖÎÙÓÌØÎ ÖÏÉÖÉÏÓÌÉÊËÞ

úÞ �ÜÓ ÉÝ α ÖÏÉÖÉÏÓÌÉÊ ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎËâ ÒÎÓ β
ÑÎ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉÏÓÌÉÊ ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎË ÌÊ ÕÔÌÙÔ

ÉÊÒ× ÉÊÎ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔ ÔÐË ÉÙÙÜÏÏÎÍÞ
&Þ þÎÚÐÌÊÌÊà (1−β)α ÖÏÉÖÉÏÓÌÉÊ ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎËâ ÎïÖÎÏÌÎÊÙÌÊà ÚÜÒÓÌÖÒÎ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔËâÝÉÒÒÉÕË Ð ÍÌËÖÒÐÙÎÍ àÎÉÚÎÓÏÌÙ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ ÕÌÓÔ ÖÐÏÐÚÎÓÎÏ p ÐÙÙÉÏÍÌÊà ÓÉ ÓÔÎ

ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔËÞ
éÊÍÎÏ ÓÔÎËÎ ÐËËÜÚÖÓÌÉÊËâ ÓÔÎ ÖÏÉÑÐÑÌÒÌÓ× ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ ÉÝ X

ÌË àÌØÎÊ Ñ×
P [X = 0] = (1 − α), k = 0

P [X = 1] = αβ, k = 1

P [X = k] =
(1 − β)αpqk−2

1 − qN
, k = 2, 3, . . . , N






è¾ì

'ÔÎÏÎ p
ÍÎÊÉÓÎË ÓÔÎ ËÜÙÙÎËË ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔË ÌÊ Ð ÝÐÚÌÒ× ÐÊÍ q = 1−p Þ ãÝ ÕÎ ÖÜÓ

qN = 0 â ÓÔÎÊ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ è¾ì ÏÎÍÜÙÎÍ ÓÉ õÏÌØÐËÓÐØÐ è¿üü¾ìÞ åÔÎ ÖÏÉÖÉËÎÍÚÉÍÎÒ è¾ì ÌË ÐÊ ÌÚÖÏÉØÎÚÎÊÓ ÉØÎÏ ÓÔÎ õÏÌØÐËÓÐØÐ è¿üü¾ì ÚÉÍÎÒ Ñ× ÓÐñÌÊà Ð ÙÉÊÙÎÖÓ
ÉÝ äÊÌÓÎ ÏÐÊàÎ ÚÉÍÎÒ ÌÞÎÞ k = 0, 1, 2, 3, . . . , N Þ
()*) +,-./0-.12 34-516 17 /1/42-

åÔÎ ÚÎÓÔÉÍ ÉÝ ÚÉÚÎÊÓË ÌË ÍÌËÙÜËËÎÍ ÓÉ ÎËÓÌÚÐÓÎ ÓÔÎ ÝÉÜÏ ÖÐÏÐÚÎÓÎÏË αâ β â
p ÐÊÍ N ÉÝ ÓÔÎ ÖÏÉÑÐÑÌÒÌÓ× ÝÜÊÙÓÌÉÊ è¾ìÞ áÉÕ ÌÓ ÌË ÍÌ8ÙÜÒÓ ÓÉ ÎËÓÌÚÐÓÎ ÐÒÒ ÓÔÎËÎ
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ÖÐÏÐÚÎÓÎÏËâ ËÉ ÌÓ ÌË ÐËËÜÚÎÍ ÓÔÐÓ N
ÌË ÓÔÎ ÚÐïÌÚÜÚ ÊÜÚÑÎÏË ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔË

ÉÙÙÜÏÏÎÍÞ ÿÎÓ (x, f)
ÑÎ Ð ÝÏÎòÜÎÊÙ× ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ ÕÔÉËÎ ÖÐÏÐÚÎÓÎÏË ÓÉ ÑÎ ÎËÓÌÛÚÐÓÎÍ ÝÏÉÚ ÓÔÎ ÉÑËÎÏØÎÍ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊË ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎË ÐÙÙÉÏÍÌÊà ÓÉ ÓÔÎ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍÍÎÐÓÔËÞ åÔÎ ÝÉÒÒÉÕÌÊà ÎËÓÌÚÐÓÌÉÊ ÓÎÙÔÊÌòÜÎ ÌË ÎÚÖÒÉ×ÎÍ ÝÉÏ ÎËÓÌÚÐÓÌÊà ÏÎËÓ ÉÝ ÓÔÎ

ÖÐÏÐÚÎÓÎÏÞ9òÜÐÓÌÊà ÖÏÉÖÉÏÓÌÉÊË ÉÝ :ÎÏÉth ÙÎÒÒâ äÏËÓ ÙÎÒÒ ÝÏÎòÜÎÊÙ× ÐÊÍ ËÌÚÖÒÎ ÚÎÐÊ ÓÉ ÓÔÎÌÏ
ÙÉÏÏÎËÖÉÊÍÌÊà ÉÑËÎÏØÎÍ ØÐÒÜÎË ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ×â ÕÔÌÙÔ ÌË ÙÉÊØÎÏÓÎÍ ÌÊÓÉ ÓÔÎ ÝÉÒÒÉÕÌÊà
ÎòÜÐÓÌÉÊËâ

f0

f
= 1 − α

è¿ì

f1

f
= αβ

èúì

X = αβ + (1 − β)α

[(
1 − qN−1

)

p(1 − qN )
−

NqN−1

(1 − qN )
+

1

(1 − qN )

] è&ì

'ÔÎÏÎâ
f0 = �ÑËÎÏØÎÍ ØÐÒÜÎ ÉÝ :ÎÏÉth ÙÎÒÒ ÝÏÎòÜÎÊÙ×
f1 = �ÑËÎÏØÎÍ ØÐÒÜÎ ÉÝ äÏËÓ ÙÎÒÒ ÝÏÎòÜÎÊÙ×
f = åÉÓÐÒ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÉÑËÎÏØÐÓÌÉÊË =

∑
i fi

X = õÐÚÖÒÎ ÚÎÐÊ ÉÝ ÓÔÎ ÉÑËÎÏØÎÍ ØÐÒÜÎËÞ
()() 34-516 17 30;./</ =.>4?.5116

åÔÎ ÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ ÌÊØÉÒØÎË ÝÉÜÏ ÖÐÏÐÚÎÓÎÏË αâ β â p ÐÊÍ N
ÓÉ ÑÎ ÎËÓÌÚÐÓÎÍÝÏÉÚ ÓÔÎ ÉÑËÎÏØÎÍ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎË ÐÙÙÉÏÍÌÊà ÓÉ ÓÔÎ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔËâÑÜÓ ÌÓ ÙÐÊÊÉÓ ÑÎ ÖÉËËÌÑÒÎ ÓÉ ÎËÓÌÚÐÓÎ ÐÒÒ ÓÔÎËÎ ËÌÚÜÒÓÐÊÎÉÜËÒ× Ñ× ÓÔÌË ÚÎÓÔÉÍâ ËÉÓÔÎ ØÐÒÜÎ ÉÝ N

ÔÐË ÑÎÎÊ ÓÐñÎÊ ÐË ÚÎÓÔÉÍ ÉÝ ÚÉÚÎÊÓËÞ ÿÎÓ x1, x2, x3, . . . , xn

ÑÎ Ð
ÏÐÊÍÉÚ ËÐÚÖÒÎ ÉÝ ËÌ:Î N

ÝÏÉÚ ÓÔÎ ÖÉÖÜÒÐÓÌÉÊ è¾ìÞ åÔÎ ÒÌñÎÒÌÔÉÉÍ ÝÜÊÙÓÌÉÊ L
ÝÉÏÓÔÎ àÌØÎÊ ËÐÚÖÒÎ ÙÐÊ ÑÎ ÎïÖÏÎËËÎÍ ÐË

L = (1 − α)f0(αβ)f1 ×

[
(1 − β)αp

1 − qN

]f2
[
α{1 − β − (1 − β)p}

1 − qN

]f−f0−f1−f2 èîì

åÐñÌÊà log
ÑÉÓÔ ËÌÍÎËâ ÕÎ àÎÓ

log L = f0 log(1 − α) + f1 log(αβ) + f2 log

[
(1 − β)αp

1 − qN

]
+

(f − f0 − f1 − f2) log

[
α(1 − β)

{
1 −

p

1 − qN

}]

áÉÕâ ÖÐÏÓÌÐÒÒ× ÍÌðÎÏÎÊÓÌÐÓÌÊà ÕÞÏÞÓÞ αâ β ÐÊÍ p ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ× ÐÊÍ ÎòÜÐÓÌÊà ÓÉ:ÎÏÉÞ
∂ log L

∂α
= −

f0

(1 − α)
+

f − f0

α
= 0

è@ì
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∂ log L

∂β
=

f1

β
+

f − f0 − f1

1 − β
= 0

èëì

∂ log L

∂p
=

f2

[(
1 − qN

)
− pN(1 − p)N−1

]

p
(
1 − qN

) −

(f − f0 − f1 − f2)

[(
1 − qN

)
− pN(1 − P )N−1

[(
1 − pN

)
− p

] (
1 − pN

)
]

= 0
èêì

õÉÒØÌÊà ÎòÜÐÓÌÉÊË è@ìâ èëì ÐÊÍ èêìâ ÓÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÎ ÉÝ αâ β ÐÊÍ p ÙÐÊ ÎÐËÌÒ× ÑÎ
ÉÑÓÐÌÊÎÍ ÐË

α =
f − f0

f

β =
f1

f − f0

p(
1 − qN

) =
f2

f − f0 − f1

åÔÎ ËÎÙÉÊÍ ÖÐÏÓÌÐÒ ÍÎÏÌØÐÓÌØÎË ÉÝ log L ÉÑÓÐÌÊÎÍ ÌË
∂2 log L

∂α2
= −

f0

(1 − α)2
−

f − f0

α2

èçì

∂2 log L

∂β2
= −

f1

β2
−

f − f0 − f1

(1 − β)2
è¾üì

(
∂↑2 log L

)
(
∂p↑2

) =

(
f↓2[N(1 − N)(1 − p)↑(N − 2)]

)
(
1 − q↑N

)

−

(
f − f↓0 − f↓1 − f↓2

) [{{
(1 − q↑)↑2p

(
1 − q↑

)} {
N(N − 1)p(1 − p)↑(N − 2)

}}]
[
(1 − q↑N)↑2

] ����

áÉÕâ ÖÐÏÓÌÐÒ ÍÎÏÌØÐÓÌØÎ ÉÝ ∂ log L
∂α

â ∂ log L
∂β

ÐÊÍ ∂ log L
∂p

ÕÞÏÞ ÓÉâ β â p ÐÊÍ α ÏÎËÖÎÙÛÓÌØÎÒ× ÕÎ àÎÓ ÐË ÝÉÒÒÉÕÌÊàâ
∂2 log L

∂α∂β
=

∂2 log L

∂β∂p
=

∂2 log L

∂p∂α
= 0

è¾¿ì

ôÎÏÎâ
E(f0) = f(1 − α)

E(f1) = fαβ

E(f2) =
f(1 − β)αp

1 − qN

E(f − f0 − f1 − f2) = fα(1 − β)

{
1 −

p

1 − qN

}
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éËÌÊà ÓÔÎ ÐÑÉØÎ ÝÐÙÓËâ ÓÔÎ ÎïÖÎÙÓÎÍ ØÐÒÜÎ ÉÝ ÓÔÎ ËÎÙÉÊÍ ÖÐÏÓÌÐÒ ÍÎÏÌØÐÓÌØÎË

ÉÑÓÐÌÊÎÍ ÐË

φ11 = E

[
−∂2 log L

∂α2

]

f
=

[
1

1 − α
+

1

α

] è¾úì

φ22 = E

[
−∂2 log L

∂β2

]

f
= α

[
1

1 − β
+

1

β

] è¾&ì

φ22 = E

[
−∂2 log L

∂β2

]

f
= α

[
1

1 − β
+

1

β

] è¾îì

ÓÔÎ ÙÉØÐÏÌÐÊÙÎ ÑÎÓÕÎÎÊ ÓÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÉÏË ÑÎÙÉÚÎË :ÎÏÉ ËÌÊÙÎ

E

(
∂2 log L

∂α∂β

)
= E

(
∂2 log L

∂βδp

)
= E

(
∂2 log L

∂α∂p

)
= 0

è¾@ì

åÔÜËâ ÓÔÎ ÐË×ÚÖÓÉÓÌÙ ØÐÏÌÐÊÙÎË ÉÝ ÓÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÉÏ ÙÐÊ ÑÎ ÉÑÓÐÌÊÎÍ ÐË

V (α̂) =
1

φ11
, V

(
β̂
)

=
1

φ22
, V (p̂) =

1

φ33

è¾ëì

AÄ "BB)(Ç'*(%2

åÔÎ ËÜÌÓÐÑÌÒÌÓ× ÉÝ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ ÌË ÎïÐÚÌÊÎÍ ÓÉ ÓÔÎ ËÓÜÍ× ÓÔÐÓ ÔÐË ÑÎÎÊ
ÙÉÊÍÜÙÓÎÍ ÌÊ áÉÏÓÔÛ9ÐËÓÎÏÊ ÿÌÑ×Ð ËÓÏÎÓÙÔÌÊà ÝÏÉÚ �ÎÊàÔÐ:Ì ÓÉ 9ÚËÐÐÍÞ CÏÉÚ ÓÔÎ
ËÓÜÍ× ÐÏÎÐâ ë ÒÉÙÐÒÌÓÌÎË ÉÜÓ ÉÝ ¿ë ÔÐØÎ ÑÎÎÊ ËÎÒÎÙÓÎÍ Ñ× ÖÏÉÑÐÑÌÒÌÓ× ÖÏÉÖÉÏÓÌÉÊÐÒÓÉ ÊÜÚÑÎÏË ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎË ÌÊ ÓÔÎ ÒÉÙÐÒÌÓÌÎËÞ åÔÎ ÍÐÓÐ ÉÊ ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÐÊÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÜÊÍÎÏ
ÐàÎ î ÐÒÉÊà ÕÌÓÔ ËÉÚÎ ÉÓÔÎÏ ÍÎÚÉàÏÐÖÔÌÙ ÙÔÐÏÐÙÓÎÏÌËÓÌÙË ÔÐØÎ ÑÎÎÊ ÙÉÒÒÎÙÓÎÍ ÝÏÉÚ¾â¿î¿ ÙÉÜÖÒÎË ÉÝ ÙÔÌÒÍÑÎÐÏÌÊà ÐàÎË ÉÝ ËÎÒÎÙÓÎÍ ÒÉÙÐÒÌÓÌÎËÞ ùÑÉÜÓ ÉÊÎÛÓÔÌÏÍ èúîÞëÖÎÏÙÎÊÓì ÉÝ ÓÔÎ ÌÊØÎËÓÌàÐÓÎÍ ÚÉÓÔÎÏË ÔÐØÎ ÒÉËÓ ÐÓ ÒÎÐËÓ ÉÊÎ ÙÔÌÒÍÞ åÔÎ ÖÎÏÙÎÊÓÐàÎ
ÉÝ ÚÜÒÓÌÖÒÎ ÙÔÌÒÍ ÒÉËË ÚÉÓÔÎÏË ÌË ¾¾Þú ÐÊÍ ÓÔÎËÎ ÚÉÓÔÎÏË ÔÐØÎ àÌØÎÊâ ÉÊÎ ÐÊ ÐØÎÏÐàÎâ¾ü ÉÏ ÚÉÏÎ ÑÌÏÓÔËÞ åÔÎ ÍÌðÎÏÎÊÓÌÐÒ ÌÊ ÙÔÌÒÍ ÒÉËË Ñ× ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÒÎØÎÒ ÌË ÔÌàÔÒ× ËÌàÊÌäÙÐÊÓÞ
ôÉÕÎØÎÏâ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÓÉ ÚÉÓÔÎÏË ÔÐØÌÊà ÒÉÕÎÏ ÐÊÍ ÍÌðÎÏÎÊÓÌÐÒ ÌÊ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ×Ñ× ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÌÊ ÊÉÏÓÔÛÎÐËÓÎÏÊ ÿÌÑ×Ð ú¿î ÚÎÍÌÜÚ è@ ÎØÎÏ ÑÉÏÊ ÙÔÌÒÍÏÎÊì ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÌË
ËÌÚÌÒÐÏÞ åÔÌË ËÓÜÍ× ÌÊÍÌÙÐÓÎË ÓÔÐÓ ÔÌàÔ ÖÐÏÌÓ× ÐÊÍ ÔÌàÔ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÚÉØÎ ÌÊ ÓÔÎ
ËÐÚÎ ÍÌÏÎÙÓÌÉÊ è�ÔÜ×ÐÊ ø ßÎÉàÏÐÓÌÐË ¾çççì ÐÊÍ ÉÊÎ ËÎÓ ÉÝ ÍÐÓÐ ÔÐË ÑÎÎÊ ÓÐñÎÊÝÏÉÚ Ð ôÉÜËÎÔÉÒÍ õÐÚÖÒÎ õÜÏØÎ× ÌÊ �ÏÐ:ÌÒ ÌÊ ¾çêëÞ ßÎÓÐÌÒË ÐÏÎ àÌØÎÊ ÌÊ õÐËÓÏ×è¾ççëìÞ �ÓÔÎÏ ÓÕÉ ËÎÓ ÉÝ ËÐÚÖÒÎ ÍÐÓÐ ÕÎÏÎ ÙÉÒÒÎÙÓÎÍ ÜÊÍÎÏ Ð õÜÏØÎ× ÎÊÓÌÓÒÎÍ D9ðÎÙÓ
ÉÝ ÑÏÎÐËÓÝÎÎÍÌÊà ÉÊ ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÌÊ áÉÏÓÔ þÜÏÐÒ ãÊÍÌÐE ÌÊ ¾ççî ÐÊÍ Dù ßÎÚÉàÏÐÖÔÌÙ
ËÜÏØÎ× ÉÊ ÝÎÏÓÌÒÌÓ× ÐÊÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÌÊ ÏÜÏÐÒ áÎÖÐÒF ù õÓÜÍ× ÉÝ öÐÒÖÐ ÐÊÍ þÜÖÐÊÍÎÔÌ
ßÌËÓÏÌÙÓËE ÌÊ ¿üüüÞ åÔÎ ÍÎÓÐÌÒË ÉÝ ÓÔÎËÎ ÓÕÉ ËÎÓ ÉÝ ÍÐÓÐ ÐÏÎ àÌØÎÊ ÌÊ õÏÌØÐËÓÐØÐè¿üü¾ìÞ

åÔÎ ÖÐÏÐÚÎÓÎÏË ÉÝ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ ÔÐØÎ ÑÎÎÊ ÎËÓÌÚÐÓÎÍ Ñ× ÓÔÎ ÚÎÓÔÉÍ ÉÝ
ÚÉÚÎÊÓ ÐÊÍ ÚÎÓÔÉÍ ÉÝ ÚÐïÌÚÜÚ ÒÌñÎÒÌÔÉÉÍÞ åÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÎÍ ØÐÒÜÎË ÉÝ ÍÌðÎÏÎÊÓ
ÖÐÏÐÚÎÓÎÏË ÐÏÎ àÌØÎÊ ÌÊ ÓÐÑÒÎË ¾ ÓÉ & ÝÉÏ ÓÔÎ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔËÞ
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åÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÎÍ ØÐÒÜÎ ÉÝ α ÐÏÎ üÞúëîúâ üÞ¿¾úçâ üÞ¿@êú ÐÊÍ üÞúîëü ÝÉÏ ãÊÍÌÐâ áÎÖÐÒâáÉÏÓÔ 9ÐËÓ �ÏÐ:ÌÒ ÐÊÍ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ ÿÌÑ×Ðâ ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ×Þ ãÓ ÏÎÖÏÎËÎÊÓË ÓÔÐÓ ÓÔÎ ÖÏÉÛÖÉÏÓÌÉÊ ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎË ÎïÖÎÏÌÎÊÙÌÊà Ð ÙÔÌÒÍ ÒÉËË ÕÐË ÝÉÜÊÍ ËÒÌàÔÓÒ× ÔÌàÔÎÏ ÌÊ ãÊÍÌÐèüÞúëîúì ÓÔÐÊ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ ÿÌÑ×Ð èüÞúîëüìâ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ �ÏÐ:ÌÒ èüÞ¿@êúì ÐÊÍ áÎÖÐÒèÞ¿¾úçìÞ åÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÎ ÉÝ β ÐÏÎ üÞîêîëâ üÞëî¿êâ üÞ@î@ü ÐÊÍ üÞ@ê&@â ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ×â ÝÉÏãÊÍÌÐâ áÎÖÐÒâ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ �ÏÐ:ÌÒ ÐÊÍ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ ÿÌÑ×ÐÞ ãÓ ÚÎÐÊË ÓÔÐÓ ÓÔÎ ÖÏÉÖÉÏÛÓÌÉÊ ÉÝ ÝÐÚÌÒÌÎË ÔÐØÌÊà ÉÊÒ× ÉÊÎ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔ ÕÐË ÝÉÜÊÍ àÏÎÐÓÎÏ ÝÉÏ áÎÖÐÒ èüÞëî¿ëìÐË ÙÉÚÖÐÏÎÍ ÓÉ ÉÓÔÎÏ ÙÉÜÊÓÏÌÎËÞ åÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÎÍ ØÐÒÜÎË ÝÉÏ ÓÔÎ ÖÏÉÑÐÑÌÒÌÓ× ÉÝ ËÜÙÛÙÎËË ÉÝ ÍÎÐÓÔ Ö ÐÏÎ üÞîêêçâ üÞ@¿îëâ üÞ@&çü ÐÊÍ üÞ@@úü Ñ× ÓÔÎ ÚÎÓÔÉÍ ÉÝ ÚÉÚÎÊÓ
ÐÊÍ üÞ@ü¿¿â üÞë¾¾üâ üÞ@¾ëê ÐÊÍ üÞ@îç¿ Ñ× ÓÔÎ ÚÐïÌÚÜÚ ÒÌñÎÒÌÔÉÉÍâ ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ×âÝÉÏ ÓÔÎ ÐÑÉØÎ ÚÎÊÓÌÉÊÎÍ ÙÉÜÊÓÏÌÎËÞ åÔÎ ÐØÎÏÐàÎ ÊÜÚÑÎÏ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÍÎÐÓÔ ÖÎÏ ÝÐÚÌÒ×
αβ + (1 − β)α

[
(1−qN−1)
p(1−qN )

− Nq(N−1)

(1−qN )
+ 1

(1−qN )

] ÝÉÏ 9ÐËÓÎÏÊ éÓÓÐÏ öÏÐÍÎËÔ èãÊÍÌÐìâ
áÎÖÐÒâ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ �ÏÐ:ÌÒ ÐÊÍ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ ÿÌÑ×Ð ÕÎÏÎ ÝÉÜÊÍ ÓÉ ÑÎ üÞ@úâ üÞúüâ üÞ&¾ÐÊÍ üÞîú ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ×Þ åÔÌË ËÔÉÕ ÓÔÐÓâ ÉÊ ÐÊ ÐØÎÏÐàÎâ ÓÔÎ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÌË ÔÌàÔÌÊ 9ÐËÓÎÏÊ éÓÓÐÏ öÏÐÍÎËÔ èãÊÍÌÐìÞ åÔÎ ÎïÐÙÓ ØÐÏÌÐÊÙÎË ÉÝ ÓÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÉÏË ÉÑÓÐÌÊÎÍÑ× ÚÐïÌÚÜÚ ÒÌñÎÒÌÔÉÉÍ ÚÎÓÔÉÍ ÐÏÎ ÐÒËÉ àÌØÎÊÞ ÝÉÏ 9ÐËÓÎÏÊ éÓÓÐÏ öÏÐÍÎËÔ èãÊÍÌÐìâ
áÎÖÐÒâ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ �ÏÐ:ÌÒ ÐÊÍ áÉÏÓÔ 9ÐËÓ ÿÌÑ×Ð ÕÎÏÎ ÝÉÜÊÍ ÓÉ ÑÎ üÞ@úâ üÞúüâ üÞ&¾ÐÊÍ üÞîú ÏÎËÖÎÙÓÌØÎÒ×Þ åÔÌË ËÔÉÕ ÓÔÐÓ ÉÊ ÐÊ ÐØÎÏÐàÎ ÓÔÎ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÌË ÔÌàÔ ÌÊ
9ÐËÓÎÏÊ éÓÓÐÏ öÏÐÍÎËÔ èãÊÍÌÐìÞ åÔÎ ÎïÐÙÓ ØÐÏÌÐÊÙÎË ÉÝ ÓÔÎ ÎËÓÌÚÐÓÉÏË ÉÑÓÐÌÊÎÍ Ñ×
ÚÐïÌÚÜÚ ÒÌñÎÒÌÔÉÉÍ ÚÎÓÔÉÍ ÐÏÎ ÐÒËÉ àÌØÎÊÞÈÔÐÊàÎË ÌÊ ÒÎØÎÒË ÉÝ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÚÐ× ÑÎ ÐÓÓÏÌÑÜÓÎÍ ÓÉ ËÉÙÌÉÎÙÉÊÉÚÌÙ ÝÐÙÓÉÏË ËÜÙÔ
ÐË ÌÚÖÏÉØÎÚÎÊÓË ÌÊ ÖÏÌÚÐÏ× ÔÎÐÒÓÔ ÙÐÏÎ ËÎÏØÌÙÎËâ ÙÉÊÓÏÉÒ ÉÝ ÎÖÌÍÎÚÌÙËâ ÐØÐÌÒÐÑÌÒÌÓ×
ÉÝ ÔÎÐÒÓÔ ÙÐÏÎ ÝÐÙÌÒÌÓÌÎËâ ÐÊÍ ÕÌÓÔ ÓÔÎ ÌÚÖÏÉØÎÚÎÊÓ ÌÊ ÎÙÉÊÉÚÌÙ ÙÉÊÍÌÓÌÉÊ ÐÚÉÊàÒÉÕÎÏ ÖÐÏÌÓ× ÕÉÚÎÊâ ÓÔÎÏÎ ÌË Ð ÍÉÕÊÕÐÏÍ ËÔÌÝÓ ÌÊ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ×Þ ôÉÕÎØÎÏ ÎÙÉÛÊÉÚÌÙ ÙÉÊÍÌÓÌÉÊ ÐÊÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÚÉØÎ ÌÊ ÓÔÎ ËÐÚÎ ÍÌÏÎÙÓÌÉÊ ÐÚÉÊà ÔÌàÔ ÖÐÏÌÓ×
ÕÉÚÎÊÞ ßÌðÎÏÎÊÓÌÐÒ ÌÚÖÐÙÓË ÉÝ ÐàÎ ÉÝ ÝÎÚÐÒÎ ËÖÉÜËÎ ÐÓ ÚÐÏÏÌÐàÎ ÐÏÎ ÉÑËÎÏØÎÍ
ÐÚÉÊà ÚÉÓÔÎÏË ÉÝ ÍÌðÎÏÎÊÓ ÖÐÏÌÓ× ÒÎØÎÒÞ

ù ÌÊóÐÓÎÍ àÎÉÚÎÓÏÌÙ ÍÌËÓÏÌÑÜÓÌÉÊ ÝÉÏ äÊÌÓÎ ÏÐÊàÎ ÖÏÉØÌÍÎË Ð ËÜÌÓÐÑÒÎ ÍÎËÙÏÌÖÓÌÉÊ
ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÐÓ ÚÌÙÏÉ ÒÎØÎÒâ ÌÞÎÞ ÐÓ ÓÔÎ ÝÐÚÌÒ× ÒÎØÎÒ èåÐÑÒÎË ¾ ÓÉ &ìÞ åÔÎ ØÐÒÜÎÉÝ χ2 ÐÏÎ ÌÊËÌàÊÌäÙÐÊÓ ÐÓ î ÖÎÏÙÎÊÓ ÒÎØÎÒ ÉÝ ËÌàÊÌäÙÐÊÙÎ ÝÉÏ ÐÒÒ ËÎÓ ÉÝ ÍÐÓÐÞ åÔÎÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ äÓÓÎÍ ËÐÓÌËÝÐÙÓÉÏÌÒ× ÐÊÍ ÍÎËÙÏÌÑÎÍ ÓÔÎ ÖÐÓÓÎÏÊ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ×ÓÉ ËÎØÎÏÐÒ ËÎÓË ÉÝ ËÐÚÖÒÎ ÍÐÓÐ ÌÊ ãÊÍÌÐÊ õÜÑÙÉÊÓÌÊÎÊÓËÞ
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GHIJK LM ��uxv���x��� �y N�u�v��w !�w �} �~x�w O����v �y P!�����u� !~~�vw��� x� xt�
O����v �y �t��w ��!xtu �� �!ux�v� Qxx!v �v!w�ut RS�w�!T�U³¬�§¤ V�¨§¤�§µ W§¸±¥µ ¥¦ W¥¬§²¸ W§¸±¥µ ¥¦ WX®¬³¬³¬ Y®¼§¯®±¥¥µ¥¦ ¹±®¯µ ²³¬�§¤ �ªX´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨� �ªX´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨�µ§µ ¦¬®¯®§¨ Z[ Z[©\ Z[©\� �\] �\]©^_ �\]©^_� \[ \^©`��^ \Z©_[Z_` `� `©ZZ� `©��\\^ ] ��©Z[_ ��©�Z [ Z©�[`` ^©\\_�[ ` �©���[ �©_\\ � �©�[�] �©Z�_a¥¸¯ ]� ]�© ]�©

α̂
©`\Z` ©`\Z`

β̂
©Z]Z\ ©Z]Z\

p̂
©Z]]_ ©[�`

V (α̂)
©�]_

V
(
β̂
) ©\_]

V (p̂)
©`[

χ2
�©�]^� �©`_]`

d.f.
^ ^

b¥³¤¹§° b¤®�¨¸� ����

GHIJK cM ��uxv���x��� �y N�u�v��w !�w �} �~x�w �����v �y P!�����u� d~~�vw��� x� xt�
O����v �y �t��w ��!xtu �� O� !��U³¬�§¤ V�¨§¤�§µ W§¸±¥µ ¥¦ W¥¬§²¸ W§¸±¥µ ¥¦ WX®¬³¬³¬ Y®¼§¯®±¥¥µ¥¦ ¹±®¯µ ²³¬�§¤ �ªX´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨� �ªX´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨�µ§µ ¦¬®¯®§¨ [[_ [[]©_\�� [[]©_\��� �`\ �`\©`�^ �`\©`�^� `� �]©�Z `�©[__[` [ �©Z`[Z _©�^\_^ ` `©_^`] �©[\�[Z � �©̂ \[� ©\\�^[ � ©ZZ�Z ©Z�`�\  ©``]Z ©\[]a¥¸¯ ]Z� ]Z�© ]Z�©

α̂
©��`_ ©��`_

β̂
©\Z�] ©\Z�]

p̂
©[�Z\ ©\��

V (α̂)
©�_[

V (β̂)
©���

V (p̂)
©[`Z�

χ2
\©��\ \©`\__

d.f.
^ ^

b¥³¤¹§° b¤®�¨¸� ����

�§�®¨¸ �¥¯¥¬�®² µ§ ª¨¸µ	¨¸®¹ 

 ���� ����



� ����������� ����� � �� ���  ���� ��������� �! � "�#��� ç

GHIJK eM ��uxv���x��� �y N�u�v��w !�w �} �~x�w O����v �y P!�����u� !~~�vw��� x� xt�
O����v �y �t��w ��!xtu �� O�vxt �!ux fv!����U³¬�§¤ V�¨§¤�§µ W§¸±¥µ ¥¦ W¥¬§²¸ W§¸±¥µ ¥¦ WX®¬³¬³¬ Y®¼§¯®±¥¥µ¥¦ ¹±®¯µ ²³¬�§¤ �ªX´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨� �ªX´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨�µ§µ ¦¬®¯®§¨ \[_ \[_©�[\ \[_©�[\� �]Z �]^©_]� �]^©_]�� [ [�©__][ Z_©____` �[ ��©���Z ��©_`�^ _ \©\[�Z ]©\[^[Z � �©\�^` `©`^_][ � ©_Z[� �©�]`\  ©̂ ^_� ©[\Z\a¥¸¯ �Z� �Z�© �Z�©

α̂
©�[]` ©�[]`

β̂
©[Z[ ©[Z[

p̂
©[^_ ©[�\]

V (α̂)
©��Z

V (β̂)
©]

V (p̂)
©^Z�

χ2
�©Z[[` �©]��

d.f.
^ ^

b¥³¤¹§° b¨¸¤¶ ��__\�

GHIJK gM ��uxv���x��� �y N�u�v��w !�w �} �~x�w O����v �y P!�����u� !~~�vw��� x� xt�
O����v �y �t��w ��!xtu �� O�vxt �!ux ���{!�U³¬�§¤ V�¨§¤�§µ W§¸±¥µ ¥¦ W¥¬§²¸ W§¸±¥µ ¥¦ WX®¬³¬³¬ Y®¼§¯®±¥¥µ¥¦ ¹±®¯µ ²³¬�§¤ �ªX´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨� �ªX´§¹¸§µ ²¥© ¥¦ ¦¬®¯®§¨�µ§µ ¦¬®¯®§¨ ]Z ]Z©`[ ]Z©`[� `[ `Z©__�[ `Z©__�[� _` _`©Z��Z _�©_\ZZ` `[ `�©Z�`^ `�©[_Z`^ \ �©[� �©]^_Z � `©Z\]_ `©[]`^[ � �©�[� �©�ZZ\\ � ©Z^�Z ©ZZ\[a¥¸¯ ��Z� ��Z�© ��Z�©

α̂
©`Z\ ©`Z\

β̂
©[]^[ ©[]^[

p̂
©[[` ©[Z_�

V (α̂)
©�\�

V (β̂)
©^]`

V (p̂)
©�^Z\

χ2
[©Z�`� [©̂ \\�

d.f.
^ ^
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CÏÉÚ ÓÔÎ ÐÑÉØÎ ÍÌËÙÜËËÌÉÊ ÉÝ ÖÏÉÖÉËÎÍ ÚÉÍÎÒ ÏÎÒÐÓÎÍ ÕÌÓÔ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÌÓ ÌË
ÙÉÊÙÒÜÍÎÍ ÓÔÐÓ ÌÊÝÐÊÓ ÐÊÍ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÐÏÎ ËÓÌÒÒ ÔÌàÔÎÏ ÌÊ ßÎØÎÒÉÖÌÊà ÙÉÜÊÓÏÌÎËÒÌñÎ ãÊÍÌÐâ áÎÖÐÒâ áÛ9 �ÏÐ:ÌÒ ÐÊÍ áÛ9 ÿÌÑ×Ð ÐË ËÔÉÕÊ ÌÊ åÐÑÒÎË ¾ ÓÉ &Þ ÈÔÐÊàÎË ÌÊÓÔÎ ÒÎØÎÒ ÉÝ ÙÔÌÒÍ ÚÉÏÓÐÒÌÓ× ÌË ÍÌÏÎÙÓÒ× ÉÏ ÌÊÍÌÏÎÙÓÒ× ÐËËÉÙÌÐÓÎÍ ÕÌÓÔ ËÉÙÌÉÎÙÉÊÉÚÌÙÝÐÙÓÉÏË ÖÏÎØÐÌÒÌÊà ÌÊ ÓÔÐÓ ÙÉÜÊÓÏÌÎËÞ
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Resumen

Se define una nueva función de probabilidad que involucra algunas fun-

ciones hipergeométricas generalizadas; se encontraron algunas propiedades y
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Abstract
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1. Introducción

Muchas funciones especiales de matemáticas aplicadas pueden expresarse en
términos de funciones hipergeométricas, las cuales son clases importantes de fun-
ciones especiales. La función hipergeométrica y sus generalizaciones han sido usa-
das en varios problemas de la estadística (Lebedev 1965, Nakhi & Kalla 2005),
particularmente en el estudio de nuevas funciones de densidad de probabilidad ge-
neralizadas y sus propiedades estadísticas, las cuales tienen diversas aplicaciones
no solo en la teoría de confiabilidad, sino también en algunos problemas asociados
con tasas demográficas, biomedicina, datos de tráfico y fallas de equipos electró-
nicos (Virchenko et al. 2001). Consideremos el problema de resolver la ecuación
diferencial lineal

z(1 − z)u′′ + [γ − (α + β + 1)z]u′ − αβu = 0 (1)

donde z es una variable compleja, y γ,α,β son parámetros que pueden tomar valores
reales o complejos. Reduciendo (1) a la forma estándar dividiendo por el coeficiente
u′, obtenemos una ecuación cuyos coeficientes son funciones analíticas de z en el
dominio 0 < |z| < 1. Esto sigue de la teoría general de ecuaciones diferenciales
lineales, donde (1) tiene una solución particular (Virchenko et al. 2001).

u = zs

∞
∑

k=0

ckzk

donde c0 6= 0, s es número convenientemente escogido, y así la serie de potencia
converge en |z| < 1.

Para valores de γ 6= 0,−1,−2, . . ., una solución particular está dada por

u = F (α, β; γ; z) =

∞
∑

k=0

(α)k(β)k

(γ)k

zk

k!

que se conoce como la serie hipergeométrica de Gauss.

A continuación veremos algunas distribuciones de probabilidad establecidas re-
cientemente por diferentes autores. Good (1953) introdujo la siguiente distribución
gaussiana inversa

g(t) =
1

A(α, a, b)
tα−1e−at−b/t

a, b, t > 0; −∞ < α < ∞
donde

A(α, a, b) =

[
∫

∞

0

tα−1e−at−b/tdt

]

−1

esta distribución gaussiana inversa se plantea como la función de densidad de pri-
mer paso de tiempo con movimiento browniano con derivada positiva (Jorgensen
1982). Tales modelos han sido usados por Hoem (1976) y Jorgensen (1982) en la
teoría de confiabilidad y teoría de tasas demográficas; este último estudió varias
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aplicaciones de la distribución anterior, asociadas con daños de equipos de aire
acondicionados y datos de tráfico. En Lebedev (1965) y Mathais (1993) se presen-
tan otras aplicaciones de las funciones especiales a la teoría de confiabilidad. En
un trabajo reciente, Agarwal & Kalla (1996) desarrollaron una nueva distribución
tipo gamma generalizada, con función de densidad:

f(x) =
βαm/β

Γλ(m/β, n)
xm−1

(

αxβ + n
)−λ

e−αxβ

, α, m, n < 0

donde

Γλ(m, n) =

∫

∞

0

xm−1e−x (x + n)
−λ

dx, m > 0

siendo esta la función gamma generalizada de Kobayashi (1991), la cual es esen-
cialmente una función hipergeométrica confluente de segunda clase (Agarwal &
Kalla 1996). Motivados por sus resultados, Agarwal & Kalla (1996) y Ghitany
(1998) obtienen algunas propiedades adicionales para esta distribución. Reciente-
mente, Al-Musallam & Kalla (1998), Al-Saqabi et al. (2002),Virchenko et al. (2001)
y Virchenko (1999) definieron y desarrollaron algunas funciones hipergeométricas-
τ y confluente-τ que son generalizaciones de las funciones hipergeométricas de
Gauss y funciones hipergeométricas confluentes Kummer.

El presente trabajo tiene como objeto definir una nueva función de densidad
generalizada a partir de algunas funciones hipergeométricas generalizadas; para
esto se hará uso de las representaciones integrales y en serie doble; a partir de
esta función de densidad f(x) se encuentran algunas propiedades que permiten
caracterizarla, como la función generadora de momento, los momentos, la función
característica, la función tasa de riesgo y algunos casos especiales. Se muestran
algunas figuras las cuales corresponden a la simulación de esta nueva función de
densidad para diferentes valores de los parámetros.

Galué et al. (2005) definen algunas generalizaciones que involucran a cuatro
series de Appell definidas por Humbert (1920), introducen dos nuevos parámetros
τ y τ ′ y definen sus representaciones en serie e integrales. A partir de estas se ob-
tienen nuevas distribuciones de probabilidad que involucran estas generalizaciones.
Con esta nueva función de densidad generalizada se encuentran casos especiales
como una generalización con menos parámetros, la gamma y la exponencial, los
momentos y sus casos particulares como el valor esperado y la varianza, la función
generadora de momento, función característica, la función tasa de riesgo.

2. Generalización de algunas funciones

hipergeométricas de dos variables

La generalización de las funciones hipergeométricas de dos variables está aso-
ciada con la generalización de la función hipergeométrica de Gauss propuesta por
Virchenko (1999), quien la introdujo de la siguiente forma:

2R
τ
1(z) ≡ 2R1(a, b; c; τ ; z) =

Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

∞
∑

k=0

Γ(a + k)Γ(b + τk)

Γ(c + τk)

zk

k!
(2)
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τ > 0, |z| < 1, c 6= 0,−1,−2, . . .

Esta función tiene la siguiente representación integral:

2R1(a, b; c; τ ; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c − b)

1
∫

0

tb−1(1 − t)c−b−1(1 − ztτ)−adt (3)

τ > 0,<(c) > <(b) > 0

Para
τ = 1, 2R1(a, b; c; τ ; z) = 2F 1(a, b; c; z)

donde 2F 1 es la función hipergeométrica de Gauss. Similarmente la función hiper-
geométrica confluente se define como

Φτ = Φτ (a; b; c) =
Γ(c)

Γ(a)

∞
∑

k=0

Γ(a + k)

Γ(c + τk)

zk

k!
(4)

τ > 0, |z| < 1, c 6= 0,−1,−2, . . .

Anteriormente se presentaron algunas generalizaciones de funciones hipergeo-
métricas de dos variables donde se introduce el parámetro τ y a continuación se
relacionan unas generalizaciones que involucran algunas funciones de Humbert.

2.1. Generalización de algunas funciones de Humbert

Siete formas confluentes de las cuatro series de Appell fueron definidas por
Humbert (1920), denotadas por: Φ1, Φ2, Φ3, Ψ1, Ψ2, Ξ1, Ξ2.

Recientemente Galué et al. (2005) consideraron una extensión de las funciones
de Humbert Ψ1, Ψ2, Ξ1 y Ξ2 introduciendo parámetros adicionales τ, τ ′, y estable-
cieron sus representaciones en serie e integral.

Las generalizaciones τ de las funciones confluentes de dos variables Ξ1 y Ξ2

pueden expresarse en términos de la función 2R1(a, b; c; τ ; w) en la forma siguiente:

Ξτ,τ ′

1 (a, a′, b; c; w, z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(a′)

∞
∑

k,l=0

Γ(a + τk)Γ(a′ + τ ′l)

Γ(c + τk + τ ′l)

wk

k!

zl

l!
(5)

Ξτ,τ ′

1 (a, a′, b; c; w, z) =
Γ(c)

Γ(a′)

∞
∑

l=0

Γ(a′ + τ ′l)

Γ(c + τ ′l)
2R1(b, a; c + τ ′l; τ ; w)

zl

l!
(6)

τ, τ ′ > 0, |w| < 1, c + τ ′l 6= 0,−1,−2, . . .

Ξτ
2(a, b; c; w, z) =

Γ(c)

Γ(a)

∞
∑

k,l=0

Γ(a + τk)(b)k

Γ(c + τk + l)

wk

k!

zl

l!
(7)
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Ξτ
2(a, b; c; w, z) =

∞
∑

l=0

1

(c)l
2R1(b, a; c + l; τ, w)

zl

l!
(8)

τ > 0, |w| < 1, c 6= 0,−1,−2, . . .

donde (c)n denota el símbolo de Pochhammer (c)n = Γ(c + n)/Γ(c) .

2.2. Funciones de Bessel

A continuación se define la función de Bessel modificada de primera clase

Iυ(z) =

∞
∑

k=0

(z/2)υ+2k

Γ(k + 1)Γ(k + υ + 1)
, |z| < ∞, |arg z| < π (9)

A continuación se muestra una representación integral definida por Galué para
la función Ξ2 y algunas propiedades, las cuales permitirán encontrar la nueva
distribución de probabilidad generalizada y sus propiedades.

2.3. Representación integral

Galué et al. (2005) presentó además la representación integral para la genera-
lización τ de la función de Humbert Ξ2, de la siguiente forma:

∫

∞

0

xα−1 e−px Ξτ
2(a, b; c; w, xz)dx =

Γ(α)

pα
Ξτ,1

1

(

a, α, b; c; w,
z

p

)

(10)

τ, Re p, Reα, Re(p − z) > 0, |w| < 1

Algunas propiedades. Galué et al. (2005) establecieron también algunas pro-
piedades para las extensiones de Humbert de la siguiente manera:

Ξτ,τ ′

1 (a, a′, b; c; w, 0) = 2R1(b, a; c; τ ; w); |w| < 1 (11)

Ξτ
2(a, b; c; w, 0) = 2R1(b, a; c; τ ; w); |w| < 1 (12)

Ξτ,τ ′

1 (a, a′, b; c; 0, z) = 1Φ
τ ′

1 (a′; c; z) (13)

Ξτ
2(a, b; c; 0, z) = Γ(c) z−(c−1)/2 Ic−1(2

√
z) (14)
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2.4. Función gamma incompleta y gamma generalizada

Una nueva función gamma generalizada puede considerarse utilizando Ξτ
2 defi-

nida en (7), de la siguiente manera:

τΓ(α, p; a, b; c; w, x) =

∫

∞

0

tα−1 e−ptΞτ
2(a, b; c; w, tz) dt (15)

τ ∈ R, τ, Re p, Re α, Re(p − z) > 0

Definimos la siguiente función gamma generalizada incompleta

τ

w

Γ0(α, p; a, b; c; w, x) =

∫ w

0

tα−1 e−pt Ξτ
2(a, b; c; w, tz) dt (16)

τ, Re p, Re α, Re(p − z) > 0

La función gamma incompleta generalizada complementaria se define como

τ

∞

Γw(α, p; a, b; c; w, x) =

∫

∞

w

tα−1 e−pt Ξτ
2(a, b; c; w, tz) dt (17)

τ, Re p, Re α, Re(p − z) > 0

3. Una función de densidad de probabilidad

generalizada

En esta sección usaremos la generalización de la función hipergeométrica de dos
variables Ξτ

2 , establecida por Galué et al. (2005), para definir la siguiente función
de densidad de probabilidad.

f(x) =
pα xα−1e−px Ξτ

2(a, b; c; w, xz)

Γ(α) Ξτ,1
1 (a, α, b; c; w, z/p)

(18)

τ, Re p, Re α, Re(p − z) > 0, |w| < 1, x > 0

Propiedades:

i) f(x) = 0 para α > 1 y x = 0

ii) f(x) = pα xα−1 eα−1

Γ(α) para b = α > 1 y z = 0

iii) f(x) → ∞ cuando x → 0+ y α < 1

iv) f(x) → 0 cuando x → ∞ y α < 1
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3.1. Algunos casos especiales

1. Para τ = 1, obtenemos una nueva función de densidad de probabilidad in-
volucrando la generalización τ de la función confluente de dos variables Ξ2.

f(x) =
pα xα−1 e−px Ξ2(a, b; c; w, xz)

Γ(α) Ξτ,1
1 (a, α, b; c; w, z/p)

(19)

Re p, Re α, Re(p − z) > 0, |w| < 1

2. Para τ ′ = 1, w = 0, y utilizando las propiedades (13) y (14) en (18) se
obtiene una distribución con cuatro parámetros

f(x) =
pα x2(α−c−1) e−px Γ(c) z−(c−1)/2 Ic−1(2

√
xz)

Γ(α) 1Φ1(a
′; c; z/p)

(20)

Re p, Reα, Re(p − z) > 0

3. Para z = 0 y a′ = b = α y utilizando las propiedades (10) y (11) en (18)
obtenemos la distribución gamma

f(x) =
pα xα−1

Γ(α)
e−px (21)

Re p, Reα > 0, |w| < 1

4. Para α = 1 en (21)
f(x) = p e−px (22)

Re p > 0, x > 0

se obtiene la bien conocida distribución exponencial.

3.2. Los momentos

El n-ésimo momento µ′

n con respecto al origen de una variable aleatoria conti-
nua X con función de densidad f(x) se define como

µ′

n =

∞
∫

−∞

xn f(x)dx

Para la función de densidad f(x), dada por (18) se consideran distribuciones
de soporte positivo, dado que estas involucran funciones tipo gamma, la cual es
continua sobre los reales positivos.

µ′

n = E(xn) =

∞
∫

0

xn+α−1e−px Γ(c)

Γ(a)

∞
∑

k,l=0

Γ(a + τk)(b)k

Γ(c + τk + l)

wk

k!

(xz)l

l!
dx.
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Usando la expresión de la serie de la función Ξτ
2 dada por (7) se tiene

Ξτ
2(a, b; c; w, z) =

Γ(c)

Γ(a)

∞
∑

k,l=0

Γ(a + τk)(b)k

Γ(c + τk + l)

wk

k!

zl

l!

∞
∫

0

xn+α+l−1e−pxdx

resolviendo la integral se tiene el siguiente resultado

µ′

n =
(α)n

pn

Ξτ,1
1 (a, α + n; c; w, z/p)

Ξτ,1
1 (a, α, b; c; w, z/p)

(23)

τ, Re p, Reα, Re(p − z) > 0, |w| < 1, n = 1, 2, 3, . . .

Casos especiales. El momento µ′

n para n = 1, denotado por E(x), llamado la
media, está dado por

µ′

1 = E(x) =
Γ(α + 1)

Γ(α) p

Ξτ,1
1 (a, α + 1; c; w, z/p)

Ξτ,1
1 (a, α; c; w, z/p)

(24)

La varianza de una variable aleatoria X de la función de probabilidad f(x)
definida por (13) con media µ′

1, está dada por

V ar(x) = E(x2) − [E(x)]
2

donde

E(x2) = µ′

2 =
(α)2

Γ(α)p2

Ξτ,1
1 (a, α + 2; c; w, z/p)

Ξτ,1
1 (a, α; c; w, z/p)

(25)

τ, Re p, Re α, Re(p − z) > 0, |w| < 1, x > 0

3.3. Función generadora de momento

La función generadora de momento, de una variable aleatoria X , es definida
para cada real t, se denota por Mx(t) es definida por

Mx(t) = E(ext) =

∞
∫

−∞

ext f(x) dx (26)

Para la función de densidad f(x) definida por (18), se tiene la función genera-
dora de momento

Mx(t) =

∞
∫

0

pα xα−1 e−(p−t)x Ξτ
2(a, b; c; w, xz)

Γ(α) Ξτ,1
1 (a, α, b; c; w, z/p)

dx (27)

Aquí se han tenido en cuenta las mismas consideraciones dadas en 3.2 para
tener distribuciones de soporte positivo.
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Resolviendo la integral en (27) usando la definición (7) de Ξτ
2 se obtiene final-

mente la función generadora de momento para f(x) definida en (18)

Mx(t) =

(

p

p − t

)α
Ξτ,1

1 (a, α + n; c; w, z/(p− t))

Ξτ,1
1 (a, α, b; c; w, z/p)

(28)

τ, Re p, Reα, Re(p − t) > 0, |w| < 1

3.4. Función característica

La función característica de X está dada por

E(eitx) =

∞
∫

0

eitx f(x) dx (29)

usando (29) y la función f(x) definida en (18)

z [f(x)](t) = E(eitx) =
pα

Γ(α)

Γ(c)
Γ(a)

∞
∑

k,l=0

Γ(a+τk)(b)k

Γ(c+τk+l)
wk

k!
zl

l!

Ξτ,1
1 (a, α, b; c; w, z/p)

∞
∫

0

xα+l−1 e−(p−it)x dx

resolviendo la integral y utilizando la definición (5) de Ξτ,1
1 se tiene

z [f(x)](t) =

(

p

p − it

)α
Ξτ,1

1 (a, α; c; w, z/(p − it))

Ξτ,1
1 (a, α, b; c; w, z/p)

(30)

3.5. La función tasa de riesgo

La función tasa de riesgo se define como

h(x) =
f(x)

S(x)
(31)

donde S(x) es la función de sobrevida de x

S(x) = 1 − F (x), para x > 0 (32)

siendo F (x) la función de densidad acumulada

F (x) =

∫ x

0

f(u) du

La función S(x) tiene origen en la teoría de confiabilidad. En este caso la función

de densidad f(x) definida por (18) donde τ

w

Γ0(α, p; a, b; c; w, x) está definida por
(16)

F (x) =
pα

τ

w

Γ0(α, p; a, b; c; w, x)

Γ(α) Ξτ,1
1 (a, α; c; w, z/p)

(33)
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luego la función de sobrevida S(x) está dada por

S(x) =
Γ(α) Ξτ,1

1 (a, α; c; w, z/p) − pα
τ

w

Γ0(α, p; a, b; c; w, x)

Γ(α) Ξτ,1
1 (a, α; c; w, z/p)

la función de tasa de riesgo está expresada por

h(x) =
pα xα−1 e−px Ξτ,1

2 (a, b; c; w, xz)

Γ(α) Ξτ,1
1 (a, α; c; w, z/p) − pα

τ

w

Γ0(α, p; a, b; c; w, x)
(34)

3.6. Representaciones gráficas

Las siguientes figuras representan la función de densidad de probabilidad (fdp)
generalizada dada por (18) para diferentes valores tanto de α como de τ ; se ob-
serva la variación en los gráficos cuando se consideran valores distintos en dichos
parámetros.

Tomando los valores p = 2.5, a = 1.5, b = 2, c = 3, w = 0.8, α = 2.8 y τ = 2.2
y p = 2.5, a = 1.5, b = 3, c = 1, 5, w = 0.8, α = 3.4 y τ = 3.4, se tienen
respectivamente las figuras 1 y 2.

En la figura 3 se consideran los mismos parámetros de la figura 1 y se gráfica
el semilog de la función de densidad de probabilidad dada en (18).

0 10 20 30 40 50 60 70
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

 

 

z=1
z=2
z=3

Figura 1: fdp para diferentes valores de z y τ = 2.2.

4. Conclusiones

Este trabajo contiene una nueva función de densidad de probabilidad generali-
zada, la cual se obtuvo a partir de funciones generalizadas de tipo hipergeométrico
desarrolladas recientemente; se encuentran algunas propiedades que permiten ca-
racterizarla, como la función generadora de momento, los momentos, la función
característica, la función tasa de riesgo y algunos casos especiales tales como ex-
ponencial y la gamma.
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Figura 2: fdp para diferentes valores de z y τ = 3.4.
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Figura 3: semilog(fdp) para diferentes valores de z y τ = 2.2.
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ôüûôñþ øöõþ	öúûö ýúúöüýþûöñ� �òù÷ô�òôñþú�� þÿô �ô�ôúöøóôñþ ö	 óö�ôú÷ þö
ý�ô�òýþôú� ýøøõö�ûóýþô þÿô �öúýþûúûþ� øõöüô÷÷ ÿý÷ üöñüôñþõýþô� þÿô ýþþôñþûöñ
ö	 õô÷ôýõüÿôõ÷ ûñ þÿô øý÷þ þ�ö �ôüý�ô÷ ��ñ�ôõ÷ôñ� �öúúôõ÷úô� � �ûôùöú� ß����
�þõýòóýññ ß��à��

ðñ þÿû÷ �ý�� óö÷þ �öúýþûúûþ� óö�ôú÷ ÿý�ô üöñüôñþõýþô� þÿô ýþþôñþûöñ öñ þÿô
øýõýóôþõûü ýøøõöýüÿ ý÷÷òóûñ
 ýñ ô�øúûüûþ 	òñüþûöñýú 	öõó þö þÿô �öúýþûúûþ� øõöüô÷÷�
�ÿû÷ ùôûñ
 ÷ýû� ÷ûñüô �ñ
úô�÷ ����ß� �òþöõô
õô÷÷û�ô �öñ�ûþûöñýú �ôþôõö÷üô�ý÷þûüûþ�
�� ��� ÷øôüû�üýþûöñ� �ÿôõô ÿô ô�øúûüûþú� ô�øõô÷÷ô÷ üöñ�ûþûöñýú �öúýþûúûþ� ý÷ ý
úûñôýõ 	òñüþûöñ ö	 øý÷þ ÷�òýõô� ûññö�ýþûöñ÷ ö	 þÿô øõöüô÷÷� þÿôõô ÿý÷ ùôôñ ýñ
ô�øöñôñþûýú 
õö�þÿ ö	 �û�ôõôñþ øýõýóôþõûü ÷øôüû�üýþûöñ÷� � ÷ÿöõþ úû÷þ ö	 þÿô÷ô
÷øôüû�üýþûöñ÷! �öúúôõ÷úô��÷ ����á� "ôñôõýúû#ô� � �� �"� ��� óö�ôú� �ñ
úô
� �öúúôõ÷úô��÷ ����á� ðñþô
õýþô� "� �� �ð"� ��� óö�ôú� $ôú÷öñ�÷ ������
��øöñôñþûýú "� �� ��"� ��� óö�ôú� �ûñ
 ôþ ýú� ����%� �÷�óóôþõûü &ö�ôõ� �� ��&� ��� óö�ôú� �ýûúúûô ôþ ýú� ����á� �õýüþûöñýúú� ðñþô
õýþô� "� ��
��ð"� ��� óö�ôú� ýñ� �ý�û�÷öñ�÷ �ß��'� ��øôõùöúûü "� �� ��("� ���óö�ôú� ýóöñ
 öþÿôõ÷� �öõ ý üöóøúôþô õô�ûô� ö	 � ���þ�øô óö�ôú÷� ÷ôô �öúúôõ÷úô�
ôþ ýú� ����ß�� �öúúôõ÷úô� ôþ ýú� ����'�� ýñ� �ñ�ôõ÷ôñ� �ý�û÷� )õôû* � +û�ö÷üÿ
�ß����� �ÿô ô÷þûóýþûöñ ö	 � ���þ�øô óö�ôú÷ û÷ üöóóöñú� �öñô ù� óý�ûóòó
úû�ôúûÿöö� òñ�ôõ �û�ôõôñþ �û÷þõûùòþûöñ 	òñüþûöñ÷ ÷òüÿ ý÷ þÿô ò÷òýú "ýò÷÷ûýñ
�û÷þõûùòþûöñ� þÿô �þò�ôñþ�t �û÷þõûùòþûöñ� þÿô "ôñôõýúû#ô� �õõöõ �û÷þõûùòþûöñ �"����ýñ� þÿô ÷�ô�ô���þò�ôñþ �û÷þõûùòþûöñ�

,öûñþú� �ûþÿ � ���þ�øô óö�ôú÷ ýõô ýú÷ö þÿô �þöüÿý÷þûü -öúýþûúûþ� ��-� óö�ôú÷�
�ÿû÷ üúý÷÷ ö	 øýõýóôþõûü óö�ôú÷ øõô÷ôñþ÷� òñúû�ô � �� óö�ôú÷� ýñ ýúþôõñýþû�ô
ýøøõöýüÿ þö þÿô ÷øôüû�üýþûöñ ö	 þÿô �öúýþûúûþ� 	òñüþûöñ �ÿôõô þÿô ÷þýñ�ýõ�
÷øôüû�üýþûöñ üöñþýûñ÷ ýñ òñöù÷ôõ�ô� �ýõûýñüô üöóøöñôñþ �úýþôñþ ÷þýþô �ýõûýùúô�
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�ÿûüÿ û÷ óö�ôúô� �ûõôüþú� ý÷ ý úûñôýõ ÷þöüÿý÷þûü øõöüô÷÷� ÷òüÿ ý÷ ýñ ýòþöõô
õô÷÷ûöñ
��ýõ�ô� ôþ ýú� ���'�� �ôô "ÿ�÷ôú÷ ôþ ýú� ����á�� �ÿôøÿýõ� �ß��à�� ýñ� �ñ�ôõ÷ôñ�
�ý�û÷� )õôû* � +û�ö÷üÿ �ß���� 	öõ ý üöóøúôþô ö�ôõ�ûô� ýùöòþ �- óö�ôú÷� �ÿô
ô÷þûóýþûöñ ö	 �- óö�ôú÷ üö�ôõ÷ ý �û�ô õýñ
ô ö	 ô÷þûóýþûöñ øõöüô�òõô÷� 	öõ ûñ÷þýñüô
�òý÷û�óý�ûóòó úû�ôúûÿöö�� ýøøú�ûñ
 þÿô )ýúóýñ �úþôõ� �ý�ô÷ûýñ ô÷þûóýþûöñ�

ôñôõýúû#ô� óôþÿö� ö	 óöóôñþ÷� ýñ� ôüûôñþ óôþÿö� ö	 óöóôñþ÷�

�ö�ô�ôõ� ý÷ ûþ û÷ �ôúú��ñö�ñ� þÿô øýõýóôþõûü þûóô ÷ôõûô÷ óö�ôú÷ ýõô �ôõ�
øö�ôõ	òú ûñ õôøõô÷ôñþûñ
 þÿô ÷þöüÿý÷þûü ��ñýóûüýú øõöøôõþûô÷ ö	 þÿô �ýþý 
ôñôõýþûñ

øõöüô÷÷ û	 þÿô øýõýóôþõûü 	òñüþûöñ÷ ýõô üöõõôüþú� ÷øôüû�ô� ��ýõ�úô � Tûñþöñ ���'�
�ýñ �(ýö ß��à�� ýñ� ÷ôýõüÿûñ
 	öõ ý øýõýóôþõûü 	òñüþûöñýú 	öõó û÷ üõûþûüýú ýñ� ñöþ
ýú�ý�÷ û÷ ý ÷ûóøúô þý÷�� ô÷øôüûýúú� �ÿôñ þÿô øõöüô÷÷ ÿý÷ ñöñúûñôýõ üÿýõýüþôõû÷þûü÷�
ý÷ û÷ þÿô üý÷ô ö	 �ñýñüûýú þûóô ÷ôõûô÷ �ýõûýùúô÷� �ÿò÷ þÿô ñöñøýõýóôþõûü ýøøõöýüÿ

ýûñ÷ ûóøöõþýñüô ý÷ ý �ý� ö	 ÷ôýõüÿûñ
 óöõô Uô�ûùúô óö�ôú÷ �ûþÿöòþ ûóøö÷ûñ

øýõþûüòúýõ 	òñüþûöñýú 	öõó÷ ö	 þÿô üöñ�ûþûöñýú óöóôñþ÷ ÷òüÿ ý÷ ý óôýñ� �ýõûýñüô�
öõ �ôñ÷ûþ� 	òñüþûöñ ö	 øõöüô÷÷� �ÿô ñöñøýõýóôþõûü ô÷þûóýþô÷ óý� ùô ò÷ô� ý÷ ýñ
ôñ� øõö�òüþ öõ� øôõÿýø÷ óöõô ûóøöõþýñþú�� ý÷ ý 
òû�ô þö û�ôñþû	�ûñ
 ý øýõýóôþõûü
óö�ôú þö ùô ò÷ô� ûñ ý ÷òù÷ô�òôñþ ÷þý
ô öõ þö �ýúû�ýþô ýñ ô�û÷þûñ
 öñô �+ý÷õ�
� �Vö÷þÿôûó ���à�� ���ûþûöñýúú�� þÿô ô÷þûóýþûöñ ö	 ñöñøýõýóôþõûü õô
õô÷÷ûöñ	òñüþûöñ÷ û÷ ñöþ ýú�ý�÷ üöóøúûüýþô�W öñ þÿô üöñþõýõ�� ûþ ò÷òýúú� þý�ô÷ óòüÿ úô÷÷þûóô ô÷þûóýþûöñ �ûþÿ õô÷øôüþ þö ÷öóô óöõô üöóøúûüýþô� øýõýóôþõûü óö�ôú÷ �ÿôõô
üöñ�ôõ
ôñüô øõöùúôó÷ ýõô üöóóöñú� 	öòñ� ûñ þÿôûõ ô÷þûóýþûöñ ýú
öõûþÿó÷�

�úþÿöò
ÿ þÿô ò÷ô ö	 ñöñøýõýóôþõûü óôþÿö�÷ ûñ þûóô ÷ôõûô÷ ýñýú�÷û÷ ÿý÷ ý
úöñ
 þõý�ûþûöñ� ûþ ÿý÷ öùþýûñô� øöøòúýõûþ� �ûþÿ óö�ôõñ ñöñøýõýóôþõûü þôüÿñû�òô÷�
øýõþûüòúýõú� ûñ þÿô ýñýú�÷û÷ ö	 ñöñúûñôýõ þûóô ÷ôõûô÷� �òô þö þÿô ô�û÷þôñüô ö	 úýõ
ô
�ýþý ÷ôþ÷ ýñ� üöóøòþýþûöñýú ý��ýñüô÷ ��ýõ�úô ôþ ýú� ���S�� �öóô õô	ôõôñüô÷ ýùöòþþÿô �ô�ôúöøóôñþ ö	 ñöñøýõýóôþõûü þûóô ÷ôõûô÷ þÿôöõ� ýñ� ûþ÷ ýøøúûüýþûöñ÷ ýõô!
ùöö�÷ ù� �ýõ�úô ������� �ýñ � "ûVùôú÷ ����á�� ýñ� �ýñ � (ýö �ß��à�� ýñ� þÿô
ýõþûüúô÷ ù�  öùûñ÷öñ ����%�� �ýõ�úô ôþ ýú� ����S�� �Vö÷þÿôûó ������� ýñ� õô	ôõôñüô÷þÿôõôûñ� �ÿû÷ ýøøõöýüÿ û÷ ýøøúûô� þö ý �ý÷þ õýñ
ô ö	 ýõôý÷ ûñ ôüöñöóûü÷� ýñ�ÿý÷ üöóô þö öùþýûñ 
õôýþ øöøòúýõûþ� ûñ �ñýñüûýú ôüöñöóôþõûü÷� 	öõ ô�ýóøúô� ûñ
óö�ôúûñ
 þÿô �õû	þ ýñ� �û�ò÷ûöñ øõöüô÷÷ òñ�ôõú�ûñ
 ý÷÷ôþ õôþòõñ÷� ýóöñ
 öþÿôõ
û÷÷òô÷ ûñ ôóøûõûüýú �ñýñüô� �ôô� 	öõ ô�ýóøúô� &ý
ýñ � Xúúýÿ ������� �ûýùöú� �
$ý÷öñ ������� +û#õýüÿ ����ß�� �ö÷÷ýôõþ÷ ôþ ýú� ����à�� �ö÷÷ýôõþ÷ ôþ ýú� ����á�� �ûþ�
�ýÿýúûý ����áY�� �ûþ��ýÿýúûý ����áZ�� �ûþ��ýÿýúûý � Tö ������� ýñ� �ûþ��ýÿýúûý �
Tö �ß����� &ýõþûüòúýõ ÷þò�ûô÷ ò÷ûñ
 þÿô ñöñøýõýóôþõûü ýøøõöýüÿ þö ô÷þûóýþô þÿô
üöñ�ûþûöñýú �öúýþûúûþ� 	òñüþûöñ ýõô �ñ
úô � "öñ#ýúô#� û�ôõý ������� �ö÷÷ýôõþ÷ ôþ ýú�
����à�� �ö÷÷ýôõþ÷ ôþ ýú� ����á�� +ý÷õ� � �Vö÷þÿôûó ����à�� �ýõ�úô � �÷�ùý�ö�
����S�� �ýñ � (ýö ������� ýñ� [ûô
ôúóýññ �ß��ß��

ðñ þÿû÷ øýøôõ� �ô ýøøú� ñöñøýõýóôþõûü þûóô ÷ôõûô÷ óôþÿö�÷ þö ô÷þûóýþô þÿô
üöñ�ûþûöñýú óôýñ ýñ� �öúýþûúûþ� 	òñüþûöñ÷ 	öõ þÿô �öúöóùûýñ &ô÷ö\X� �öúúýõ �
�]&\X��� ô�üÿýñ
ô õýþô õôþòõñ÷� �ÿô 	òñ�ýóôñþýú õôý÷öñ 	öõ ÷þò��ûñ
 þÿû÷
�ýõûýùúô û÷ þÿýþ þÿô �öúöóùûýñ ô�üÿýñ
ô õýþô ÿý÷ ÿý� ÷û
ñû�üýñþ �ýõûýþûöñ ôøû÷ö�ô÷

ôñôõýþûñ
 
õôýþ òñüôõþýûñþ�� ýñ� �ûþÿ úýõ
ô ýñ� ÷ô�ôõô üö÷þ÷ öñ �ýõûöò÷ ôüöñöóûü
÷ôüþöõ÷� ���ûþûöñýúú�� ûñþôõñýþûöñýú ý÷÷ôþ øõûüûñ
 þÿôöõûô÷ ýñ� ûñþôõñýþûöñýú
øöõþ	öúûö óýñý
ôóôñþ �ôøôñ� öñ þÿô ô�øôüþô� 	öõôû
ñ ô�üÿýñ
ô õýþô óö�ôóôñþ÷
��öúúôõ÷úô� ôþ ýú� ���ß�W þÿôõô	öõô þÿû÷ øýøôõ üýñ ùô ý üöñþõûùòþûöñ þö øõöøôõú�

.É/ÌÊÍË 0ÇÓÇÒ1ÌËÎË ØÉ ÐÊÍËØ2ÊÍÌÙË 33 456768 59:;7



ß� ±"���"�� â"��À� ã ä"¢��� âÀ��å
òñ�ôõ÷þýñ� þÿô 	öõôû
ñ ô�üÿýñ
ô õýþô ��ñýóûü÷ ò÷ûñ
 þÿô ý��ýñþý
ô÷ ö	 þÿôñöñøýõýóôþõûü þûóô ÷ôõûô÷ óôþÿö�÷� �ÿô õôý÷öñ ùôûñ
 þÿýþ ûñ �öúöóùûý� ýúóö÷þ
ýúú ýñýú�÷ô÷ ýùöòþ 	öõôû
ñ ô�üÿýñ
ô õýþô ÿý÷ ùôôñ üöñüôñþõýþô� öñ øýõýóôþõûü
óö�ôú÷� �ÿô öñú� ñöñøýõýóôþõûü ÷þò�� 	öõ þÿô �]&\X�� ô�üÿýñ
ô õýþô û÷ ù�,òúûö ôþ ýú� �ß��à�� �öõ ûñþôõñýþûöñýú ñöñúûñôýõ ýñýú�÷û÷ öñ ô�üÿýñ
ô õýþô÷ ò÷ûñ
ñöñøýõýóôþõûü øõöüô�òõô÷� ÷ôô þÿô ÷þò�ûô÷ ù� +ôô÷ô �  ö÷ô ������� �ûýùöú� �
$ý÷öñ ������� Tô�ýõöñ ������� �ö÷÷ýôõþ÷ ôþ ýú� ����à�� �ö÷÷ýôõþ÷ ôþ ýú� ����á��
ýñ� �ýõ�úô � �÷�ùý�ö� ����S��

�ÿô øýøôõ û÷ öõ
ýñû#ô� ý÷ 	öúúö�÷! �ôüþûöñ ß óý�ô÷ ý ÷ÿöõþ �ô÷üõûøþûöñ ö	 þÿôñöñøýõýóôþõûü þûóô ÷ôõûô÷ óö�ôú ýñ� ûþ÷ �û�ôõôñþ ô÷þûóýþûöñ óôþÿö�÷� �ôüþûöñ
% ýøøúûô÷ þÿô ñöñøýõýóôþõûü óö�ôú þö ô÷þûóýþô ùöþÿ þÿô üöñ�ûþûöñýú óôýñ ýñ�
�öúýþûúûþ� 	òñüþûöñ÷ 	öõ þÿô õôþòõñ÷ ö	 þÿô �]&\X�� ô�üÿýñ
ô õýþô øõöüô÷÷� �ûñýúú��
�ôüþûöñ ' üöñüúò�ô÷�

^î /6+ $%&'()(*+,)-. /-*+ 0+)-+1 9%8+3
�ÿô ÷þýõþûñ
 øöûñþ ö	 þÿô �ýþý 
ôñôõýþûñ
 øõöüô÷÷ ö	 ý ÷þõûüþú� ÷þýþûöñýõ�

�û÷üõôþô�þûóô ÷þöüÿý÷þûü øõöüô÷÷ {Xt}
�ô�ñô� öñ ÷öóô øõöùýùûúûþ� ÷øýüô (Ω,F , P )û÷ þÿô 
ôñôõýú òñû�ýõûýþô ñöñúûñôýõ ÷þöüÿý÷þûü õô
õô÷÷ûöñ óö�ôú 
û�ôñ ù�

Xt = m(Xt−1, . . . , Xt−p) + σ(Xt−1, . . . , Xt−p)εt, t = 1, . . . , T ���
�ÿôõô m(xt−1, . . . , xt−p) = E(Xt | Xt−1 = x1, . . . , Xt−p = xp)

û÷ þÿô ñöñúûñôýõ
ýòþöõô
õô÷÷û�ô üöñ�ûþûöñýú óôýñ �÷óööþÿ� 	òñüþûöñ� σ2(xt−1, . . . , xt−p) = -ýõ(Xt |
Xt−1 = x1, . . . , Xt−p = xp)

õôøõô÷ôñþ÷ þÿô ñöñúûñôýõ ýòþöõô
õô÷÷û�ô üöñ�ûþûöñýú
�ýõûýñüô �÷óööþÿ� 	òñüþûöñ� ýñ� {εt}

û÷ ýñ ûñ�ôøôñ�ôñþ ýñ� û�ôñþûüýúú� �û÷þõûùòþô�
�û�û���� ÷ô�òôñüô ö	 õýñ�öó �ýõûýùúô÷ �ûþÿ

E(εt | Xt−1, . . . , Xt−p) = 0 � -ýõ(εt |
Xt−1, . . . , Xt−p) = 1 � ýñ� ûñ�ôøôñ�ôñþ ö	 {Xt−1, Xt−2, . . .}

�
�ÿô óö�ôú ��� û÷ �ñö�ñ ý÷ þÿô �öñ�ûþûöñýú �ôþôõö÷üô�ý÷þûü �òþöõô
õô÷÷û�ô

$öñúûñôýõ ���� $� óö�ôúW ÷ôô �ö÷÷ýôõþ÷ ôþ ýú� ����á�� öõ þÿô $öñøýõýóôþõûü�òþöõô
õô÷÷û�ô �öñ�ûþûöñýú �ôþôõö÷üô�ý÷þûü �$� ��� óö�ôúW ÷ôô �ýñ � (ýö
�ß��à��
�ÿû÷ óö�ôú û÷ þÿô óö÷þ Uô�ûùúô ñöñøýõýóôþõûü þûóô ÷ôõûô÷ óö�ôú ùôüýò÷ô ûþ

�öô÷ ñöþ ûóøö÷ô ýñ� �øýõýóôþõûü� øýõþûüòúýõ 	öõó öñ þÿô üöñ�ûþûöñýú óôýñ ýñ�
�öúýþûúûþ� 	òñüþûöñ÷� �ö�ô�ôõ� �òô þö þÿô �ôúú��ñö�ñ _üòõ÷ô ö	 �ûóôñ÷ûöñýúûþ�`
øõöùúôó� þÿô ô÷þûóýþûöñ ö	 ô�òýþûöñ ��� û÷ üöóøúûüýþô��a �÷ ý üöñ÷ô�òôñüô� ûþ û÷ñôüô÷÷ýõ� þö ý÷÷òóô ý üôõþýûñ úô�ôú ö	 ÷þõòüþòõô öñ þÿô üöñ�ûþûöñýú 	òñüþûöñ÷ m(·)ýñ� σ(·)�b
c dÇÎÞËÆËÒÉÍÆÌÙ ÆÉÕÆÉÊÊÌÇÎ ÉÊÍÌÒËÍÇÆÊ ËÆÉ /ÉÆe fÉÛÌ1ÓÉg 1×Í ÍhÉÌÆ ÊÍËÍÌÊÍÌÙËÓ ËÙÙ×ÆËÙe ØÉÙÆÉËÊÉÊÕÆÉËÍÓe ÌÈ ÍhÉÆÉ ËÆÉ ÊÉ/ÉÆËÓ ÉÛÞÓÌÙËÍÇÆe /ËÆÌË1ÓÉÊ ÌÎ ÍhÉ ÒÇØÉÓ 4iËÆØÓÉ ÉÍ ËÓÏ 566;8Ï jØØÌÍÌÇÎËÓÓegÍhÉÌÆ ÉÊÍÌÒËÍÌÇÎ ÌÊ ØÌkÙ×ÓÍ ×ÎÓÉÊÊ ÍhÉ ÊËÒÞÓÉ ÊÌÝÉ ÌÊ ÉÛÙÉÊÊÌ/ÉÓe ÓËÆÕÉ 4lËÎ m nËÇ 56698g ËÎØ 4lËÎm oÌp1ÉÓÊ 7qqr8Ïsj /ÉÆe ÞÇÞ×ÓËÆ ÎÇÎÞËÆËÒÉÍÆÌÙ ÒÇØÉÓ ÌÊ ÍhÉ l×ÎÙÍÌÇÎËÓÑ0ÇÉkÙÌÉÎÍ j×ÍÇÆÉÕÆÉÊÊÌ/É Ñlj.ÑÒÇØÉÓ 40hÉÎ m tÊËe 7qqu8g vhÉÆÉ ÍhÉ ÙÇÎØÌÍÌÇÎËÓ ÒÉËÎ ËÎØ /ÇÓËÍÌÓÌÍe È×ÎÙÍÌÇÎÊ ËÆÉ ÊÞÉÙÌwÉØ ËÊ

m(Xt−1, . . . , Xt−p) = a1(Xt−d)X1 + · · · + ap(Xt−d)Xt−p

σ2(Xt−1, . . . , Xt−p) = b1(Xt−d)X2

1 + · · · + bp(Xt−d)X2

t−p

.É/ÌÊÍË 0ÇÓÇÒ1ÌËÎË ØÉ ÐÊÍËØ2ÊÍÌÙË 33 456768 59:;7



<=>?@A@BCDAEF G>@HIJEJ =K DLC M=>NEDE=>@H OC@> @>N P=H@DEHEDI QR>FDE=>J ß�
�ÿô ò÷òýú ý÷÷òóøþûöñ û÷! ÷òøøö÷ô p = 1 ÷òüÿ þÿýþ þÿô óö�ôú ��� ùôüöóô÷

Xt = m(Xt−1) + σ(Xt−1)εt
�ß�

�öúúö�ûñ
 �ýõ�úô � �÷�ùý�ö� ����S�� ýñ� �ýñ � (ýö ������ û	 {Xt}
û÷ ý

÷þýþûöñýõ� øõöüô÷÷� þÿô üöñ�ûþûöñýú �ýõûýñüô 	òñüþûöñ üýñ ùô �ôüöóøö÷ô� ý÷
σ2(x) = E(X2

t | Xt−1 = x) − {E(Xt | Xt−1 = x)}2

= g(x) − {m(x)}2

�%�

÷òüÿ þÿýþ þÿô üöñ�ûþûöñýú �ýõûýñüô ô÷þûóýþô û÷ ùý÷ô� öñ þÿô ñöñøýõýóôþõûü
ô÷þûóýþûöñ ö	 g(x) ýñ� m(x) 
û�ôñ ù� σ̂2

T (x) = ĝT (x) − {m̂T (x)}2 �

xyzy {|}~��������� ���}�� ��������|}
� �ý� þö öùþýûñ ô÷þûóýþô÷ ö	 	òñüþûöñ÷m(x) ýñ� g(x) û÷ ù� ýøøú�ûñ
 þÿô øöøòúýõ$ý�ýõý�ý��ýþ÷öñ ô÷þûóýþöõ 
û�ôñ ù�!

m̂T (Xt−1) =

∑T

t=2
K ((Xt−1 − x)/hT )Xt∑T

t=2
K ((Xt−1 − x)/hT )

ĝT (Xt−1) =

∑T

t=2
K ((Xt−1 − x)/hT )X2

t∑T

t=2
K ((Xt−1 − x)/hT )

�'�

�ÿôõô K(·) : R → R
û÷ þÿô �üöñþûñòöò÷� ùöõ�ôõô�� ÷�óóôþõûü� ýñ� ûñþô
õýþûñ
 þö

öñô� )ôõñôú 	òñüþûöñ ýñ� hT > 0 û÷ þÿô ùýñ��û�þÿ øýõýóôþôõ �ýú÷ö ÷óööþÿûñ

øýõýóôþôõ�� hT → 0 ý÷ T → ∞ � �ÿô $ý�ýõý�ý−�ýþ÷öñ ô÷þûóýþöõ û÷ ý ÷øôüûýú
üý÷ô ö	 þÿô úöüýú øöú�ñöóûýú ô÷þûóýþûöñ ô�øúýûñô� ùôúö�� �ÿô )ôõñôú 	òñüþûöñ÷
óö÷þ üöóóöñú� ò÷ô� ýõô þÿô "ýò÷÷ûýñ� �òýõþûü� ýñ� �øýñôüÿñû�ö� )ôõñôú÷�

�ÿô÷ô ô÷þûóýþöõ÷ ýõô ÷þõöñ
ú� üöñ÷û÷þôñþ ýñ� ý÷�óøþöþûüýúú� ñöõóýú 	öõ α�óû�ûñ
 öù÷ôõ�ýþûöñ÷W� ÷ôô  öùûñ÷öñ ����%�� ýñ� +ý÷õ� � �Vö÷þÿôûó ����à��
vÌÍh

ai(·)
ËÎØ bi(·)

g
i = 1, . . . , p ÇÎÉÑØÌÒÉÎÊÌÇÎËÓ ×ÎÜÎÇvÎ È×ÎÙÍÌÇÎÊg ËÎØ Xt−d

ÌÊ ÍhÉ ÒÇØÉÓÑØÉÞÉÎØÉÎÍ /ËÆÌË1ÓÉÏ jÎÇÍhÉÆ ÙÇÒÒÇÎ ÒÇØÉÓ ÌÊ ÍhÉ jØØÌÍÌ/É j×ÍÇÆÉÕÆÉÊÊÌ/É ÑAARÑ ÒÇØÉÓ4�ÇÎÉÊ 7q��8 vhÌÙh ËÊÊ×ÒÉÊ ËÎ ËØØÌÍÌ/É ÊÍÆ×ÙÍ×ÆÉ ÈÇÆ ÙÇÎØÌÍÌÇÎËÓ ÒÉËÎ ËÎØ /ËÆÌËÎÙÉg
m(Xt−1, . . . , Xt−p) = m1(Xt−1) + · · · + mp(Xt−p)

σ2(Xt−1, . . . , Xt−p) = σ1(X2

t−1) + · · · + σp(X2

t−p)

vhÉÆÉ mi(·)
ËÎØ σi(·)

g
i = 1, . . . , p ËÆÉ ×ÎÌ/ËÆÌËÍÉ ×ÎÜÎÇvÎ È×ÎÙÍÌÇÎÊÏ lÇÆ ÇÍhÉÆ ÎÇÎÞËÆËÒÉÍÆÌÙÒÇØÉÓÊ Ê×Ùh ËÊ ÅËÆÍÌËÓÓe �ÌÎÉËÆ ÒÇØÉÓÊ ËÎØ �ÌÎÕÓÉÑ�ÎØÉÛ �ÇØÉÓÊg ÊÉÉ iËÆØÓÉ m tÊe1ËÜÇ/ 47qq�8giËÆØÓÉ ÉÍ ËÓÏ 4566;8g lËÎ m nËÇ 456698g ËÎØ oËÇ 4566�8Ï�j ÊÉ�×ÉÎÙÉ ÌÊ ÊËÌØ ÍÇ 1É αÑÒÌÛÌÎÕ ÌÈ α(n) → 0

vhÉÎ
n → ∞

g vÌÍh
α(n) ØÉwÎÉØ ËÊ

α(n) = sup
A∈Fk

−∞
,B∈F∞

k+n

| P (A ∩ B) − P (A)P (B) |, n = 1, 2, . . . ,

vhÉÆÉ Fj
i

ÌÊ ÍhÉ
σÑwÉÓØ ÕÉÎÉÆËÍÉØ 1e Xi, . . . , Xj

Ï �ÉÉ .Ç1ÌÎÊÇÎ 47q�u8g ËÎØ lËÎ m nËÇ 456698Ï
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xyxy �|��� �|��}|���� ��������|}

�ñöþÿôõ ñöñøýõýóôþõûü þôüÿñû�òô ò÷ô� þö ô÷þûóýþô þÿô 	òñüþûöñ÷ m(x) ýñ�
g(x) û÷ øõöøö÷ô� ù� �ýõ�úô � �÷�ùý�ö� ����S�� �ÿö ýøøúûô� þÿô úöüýú øöú�ñöóûýú
õô
õô÷÷ûöñ óôþÿö�� �ÿô ô÷þûóýþô÷ 	öõ m(x) ýñ� g(x)

	òñüþûöñ÷ ýõô �ôõû�ô� þÿõöò
ÿþÿô ÷öúòþûöñ ö	 þÿô 	öúúö�ûñ
 �ôû
ÿþô� úôý÷þ�÷�òýõô÷ øõöùúôó÷!

cT (x) = argmin
c∈Rl

T∑

t=1

(Xt − c′UtT )2K ((Xt−1 − x)/hT )

cT (x) = argmin
c∈Rl

T∑

t=1

(X2

t − c′UtT )2K ((Xt−1 − x)/hT )

�à�

�ÿôõô K(·) ýñ� hT > 0 ýõô ý
ýûñ þÿô )ôõñôú 	òñüþûöñ ýñ� ùýñ��û�þÿ øýõýóôþôõ�
õô÷øôüþû�ôú�� ýñ� UtT = F (utT ) �ûþÿ F (u) = (1, u, . . . , ul−1/(l − 1)!)′ ýñ� utT =
(Xt−1 − x)/hT

�þÿô ÷�óùöú ′ �ôñöþô÷ þÿô þõýñ÷øö÷ô ö	 ý õö� �ôüþöõ�� $öþô þÿýþ
�ÿôñ l = 1 � þÿô úöüýú øöú�ñöóûýú �þ û÷ õô�òüô þö þÿô $ý�ýõý�ý��ýþ÷öñ ô÷þûóýþöõ�

�ÿô ô÷þûóýþöõ÷ ö	 m(x) ýñ� g(x) ýõô 
û�ôñ ù� m̂T (x) = ĉT (x)′F (0) ýñ�
ĝT (x) = ĉT (x)′F (0)� õô÷øôüþû�ôú�W ÷òüÿ þÿýþ þÿô ô÷þûóýþöõ ö	 þÿô üöñ�ûþûöñýú
�ýõûýñüô 	òñüþûöñ÷ û÷ �ô�ñô� ý÷

σ̂2

T (x) = ĉT (x)′F (0) − {ĉT (x)′F (0)}2 �á�

�ýõ�úô � �÷�ùý�ö� ����S� ô÷þýùúû÷ÿ þÿô ý÷�óøþöþûü ñöõóýúûþ� ö	 úöüýú
øöú�ñöóûýú ô÷þûóýþöõ÷ 	öõ üöñ�ûþûöñýú óôýñ ýñ� �ýõûýñüô�

ðñ þÿô ýøøúûüýþûöñ ö	 þÿô úöüýú øöú�ñöóûýú ñöñøýõýóôþõûü õô
õô÷÷ûöñ óôþÿö�þö ô÷þûóýþô þÿô �öúýþûúûþ� 	òñüþûöñ þö �+\X�� ýñ� (�$\X�� 	öõôû
ñ ô�üÿýñ
ô
õýþô÷ �ýõ�úô � �÷�ùý�ö� ����S� ò÷ô ý úöüýú úûñôýõ ýøøõö�ûóýþûöñ �l = 2

�� ÷òüÿþÿýþ

cT (x) = argmin
c∈R2

T∑

t=1

(Xt − c1 − c2(Xt−1 − x))
2
K ((Xt−1 − x)/hT )

cT (x) = argmin
c∈R2

T∑

t=1

(
X2

t − c1 − c2(Xt−1 − x)
)2

K ((Xt−1 − x)/hT )

�S�

$öþô þÿýþ ûñ þÿô óûñûóû#ýþûöñ øõöùúôó÷ ûñ �à�� ôóøúö�ô� þö öùþýûñ úöüýú
ýøøõö�ûóýþûöñ ô÷þûóýþô÷ ö	 m(x) ýñ� g(x)� þÿô )ôõñôú 	òñüþûöñ ýñ� ùýñ��û�þÿ
øýõýóôþôõ ýõô üöóóöñ÷ ûñ ùöþÿ ô�òýþûöñ÷� �ÿû÷ ÷þõýþô
� û÷ ò÷ô� ù� �ýõ�úô ��÷�ùý�ö� ����S� þö ý�öû� ñöññô
ýþû�ô ô÷þûóýþöõ÷ ö	 σ2(x) ýñ� þö õô�òüô ùûý÷�
�ÿôõô	öõô� �ýñ � (ýö ������ øõöøö÷ô ý õô÷û�òýú�ùý÷ô� ô÷þûóýþöõ þö üöñ�ûþûöñýú
�ýõûýñüô ùý÷ô� öñ úöüýú úûñôýõ õô
õô÷÷ûöñ�

�õöó �ß� �ô ÿý�ô þÿýþ r2

t = {Xt − m(Xt−1)}
2 = σ2(Xt−1)ε

2

t
� ÷òüÿ þÿýþ ûþ÷

üöñ�ûþûöñýú ô�øôüþýþûöñ û÷
E(r2

t | Xt−1 = x) = σ2(x)� �ÿû÷ þÿôõô	öõô ÷ÿö�÷þÿýþ ûþ û÷ ñýþòõýú þö ô÷þûóýþô σ2(x) ò÷ûñ
 þÿô ô÷þûóýþô� õô÷û�òýú÷� �öñ÷ô�òôñþú�
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þÿô ô÷þûóýþô÷ ö	 m(x) ýñ� σ2(x) ýõô �ôõû�ô� 	õöó þÿô ÷öúòþûöñ÷ ö	 þÿô 	öúúö�ûñ

óûñûóû#ýþûöñ øõöùúôó÷!

âT (x) = argmin
a∈R2

T∑

t=1

{Xt − a1 − a2(Xt−1 − x)}2K ((Xt−1 − x)/h1T )

b̂T (x) = argmin
b∈R2

T∑

t=1

{r̂2

t − b1 − b2(Xt−1 − x)}2W ((Xt−1 − x)/h2T )

���

�ÿôõôK(·) ýñ�W (·) ýõô þÿô )ôõñôú 	òñüþûöñ÷� h1T > 0 ýñ� h2T > 0
þÿô ùýñ��û�þÿ

øýõýóôþôõ÷� ýñ� r̂2

t = {Xt − m̂T (x)}2
þÿô ô÷þûóýþô� õô÷û�òýú÷�

�ÿô ô÷þûóýþô ö	 m(x) û÷ 
û�ôñ ù� m̂T (x) = âT (x)′e = â1
�ÿôõô e = (1, 0)′÷òüÿ þÿýþ þÿô õô÷û�òýú÷ ýõô r̂2

t = {Xt−1 − â1}
2 �ÿûüÿ ýõô ò÷ô� ûñ þÿô ýùö�ô ÷ôüöñ�

óûñûóû#ýþûöñ øõöùúôó þö öùþýûñ þÿô ô÷þûóýþöõ ö	 σ2(x) 
û�ôñ ù�
σ̂2

T (x) = b̂T (x)′e = b̂1
���

�ýñ � (ýö ������ �ôóöñ÷þõýþô þÿô ý÷�óøþöþûü ñöõóýúûþ� ýñ� ôüûôñü� ö	
σ̂2

T (x)� ýñ� ýøøú� þÿôûõ óôþÿö� þö ô÷þûóýþô þÿô üöñ�ûþûöñýú óôýñ ýñ� �öúýþûúûþ�	òñüþûöñ÷ þö �ûôú�÷ ö	 þÿô þÿõôô�óöñþÿ �õôý÷òõ� �ûúú�
�ÿô õôý÷öñ 	öõ ò÷ûñ
 þÿô úöüýú øöú�ñöóûýú õô
õô÷÷ûöñ� ô÷øôüûýúú� þÿô úöüýú úûñôýõ

ô÷þûóýþöõ ýøøúûô� ûñ þÿô �ýõ�úô � �÷�ùý�ö� ����S� ýñ� �ýñ � (ýö ������� û÷
ùôüýò÷ô þÿô úöüýú øöú�ñöóûýú ô÷þûóýþöõ ÿý÷ �û�ôõ÷ô ÷þýþû÷þûüýú øõöøôõþûô÷� �óöñ
þÿô÷ô ýõô! �
õôôýùúô ñûüô ý÷�óøþöþûü øõöøôõþûô÷ ÷òüÿ ý÷ ý÷�óøþöþûü óûñûóý�
ôüûôñü� ��ýñ ���%�� 
öö� �ñûþô ÷ýóøúûñ
 ýñ� �ô÷û
ñ�ý�ýøþýþûöñ øõöøôõþûô÷�
ýñ� ûþ ö�ôõüöóô÷ þÿô �õý�ùýü�÷ ö	 þÿô $ý�ýõý�ý��ýþ÷öñ ô÷þûóýþöõ ýñ� öþÿôõñöñøýõýóôþõûü ô÷þûóýþöõ÷ ÷òüÿ ý÷ úýõ
ô ùûý÷ô÷ �òô þö ùöòñ�ýõ� ô�ôüþ÷� �ôô �ýñ
����%�� �ýñ � "ûVùôú÷ ����á�� ýñ� �ýñ � (ýö �ß��à� 	öõ ý üöóøúôþô �ôõû�ýþûöñ ýñ�
�ô÷üõûøþûöñ ö	 ÷þýþû÷þûüýú øõöøôõþûô÷ ö	 þÿô úöüýú øöú�ñöóûýú ô÷þûóýþöõ�

$öþô þÿýþ þÿô ûóøúôóôñþýþûöñ ö	 þÿô ýùö�ô ô÷þûóýþöõ÷ �ôøôñ�÷ öñ þÿô
ýøøõöøõûýþô ÷ôúôüþûöñ ö	 ùöþÿ ùýñ��û�þÿ øýõýóôþôõ ýñ� )ôõñôú 	òñüþûöñ� �öõ
ô�ýóøúô� 	öõ úöüýú úûñôýõ ô÷þûóýþöõ� �ýõ�úô � �÷�ùý�ö� ����S� ýøøúûô� þÿô üõö÷÷�
�ýúû�ýþûöñ óôþÿö� þö üÿöö÷ô þÿô ùýñ��û�þÿ øýõýóôþôõ ò÷ûñ
 þÿô �òýõþûü )ôõñôú�
ýñ� �ýñ � (ýö ������ ýøøúûô� þÿô �ýþý��õû�ôñ ùýñ��û�þÿ ÷ôúôüþûöñ óôþÿö� ò÷ûñ
þÿô �øýñôüÿñû�ö� )ôõñôú� �ôô �ýñ � (ýö �ß��à� 	öõ ý üöóøúôþô �ô÷üõûøþûöñ ö	
ùýñ��û�þÿ øýõýóôþôõ ÷ôúôüþûöñ óôþÿö�÷ 	öõ �ôøôñ�ôñþ øõöüô÷÷ô÷�

�î B*'-)-.(3 2''3-.(,-%& 5%) ,6+ 7=>?@0A
BC.6(&D+ E(,+ E+,<)&1
ðñ þÿû÷ ÷ôüþûöñ �ô ýøøú� þÿô øõô�ûöò÷ú� �ô÷üõûùô� �û�ôõôñþ ñöñøýõýóôþõûü

ô÷þûóýþöõ÷ þö ô÷þûóýþô ùöþÿ þÿô üöñ�ûþûöñýú óôýñ ýñ� �ýõûýñüô 	òñüþûöñ÷ 	öõ þÿô
�]&\X�� ô�üÿýñ
ô õýþô õôþòõñ÷� St

� �ô�ñô� ý÷ Xt = log(St/St−1)
� �ÿô �ýþý

üöñ÷û÷þ÷ ö	 %à�à üöóóôõüûýú �ýûú� öù÷ôõ�ýþûöñ÷ �	õöó ß ,ýñòýõ� ���à�ß� ,òñô
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%ß ±"���"�� â"��À� ã ä"¢��� âÀ��å
ß����� �ÿôõô ýõô þ�ö õôý÷öñ÷ 	öõ üÿöö÷ûñ
 þÿû÷ øôõûö�� �ûõ÷þú�� þÿô ýøøúûô� �öõ� öñ
�]&\X�� ô�üÿýñ
ô õýþô ò÷òýúú� ÷þò�ûô÷ þÿû÷ ÷ôõûô÷�ûþÿöòþ þÿô ô�üÿýñ
ô õýþô ùýñ�
õô
ûóô� ýñ� �òô þö þÿô ñöñøýõýóôþõûü þûóô ÷ôõûô÷ óôþÿö�÷ ýõô �ôõ� ô�ôüþû�ô ûñ
óö�ôúûñ
 øöþôñþûýú ñöñúûñôýõûþûô÷ �	öõ ô�ýóøúô� �òô þö ûñþôõ�ôñþûöñ÷�� �ô üöñ÷û�ôõþÿýþ û÷ ûóøöõþýñþ þö ò÷ô þÿô �ÿöúô øôõûö�� �ôüöñ�ú�� þÿô ô÷þûóýþûöñ ýñ� ùýñ��û�þÿ
÷ôúôüþûöñ óôþÿö�÷ ýõô �ûüòúþ òñúô÷÷ þÿô ÷ýóøúô ÷û#ô û÷ úýõ
ô ��ýñ � (ýö ß��à� �ýñ
� "ûVùôú÷ ���á�� �ÿô ÷þýþû÷þûüýú ÷öòõüô ö	 þÿô �ýþýùý÷ô û÷ þÿô �ôñþõýú �ýñ� ö	
�öúöóùûý�

�ÿô 
õýøÿ÷ ö	 þÿô �]&\X�� ô�üÿýñ
ô õýþô� ûþ÷ õôþòõñ÷ ýñ� õô÷øôüþû�ôú�
÷�òýõô� õôþòõñ÷ ýõô øõô÷ôñþô� ûñ �û
òõô �� �÷ �ô üýñ ÷ôô� þÿô �]&\X�� ô�üÿýñ
ô
õýþô õôþòõñ÷ øõô÷ôñþ þÿô �ôúú��ñö�ñ üúò÷þôõ �öúýþûúûþ� øÿôñöóôñý� �ÿû÷ û÷ õôúýþô�þö þÿô ô�üô÷÷ �òõþö÷û÷ ý÷ û÷ ûúò÷þõýþô� ù� þÿô )ôõñôú �ôñ÷ûþ� ô÷þûóýþûöñ 	öõ þÿô
�]&\X�� ô�üÿýñ
ô õýþô õôþòõñ÷ ûñ �û
òõô ��
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���� ¡ ¢£ ¦®¯°±² �¬��"��� ¢"��� ¦®¯°±² �¬��"��� ¢"�� ¢���¢��� �ª�"¢��¦®¯°±² �¬��"��� ¢"�� ¢���¢��� "�� ä�¢��� ������  �����"���� ��¢¦®¯°±² �¬��"��� ¢"�� ¢���¢�� ��� "¢�� ¡��� " ��"� å�¢� ��¢�"� ������ ¡��� ��"��"¢� ����"�����
σ̂ = 0.00524�

�ö þô÷þ 	öõ þÿô ô�û÷þôñüô ö	 ñöñúûñôýõûþ� ûñ þÿô �]&\X�� õôþòõñ÷ ýñ� ûþ÷
÷�òýõô÷� �ô ýøøúûô� þÿô øöøòúýõ ��� þô÷þ �÷ôô �õöü� ôþ ýú� ���á�� �ÿûüÿ üýñ
ùô üöñ÷û�ôõô� ý óû÷÷øôüû�üýþûöñ þô÷þ ûñ þûóô ÷ôõûô÷ ýñýú�÷û÷� �ÿû÷ þô÷þ ÿý÷ øö�ôõ
ý
ýûñ÷þ ý �û�ô õýñ
ô ö	 úûñôýõ ýñ� ñöñúûñôýõ ýúþôõñýþû�ô÷� �ÿô õô÷òúþ÷ �û÷øúý�ô� ûñ�ýùúô � ÷ÿö� þÿýþ þÿô ñòúú ÿ�øöþÿô÷û÷ ö	 û�û��� û÷ õôVôüþô� 	öõ óö÷þ üöóùûñýþûöñ÷
ö	 m ýñ� ε

	öõ ùöþÿ �ýõûýùúô÷� �ûñüô þÿôõô ýøøôýõ÷ þö ùô ñö �û÷üôõñûùúô úûñôýõ
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<=>?@A@BCDAEF G>@HIJEJ =K DLC M=>NEDE=>@H OC@> @>N P=H@DEHEDI QR>FDE=>J %%

÷þõòüþòõô ûñ þÿô õôþòõñ÷ ýñ� ûþ÷ ÷�òýõô÷� þÿô õô÷òúþ÷ ÷ò

ô÷þ þÿýþ þÿôõô óý� ùô ýñöñúûñôýõ ÷þõòüþòõô�
¤¥¦§¡ ¢£ ¨²± ���� ��"������� ��¢ �������"¢��  ��

Xt
"��

X
2

t
�

Xt X2
t

m\ε
6Ï665r 6Ï6695 6Ï66�q 6Ï6769 6É

+
66 7É

−
6; 7É

−
6; 5É

−
6;5 7rÏ96� 7�Ï6�� 79Ï5�q 7uÏ;5; 77Ï7ru qÏ�7� �Ï97u rÏ76u

468 468 468 468 468 468 468 468u 55Ïu67 57Ï996 7qÏ6�� 7�Ï;;5 7;Ï67� 75Ïr79 77Ïu7� 77Ïr;;468 468 468 468 468 468 468 468
; 5�Ïq�r 59Ï7qr 57Ï;5r 7qÏ77; 79Ï�56 7uÏ957 75Ï;uq 75Ï�r;468 468 468 468 468 468 468 4689 u�Ï�uq 5�Ï��� 5uÏ5�u 56Ï6q9 7rÏqu� 7uÏ��6 75Ï�u9 7uÏu69

468 468 468 468 468 468 468 468
m
Ô ÉÒ1ÉØØÌÎÕ ØÌÒÉÎÊÌÇÎg ε Ô ÙÓÇÊÉ ÞÇÌÎÍÏ

pÑ/ËÓ×ÉÊ ÌÎ ÞËÆÉÎÍhÉÊÌÊÏ

�ÿô )ôõñôú 	òñüþûöñ ò÷ô� ûñ ýúú ô÷þûóýþûöñ÷ 	öõ ùöþÿ þÿô üöñ�ûþûöñýú óôýñ
ýñ� �öúýþûúûþ� 	òñüþûöñ÷ �ý÷ þÿô �øýñôüÿñû�ö� )ôõñôú� 
û�ôñ ù� K(u) = 3

4
(1 −

u2)I(|u| ≤ 1)� ðñ ý��ûþûöñ� �ô �ô�ôúöøô� ýúú ô÷þûóýþûöñ÷ ù� ôóøúö�ûñ
 öþÿôõ
�ôõñôú 	òñüþûöñ÷ ÷òüÿ ý÷ þÿô �òýõþûü )ôõñôú� K(u) = 15

18
(1 − u2)2I(|u| ≤ 1)� ýñ�þÿô "ýò÷÷ûýñ )ôõñôú� K(u) = 1√

2π
exp(− 1

2
u2)W ýñ� ù� ñöþ ñôüô÷÷ýõûú� ò÷ûñ
 þÿô

÷ýóô �ôõñôú 	òñüþûöñ 	öõ þÿô üöñ�ûþûöñýú óôýñ ýñ� �öúýþûúûþ�� �ô öùþýûñô� �ôõ�
÷ûóûúýõ õô÷òúþ÷� �öõ öøþûóýú ùýñ��û�þÿ øýõýóôþôõ ÷ôúôüþûöñ� �ô ýú�ý�÷ üÿöö÷ô ûþ
ù� ýøøú�ûñ
 þÿô 	öúúö�ûñ
 ùýñ��û�þÿ ÷ôúôüþûöñ óôþÿö�÷! üõö÷÷��ýúû�ýþûöñ� õòúô ö	þÿòóù� þÿô øõô�ý÷�óøþöþûü ÷òù÷þûþòþûöñ óôþÿö� ù� �ýñ � "ûVùôú÷ ����à�� ýñ�þÿô øúò
�ûñ ýøøõöýüÿ� �	þôõ þÿô ôóøûõûüýú üöóøýõû÷öñ ö	 þÿô ô÷þûóýþûöñ÷ öùþýûñô�
ù� óôýñ÷ ö	 þÿô �û�ôõôñþ ùýñ��û�þÿ ÷ôúôüþûöñ óôþÿö�÷� þÿô öøþûóýú ùýñ��û�þÿ
øýõýóôþôõ÷ 	öõ þÿô üöñ�ûþûöñýú óôýñ �ôõô ����%' ýñ� ����'� þö $ý�ýõý�ý��ýþ÷öñ
ýñ� úöüýú úûñôýõ øöú�ñöóûýú ô÷þûóýþöõ÷� õô÷øôüþû�ôú�� ýñ� 	öõ þÿô üöñ�ûþûöñýú
�ýõûýñüô �ôõô ����%'� ����ßS� ýñ� ����'� þö þÿô $ý�ýõý�ý��ýþ÷öñ� �ýõ�úô ��÷�ùý�ö� ����S�� ýñ� �ýñ � (ýö ������ ô÷þûóýþöõ÷� õô÷øôüþû�ôú�� �úú ô÷þûóýþûöñ÷
ýñ� üöóøòþýþûöñ÷ �ôõô üýõõûô� öòþ ò÷ûñ
 þÿô ©ª«¬® ÷ö	þ�ýõô �ôõ÷ûöñ '�� ýñ� þÿô
¯°±²°¯ ³ øýü�ý
ô �ô�ôúöøô� ù� �ýùõôõý �ß����� �ô ýú÷ö ýøøúûô� ý õöùò÷þ úöüýú
øöú�ñöóûýú õô
õô÷÷ûöñ øõöøö÷ô� ù� �úô�ôúýñ� ���S�� þö 
òýõ� ý
ýûñ÷þ �ô�ûýñþ
øöûñþ÷ �öòþúûôõ÷� �ÿûüÿ óý� ÿý�ô ÿý� ý �û÷þöõþûñ
 ô�ôüþ öñ þÿô ÷óööþÿûñ
� �÷þÿô õô÷òúþ÷ �ôõô �ôõ� ÷ûóûúýõ� þÿô� ÿý�ô ñöþ ùôôñ ûúúò÷þõýþô� þö ÷ý�ô ÷øýüô �́

�û
òõô ß ÷ÿö�÷ þÿô ÷üýþþôõøúöþ÷ ö	 Xt
ý
ýûñ÷þ Xt−1

� ýñ� þÿô üöñ�ûþûöñýú
óôýñ 	òñüþûöñ ô÷þûóýþô� ù� �ý� $ý�ýõý�ý��ýþ÷öñ �úöüýú üöñ÷þýñþ ô÷þûóýþöõ�� ýñ�
�ù� úöüýú úûñôýõ øöú�ñöóûýú ô÷þûóýþöõ÷ �ôñöþô� ù� m̂T (Xt−1)

� �ÿô �ý÷ÿô� úûñô÷
üöõõô÷øöñ� þö øöûñþ�û÷ô �àµ ý÷�óøþöþûü üöñ��ôñüô ûñþôõ�ýú÷�¶ �÷ �ô üýñ ÷ôô� þÿô
÷ÿýøô ö	 ùöþÿ ô÷þûóýþô üòõ�ô÷ û÷ ýúóö÷þ ô�òýú� ô�üôøþ 	öõ öñ þÿô úô	þ ô�
ô �ÿôõôþÿôõô û÷ ý ùöòñ�ýõ� ô�ôüþ ûñ þÿô úöüýú üöñ÷þýñþ �þ þÿò÷ 
ôñôõýþûñ
 ùûý÷ øõöùúôó÷
ûñ þÿô úûñôýú �ûõôüþûöñ öñ þÿô ô�
ô÷�
·thÉ ÞÓÇÍÊ ËÆÉ Ë/ËÌÓË1ÓÉ ×ÞÇÎ ÆÉ�×ÉÊÍÏ¸�ÉÉ lËÎ m nËÇ 456698 ÈÇÆ Ë ÙÇÒÞÓÉÍÉ ÙÇÎÊÍÆ×ÙÍÌÇÎ ÇÈ ÍhÉ ÙÇÎwØÉÎÙÉ ÌÎÍÉÆ/ËÓÊ ÈÇÆ ØÉÞÉÎØÉÎÍØËÍËÏ
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%' ±"���"�� â"��À� ã ä"¢��� âÀ��å
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(b) Local Linear Estimator���� ¡ ¹£ º"»
Xt

"�"����
Xt−1

� "�� ���"� �����"��  �� ����"� ©�
m̂T (Xt−1)

� º£»
Xt"�"����

Xt−1
"�� ���"� ����"¢  �� ����"� ©�

m̂T (Xt−1)
�

�ÿô óö÷þ ûóøöõþýñþ ÷ô
óôñþ ûñ þÿô 
õýøÿ÷ üöõõô÷øöñ�÷ ýþ þÿô üôñþôõ! ùôþ�ôôñ
−0.02 ýñ� ���ß� ùôüýò÷ô þÿôõô ûñ þÿýþ ûñþôõ�ýú ýõô óö÷þ ö	 þÿô öù÷ôõ�ýþûöñ÷� ýñ�þÿôõô	öõô óöõô ôüûôñü� ûñ þÿô ô÷þûóýþûöñ ö	 þÿô üöñ�ûþûöñýú óôýñ 	òñüþûöñ� �÷
�ô üýñ ÷ôô ûñ þÿýþ ÷ô
óôñþ� þÿô ÷úöøô û÷ ýúóö÷þ #ôõö �ÿûüÿ þÿýþ øö÷÷ûùú� óôýñ÷þÿýþ ýñ ôüûôñþ ô�üÿýñ
ô õýþô óýõ�ôþ ô�û÷þ÷� �ÿô õô÷òúþ÷ 	öòñ� ûñ þÿô úûþôõýþòõô
öñ ô�üÿýñ
ô õýþô óýõ�ôþ÷ ýõô �û�ôõ÷ô� �öóô ÷ÿö� ô�û�ôñüô ö	 úö� ñô
ýþû�ô ÷úöøô÷
�óôýñ õô�ôõ÷ûöñ� ��ýõ�úô � �÷�ùý�ö� ���S� ýñ� öþÿôõ÷ úö� øö÷ûþû�ô ÷úöøô÷ �,òúûö
ôþ ýú� ß��à��

�ÿô 
õýøÿ÷ ö	 þÿô ô÷þûóýþô� õô÷û�òýú÷� r̂t = {Xt − m̂T (x)} � �ÿôõô m̂T (x) û÷þÿô ô÷þûóýþô� üöñ�ûþûöñýú óôýñ 	òñüþûöñ öùþýûñô� 	õöó þÿô úöüýú úûñôýõ øöú�ñöóûýú
ô÷þûóýþûöñ� ýñ� ûþ÷ ÷�òýõô÷� r̂2

t
� ýõô ûúúò÷þõýþô� ûñ �û
òõô %� �ÿô úýþþôõ û÷ ôóøúö�ô� ûñþÿô ô÷þûóýþûöñ 	öõ þÿô üöñ�ûþûöñýú �ýõûýñüô 	òñüþûöñ ò÷ûñ
 þÿô úöüýú úûñôýõ ô÷þûóýþöõ

ö	 �ýñ � (ýö ������� ���ûþûöñýúú� þÿô ÷üýþþôõøúöþ ùôþ�ôôñ r̂t
ý
ýûñ÷þ Xt−1

�
ûñüúò�ûñ
 þÿô ô÷þûóýþô� üöñ�ûþûöñýú óôýñ üòõ�ô� ýñ� þÿô )ôõñôú �ôñ÷ûþ� ô÷þûóýþûöñ	öõ õô÷û�òýú÷ üöóøýõô� �ûþÿ ý óôýñ #ôõö ñöõóýú �ôñ÷ûþ� �ûþÿ ÷þýñ�ýõ� �ô�ûýþûöñ�
σ̂ = 0.00524 ýõô ÷ÿö�ñ ûñ �û
òõô %�

�û
òõô÷ '�ý� ýñ� '�ù� �ôøûüþ þÿô ÷üýþþôõøúöþ÷ ö	 þÿô ÷�òýõô� õôþòõñ÷�X2

t
� ý
ýûñ÷þ

Xt−1
� ýñ� þÿô ô÷þûóýþô� õô
õô÷÷ûöñ üòõ�ô ö	 þÿô üöñ�ûþûöñýú �ýõûýñüô� �ôñöþô�

ù� σ̂2

T (Xt−1)
� ô÷þûóýþô� ù� þÿô $ý�ýõý�ý��ýþ÷öñ ýñ� þÿô úöüýú úûñôýõ ô÷þûóýþöõ

ù� �ýõ�úô � �÷�ùý�ö� ����S�� �û
òõô '�ü� ÷ÿö�÷ þÿô ÷üýþþôõøúöþ ö	 þÿô ÷�òýõô�
õô÷û�òýú÷� r̂t

� ý
ýûñ÷þ Xt−1
� ýñ� þÿô úöüýú úûñôýõ ô÷þûóýþöõ ö	 �ýñ � (ýö �������

�û
òõô à ÷ÿö�÷ þÿô �öúýþûúûþ� 	òñüþûöñ÷� σ̂T (Xt−1)
� ô÷þûóýþô� ù� �ý� þÿô

$ý�ýõý�ý��ýþ÷öñ� �ù� þÿô �ýõ�úô � �÷�ùý�ö� ����S�� ýñ� �ü� þÿô �ýñ � (ýö
������ ô÷þûóýþöõ÷� �ÿô õô÷òúþ÷ ÷ÿö� þÿýþ þÿô üöñ�ûþûöñýú �öúýþûúûþ� 	òñüþûöñ
ô÷þûóýþô� ù� óôýñ÷ ö	 þÿô �ýñ ýñ� (ýö õô÷û�òýú�ùý÷ô� úöüýú úûñôýõ ô÷þûóýþöõ û÷
÷óööþÿôõ þÿýñ þÿô úöüýú üöñ÷þýñþ ýñ� úûñôýõ ô÷þûóýþöõ÷ ò÷ûñ
 þÿô ÷�òýõô� õôþòõñ÷�
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Xt−1

� "�� ä�¢��� ������ �����"���� ��¢ ¢�����"�� ��� "¢�� �� " ��"� å�¢� ��¢�"� ������  ¡�����"��"¢� ����"�����
σ̂ = 0.00524�

�òõþÿôõóöõô� þÿô õô÷òúþ÷ �ö ñöþ þö ÷ÿö� ô�û�ôñüô ö	 �öúýþûúûþ� ý÷�óóôþõûô÷� ]ñþÿô üöñþõýõ�� þÿô �ôúú��ñö�ñ X�÷ÿýøô ûñ þÿô üöñ�ûþûöñýú �öúýþûúûþ� 	òñüþûöñ �ô�üôøþþö þÿô �ýñ ýñ� (ýö�÷ ô÷þûóýþöõ� û÷ øõô÷ôñþ� �ÿû÷ õô÷òúþ üöñüòõ÷ �ûþÿ �ñ�ûñ
÷ ûñ
öþÿôõ ÷þò�ûô÷ þÿýþ ôóøúö� þÿô øýõýóôþõûü ýøøõöýüÿ ��ý÷þý½ö ôþ ýú� ß���� +ý�ý
� "¾óô# ß����� �ÿû÷ ûñ�ûüýþô÷� 	öõ ô�ýóøúô� þÿýþ ûþ û÷ øõöøôõ þö üýõõ� öòþ ýñ
öøþûöñ ô�ýúòýþûöñ öñ þÿô �]&\X�� ô�üÿýñ
ô õýþô �ûþÿ þÿô ÷�óóôþõûü �öúýþûúûþ�
_÷óûúô`� �ö�ô�ôõ� þÿû÷ ÷�óóôþõûü X�÷ÿýøô û÷ øýõþûüòúýõú� üúôýõ ûñ þÿô üôñþõýú ýõôý
ö	 þÿô 
õýøÿ÷ �ÿôõô þÿô óýVöõûþ� ö	 öù÷ôõ�ýþûöñ÷ ýõô� þÿû÷ û÷� ûñ þÿô ÷ô
óôñþ
ùôþ�ôôñ −0.02 ýñ� ���ß �÷ôô �û
òõô %�� �÷ ô�øôüþô�� þÿû÷ ÷�óóôþõ� ûñ �öúýþûúûþ�
û÷ ùõö�ôñ �òô þö ùöòñ�ýõ� ô�ôüþ÷ öñ þÿô õû
ÿþ ýñ� úô	þ ô�
ô÷ �ÿôõô þÿôõô ýõô 	ô�
öù÷ôõ�ýþûöñ÷ 	öõ üöõõôüþ ÷óööþÿûñ
 ��ýõ�úô ����� �ýõ�úô � �÷�ùý�ö� ���S� �ýñ �
"ûVùôú÷ ���á� �ýõ�úô ôþ ýú� ß��'��

�ûñýúú�� þÿô õô÷òúþ÷ ýõô ýúöñ
 þÿô úûñô÷ ö	 þÿô �ñ�ûñ
÷ ù� ,òúûö ôþ ýú� �ß��à��
�ÿö ýøøúûô� þÿô úöüýú úûñôýú øöú�ñöóûýú õô
õô÷÷ûöñ�¿ �ÿô 
öýú ö	 þÿôûõ ÷þò�� �ý÷þö �ôþôõóûñô þÿô 	ôýþòõô÷ ö	 þÿô _�öúýþûúûþ� X�÷ÿýøô` ýñ� óôýñ õô÷øöñ÷ô 	òñüþûöñ÷�
ýñ� þÿô óýõ�ôþ ô�ôüþ ö	 üôñþõýú ùýñ� ûñþôõ�ôñþûöñ÷ öñ þÿö÷ô 	òñüþûöñ÷� �ÿô� 	öòñ�þÿýþ _�û÷üõôþûöñýú ûñþôõ�ôñþûöñ÷` þôñ� þö üÿýñ
ô þÿô üöñüý�ûþ� ö	 þÿô _�öúýþûúûþ� X�÷ÿýøô`� �ö�ô�ôõ� þÿýþ üÿýñ
ô �ý÷ óö�ôõýþô� ýñ� ûþ ñô�ôõ øõö�òüô� _�öúýþûúûþ�
÷�ô�`�
À �Î ÍhÉÌÆ ÊÍ×Øe ÍhÉe ×ÊÉØ Ë ØÌÁÉÆÉÎÍ ÊËÒÞÓÉg ÈÆÇÒ �ÉÞÍÉÒ1ÉÆ 5�Íh 7qqqÑ�ËÆÙh u7ÊÍ 5669ÏjØØÌÍÌÇÎËÓÓeg ÍhÉe wÍ Ë ÓÇÙËÓ ÓÌÎÉËÆ ËÞÞÆÇÛÌÒËÍÌÇÎ ÍÇ ÙÇÎØÌÍÌÇÎËÓ ÒÉËÎ ËÎØ ÓÇÙËÓ �×ËØÆËÍÌÙËÞÞÆÇÛÌÒËÍÌÇÎ ÍÇ ÙÇÎØÌÍÌÇÎËÓ /ËÆÌËÎÙÉÏ
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Ãî 7%&.3<1-%&1
�ÿô õöúô ö	 �öúýþûúûþ� ý÷÷öüûýþô� �ûþÿ ý ÷þöüÿý÷þûü øõöüô÷÷ û÷ �ôúú��ñö�ñ�øýõþûüòúýõú� ûñ ôüöñöóûü÷ ýñ� �ñýñüô� �ö�ô�ôõ�óö÷þ ö	 þÿô �öúýþûúûþ� óö�ôú÷ ÿý�ô	öüò÷ô� þÿôûõ ýþþôñþûöñ öñ þÿô øýõýóôþõûü ýøøõöýüÿ þö õôøõô÷ôñþ þÿô ÷þöüÿý÷þûü

��ñýóûü øõöøôõþûô÷ ö	 þÿô �ýþý 
ôñôõýþûñ
 øõöüô÷÷� ý÷÷òóûñ
 ô�øúûüûþ 	òñüþûöñýú	öõó÷ 	öõ þÿô óôýñ ýñ� �ýõûýñüô øõöüô÷÷ô÷� ðñ þÿû÷ øýøôõ ý ñöñøýõýóôþõûü þûóô
÷ôõûô÷ ýñýú�÷û÷ þö þÿô üöñ�ûþûöñýú óôýñ ýñ� �ýõûýñüô 	òñüþûöñ÷ �ý÷ üýõõûô� öòþ öñþÿô �öúöóùûýñ &ô÷ö\X� �öúúýõ ��]&\X��� ô�üÿýñ
ô õýþô õôþòõñ÷�

��ö ñöñøýõýóôþõûü ô÷þûóýþöõ÷ �ôõô ýøøúûô� þö ô÷þûóýþô þÿô üöñ�ûþûöñýú óôýñ	òñüþûöñ! þÿô úöüýú üöñ÷þýñþ øöú�ñöóûýú �$ý�ýõý�ý��ýþ÷öñ� ýñ� úöüýú úûñôýõ
øöú�ñöóûýú ô÷þûóýþöõ÷W �ÿôõôý÷ þÿõôô �ôõô ò÷ô� 	öõ þÿô üöñ�ûþûöñýú �ýõûýñüô	òñüþûöñ! þÿô úöüýú üöñ÷þýñþ ýñ� úûñôýõ ô÷þûóýþöõ÷ ùý÷ô� öñ þÿô ÷�òýõô� õôþòõñ÷
ýñ� þÿô õô÷û�òýú�ùý÷ô� úöüýú úûñôýõ ô÷þûóýþöõ� �ÿô õô÷òúþ÷ ÷ÿö� ñö ô�û�ôñüô ö	
ý÷�óóôþõûô÷ ûñ þÿô �öúýþûúûþ� ö	 �]&\X�� ô�üÿýñ
ô õýþô� ]ñ þÿô üöñþõýõ�� �ô	öòñ� þÿô _�öúýþûúûþ� X�÷ÿýøô`� ���ûþûöñýúú�� þÿô õô÷òúþ÷ ûñ�ûüýþô þÿýþ þÿôõô û÷ óôýñ
õô�ôõ÷ûöñ ýüüöõ�ûñ
 þö þÿô ô�û÷þôñüô ö	 ý úûñôýú 	òñüþûöñ õôúýþûöñ÷ÿûø þö üöñ�ûþûöñýú
óôýñ�

�ûñýúú�� ý÷ �ö÷÷ýôõþ÷ ôþ ýú� ����à� øöûñþ öòþ� þÿô ñöñøýõýóôþõûü ýñýú�÷û÷ üýñ ùô
ô�þôñ�ô� üöñ÷û�ôõûñ
 ý úô÷÷ õô÷þõûüþô� �ýþý 
ôñôõýþûñ
 øõöüô÷÷ öñ þÿô üöñ�ûþûöñýú
óôýñ 	òñüþûöñ ý÷ �ôúú ý÷ öñ þÿô üöñ�ûþûöñýú �ýõûýñüô 	òñüþûöñ ûñüúò�ûñ
 óöõô úý
÷
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ûñ ùöþÿ 	òñüþûöñ÷� �ö�ô�ôõ þÿû÷ ûóøúûô÷ þÿô �ôúú��ñö�ñ _üòõ÷ô ö	 �ûóôñ÷ûöñýúûþ�`
øõöùúôó� +öõôö�ôõ� öþÿôõ ñöñøýõýóôþõûü óö�ôú÷ üýñ ùô ýþþôóøþô�W 	öõ ûñ÷þýñüôþÿô �òñüþûöñýú��öôüûôñþ �òþöõô
õô÷÷û�ô óö�ôú� þÿô ���ûþû�ô �òþöõô
õô÷÷û�ô
óö�ôú� ýñ� ýóöñ
 öþÿôõ÷� �þ þÿû÷ óöóôñþ þÿû÷ ô�þôñ÷ûöñ û÷ ùôôñ øôõ	öõóô� Vöûñþú�
�ûþÿ ý óòúþû�ýõûýþô ýñýú�÷û÷ þö óö�ôúûñ
 øöõþ	öúûö÷ ö	 ô�üÿýñ
ô õýþô÷ ýñ� 	öõôüý÷þ	òþòõô õôþòõñ÷ ö�ôõ ÷ÿöõþ ÿöõû#öñ÷�

2.É&%Ê3+8D+*+&,1

�ô ýõô 
õýþô	òú þö þÿô øõö	ô÷÷öõ �� �øôõúûüÿ 	öõ þÿôûõ �ôõ� ÿôúø	òú üöóóôñþ÷
ýñ� üöñ÷þõòüþû�ô ÷ò

ô÷þûöñ÷� �ô ýú÷ö �û÷ÿ þö þÿýñ� þö øýõþûüûøýñþ÷ ûñ þÿô _ððð
�ñüòôñþõö �ôú "õòøö �ô �ôõûô÷ �ô �ûôóøö �̀ ýþ þÿô Xñû�ôõ÷û�ý� $ýüûöñýú �ô
�öúöóùûý� ýñ� þö þ�ö ýñöñ�óöò÷ õô	ôõôô÷ 	öõ þÿôûõ �ýúòýùúô üöóóôñþ÷�

[³®ËÌÍÌÎ¬Ï ÐÍÌ« Î® ÑÒÒÓ Ô ÕË®ªÖÐÎ¬Ï ®×®¬ Î® ÑÒØÒ]

E+5+)+&.+1
�ûþ��ýÿýúûý� (� ����áY�� Ù$öñøýõýóôþõûü &õûüûñ
 ö	 ðñþôõô÷þ  ýþô �ôõû�ýþû�ô

�ôüòõûþûô÷�� ÚÛÜÝÜÞßàáâÛY ãä� àßSåàá��
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�ûþ��ýÿýúûý� (� ����áZ�� Ù�ô÷þûñ
 �öñþûñòöò÷��ûóô +ö�ôú÷ ö	 þÿô �øöþ ðñþôõô÷þ ýþô�� æçß èßéâßê Üë ìâÝYÝÛâYí îàïðâßñ ò� %�àå'ßá�
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Multiple Events per Subject: Modelling Time to

Hospitalizations and Death

Revisión de varios métodos para modelar tiempo a múltiples eventos
por sujeto: modelamiento de tiempo a hospitalizaciones y muerte
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Abstract

During the disease-recovery process of many diseases, such as in Heart
Failure (HF), often more than one type of event plays a role. Some clinical
trials use the combined endpoint of death and a secondary event; for instance,
HF-related hospitalizations. This is often analyzed with time-to-first-event
survival analysis which ignores possible subsequent events, such as several
HF-related hospitalizations. Accounting for multiple events provides more
detailed information on the disease-control process, and allows a more precise
understanding of the prognosis of patients.

In this paper we explore and illustrate several modelling strategies to
study time to repeated events of disease-related hospitalizations and death
per subject. Marginal models are revised in order to account for intra-subject
correlation and competing risks. Finally, we recommend a Multi-state model
which allows a flexible modelling strategy that incorporates important fea-
tures in the analysis of HF-related hospitalizations and death, and at the
same time extends relevant characteristics of the Andersen & Gill (1982),
Wei et al. (1989) and Prentice et al. (1981) models.

Key words: Survival analysis, Competing risks, Correlated observations,
Marginal models.

Resumen

Algunos ensayos clínicos para estudiar el efecto de nuevos tratamientos
en pacientes con insuficiencia cardiaca (IC) se basan en la evaluación de
hospitalizaciones relacionadas con IC y muerte. Frecuentemente el análi-
sis se enfoca en el tiempo a la primera ocurrencia de alguno de estos dos

aBiostatistician. E-mail: javier.castaneda@medtronic.com
bPrincipal Statistician. E-mail: bart.gerritse@medtronic.com
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desenlaces. Este tipo de análisis ignora importantes eventos como nuevas
hospitalizaciones relacionadas con IC, que permiten una mejor descripción y
compresión del proceso de recuperación de estos pacientes.

En este trabajo se describen y exploran varias estrategias para el análi-
sis de tiempo a repetidas hospitalizaciones relacionadas con IC y tiempo a
la muerte. Se estudian modelos marginales para incorporar la correlación
intra-sujeto y riesgos competitivos propios de este tipo de ensayos clínicos.
Finalmente, se recomienda un modelo multi-estado como una estrategia sen-
cilla y flexible que incorpora elementos importantes en el análisis de hospi-
talizaciones relacionadas con IC y muerte, y a la vez extiende características
relevantes de los modelos de Andersen & Gill (1982), Wei et al. (1989) and
Prentice et al. (1981).

Palabras clave: análisis de sobrevida, riesgos competitivos, observaciones
correlacionadas, modelos marginales.

1. Introduction

Some clinical trials use combined endpoints to evaluate the effect of new thera-
pies. For instance, in the treatment of Heart Failure (HF) patients, a common com-
bined endpoint is death and HF-related hospitalizations (Gheorghiade et al. 2005),
and this is often analyzed with a time-to-first-event analysis. In the case of a first
event being a hospitalization, this analytical approach ignores subsequent hospi-
talizations or death. Despite the simplicity of time-to-first-event analysis, this
strategy has a severe drawback: the waste of information.

As discussed by Gheorghiade et al. (2005) and Solomon et al. (2007), subse-
quent events provide detailed information on the disease-control process and are
worth modelling to get a more precise understanding of patients’ prognoses. The
objective of this paper is to explore and formulate a simple and flexible modelling
strategy for the joint analysis of survival and time to disease-related hospital-
izations. Several marginal models are explored in order to illustrate statistical
methods that account for intra-subject correlation. Finally, we propose a multi-
state model as a flexible modelling strategy for the combined analysis of survival
and time to disease-related hospitalizations.

Statistical methods for repeated events survival analysis are illustrated using a
HF-dataset derived from the PROSPECT study (Predictors of Response to Car-
diac Resynchronization Therapy, study described by Yu et al. 2005) and results
published by Chung et al. (2008). The HF-dataset incorporates relevant features
and information on HF-related hospitalizations and death for 426 patients, ran-
domly assigned to two treatment groups (G1 and G2).

Figure 1 displays the repeated events nature of the dataset. In 18 patients (7 in
G1 and 11 in G2) the first event was death, and for 73 patients (33 in G1 and 40 in
G2) the first event was hospitalization. Twenty seven patients presented a second
hospitalization (15 in G1 and 12 in G2) and only 6 had a third hospitalization (3
in each group). Ten (3 in G1 and 7 in G2), six (3 in each group) and two (1 in each
group) patients died after the first, second and third hospitalization, respectively.
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Figure 1: Multiple events for 66 patients in the HF-dataset.

In Section 2 several methods and analysis strategies are defined, among them,
time to first event Cox proportional hazards model; marginal models for multiple
events: Andersen & Gill (1982), Wei et al. (1989) and Prentice et al. (1981) models;
and the multi-state model (Andersen & Gill 1982). In Section 3 the pros and
cons of these modelling strategies are illustrated using the HF-dataset, analyzing
the time to death and/or disease-related hospitalizations. Finally, in Section 4 a
discussion is presented and the use of a multi-state model is recommended for the
analysis of the HF-dataset. These methods are described next (the descriptions
of the Cox and marginal models are based primarily on Therneau & Grambsch
(2000)).

2. Methods

Statistical methods for survival analysis, such as the Kaplan-Meier estimator,
log-rank test and Cox regression model, can be rewritten as stochastic integrals
with respect to counting processes and martingale theory. The counting processes
approach is used in this section for the presentation of the different methods (for
instance in the description of the Cox model) and the reason for this, as explained
by Fleming & Harrington (1991), Therneau & Grambsch (2000) and Andersen
et al. (1993), is that counting processes provide a single, elegant, solid basis for
survival analysis, which allows flexible ways of modelling (allowing for extensions of
the basic survival analysis models to more general multi-state models applicable for
event history data) and lead to a unified framework for studying both small sample
and asymptotic properties of survival analysis statistics. A complete discussion on
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counting processes can be found in the books by Fleming & Harrington (1991)
and Andersen et al. (1993).

2.1. The Cox Model

Let Xij(t) be the jth covariate of the ith subject, where i = 1, . . . , n and
j = 1, . . . , p and Xi denotes the covariate vector for subject i. The hazard for
individual i is specified as λi(t) = λ0(t)e

Xi(t)β, where λ0 is an unspecified nonneg-
ative function (the baseline hazard), and β is a vector of coefficients. For untied
failure time data, Cox (1972) proposed the estimation of β based on the partial
likelihood function:

PL(β) =
n∏

i=1

∏

t≥0

{
Yi(t)ri(β, t)∑
j Yj(t)rj(β, t)

}dNi(t)

where Yi(t) is the indicator function that subject i is still under observation at
time t, Ni(t) is the number of observed failures for subject i and dNi(t) denotes
the increment in Ni(t) over the infinitesimal time interval [t, t + dt). ri(β, t) is
the risk score for subject i, ri(β, t) = exp[Xi(t)β] ≡ ri(t). The product integral is
defined such that only time points where patient i is at risk (Yi(t) = 1) generate
a contribution. Therefore, it is convenient to write the partial likelihood function
as:

PL(β) =

n∏

i=1

∏

t:Yi(t)=1

{
ri(β, t)∑

j Yj(t)rj(β, t)

}dNi(t)

The log partial likelihood is:

l(β) =

n∑

i=1

∫

t:Yi(t)=1

[
log(ri(β, t)) − log

(
∑

j

Yj(t)rj(β, t)

)]
dNi(t)

=

n∑

i=1

∫ ∞

0

Yi(t)

[
Xi(t)β − log

(
∑

j

Yj(t)rj(t)

)]
dNi(t)

After differentiating the log partial likelihood with respect to β, the p×1 score
vector, U(β) is:

U(β) =
n∑

i=1

∫ ∞

0

[Xi(s) − x(β, s)]dNi(s)

where x(β, s) is a weighted mean of X , over those observations still at risk at time
s,

x(β, s) =

∑
Yi(s)ri(s)Xi(s)∑

Yi(s)ri(s)

β̂ is found by solving the partial likelihood equation U
(
β̂
)

= 0, and is consistent

and asymptotically normally distributed with mean β, and variance I−1
(
β̂
)
, the

inverse of the observed information matrix.
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2.2. Multiple events per subject

A major issue in extending proportional hazards regression models to multiple
events per subject is the intra-subject correlation (Therneau & Grambsch 2000).
A simple approach that sidesteps this is to take time to first event. Time to first
event is simple and easy to interpret, but important information on the disease-
recovery process is lost. Other more appropriate approaches are marginal models
and multi-state models (with competing risk component). These methods are
described below.

2.2.1. Marginal Models

Marginal models offer flexibility in the formation of strata and risk sets, def-
inition of the time scale, and have a well-developed estimator of the variance.
Marginal models allow for population average estimation of treatment effect. Th-
erneau & Grambsch (2000) summarize the analysis with these models in three
steps:

• Decide on a model (issues such as covariate selection, inclusion of strata,
etc.) and structure the data set accordingly.

• Fit the data as an ordinary Cox model, ignoring the possible intra-subject
correlation (i.e. treating multiple events from a subject as independent).

• Replace the standard variance estimate with one which is corrected for the
possible correlations.

Robust Variance. When a given subject may contribute multiple events, the
assumption of independent observations in the standard Cox model does not hold.
Lipsitz et al. (1990) showed that marginal models can overcome this assumption

for the estimation of the variance of β̂ by an appropriate correction based on a
grouped jackknife estimate.

Grouped-jackknife values are defined as Ji = β̂ − β̂(i), where β̂(i) is the result
of the fit that includes all of the individuals except individual i. It is denominated
as grouped because in the multiple event case, one individual contributes several
observations, and removing a subject implies removing a group of observations.
Therneau & Grambsch (2000) describe a way to compute the grouped-jackknife
values directly at the Newton-Raphson iteration. The change in the estimated
coefficient vector can be expressed in the following way, ∆β = 1′(UI−1) ≡ 1′D,

where U is the matrix of score residuals. Thus, the change in β̂ at each iteration
is the column sum of a matrix D, defined as the score residual scaled by I−1 (the

variance of β̂).

This grouped jackknife can be used to derive a robust estimate of the variance
for the Cox model. If J is the matrix of grouped-jackknife values (i.e. the ith

row of J is β̂ − β̂(i)), then the grouped jackknife estimate of the variance can be

written as the matrix product VJ = n−1
n

(
J − J

)′(
J − J

)
, where J is the matrix
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of column means of J . A natural approximation that is preferred is D′D, the
matrix product of the approximate jackknife variances (ignoring the n−1

n
term).

Writing D′D = I−1(U ′U)I−1, this variance can be viewed as a sandwich estimator
ABA, where A is the usual variance and B a correction term. Sandwich estimates
are familiar from robust variance estimation in generalized estimating equations
(GEE) proposed by Liang & Zeger (1986). Although unbiased, this grouped-
jackknife estimate is typically more variable than the ordinary variance of the
Cox model, but it is a robust variance that adequately addresses repeat event
correlation, and it is expected to be reported when fitting marginal models.

Ordered events. One important issue is to distinguish between data sets where
the multiple events have a distinct ordering and those where they do not. In
the particular case of the HF-dataset, the outcomes hospitalizations and death
are correlated and ordered. Death can happen either as the first event or after
hospitalization; there is a specific ordering in this case, obviously after the event of
a death it is not possible to have a hospitalization. The most common approaches
for correlated ordered outcomes are: the independent increments (Andersen &
Gill 1982), marginal (Wei et al. 1989), or PWP (Prentice et al. 1981) models.

All three are “marginal” regression models in that β̂ is determined from a fit that
ignores the correlation between the events followed by a correction of the variance,
but differ considerably in their creation of the risk sets.

Andersen and Gill (AG) model. This method is the simplest, but makes
the strongest assumptions. Each subject is represented as a series of observations
(rows of data) with time intervals as: (entry time, first event], (first event, second
event],. . ., (mth event, last follow up]. The intensity process for subject i is:

Yi(t)λ0(t) exp(Xi(t)β)

The difference with the standard Cox model lies in the definition of the at-
risk indicator Yi(t). For survival data, the individual ceases to be at risk when
an event occurs and Yi(t) takes value zero, but for the AG model for recurrent
events, Yi(t) remains one as events occur. Of course the at-risk indicator does not
remain one if the event observed is Death. No extra strata or strata by covariate
interaction terms are introduced for the multiple events (Therneau & Grambsch
2000). The Andersen-Gill formulation of the Cox proportional hazards model has
a number of advantages, including the ability to accommodate left-censored data,
time-varying covariates, multiple events, and discontinuous intervals of risks. Some
of these practical advantages are discussed in an applied framework by Johnson
et al. (2004).

Wei, Lin and Weissfeld (WLW) model. In this model, the ordered outcome
dataset is treated as if it were an unordered competing risk case. The number of
strata in the analysis will be equal to the maximum number of events a patient
reports in the study. Every subject will have one observation in each stratum.
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The hazard function for the jth event for subject i is:

Yij(t)λ0j(t) exp(Xi(t)βj)

Unlike the AG model, this model allows a separate underlying hazard for each
event and for strata by covariate interactions, as shown by the notation βj . In
the WLW model the at-risk indicator for the jth event, Yij(t), is one until the oc-
currence of the jth event, unless, of course, some external event causes censoring.
When either of those occurs, it becomes zero, indicating that subject is no longer
at risk after the last given event (Therneau & Grambsch 2000, Wei et al. 1989). A
frequently raised concern is the method’s risk set, where each individual is consid-
ered to be at risk of all recurrent events from the start of the observation period,
and often this method gives estimates that exceed those provided by alternative
approaches. By simulation studies, Metcalfe & Thompson (2007) have shown that
the WLW model infringes on the proportional hazards assumption when applied
to recurrent events data, but the bias this may cause is not behind the distinctive
effect estimates. Metcalfe & Thompson (2007) discuss that the analyses of medical
data indicate that the infringement of the proportional hazards assumption is not
necessarily greater than that experienced with other applications of proportional
hazards regression and need not prohibit the application of WLW’s method to
recurrent events data.

Prentice, Williams and Peterson (PWP) models. This model clearly de-
fines the order of the events. A subject is not at risk for the kth event until he/she
has experienced event k−1st. Like in the AG model, time intervals are defined as:
(entry time, first event], (first event, second event],. . ., (mth event, last follow up],
but each event is assigned to a separate stratum (Prentice et al. 1981). The use of
time-depending strata means that the underlying hazard function may vary from
event to event, unlike the AG model, which assumes that all events are identical.
The hazard function for the jth event for subject i is:

Yij(t)λ0j(t) exp(Xi(t)βj)

The primary difference between the WLW and PWP models is in the definition
of the at-risk indicator and the definition of the strata in the analysis. In the PWP
model the at-risk indicator, Yij(t), is defined as zero until the j−1st event and only
then becomes one. Once the jth event occurs, Yij(t) becomes 0 again. The PWP
model can be seen as a stratified AG model with event-specific baseline hazards
and a restricted risk set. By means of a simulation study, Kelly & Lim (2000) have
illustrated that the naive and robust standard errors for the PWP model appear
to be similar regardless of the within-subject correlation.

The AG model and the PWP model can be used in the analysis of repeated
failure outcomes of the same type, while the approach by the WLW model can be
applied to both multiple events of the same type and multiple events of different
types as long as there is not a predetermined ordering. The WLW model has
a semi-restricted risk set that allows subjects to be at risk for as many events
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as the maximum number of events reported per subject in the study, even if
most of the subjects only had one event, which (as reported by Kelly & Lim
(2000)) leads to overestimation of the treatment effect. For all models, except
the PWP model, the robust standard errors become inflated when within-subject
events are not independent (Kelly & Lim 2000). When the model is correctly
specified (no important covariates are omitted) the PWP model and the AG model
estimate unbiased treatment effect and require similar sample size to obtain the
same precision in the estimation, while the WLW model estimates biased treatment
effect and requires a larger sample size. The PWP model and the AG model are
considered to be more efficient than the WLW model, and require less sample size
than the time to first event model (Therneau & Grambsch 2000). As noted by
Wei & Glidden (1997), the appropriate modelling strategy should be chosen based
on the type and nature of the multiple events structure.

2.2.2. Multi-state models

Several of the ideas presented in this section on multi-state models can be found
in the 2002 (11) issue of Statistical Methods in Medical Research, entirely devoted
to multi-state models. In particular, in the paper by Andersen & Keiding (2002),
a multi-state process is defined as a stochastic process (X(t), t ∈ T) with a finite
state space S = {1, . . . , p} and with right-continuous sample paths: X(t+) = X(t).
Here T = [0, τ ] or [0, τ) with τ ≤ +∞. The process has initial distribution
πh(0) =Prob(X(0) = h), h ∈ S. A multi-state process X(·) generates a history
consisting of the observation of the process in the interval [0, t]. Relative to this
history, transition probabilities may be defined by:

Phj(s, t) = Prob(X(t) = j | X(s) = h)

for h, j ∈ S, and s, t ∈ T, s ≤ t and transition intensities by the derivatives

αhj(t) = lim
∆t→0

Phj(t, t + ∆t)

∆t

Graphically, multi-state models may be illustrated using diagrams with boxes
representing the states and with arrows between the states representing the possi-
ble transitions. A state h ∈ S is absorbing if for all t ∈ T, j ∈ S, j 6= h, αhj(t) = 0;
otherwise h is transient. The most simple multi-state model is the two-state model
for survival data, which is represented in Figure 2. This model has p = 2 states
and only one possible transition from state 0 to state 1 (state 0: alive and state 1:
dead). The corresponding transition intensity α01(t) is given by the hazard rate
function α(t), while α10(t) = 0 for all t, that is, state 1 is absorbing. Covariates
may be entered into the model using a regression model for α(·). A throughout
description of the counting process representation of the multi-state model can be
found in the paper by Andersen & Keiding (2002).

In multi-state models, an individual moves from one state to another through
time. It is clear that intermediate events, such as disease-related hospitalizations,
provide more detailed information on the disease-recovery process and allow for
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State 0 State 1

Figure 2: The two-state model for survival data.

more precision in predicting the prognosis of patients. These hospitalizations be-
come intermediate events worth modelling in their natural form. These non-fatal
events during the course of the disease can be seen as transitions from one state
to another. The time origin is characterized by a transition into an initial tran-
sient state, such as the start of treatment (entry). Instead of survival data or
time-to-event data, data on the history of events is available. Multi-state models
provide a framework that allows for the analysis of such event history data (Putter
et al. 2007).

If it is assumed that the future depends on the history only through the present,
then the process is assumed to be Markovian. In our particular case, given the
present state and the event history of a patient, the next state to be visited and the
time at which this will occur will only depend on the present state. As explained
by Putter et al. (2007), the counting process style of data input with time intervals
of (entry time, first event], (first event, second event],. . ., (mth event, last follow
up] can be used by a Markov model.

Andersen & Keiding (2002), Klein & Shu (2002) and Cook & Lawless (2002),
discuss the use of multi-state models when the observation plan has been that of
cohorts of individuals observed continuously over time. Commenges (2002) treats
the situation where individuals are not observed continuously, but only at discrete
time points.

3. Statistical Analysis and Results

In this section, each model description indicates how group effect is modelled
and what other options are supported by each model. Special attention is given
to model assumptions and practical implications for setting up of the dataset.

3.1. Time to first event

The dataset illustrated in Figure 1 was analyzed by a usual “time to first
event” analysis. As a first approximation, both outcomes, “hospitalization” and
“death”, are treated as the same event. The dataset for this analysis has one
observation per subject including: Patient identification (ID), time to event in
years (TIME), status (event=1 or censoring=0) (STATUS), and the covariates:
treatment group (1 or 2)(GROUP), age at enrolment (AGE), and left ventricular
ejection fraction (LVEF). Ejection fraction is the percentage of blood pumped out
of the left ventricle with each heartbeat. Adamson et al. (2004) have reported
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ventricular ejection fraction as a prognostic factor for HF. For patients with ID
numbers 35, 36, 37 and 47, the dataset would look as presented in Table 1.

Table 1: Dataset for time to first event analysis (patients with ID 35, 36, 37 and 47).

ID TIME STATUS GROUP AGE LVEF

35 0.3723 1 2 63 15

36 2.2735 1 2 50 20

37 1.0322 0 1 52 30

47 0.0010 1 1 79 25

Despite the convenient simplicity of this analysis, there are two important
drawbacks. The first one is that information is being wasted-only the first event is
considered; the second one is the identical treatment of hospitalization and death,
which clinically should be treated as different events.

A more appropriate alternative is an analysis of time to first event, where event
can be either hospitalization or death. Since the baseline hazards for the two event
types are not expected to be the same, the analysis is stratified by type of event.
The dataset for the combined analysis must allow accommodation for competing
risks. In this case, the dataset contains one stratum for each outcome type, with
each patient appearing in each stratum. The rows in the dataset for patients with
ID numbers 35, 36, 37 and 47 are presented in Table 2.

Table 2: Dataset for time to first event analysis with competing risks.

ID TIME STATUS OUTCOME GROUP AGE LVEF

35 0.3723 0 Death 2 63 15

35 0.3723 1 Hospitalization 2 63 15

36 2.2735 0 Death 2 50 20

36 2.2735 1 Hospitalization 2 50 20

37 1.0322 0 Death 1 52 30

37 1.0322 0 Hospitalization 1 52 30

47 0.0010 1 Death 1 79 25

47 0.0010 0 Hospitalization 1 79 25

Note that the first event for patients with ID numbers 35 and 36 is hospi-
talization, which removes the individuals from being at risk for the first event,
Death (therefore, for the first event, Death, Status appears as censor). The lost
to follow up of patient with ID=37 makes the status for this individual as cen-
sored for both Death and Hospitalization. Finally, the patient with ID=47 has the
event Death, therefore removing the patient from being at risk for the first event:
Hospitalization.

Several models can be analyzed. However, the interest has been to evaluate
the treatment effect adjusted by AGE and LVEF. In the above two model ap-
proaches (first one ignoring type of event and second one with competing risks),
the estimated treatment effect is not significant (p-value>0.6).
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3.2. Ordered multiple events

The first alternative to account for multiple events is the AG model. This
model treats the two events, hospitalization and death, as if they were the same.
Subjects can re-enter the same state multiple times (Figure 3).

Entry   Hospitalization & Death 

Figure 3: Schematic for the AG model approach.

We have the following history of events for patients with ID numbers from
35 to 39 (All patients start at time=0, Table 3). The first event for patient 35 is
Hospitalization at 0.372 years after entry; after this the patient has the event Death
at time 0.565 years. The first event for the patient with ID=36 is Hospitalization
at 2.273 years; after this the patient is loss to follow up at 2.387 years. Patients
with ID=37 and 38 do not have any event, they present censoring at times 1.032
and 1.516 years, respectively. Finally, for the patient with ID=39, the first event
is hospitalization at 1.117 years after entry, the second event is hospitalization at
1.188 years, and later censoring at time 1.202. Table 3 shows the dataset for the
AG model.

Table 3: Dataset for multiple events analysis with the AG model (columns: ID, Time1,
Time2, Status, Group, Age and LVEF). To adjust a PWP model it is only
necessary to add the last column (EventNumber).

ID TIME1 TIME2 STATUS GROUP AGE LVEF EventNumber

35 0 0.3723 1 2 63 15 1

35 0.3723 0.5651 1 2 63 15 2

36 0 2.2735 1 2 50 20 1

36 2.2735 2.3874 0 2 50 20 2

37 0 1.0322 0 1 52 30 1

38 0 1.5168 0 1 70 20 1

39 0 1.1170 1 1 80 15 1

39 1.1170 1.1882 1 1 80 15 2

39 1.1882 1.2019 0 1 80 15 3

Note that “type of event” is ignored as one of the assumptions in the AG model.
Table 4 shows the parameter estimates for the AG model formulation. As expected
in marginal models, robust standard errors (S.E.) are generally larger than model
based S.E.

Table 4: Parameter estimates for the AG model formulation.

Effect Parameter
estimate

Model based
S.E.

Robust
S.E.

p-value

GROUP −0.2787 0.1784 0.2405 0.250

AGE 0.0048 0.0075 0.0089 0.590

LVEF −0.0562 0.0120 0.0169 0.001
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The AG model assumes that all events are identical, which may be too strong an
assumption. Figure 4 presents the cumulative hazards for the consecutive events.
It clearly suggests that the risk of a new event does not remain constant; on the
contrary, it shows that the risk of an event depends on previous events.

Table 5: Parameter estimates for the conditional PWP model formulation.

Effect Parameter
estimate

Model based
S.E.

Robust
S.E.

p-value

GROUP −0.3720 0.1809 0.1843 0.044

AGE 0.0028 0.0073 0.0061 0.640

LVEF −0.0412 0.0121 0.0129 0.001
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Figure 4: Cumulative hazard for consecutive events.

There is a pre-specified order in the events in HF-patients. A model that
encompasses this feature is the PWP model. This model was fitted to incorporate
the use of time-depending strata, which means that the underlying hazard function
may vary from event to event. The dataset needed to fit a PWP model is the same
one used for the AG model, the only difference being that it includes an extra
variable, the number of the event (column: EventNumber in Table 3), which is
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used for stratification. Table 5 shows the parameter estimates for the conditional
PWP model formulation.

The following R code could be used to fit the AG and PWP models.

> library(survival)

# AG model #

> coxph(Surv(time1, time2, status) ∼ factor(group) + age + lvef

+ cluster(id) , data=data1)

# PWP model #

> coxph(Surv(time1, time2, status) ∼ factor(group) + age + lvef

+ cluster(id) + strata(EventNumber), data=data1)

3.3. Multi-state models

Two of the characteristics of the HF-dataset are captured by the conditional
PWP model presented above, which is able to detect a significant difference be-
tween the two treatment groups after controlling for AGE and LVEF (Table 5).
First, a patient is not at risk for the kth event until he/she has experienced event
k − 1st. Second, the underlying hazard function may vary from event to event.
Unfortunately, the conditional PWP model does not capture the distinction be-
tween the two types of events. A very important feature is that Hospitalization
and Death, in practice (clinically), cannot be considered equal due to their nature
and severity.

The maximum number of hospitalizations for a patient in the HF-dataset is 3.
Follow-up after the third hospitalization stops either due to Death or Censoring.
Other patients have one or two hospitalizations and afterwards die. A multi-state
model where patients transit from one state to another, was proposed to include re-
hospitalization and to distinguish the event Death from the event Hospitalization.

Entry

Death 

 Hospitalizations  

1    ����    2   ����  3 

Figure 5: Schematic for the full multi-state model.

The multi-state model displayed in Figure 5 does not fit neatly into any of the
marginal models described above. The first event can be either Death or Hospi-
talization (competing risks), a patient is not at risk for a second Hospitalization
until he/she experiences Hospitalization as a first event (ordered events), and the
underlying risk for the transition from first Hospitalization to Death cannot be as-
sumed to be the same for the transition from the first Hospitalization to a second
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Hospitalization. A similar argument holds for the different risks for patients with
two or three hospitalizations. In the computer model of the data, there will be
seven possible strata-one for each possible transition (Table 6).

Table 6: Strata for the full multi-state model.

Transition Stratum Representation

1 Entry - Hospitalization1 E→H1

2 Hospitalization1 - Hospitalization2 H1→H2

3 Hospitalization2 - Hospitalization3 H2→H3

4 Entry - Death E→D

5 Hospitalization1 - Death H1→D

6 Hospitalization2 - Death H2→D

7 Hospitalization3 - Death H3→D

In setting up the dataset for the multi-state model one must consider the pos-
sible transitions that a patient could have at a particular state. For example, the
patient with ID=26 has no events, only a censoring at time 1.454 years. This pa-
tient has two possible transitions, that is, from Entry to Hospitalization1 (E→H1),
or from Entry to Death (E→D); the status in both cases is censoring (0). For the
patient with ID=27 the first event is Hospitalization at 0.621 years after entry,
his second event is another Hospitalization at time 0.644 years, and finally the
patient presents the event Death at 0.672 years after entry. The dataset structure
for these two patients is presented in Table 7.

Table 7: Dataset for the full multi-state model.

ID TIME1 TIME2 TRANSITION STATUS GROUP AGE LVEF

26 0 1.4543 E→ H1 0 1 73 25

26 0 1.4543 E→D 0 1 73 25

27 0 0.6215 E→H1 1 2 50 20

27 0 0.6215 E→D 0 2 50 20

27 0.6215 0.6439 H1→H2 1 2 50 20

27 0.6215 0.6439 H1→D 0 2 50 20

27 0.6439 0.6720 H2→H3 0 2 50 20

27 0.6439 0.6720 H2→D 1 2 50 20

Note that after the first event (Hospitalization1), the patient with ID=27 has
two possible transitions: from Hospitalization1 to Hospitalization2 (H1→H2), or
from Hospitalization1 to Death (H1→D). Once the second event is Hospitaliza-
tion2, the patient is no longer at risk to present transition (H1→D), therefore, the
status for this transition is a censoring (0). The same mechanism is applied to the
final event.

Table 8 shows parameter estimates for the multi-state model. Due to the
assumption of unequal risk for the different transitions, the analysis is stratified
by transition.

This multi-state model fully describes the characteristics of the multiple events
of the HF-dataset, and is able to detect a significant difference between the two
treatment groups after controlling for AGE and LVEF. Subjects in treatment group
2 have a “rate” of state change that is approximately 67% of the rate of those in
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Table 8: Parameter estimates for the full multi-state model.

Effect Parameter Model based Robust p-value

estimate S.E. S.E.

GROUP −0.3880 0.1815 0.1858 0.037

AGE 0.0036 0.0074 0.0061 0.550

LVEF −0.0414 0.0122 0.0130 0.001

treatment group 1. The assumption for proportional hazards is not rejected (p-
value=0.2308). As proposed by Grambsch & Therneau (1994), this proportional
hazards test can be seen as a test for assessing the correlation of a scatter plot of
the scaled Schoenfeld residuals versus a function of time. This test is implemented
and available in R.

The following R code could be used to fit the multi-state model and test for
proportional hazards.

> library(survival)

> fit1 <- coxph(Surv(time1, time2, status) ∼ factor(group) + age

+ lvef + cluster(id) + strata(transition) , data=multistate)

> print(cox.zph(fit1))

We can also explore whether treatment affects some transitions more than
others by looking at the GROUP by TRANSITION interaction in Table 9. The
group effect is strongest with respect to transitions after the first hospitalization
(group effect in the H3→D transition is not estimated due to lack of cases in the
data). The group by transition interaction is certainly interesting and has to be
rigorously proven in order to make conclusions.

Table 9: GROUP by TRANSITION interaction in the full multi-state model.

Effect Parameter Exp of parameter

estimate estimate

GROUP,E→H1 −0.11310 0.893

GROUP,E→D −0.18208 0.834

GROUP,H1→H2 −1.03639 0.355

GROUP,H1→D −0.06922 0.933

GROUP,H2→H3 −1.51823 0.219

GROUP,H2→D −1.03254 0.356

A simplification of the multi-state model for the HF-dataset is done by assum-
ing the baseline hazards of the H1→H2 and H2→H3 transitions to be proportional,
i.e. to have only one Hospitalization state that can be visited more than once.
More generally, we may assume a simplification of the multi-state model as shown
in Figure 6. Furthermore, this simplification is assuming that baseline hazards for
transitions H1→D, H2→D and H3→D are proportional.

To assess whether the assumption of proportional hazards for the transitions
is reasonably fulfilled, we explore the estimated cumulative baseline hazards for
the multi-state model described in Figure 5. The cumulative baseline hazards for
transitions H1→D, H2→D and H3→D are shown in Figure 7.
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Figure 6: Schematic for the simplified multi-state model.
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Figure 7: Cumulative baseline hazard for transitions H1→D, H2→D and H3→D in the
full multi-state model.

The graphical exploration indicates that the baseline hazards are not propor-
tional. This can be checked more rigorously by testing the significance of an
interaction between time, and an indicator distinguishing between the three tran-
sitions; although this should be considered with caution due to the small sample
size. For this case the interaction was significant (p-value <0.01), supporting the
graphical check of disproportionate hazards.

The lack of proportionality between the specific transitions suggests not simpli-
fying the multi-state model. The preferred model for the analysis of the HF-dataset
is the full multi-state model fitted in Table 8.

4. Conclusion and discussion

Survival analysis has been a common and well-accepted strategy to study treat-
ment effect in a population of patients. During the last few years, there has been an
increasing interest in assessing therapy effect not only by using time to Death, but
also time to surrogate events; a good example of which is time to hospitalizations.
The combined endpoint of time to Death and time to disease-related Hospitaliza-
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tions is often analyzed with a time-to-first-event analysis, which has the drawback
of waste of information and indistinct handling of two clinically different events.

The analysis of multiple events per subject cannot be approached by a stan-
dard Cox model, where the assumption of independence of observations is not
valid. In order to account for intra-subject correlation, we have presented the use
of marginal and multi-state models using a counting process approach for the joint
analysis of survival and time to disease-related Hospitalizations. The character-
istics and limitations of the WLW, AG, and PWP models have been illustrated
in the modelling of time to HF-related Hospitalizations and Death. All of these
models allow for population average estimates of treatment effect and are easily
approached using standard statistical software such as SAS, R, and S-Plus. The
AG model assumes that all events are identical and can be revisited, and the WLW
model only accommodates unordered competing risk. Both models make strong
assumptions that are not suitable in the analysis of HF-related Hospitalizations
and Death. The PWP model accounts for pre-specified order in the events and
competing risks, but has the drawback of assuming Hospitalization and Death
as the same type of events, which, given their nature and severity, is clinically
unacceptable.

The most appropriate model should be chosen based on the nature of the data.
For the HF-dataset we recommend a multi-state model as it allows the incorpora-
tion of important features in the analysis of HF-related hospitalizations and death,
such as multiple ordered events per subject, event history data, accommodation of
competing risks, and the distinction between two different clinical events: death
and hospitalization. The proposed simple and flexible multi-state model extends
relevant characteristics of the WLW, AG, and PWP models, while capturing im-
portant features of time to disease-related Hospitalizations and Death in the HF-
dataset, and allows for a more precise understanding of the disease-control process
in this particular group of patients.
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Abstract

This paper presents a frequentist comparison of the performance of con-

fidence and credibility intervals for the difference of two proportions from

two independent samples. The comparison is carried out considering three

frequentist criteria. It was found that the intervals with the best perfor-

mance, in terms of coverage probability, are Bayesians; in terms of expected

length and variance of the length, the Newcombe interval shows the best

performance. As a final remark, it was found that traditional intervals such

as the Wald and adjusted Wald have a poor performance.

Key words: Confidence intervals, Credibility intervals, Difference of two

proportions..

Resumen

Este artículo presenta una comparación del comportamiento de interva-

los de confianza frecuentistas y de credibilidad bayesianos para la diferencia

de dos proporciones provenientes de muestras aleatorias independientes. La

comparación se lleva cabo considerando tres criterios frecuentistas con los

cuales se concluyó que el mejor comportamiento, en términos de la proba-

bilidad de cobertura, lo tienen los intervalos bayesianos, y en términos de la

longitud esperada y varianza de la longitud el mejor comportamiento está

dado por el intervalo frecuentista de Newcombe. Como resultado de esta in-

vestigación se encontró que los intervalos frecuentistas más populares como

Wald y Wald ajustado tienen un comportamiento deficiente.
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1. Background

A common problem in practical statistics is estimatig the difference of two
proportions by means of interval estimation. This topic is especially important
in clinical trials where it is necessary to investigate cure rates of two drugs or
treatments. The theoretical background of this research is as follows: suppose
that X1, . . . , Xn1

and Y1, . . . , Yn2
are two independent samples such that Xi ∼

Bernoulli(p1) and Yj ∼ Bernoulli(p2), with i = 1, . . . , n1 and j = 1, . . . , n2.
It is necessary to construct a confidence interval or a credibility interval for the
difference of the proportions p1 − p2.

The most popular method for estimating p1−p2 by means of frequentist confi-
dence interval is the Wald interval, which is presented in most introductory statis-
tics textbooks in spite of its poor performance. Many modifications have been
made to the Wald interval in order to improve it. One of them is the adjusted
Wald interval obtained by widening the Wald interval to increase the coverage
probability. This improvement is especially meaningful when the sample sizes are
small. Another important interval is the score interval (Wilson 1927), obtained
by inverting the score test statistics. This interval was first obtained for one
proportion, and thereafter was to be extended to deal with the difference of two
proportions. However, in that case, the interval lacks a closed form (Pan 2002)
and must be computed by numerical approximations. Agresti & Caffo (2000)
analyzed the score interval, and derived the Adding-4 method: add 2 successes
and 2 failures to sample observation. A considerable number of authors agree
that Agresti and Caffo method has a very good performance (Pan 2002, Correa &
Sierra 2003, Agresti et al. 2008). Another interval obtained by modifying the score
method is the Newcombe interval (Newcombe 1998a, 1998b), and it seems to have
a similar performance to the Agresti and Caffo interval (Correa & Sierra 2003).

In the Bayesian approach, Pham-Gia & Turkkan (1993) used the hypergeo-
metric Appell function and derived the posterior distribution of p1−p2 when beta
priors are used for each proportion. Given the exact posterior distribution, an
exact Bayesian credibility interval for p1 − p2 can be found. However the compu-
tational procedures are somewhat tedious, therefore new computational methods
such as the Markov Chain Monte Carlo (MCMC), can be used to make it easier
to evaluate posterior distributions for p1 − p2, as Agresti & Min (2005) argued.

In the literature, many comparisons between confidence intervals have been
done (Newcombe 1998a, Newcombe 1998b, Agresti & Caffo 2000, Pan 2002, Correa
& Sierra 2003). The aim of this research is to take into account Bayesian credibility
intervals jointly with frequentist confidence intervals. After a brief introduction,
Section 2 presents some frequentist and Bayesian intervals for p1 −p2. Traditional
confidence intervals such as the Wald and adjusted Wald are considered, as well
as Bayesian credibility intervals with two noninformative priors. Section 3 deals
with the comparison criteria for the considered intervals: the coverage probability,
the expected length, and the variance of the length are used in order to evaluate
the performance of the intervals. Section 4 presents results for the performance
of the intervals with varying sample sizes, varying values of a single proportion
and, finally, the difference of the two proportions. Other scenarios were analyzed,
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but all of them yield similar conclusions. Section 5 provides a survey of other
intervals and their performance, and finally Section 6 gives some conclusions and
recommendations.

2. Some intervals

In this section we introduce some confidence and credibility intervals that are
considered and lead the research through out this paper. We denote p̂1 as the

maximum likelihood estimator of p1 defined as
∑n1

i=1

Xi

n1
and analogously for p̂2.

2.1. Frequentist intervals

The Wald interval is based on the normal approximation to the distribution of
p̂1 − p̂2, when the sample sizes are large, by considering that

E(p̂1 − p̂2) = p1 − p2

V ar(p̂1 − p̂2) =
p1(1 − p1)

n1
+
p2(1 − p2)

n2

By the the central limit theorem a (1 − α)100% interval for p1 − p2 is clearly
defined by (Llow, Lupp), where

Llow = p̂1 − p̂2 − z1−α/2

√
p̂1(1 − p̂1)

n1
+
p̂2(1 − p̂2)

n2
(1)

and

Lupp = p̂1 − p̂2 + z1−α/2

√
p̂1(1 − p̂1)

n1
+
p̂2(1 − p̂2)

n2
(2)

The computation of this interval is very simple, and it is presented in most of
the statistical inference textbooks. Despite the fact of its popularity, many authors
have shown that the performance of this interval is quite poor (Ghosh 1979, Vollset
1993, Newcombe 1998a, Newcombe 1998b). Moreover, when the sample sizes are
large, the Wald interval still performs poorly (Brown et al. 2001).

Considering that the Wald interval uses a continuous distribution to approx-
imate a discrete distribution, an alternative to for improving the performance of
the Wald interval is to incorporate the continuity correction factor by adding a
constant term to both the lower and upper limits. The resulting limits of the
adjusted Wald interval are:

Llow = p̂1 − p̂2 − z1−α/2

√
p̂1(1 − p̂1)

n1
+
p̂2(1 − p̂2)

n2
−
n1 + n2

2n1n2
(3)
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and

Lupp = p̂1 − p̂2 + z1−α/2

√
p̂1(1 − p̂1)

n1
+
p̂2(1 − p̂2)

n2
+
n1 + n2

2n1n2
(4)

The adjusted Wald interval, by definition, has a wider length than the Wald
interval. This leads to an increasing the coverage probability, but at the same
time, widening the interval leads to a loss of precision.

Agresti & Caffo (2000) proposed to combine the Wald interval and the score
interval, due to Wilson (1927), by adding pseudo observations in order to increase
the coverage probability. They found that the optimum number of pseudo obser-
vations to add is four: two successes and two failures, and they showed that the
performance of the resulting Agresti-Caffo interval is surprisingly high even for
small sample sizes. The limits of Agresti-Caffo interval are:

Llow = p̃1 − p̃2 − z1−α/2
√
V (p̃1, ñ1) + V (p̃2, ñ2) (5)

and

Lupp = p̃1 − p̃2 + z1−α/2
√
V (p̃1, ñ1) + V (p̃2, ñ2) (6)

with

V (p̃i, ñi) =
1

ñi

[
p̃i − p̃i

ni
ñi

+
1

2ñi

]

where ñi = ni + 2 for i = 1, 2, p̃1 =
Pn1

j=1
Xj+1

en1

and p̃2 =
Pn2

j=1
Yj+1

en2

.

Another confidence interval obtained by combining the Wald and the score
interval is the Newcombe interval. To compute this interval, the following equation
for each pi should first be solved

|p̂i − pi| = z1−α/2

√
pi(1 − pi)

ni

Let’s denote the solutions by li and ui with li < ui, i = 1, 2. The limits of the
Newcombe interval are

Llow = p̂1 − p̂2 − z1−α/2

√
l1(1 − l1)

n1
+
u2(1 − u2)

n2
(7)

and

Lupp = p̂1 − p̂2 + z1−α/2

√
u1(1 − u1)

n1
+
l2(1 − l2)

n2
(8)

Newcombe found that this interval has good coverage and average length proper-
ties.
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2.2. Bayesian intervals

Bayesian inference is the process of fitting a probability model to a set of data
and summarizing the result by a probability distribution on the parameters of
the model and on unobserved quantities, such as predictions for new observations
(Gelman et al. 2004). This process can be carried out by using Markov Chain
Monte Carlo methods that simulate values from the posterior distribution of the
parameter of interest1. Thus, we appeal to the Gibbs sampling algorithm to sim-
ulate values from the posterior distribution.

In order to implement a Gibbs sampling algorithm for the problem of finding
a credibility interval for p1 − p2, we chose the prior distributions of p1 and p2

to be Beta(a1, b1) and Beta(a2, b2), respectively. Once the samples are drawn,
the observed information is given by x1, . . . , xn1

and y1, . . . , yn2
or equivalently by

Sx =
∑n1

j=1 xj and Sy =
∑n2

j=1 yj . The posterior marginal distributions of p1 and
p2 are obtained by Bayes theorem and are given by Beta(a1 +Sx, b1+n1−Sx) and
Beta(a2 + Sy, b2 + n2 − Sy), respectively (Gelman et al. 2004, p. 34). Since the
samples come from two independent populations, the posterior joint distribution
of (p1, p2) is a product of its marginal distributions and, for this reason, one can
get samples from the posterior distribution of p1 − p2 by simulating N values

from the posterior distribution of p1 and p2, say p
(1)
1 , . . . , p

(N)
1 and p

(1)
2 , . . . , p

(N)
2 ,

respectively. Then, by computing p
(1)
1 − p

(1)
2 , . . . , p

(N)
1 − p

(N)
2 , we obtain simulated

values from the posterior distribution of p1−p2. Note that the algorithm presented
here generates independent samples from the posterior, so it is fair to name it as
just a Monte Carlo algorithm, rather than a Markov Chain Monte Carlo algorithm.

After that, it is possible to compute the credibility interval2 of 100× (1−α)%
for p1 − p2 using the percentiles of the values simulated that induce the shortest
credible intervals. In this research, we consider two noninformative priors for p1

and p2: Beta(1, 1) and Beta(0.5, 0.5) priors. Beta(1, 1) corresponds to the uniform
distribution, which provides the same weight along all values in the range (0, 1)
for each pi with i = 1, 2. When both priors of p1 and p2 are uniform priors,
the prior distribution for the difference p1 − p2 is a triangular distribution with
vertices (−1, 0), (1, 0) and (0, 1). That is to say the prior distribution provides
greater weight to values of p1 − p2 close to 0, and small weights to values close to
the extremes −1 and 1.

The Beta(0.5, 0.5) is known as the Jeffreys prior, which, according to Carlin &
Louis (1998, p. 51), is noninformative in a transformation-invariate sense. How-
ever, it provides extra weight to extreme values of pi, that is, values close to 0 and
1. When both priors of p1 and p2 are the Jeffreys prior, the prior distribution of
p1 − p2 is symmetric at the value 0 where it is not defined, increasing for values

1In the case of estimating the difference of two proportions, the exact posterior distribution
of p1−p2 is given by Pham-Gia & Turkkan (1993). However, this exact distribution is somewhat
complicated and computationally expensive to obtain.

2There are many ways to construct a Bayesian credible interval from the posterior distribution.
A naive way to construct it is by using the upper and lower α/2 quantiles. However, as the
intervals are to be judged by expected length and its variance, it would make more sense to use
the highest posterior density intervals which are, by definition, the shortest credible intervals
with the given coverage (Carlin & Louis 1998, p. 43).
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in (0, 1) and decreasing for values in (−1, 0). The explicit density function of the
priori distribution of p1 − p2 when both priors of p1 and p2 are beta is studied in
Pham-Gia & Turkkan (1993).

3. Comparison criteria

In this section, we establish some criteria in order to measure the performance
of the intervals in a frequentist sense. A good confidence or credibility interval
should have the true coverage probability close to or larger than the nominal
value. Of course, in most cases, a way to increase the coverage probability is by
widening the interval, obtaining intervals with little precision. The comparison of
different methods for obtaining confidence intervals for one parameter must take
into account their lengths. To accomplish this, mean and variance of those lengths
are analyzed in this paper. In conclusion, we use the following criteria:

1. The true coverage probability defined by:

CP = E(I(X,Y, p1, p2)) (9)

where X and Y denote the number of successes in n1 and n2 trails, respec-
tively. I(x, y, p1, p2) defines an indicator function that is equal to one if the
interval contains p1 − p2 when X = x and Y = y, and equal to zero if the
interval does not contain p1 − p2. The coverage probability is given by:

CP =

n1∑

x=0

n2∑

y=0

I(x, y, p1, p2)

(
n1

x

)
px1(1 − p1)

n1−x

(
n2

y

)
py2(1 − p2)

n2−y (10)

2. The expected length defined by:

l = E(U(X,Y ) − L(X,Y )) (11)

where U(X,Y ) and L(X,Y ) are the upper and lower limit of the confidence
or credibility interval for p1−p2. Note that they are functions of the variables
X and Y . The expected length is given by:

l =

n1∑

x=0

n2∑

y=0

(U(x, y)−L(x, y))

(
n1

x

)
px1(1−p1)

n1−x

(
n2

y

)
py2(1−p2)

n2−y (12)

3. Analogously, we define the variance of length by:

V = V ar(U(X,Y ) − L(X,Y )) (13)
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and it is easy to show that

V =

n1∑

x=0

n2∑

y=0

(U(x, y) − L(x, y))2
(
n1

x

)
px1(1 − p1)

n1−x

(
n2

y

)
py2(1 − p2)

n2−y

−

(
n1∑

x=0

n2∑

y=0

(U(x, y) − L(x, y))

(
n1

x

)
px1(1 − p1)

n1−x

(
n2

y

)
py2(1 − p2)

n2−y

)2

(14)

Notice that these criteria are frequentist, in the sense that in (10), (12) and
(14), the proportions p1 and p2 are assumed to be fixed values, rather than random
variables.

4. Comparison among intervals

In this section, we compare several confidence and Bayesian credibility intervals
with respect to coverage probability and mean and variance of their lengths. For
confidence intervals (Wald, adjusted Wald, Agresti-Caffo and Newcombe), those
values were exactly computed for several combinations of p1, p2 and different
sample sizes. For Bayesian intervals, the computation was done by means of the
simulation of samples of the posterior distributions of p1 and p2. These distribu-
tions were obtained through the Markov Chain approach, and prior distributions
used for p1 and p2 were the same: Beta(1, 1) and Beta(0.5, 0.5). In subsection 4.1,
the true coverage probability of 0.95 confidence level or credibility level of intervals
are obtained for p2 = 0.5, p1 ∈ (0, 1) and nj ∈ {10, 50, 100}, with j = 1, 2, for the
two priors described above. Subsequently, the mean and variance of the intervals
were computed. Subsection 4.2 shows the same kind of study, with the same cho-
sen values as in 4.1, except that n2 is fixed at n2 = 30. In 4.3, n1 ∈ {1, 2, . . . , 500},
n2 = 30 and (p1 − p2) ∈ {0, 0.1, 0.5, 0.8}.

4.1. Performance of intervals by varying sample sizes

We compare the performance of the confidence and credibility intervals for
different sample sizes n1 and n2. First, we calculate the true confidence level
for the confidence intervals as a function of p1. The value p2 is fixed as 0.5, the
samples sizes of X and Y are assumed to be the same, and we consider the values
n1 = n2 = 10, 50, 100. The resulting coverage probabilities for the Wald and
adjusted Wald intervals are presented in Figure 1. It is seen that the coverage
probability of the adjusted Wald interval is always larger than the Wald interval;
this fact is intuitive since the adjusted Wald interval is obtained by widening the
Wald interval. Additionally, the coverage probability is not affected by the different
values of p1. Also, the poor performance of the Wald interval is noted, especially
in small samples.

On the other hand, the coverage probabilities of the Agresti-Caffo and New-
combe intervals are presented in Figure 2. It can be seen that both intervals have
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Figure 1: True coverage probability of the Wald and Adjusted Wald intervals varying

p1 with n1 = n2 = 10, 50, 100 with a nominal coverage probability of 0.95

coverage probability quite close to the nominal coverage 0.95, a desirable property
that the Wald and adjusted Wald do not have. Although the adjusted Wald in-
terval has coverage probability larger than 0.95, we will see later that its length is
the largest. Also, the coverage probability of the Newcombe interval is sean to be
affected by different values of p1, especially when the samples are small.

The coverage probability for Bayesian intervals is presented in Figure 3, where
it is seen that the performance of these two intervals are similar, and are quite
good in the sense that the coverage probability is stable with respect to p1, and
is close to the nominal 0.95 even when the samples are small. So we can conclude
that, in terms of true coverage probability, the Bayesian intervals are better than
the frequentist intervals, without ignoring the notable performance of the Agresti-
Caffo and Newcombe intervals. As a final remark, the true coverage probabilities
of all the intervals considered become more stable with respect to p1 as the sample
sizes increases.

We now compare the intervals in terms of the expected length. The expected
lengths of the considered intervals with different sample sizes are presented in
Figure 4. It is be seen that the interval with largest length is the adjusted Wald
interval. This shows that the high coverage probability is due to the length of the
interval, but is not due to its good performance. The shape of the curve for the
Wald interval is similar to the adjusted Wald; this is intuitive since the adjusted
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Figure 2: True coverage probability of the Agresti-Caffo and Newcombe intervals vary-

ing p1 with n1 = n2 = 10, 50, 100 with a nominal coverage probability of

0.95

Wald interval is obtained by subtracting and adding a constant to the lower and
upper limit of the Wald interval, respectively. As a result then, the following
relationship between the lengths of these intervals remains:

lA.Wald = lWald +
n1 + n2

n1n2
(15)

The Agresti-Caffo and Newcombe intervals have a more stable expected length
with respect to p1 than the Wald and adjusted Wald intervals. The improvement
is noted especially in small samples. In samples with n1 = n2 = 50, 100, the
length of the Agresti-Caffo and Newcombe intervals are smaller than the Wald
and adjusted Wald intervals.

The expected lengths of the Bayesian intervals are also presented also in Figure
4, where it is seen that the performance of the intervals with the uniform and
Jeffreys prior are similar. However, their expected lengths are larger than the
Agresti-Caffo and Newcombe intervals when n1 = n2 = 100; when n1 = n2 =
50, the lengths are similar; when n1 = n2 = 10, the Bayesian intervals show a
similar performance to the Newcombe interval while the Agresti-Caffo interval has
a slightly larger expected length. In conclusion, the Newcombe interval has the
smallest expected length in all sample sizes.
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Figure 3: True coverage probability of the Bayesian intervals varying p1 with n1 =

n2 = 10, 50, 100 with a nominal coverage probability of 0.95

Finally, we compare the intervals in terms of variance of the length. No-
tice that the variance of the length of the adjusted Wald interval is equal to the
Wald interval. Recalling (15) and using the property of variance, we have that
V ar(lA.Wald) = V ar(lWald). So in the figures related of the variance of the length,
we only plot the variance of length for the Wald interval.

The variances of length for Wald/adjusted Wald, Agresti-Caffo and Newcombe
intervals are presented in Figure 5. It is seen that the Newcombe interval has the
smallest variance, although very close to the variance of the Agresti-Caffo interval.
The huge variance of the Wald and adjusted Wald intervals in small samples is
also seen. On the other hand, the variances of the Bayesian intervals are presented
in Figure 6, and, the performance of the intervals with the uniform prior and the
Jeffreys prior are similar. However, their variance is larger than both the Agresti-
Caffo and Newcombe intervals.

In conclusion, in terms of true coverage probability, the best intervals are the
Bayesian; in terms of the expected length, the best interval is the Newcombe
interval, as well as in terms of variance of the length.
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Figure 4: Expected length of confidence and Bayesian intervals varying p1 with n1 =

n2 = 10, 50, 100.

4.2. Performance of intervals varying values of p1

In this section, we compare the performance of the intervals when different
values of p1 are considered.

First, we compute the true coverage probability as a function of n1, the value
of n2 is fixed to be 30, the value of p2 is 0.5, and we consider the values p1 =
0.01, 0.1, 0.3, 0.5. The true coverage probability for the Wald and adjusted Wald
intervals are presented in Figure 7. It is seen that, as in the previous section,
the coverage probability of the adjusted Wald interval is always larger than the
Wald interval. Additionally for the adjusted Wald interval, as the sample size
n1 increases, the coverage probability becomes more stable, while for the Wald
interval, the increasing sample size does not improve the coverage probability
when p1 = 0.01, 0.1, 0.3.

In Figure 8, the coverage probabilities of the Agresti-Caffo and Newcombe
intervals are presented. We see that the performance of the Newcombe interval is
better than Agresti-Caffo interval as its coverage probability is more stable; when
p = 0.01, 0.1, 0.3, it is always larger than the nominal 0.95, and when p1 = 0.5, i
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Figure 5: Variance of the length of the confidence intervals varying p1 with n1 = n2 =

10, 50, 100.
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Figure 6: Variance of the length of the Bayesian intervals varying p1 and n1 = n2 =

10, 50, 100.

tis very close to 0.95. Although the adjusted Wald interval has a larger coverage
probability than the Newcombe interval, we will see later that this interval also
has a larger expected length.

The results for the Bayesian intervals are those presented in Figure 9, where
it is seen that for both intervals, the coverage probability is close to the nominal
probability 0.95, and is not affected by different values of p1; however, it is smaller
than the adjusted Wald and Newcombe interval. In conclusion, the best intervals
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Figure 7: True coverage probability of the Wald and Adjusted Wald intervals varying

n1 and p1 with a nominal coverage probability of 0.95.

in terms of the true coverage probability, are the adjusted Wald and Newcombe
intervals.

We compare the intervals in terms of the expected length for different values
of p1. In Figure 10, the expected lengths of the Wald and adjusted Wald intervals
are presented. Note that, as in the previous section, the expected length of the
adjusted Wald interval is always larger. Thus we do not recommend this interval
in spite of its large coverage probability. It is also noted that the lengths get
smaller as the value of p1 decreases and n1 increases. The expected lengths of
theAgresti-Caffo and Newcombe intervals are presented in Figure 11. It can be
seen that their performance are very similar, although the length of the Newcombe
interval is slightly smaller. In addition it is seen that their lengths are similar to
the length of the Wald interval.

In Figure 12, the expected lengths of the Bayesian intervals are presented.
It is seen that their performances are almost the same as the Agresti-Caffo and
Newcombe intervals. In conclusion, except for the adjusted Wald interval, the
performance of the other intervals in terms of the expected length is very similar.

We also compare the intervals considering the variance of the length. The
performance of Wald and adjusted Wald intervals is presented in Figure 13. It is
seen that for large sample sizes, the variance is almost zero. The variance of the
Agresti-Caffo and Newcombe intervals is presented in Figure 14, where it is seen
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Figure 8: True coverage probability of the Agresti-Caffo and Newcombe intervals vary-

ing n1 and p1 with a nominal coverage probability of 0.95.

that when the sample size n1 is small, the Newcombe interval always has a smaller
variance than the Agresti-Caffo interval; while the difference is negligible when n1

is large. At any rate, the variance of the Agresti-Caffo and Newcombe intervals is
smaller than the Wald and adjusted Wald intervals.

In Figure 15, the variances for the Bayesian intervals are presented. Notice that
there is no significant difference between the uniform and Jeffreys prior. However,
their variances are smaller than the Wald and adjusted Wald intervals and larger
than the Agresti-Caffo and Newcombe intervals. In conclusion, the interval with
the smallest variance in length is the Newcombe interval.

4.3. Performance of intervals by varying values of p1 - p2

Since the parameter of interest is the difference between the proportions p =
p1−p2, it is natural to check the performance of the intervals when this parameter
changes. Therefore, we calculate the true coverage probability of the intervals in
the case that p1 − p2=0,0.1,0.5,0.8, the value of n2 is fixed to be 30, and n1 takes
values 1, 2, . . . , 500.

The performance of the Wald and adjusted Wald intervals are presented in
Figure 16, where we see that when the difference between p1 and p2 is large,
the coverage probability of the Wald interval is really small. Further more, in
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Figure 9: True coverage probability of the Bayesian intervals varying n1 and p1 with a

nominal coverage probability of 0.95.

previous sections, the adjusted Wald always has larger coverage probability than
the nominal 0.95, but in the case that p1 − p2 = 0.8, its coverage probability
decreases considerably.

The coverage probabilities of the Agresti-Caffo and Newcombe intervals are
presented in Figure 17, where we note that, contrary to the Wald and adjusted
Wald intervals, the Agresti-Caffo and Newcombe intervals have larger coverage
probability when p1 − p2 takes larger values. Regarding the Bayesian intervals,
whose coverage probabilities are presented in Figure 18, we note that their perfor-
mance is not affected by the values of p1 − p2, and that this is an advantage over
the confidence intervals.

5. Other intervals

There are many other confidence intervals in statistical literature. Some of
them will be briefly presented. Pan (2002) modified the Agresti-Caffo interval
using the t distribution instead of the normal distribution to take of the uncertainty
in estimating the variance of the observed pseudo proportion into account. It was
found that in some situations the proposed method can have a higher coverage
probability than the Agresti-Caffo interval. However, the price payed for the Pan
interval is the resulting wider length of the intervals. The limits of this interval
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Figure 10: Expected length of the Wald and adjusted Wald intervals varying n1 and

p1.

are:

Llow = p̃1 − p̃2 − td,1−α/2
√
V (p̃1, ñ1) + V (p̃2 + ñ2) (16)

and

Lupp = p̂1 − p̂2 + td,1−α/2
√
V (p̃1, ñ1) + V (p̃2 + ñ2) (17)

where

d ≈
2[V (p̃1, ñ1) + V (p̃2 + ñ2)]

Ω(p̃1, ñ1) + Ω(p̃2 + ñ2)

and

Ω(p̃i, ñi) =
p̃i − p̃2

i

ñ3
i

+ p̃i + (6ñi − 7)p̃2
i + 4(ñi − 1)(ñi − 3)p̃2

i−

2(ñi − 1)
(2ñi − 3)p̃3

i

ñ5
i

−
2p̃i + (2p̃i − 3)p̃2

i − 2(ñi − 1)p̃3
i

ñ4
i

where p̃i and ñi are similarly defined as in the Agresti-Caffo interval for i = 1, 2.
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Figure 11: Expected length of the Agresti-Caffo and Newcombe intervals varying n1

and p1.

Miettinen & Nurminen (1985) proposed an asymptotic method based on the
score test statistic, where the following system is considered:

H0 : p1 − p2 = p∗ versus H1 : p1 − p2 6= p∗

the score test statistic for testing this system is given by

S =
p̂1 − p̂2 − p∗√

p̃1(1 − p̃1)/n1 + p̃2(1 − p̃2)/n2

(18)

where p̃1 and p̃2 are the maximum likelihood estimates of p1 and p2, respectively,
under the restriction that p1 − p2 = p∗. The limits of the score interval Llow and
Lupp are defined to satisfy:

1 − Φ

(
p̂1 − p̂2 − Llow√

p̃1(1 − p̃1)/n1 + p̃2(1 − p̃2)/n2

)
= Φ

(
p̂1 − p̂2 − Lupp√

p̃1(1 − p̃1)/n1 + p̃2(1 − p̃2)/n2

)

=
α

2
(19)

and the solution of Llow and Lupp must be found using numerical methods.

In addition, there is the Clopper-Pearson interval, which is strongly associated
with the Clopper-Pearson test. However, many authors have criticized this inter-
val for being too conservative in its coverage probability (Vos & Hudson 2008).
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Figure 12: Expected length of the Bayesian intervals varying n1 and p1.

Another well-known interval is the Blaker interval. This interval has a smaller
length than the Clopper-Pearson interval, i.e. it is always contained within the
Clopper-Pearson intervals (Blaker 2000).

As we mentioned in Section 2, the exact Bayesian interval for p1 − p2 can
be obtained using the exact posterior distribution. Pham-Gia & Turkkan (1993)
established that when the prior distribution for pi is Beta(ai, bi) for i = 1, 2, the
posterior distribution for p = p1 − p2 is given by

p(p | x,y) =






1

k
B(α2, β1)p

β1+β2−1(1 − p)α2+β1−1

F1(β1, α1 + β1 + α2 + β2 − 2, 1 − α1, β1 + α2, 1 − p1 − p2)

for 0 < p ≤ 1

1

k
B(α1 + α2 − 1, β1 + β2 − 1) for p = 0

1

k
B(α1, β2)(−p)

β1+β2−1(1 + p)α1+β2−1

F1(β2, 1 − α1, α1 + β1 + α2 + β2 − 2, β2 + α1, 1 − p2, 1 + p)

for − 1 ≤ p < 0

(20)

Revista Colombiana de Estadística 33 (2010) 63–88



Confidence and Credibility Intervals for the Difference of Two Proportions 81

0 100 200 300 400 500

0.
00

0
0.

01
0

0.
02

0
0.

03
0

p1=0.01

n1

0 100 200 300 400 500

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

p1=0.1

n1

0 100 200 300 400 500

0.
00

0.
10

0.
20

0.
30

p1=0.3

n1

0 100 200 300 400 500

0.
00

0.
10

0.
20

0.
30

p1=0.5

n1

Figure 13: Variance of the length of the Wald and Adjusted Wald intervals varying n1

and p1.

where x = (X1, . . . , Xn1
) and y = (Y1, . . . , Yn2

).

k = B(a1, b1)B(a2, b2), with B(a, b) the beta function evaluated in a y b, that
is,

B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1(1 − t)b−1dt (21)

And F1(ϕ, η1, η2, ψ, w1, w2) is the fourth hypergeometric Appell’s function, given
by

Γ(ψ)

Γ(ϕ)Γ(ψ − ϕ)

∫ 1

0

uϕ−1(1 − u)ψ−ϕ−1(1 − uw1)
−η1(1 − uw2)

−η2du (22)

when the real part of ϕ y ψ−ϕ are all positive, for more details, see Bailey (1934).

Given the exact posterior distribution of p = p1 − p2, a Bayesian interval is
defined by the lower limit l and upper limit u such that:

Pr(l ≤ p ≤ u | x,y) = 1 −
α

2

l and u are chosen to satisfy Pr(p < l | x,y) = Pr(p > u | x,y) = α/2. Pham-Gia
& Turkkan (1993) considered a numerical example where the prior distribution of
p1 and p2 are Beta(3, 5) and Beta(2, 8), respectively, and the sampling results are
n1 = 10, sx = 4, n2 = 6 and sy = 2. The resulting posterior distribution of p1−p2
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Figure 14: Variance of the length of the Agresti-Caffo and Newcombe intervals varying

n1 and p1.

is bell-shaped, symmetric at the value 0.17, and an exact 90% credibility interval
is (−0.11, 0.39).

6. Conclusions

As a first conclusion, we point out that the performance of the Bayesian in-
tervals is not greatly affected by the sample sizes nor by different values of p1, p2

or p1 − p2. In terms of true coverage probability, the best interval is the Bayesian
interval, since its coverage probability is always close to the nominal coverage
probability and is always stable with respect to different samples sizes. They are
followed by the Newcombe and Agresti-Caffo intervals. We discard the use of ad-
justed Wald interval since its large coverage probability is obtained at the expense
of a large length. The Wald interval performs poorly although this poor perfor-
mance in small samples is a result that is well-known empirically and theoretically
(Cepeda 2008). In terms of expected length, the best interval is the Newcombe
interval followed by the Agresti-Caffo interval, Bayesian intervals, and the Wald
interval. The adjusted Wald interval always has largest length. In terms of the
variance of length, the best interval is again the Newcombe interval, followed by
the Agresti-Caffo interval, the Wald and adjusted Wald intervals. The intervals
with the largest length variance are the Bayesian intervals, there fore the New-

Revista Colombiana de Estadística 33 (2010) 63–88



Confidence and Credibility Intervals for the Difference of Two Proportions 83

0 100 200 300 400 500

0.
00

0
0.

00
2

0.
00

4
0.

00
6

p1=0.01

n1

Uniform

Jeffreys

0 100 200 300 400 500

0.
00

0
0.

00
4

0.
00

8
0.

01
2

p1=0.1

n1

Uniform

Jeffreys

0 100 200 300 400 500

0.
00

0
0.

00
2

0.
00

4
0.

00
6

p1=0.3

n1

Uniform

Jeffreys

0 100 200 300 400 500

0.
00

0
0.

00
4

0.
00

8
0.

01
2

p1=0.5

n1

Uniform

Jeffreys

Figure 15: Variance of the length of the Bayesian intervals varying n1 and p1.

combe interval is strongly recommend. The Wald and adjusted Wald intervals are
not recommended.
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n1 and p1 − p2=0,0.1,0.5,0.8 with a nominal coverage probability of 0.95.
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Figure 17: True coverage probability of the Agresti-Caffo and Newcombe intervals vary-

ing n1 and p1−p2=0,0.1,0.5,0.8 with a nominal coverage probability of 0.95.
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Figure 18: True coverage probability of the Bayesian intervals varying n1 and p1 −

p2=0,0.1,0.5,0.8 with a nominal coverage probability of 0.95.
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Resumen

Se propone una metodología para estimar las componentes de un modelo
de coeficientes dinámicos mediante las ecuaciones de estimación generaliza-
das (Liang & Zeger 1986), con el propósito de incluir directamente en la
estimación la posible correlación de las medidas repetidas de cada individuo.
La expansión de los coeficientes dinámicos del modelo se lleva a cabo a tra-
vés de regresión spline (Huang et al. 2002). También se propone utilizar el
criterio de información de Akaike en las ecuaciones de estimación generali-

zadas (QIC) (Pan 2001) como selector de modelos. Mediante simulación se
compara la metodología propuesta con la metodología presentada por Wu &
Zhang (2006), donde se estiman las componentes del modelo mediante míni-
mos cuadrados ponderados y se utiliza el criterio de información de Akaike

(AIC) como selector de modelos, obteniéndose que en los escenarios simu-
lados la metodología propuesta presenta mejores resultados con relación al
error cuadrático medio promedio. Para ilustrar la estrategia de estimación
propuesta, se considera el conjunto de datos ACTG 315 (Liang et al. 2003)
asociado con un estudio de sida, en el que se modela dinámicamente la rela-
ción entre la carga viral y el conteo de células CD4+.

Palabras clave: criterio de información de Akaike, ecuaciones de estima-
ción generalizadas, mínimos cuadrados ponderados, modelo de coeficientes
dinámicos, regresión spline.
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A methodology to estimate time-varying coefficient model’s components
through generalized estimation equations (Liang & Zeger 1986) is proposed,
in order to include directly in the estimation the possible correlation between
repeated measurements of each subject. Expansion of the time-varying coef-
ficients is done by means of regression spline methods (Huang et al. 2002).
Furthermore, is proposed the use of the Akaike’s information criterion in

generalized estimating equations (QIC) proposed by Pan (2001) like model
selector. Through simulation are compared the proposed methodology and
the methodology presented by Wu & Zhang (2006), where model’s compo-
nents are estimated through weighted least squares and Akaike’s informa-

tion criterion (AIC) is used like model selector. It resulted that the proposed
methodology gives a better behavior in relation with the average mean squa-
re error. In order to illustrate the methodology, is taken into account the
data base ACTG 315 (Liang et al. 2003) related to a AIDS study, where it
is investigated the relationship between the viral charge and the CD4+ cell
count.

Key words: AIC, Generalized estimation equations, Regression spline, Lon-
gitudinal data, Time-varying coefficient model, Weighted least squares.

1. Introducción

El análisis de datos longitudinales surge cuando un conjunto de n individuos
es observado reiteradamente a través del tiempo, registrando los valores de la
respuesta de interés junto con las respectivas covariables que pueden depender o
no del instante en que sean medidas. Debido a la naturaleza misma de este tipo
de datos, una característica fundamental que los distingue, y que debe tenerse en
cuenta en el modelamiento, es la posible correlación dada entre las mediciones
repetidas de la variable respuesta en cada individuo, considerando las mediciones
entre los individuos independientes. Esto es, las mediciones son correlacionadas
dentro e independientes entre individuos. Así, se quiere identificar la evolución de la
variable respuesta y determinar cómo es afectada por las covariables. Por ejemplo,
en estudios de medicina, interesa evaluar el efecto de la dosis de un medicamento
u otros factores asociados, como el género del paciente, sobre el progreso de alguna
enfermedad en el tiempo.

Las técnicas paramétricas para el análisis de datos longitudinales han sido
estudiadas extensivamente en la literatura (Diggle et al. 1994, Davis 2002, Verbeke
& Molenberghs 2000, Fitzmaurice et al. 2009). Aunque el enfoque paramétrico es
útil, siempre surgirán dudas sobre la adecuación de los supuestos del modelo y
el impacto potencial de la falta de especificaciones del modelo sobre el análisis
(Hoover et al. 1998).

Las técnicas no paramétricas han sido introducidas recientemente en el análisis
de datos longitudinales ya que permiten una dependencia funcional más flexible de
la variable respuesta sobre las covariables. Hart & Wehrly (1986), Altman (1990) y
Hart (1991) desarrollaron métodos utilizando funciones kernel para la estimación
de la esperanza de la variable respuesta, sin la presencia de covariables, y propu-
sieron algunas técnicas de selección de parámetros de suavizamiento a través de
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la validación cruzada. Estos métodos consideran solo el posible efecto del tiempo
sobre la variable respuesta. Para tener en cuenta la influencia de covariables, Zeger
& Diggle (1994) estudiaron un modelo semiparamétrico de la forma

yij = µ(tij) + xT
ij(tij)β + eij , j = 1, . . . , ni, i = 1, . . . , n (1)

donde n es el número de individuos en estudio, ni es la cantidad de mediciones del
i-ésimo individuo, y tij , yij ≡ yi(tij),

xi(tij) = [xi0(tij), xi1(tij), . . . , xid(tij)]
T

y eij ≡ ei(tij) son respectivamente el instante, la variable respuesta de valor real, el
vector de covariables en R

d+1 y el error aleatorio, asociados con la j-ésima medición
del i-ésimo individuo. Además µ(t) es una función de t, y β = [β0, β1, . . . , βd]

T en
R

d+1 es un vector de parámetros. En el contexto de los datos longitudinales ei(t)
es asumido como un proceso estocástico con media cero y función de covarianza
ρei

(s, t) = Cov(ei(s), ei(t)).

Hoover et al. (1998) proponen una extensión del modelo (1) donde los paráme-
tros pueden variar con el tiempo. La extensión es de la forma

yij = xT
ij(tij)β(tij) + eij , j = 1, . . . , ni, i = 1, . . . , n (2)

donde β(t) = [βi0(tij), βi1(tij), . . . , βid(tij)]
T es un vector de funciones de t lla-

madas coeficientes dinámicos. Este modelo, denominado modelo de coeficientes
dinámicos (MCD), ha sido estudiado por Wu & Zhang (2006) quienes implemen-
tan el método de mínimos cuadrados ponderados junto con la reparametrización
de las componentes dinámicas del modelo mediante regresión spline. Una de las
limitaciones de esta metodología es que no incorpora directamente en el estimador
la posible correlación de las mediciones de cada individuo, característica primor-
dial de los datos longitudinales que sí incorpora el estimador propuesto mediante
una matriz de correlación de trabajo.

Este artículo está estructurado como sigue. En la sección 2 se revisa brevemente
la regresión spline y la reparametrización de un MCD utilizando esta técnica. En la
sección 3 se revisa la estimación de los parámetros asociados a través del método de
mínimos cuadros ponderados y el AIC como selector de modelos. En la sección 4 se
propone una alternativa de estimación de los coeficientes mediante las ecuaciones
de estimación generalizadas (Liang & Zeger 1986) y el QIC (Pan 2001) como
selector de modelos, metodología que no había sido considerada en la estimación
de las componentes dinámicas de un MCD. En la sección 5 se muestra un estudio
de simulación donde se comparan las metodologías consideradas con base en el
error cuadrático medio promedio. En la sección 6 se considera el conjunto de datos
ACTG 315 (Liang et al. 2003) asociado con un estudio de sida, en el que se modela
dinámicamente la relación entre la carga viral y el conteo de células CD4+. En la
sección 7 se discuten los resultados obtenidos y otras alternativas de estimación.
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2. Regresión spline

En esta sección se presenta la estrategia de estimación de las componentes
de un MCD utilizando regresión spline (RS). Primero se muestran los conceptos
básicos involucrados en la RS y en seguida la estrategia de estimación.

2.1. Conceptos básicos

Polinomio a trozos. Una RS es considerada como un polinomio a trozos. Una
función de valor real f(·) definida sobre el intervalo [a, b], es un polinomio a trozos
de orden k, o de grado k − 1, k ≥ 1, si es obtenida dividiendo el intervalo [a, b]
en subintervalos contiguos, de tal modo que se pueda representar la función f(·)
mediante un polinomio de orden k en cada subintervalo. Cada subintervalo es de
la forma

[τl, τl+1), l = 0, . . . , K

donde

a = τ0 < τ1 < . . . < τK < τK+1 = b

y K+1 es el número de subintervalos. Los puntos τl, l = 0, . . . , K, se llaman nodos
interiores o simplemente nodos. Note que

[a, b) =

K
⋃

l=0

[τl, τl+1).

Regresión spline. Una RS de orden k + 1, o de grado k, k ≥ 0, con nodos
interiores τl, l = 0, . . . , K, es un polinomio a trozos de orden k + 1, y tiene hasta
k − 1 derivadas continuas.

Ya que el espacio de funciones de RS es un espacio vectorial de dimensión finita,
hay muchas bases para representar dichas funciones, entre otras, se encuentran:
la base de polinomios, la base de potencias truncadas y la base de B-splines. Una
revisión completa y detallada acerca de B-splines se encuentra en de Boor (1978).

Base de B-splines. Siguiendo a Hastie et al. (1990), antes de definir una base
de B-splines (BBS), es necesario refinar la secuencia de nodos

a = τ0 < τ1 < . . . < τK < τK+1 = b

Una secuencia de nodos aumentada se define como una secuencia de nodos tal
que

• ξ1 ≤ ξ2 ≤ . . . ≤ ξM ≤ τ0;

• ξj+M = τj para j = 1, . . . , K;

• τK+1 ≤ ξK+M+1 ≤ ξK+M+2 ≤ . . . ≤ τk+2M .
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Los valores de los nodos adicionales más allá de la frontera del intervalo [a, b] son
arbitrarios, y usualmente están dados por

ξ1 = ξ2 = . . . ξM = τ0 y τK+1 = ξK+M+1 = ξK+M+2 = . . . = τk+2M

Sea Bi,m la i-ésima función B-spline de orden k+1, o grado k, 0 ≤ k ≤ M −1,
asociado a la secuencia de nodos

{ξj : j = 1, . . . , k + 2M},

para i = 1, . . . , K + 2m − k − 1. Los B-splines se definen recursivamente como
sigue:

Bi,1(x) =

{

1, si x ∈ [ξi, ξi+1]

0, si x 6∈ [ξi, ξi+1]
(3)

para i = 1, . . . , K + 2M − 1. Y para k ≥ 1 se define

Bi,k+1(x) =
x − ξi

ξi+k − ξi
Bi,k(x) +

ξi+k+1 − x

ξi+k+1 − ξi+1
Bi+1,k(x) (4)

para i = 1, . . . , K + 2M − k − 1.

Como puede haber algunos nodos duplicados, se debe tener cuidado con las
posibles divisiones por cero en (3) y (4). Por lo tanto se adopta la convención
Bi,1 = 0 si ξi = ξi+1, o si ξi+1 = ξi+k+1.

Así, una RS de orden m + 1, o de grado m, m ≥ 0, con nodos interiores τr,
r = 1, . . . , K, puede expresarse usando el siguiente conjunto de splines base:

B = {Bi,m+1 : i = 1, . . . , K + 2M − m − 1} (5)

El conjunto (5) de K + 2M − m − 1 funciones base se conoce como BBS de
orden m + 1, o grado m, con nodos ξj , j = K + 2M −m− 1. Usando las funciones
de este conjunto, es posible expresar una RS de orden k + 1 como

f(t) =

G
∑

i=1

βiBi,m+1(t) (6)

donde β1, . . . , βG son los escalares asociados y G = K +2M −m− 1. Una revisión
completa y detallada acerca de B-splines se encuentra en de Boor (1978).

2.2. Estimación utilizando regresión spline

La idea fundamental de la estrategia de estimación a través de RS es expresar
cada componente de β(t) como una RS, escribiendo cada coeficiente dinámico
como una combinación lineal de funciones base, de BBS por ejemplo (Huggins &
Loesch 1998, Huang et al. 2002).

La idea básica consiste en expresar cada βr(t), r = 0, 1, . . . , d, como

βr(t) = φr1(t)αr1 + · · · + φrpr
(t)αrpr

= Φrpr
(t)T αr (7)

Revista Colombiana de Estadística 33 (2010) 89–109



94 Juan Camilo Sosa & Luis Guillermo Díaz

donde Φrpr
(t) = [φr1(t), . . . , φrpr

(t)]T es un vector de pr×1 splines base, que pue-
den ser elementos de (5), y αr = [αr1, . . . , αrpr

]T es el vector de pr ×1 coeficientes
asociados.

Remplazando en el MCD (2) cada βr(t) por su expresión equivalente empleando
funciones base y acomodando los vectores de una forma apropiada se tiene que:

yij = [xi0(tij), . . . , xid(tij)]







Φ0p0(tij)
T α0

...

Φdpd
(tij)

T αd






+ eij

⇒ yij = [xi0(tij)h
T
0ij , . . . , xid(tij)h

T
dij ]







α0

...

αd






+ eij

⇒ yij = [xT
0ij , . . . , x

T
dij ]







α0

...

αd






+ eij

⇒ yij = xT
ijα + eij

para cada j = 1, . . . , ni y cada i = 1, . . . , n, donde

hrij = Φrpr
(tij), xij = [xT

0ij , . . . , x
T
dij ]

T , xrij = xri(tij)hrij

para cada r = 0, 1, . . . , d, con xri(t) la r-ésima componente de xi(t), y
α = [αT

0 , . . . , αT
d ]T

Note que si el vector de coeficientes α de p× 1, con p =
∑d

r=1 pr, está comple-
tamente especificado en el modelo equivalente

yij = xT
ijα + eij , j = 1, . . . , ni, i = 1, . . . , n (8)

entonces cada uno de los parámetros dinámicos del modelo (2) también está deter-
minado. Así, el objetivo es estimar el vector α a través de algún método apropiado.

El modelo (8) escrito en forma vectorial es

yi = X
T
i α + ei, i = 1, . . . , n (9)

donde
yi = [yi1, . . . , yini

]T

es el vector de medidas repetidas,

ei = [ei1, . . . , eini
]T

es el vector de errores y
Xi = [xi1, . . . , xini

]T

es la matriz de diseño, asociados con el i-ésimo individuo. Además, el modelo (9)
puede escribirse en forma matricial como

y = Xα + e, (10)
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donde y = [yT
1 , . . . , yT

n ]T , X = [XT
1 , . . . ,XT

n ]T y e = [eT
1 , . . . , eT

n ]T .

En este punto, debido a la expresión de las componentes dinámicas del modelo
(2) a través de B-splines, este es equivalente a un modelo de regresión lineal en el
que se requiere estimar el vector de parámetros α.

Una vez obtenida una estimación de los parámetros del modelo (10), denotada

por α̂ = [α̂T
0 , . . . , α̂T

d ]T , la estimación de los coeficientes βr(t) está dada por

̂βr(t) = Φrpr
(t)T α̂r, r = 0, 1, . . . , d (11)

donde Φrpr
(t) es el vector de splines base asociados con el r-ésimo parámetro

dinámico.

La elección de los parámetros de suavizamiento está relacionada directamente
con el conjunto de splines base con que se expresen los coeficientes dinámicos del
MCD (2). Por ejemplo, trabajando con BBS, están dados por

pr = Kr − kr − 1, r = 0, 1, . . . , d (12)

donde Kr es el número de nodos y kr es el grado de la base asociada con la
estimación del r-ésimo coeficiente dinámico. Entonces, seleccionar el valor de los
parámetros de suavizamiento es equivalente a seleccionar los Kr y los kr. Para
ello, es costumbre fijar el grado de la base kr, por ejemplo 1, 2 ó 3, es decir, lineal,
cuadrático o cúbico, y en seguida elegir mediante un criterio adecuado el número
de nodos Kr para determinar el valor del parámetro de suavizamiento pr.

Cuando se usa una BBS para expresar los parámetros dinámicos del MCD (2),
una vez fijado el número de nodos Kr de cada base a través de algún criterio
apropiado, se deben ubicar en el rango de interés, que en el caso de los datos
longitudinales es sobre el conjunto de los tiempos de medición

{tij : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , ni}

En cuanto a la ubicación de los nodos se distinguen dos métodos:

Método 1. Consiste en ubicar los Kr nodos igualmente espaciados en el intervalo
de interés [a, b]. En el caso de los datos longitudinales, los valores que definen
este intervalo son el mínimo y el máximo de todos los tiempos, esto es

a = mı́n{tij : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , ni}

b = máx{tij : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , ni}

Método 2. Para ubicar los Kr nodos, según este método, se deben considerar los
M tiempos diferentes

t1 < t2 < . . . < tM (13)

El método consiste en ubicar los nodos igualmente espaciados sobre los cuan-
tiles de los tiempos (13).
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3. Estimación a través del método de mínimos

cuadrados ponderados

Una alternativa de estimación de los parámetros del modelo (10) es a través
del método de mínimos cuadrados ponderados (MCP). Este método consiste en
estimar α minimizando la suma de cuadrados

n
∑

i=1

ni
∑

j=1

wi(yij − xT
ijα)2 (14)

donde los wi son pesos dados usando alguno de los siguientes esquemas de ponde-
ración:

Esquema 1. En el que los pesos están dados por wi = 1/N , i = 1, . . . , n, donde
N =

∑n
i=1 ni.

Esquema 2. En el que los pesos están dados por wi = 1/(nni), i = 1, . . . , n.

El esquema 1 usa el mismo peso para todos los individuos y fue implementado
por Hoover et al. (1998). El esquema 2 es considerado por Huang et al. (2002) y
usa diferentes pesos para los individuos. Huang et al. (2002) demuestran que el
esquema 1 puede llevar a estimaciones inconsistentes de α.

Minimizando la función objetivo (14) trabajando con el modelo (10), se obtiene
un estimador de α dado por

α̂MCP = (XT
WX)−1

X
T
Wy (15)

donde W = diag[W1, . . . ,Wn], con Wi = wiIni
la matriz de pesos del i-ésimo

individuo, i = 1, . . . , n, e Ini
la matriz identidad de ni × ni.

Criterio de información de Akaike (AIC). La idea básica del AIC, concebi-
do para la estrategia de estimación que involucra el método de MCP, es encontrar
la combinación de parámetros de suavizamiento, determinados por la cantidad de
nodos, que minimicen la expresión

AIC(ρ) = −2Loglik + 2df, (16)

donde ρ = [p0, p1, . . . , pd]
T es el vector conformado por los parámetros de suavi-

zamiento,

Loglik = −
n

2
log

(

2πe

n
SCEρ

)

(17)

con

SCEρ =

n
∑

i=1

ni
∑

j=1

(yij − ŷij)
2

y
df = tr(A) (18)
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donde A es la matriz de suavizamiento asociada con el estimador, que en el caso
del estimador (15) está dada por

A = X(XT
WX)−1

X
T
W

Se elige el modelo que minimice la cantidad AIC(ρ). Esta medida permite
encontrar un equilibrio entre la bondad de ajuste del modelo, representada por
Loglik, y la complejidad del modelo, representada por df . Es decir, la bondad de
ajuste del modelo es penalizada con la complejidad del mismo (Wu & Zhang 2006).

Una de las desventajas de este método es que no tiene en cuenta directamen-
te la posible correlación de las medidas repetidas de cada individuo, una de las
características más importantes de la estructura de los datos longitudinales. En
la siguiente sección se propone una alternativa de estimación que considera la
estructura de correlación de las medidas repetidas.

4. Estimación a través de las ecuaciones de

estimación generalizadas

Aquí se propone otra alternativa de estimación de los parámetros del mode-
lo (10) empleando las ecuaciones de estimación generalizadas (EEG) de Liang
& Zeger (1986), en las que se asume una matriz de correlación de trabajo es-
pecifica para la componente del error, con el fin de incluir directamente la posi-
ble correlación de las medidas repetidas de cada individuo. Una de las ventajas
de este método es que, sin importar la matriz de correlación de trabajo selec-
cionada, las EEG siempre llevan a estimaciones consistentes y asintóticamente
normales, aunque elegir una estructura de correlación adecuada incrementa la efi-
ciencia del método (Davis 2002, pág. 296).

4.1. Metodología

El método de estimación empleando las EEG requiere la selección de una fun-
ción de enlace, una función de varianza y una matriz de correlación de trabajo. Una
vez seleccionadas estas componentes, según lo indique la naturaleza de los datos,
la estimación de los parámetros del modelo (10), denotada por α̂EEG, corresponde
a la solución para α del sistema de ecuaciones

n
∑

i=1

(

∂µi

∂α

)T

V
−1
i (yi − µ) = 0 (19)

donde µi = [µi1, . . . , µini
]T es el vector de medias asociado con las medidas repe-

tidas del i-ésimo individuo, esto es, µij = E(yij), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , ni, ̂θ es
un estimador consistente de θ, el vector de parámetros asociado con la matriz de
correlación de trabajo del i-ésimo individuo Ri ≡ Ri(θ),

Vi ≡ Vi(θ) = φA
1/2
i Ri(θ)A

1/2
i , i = 1 . . . , n (20)
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es la matriz de covarianzas de trabajo, con φ un parámetro de escala posiblemente
desconocido, y

Ai = diag[V (µi1), . . . , V (µini
)], i = 1 . . . , n

con V (·) la función de varianza correspondiente.

En Davis (2002, pág. 300) se presenta el proceso correspondiente para resolver el
sistema de ecuaciones (19) y también un procedimiento para hallar una estimación
consistente de la varianza estimada de α̂EEG.

Criterio de información de Akaike en las ecuaciones de estimación ge-
neralizadas (QIC). Considere el conjunto de datos

D = {(yij , xij) : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , ni}

donde yij y xij son el valor de la variable respuesta y el vector de covariables
asociados con la j-ésima medición del i-ésimo individuo, y α es el vector de pará-
metros, que puede estimarse a través de las EEG usando cualquier estructura de
correlación de trabajo.

Siguiendo a Pan (2001), bajo el modelo de independencia, la cuasiverosimilitud
conjunta, basada en el conjunto de datos D, está dada por

Q(α, φ; I,D) =

n
∑

i=1

ni
∑

j=1

Q(α, φ; yij , xij) (21)

donde φ es un parámetro de escala posiblemente desconocido y

Q(α, φ; y, x) = Q(g−1(xT α), φ; y) =

∫ µ

y

y − t

φV (t)
dt (22)

con V(y) = φV (µ), V (·) una función de varianza, µ = E(y) = g−1(xT α), g(·) una
función de enlace, y x un vector de covariables.

La idea básica del criterio, concebido para la estimación utilizando las EEG,
es minimizar una medida basada en Q(α̂, ̂φ; I,D), la cuasiverosimilitud bajo el
modelo de trabajo de independencia con una estimación de α, usando cualquier
matriz de correlación de trabajo empleada en las EEG.

El modelo de independencia es asumido para la construcción de la cuasive-
rosimilitud conjunta, aunque en las EEG se puede emplear cualquier estructura
de correlación. Este criterio se puede generalizar utilizando cualquier matriz de
correlación en la construcción de la cuasiverosimilitud conjunta, pero puede que
esta no sea única (Pan 2001).

El QIC consiste en encontrar la combinación de parámetros de suavizamiento,
determinados por la cantidad de nodos, que minimicen la expresión

QIC = −2Q(α̂, ̂φ; I,D) + 2tr(̂Ω, ̂Vr) (23)
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donde α̂ ≡ α̂(R) es un estimador del vector de parámetros α del modelo (10),
obtenido a través del método de las EEG usando cualquier estructura de corre-
lación R, ̂Vr es cualquier estimación consistente de V(α̂), como el estimador del
sandwich (Liang & Zeger 1986) y

̂Ω = −∂2Q(α, ̂φ; I,D)/∂α∂αT |
α=bα d

4.2. Propiedades

Sea ̂βEEG(t) el estimador de β(t) = [β0(t), β1(t), . . . , βd(t)]
T utilizando la me-

todología propuesta apoyada en las EEG. Este estimador está dado por

̂βEEG(t) = [̂β0(t), ̂β1(t), . . . , ̂βd(t)]
T = Φ(t)T α̂EEG

donde Φ(t) es la matriz de
∑d

r=0 pr × (d + 1) dada por

Φ ≡ Φ(t) =













Φ0p0(t) 0p0 · · · 0p0

0p1 Φ1p1(t)
... 0p1

... · · ·
. . .

...

0pd
0pd

· · · Φdpd
(t)













con 0pr
un vector columna constituido por pr ceros, r = 0, 1, . . . , d.

En un tiempo dado, como ̂βEEG(t) es una transformación lineal de α̂EEG,
el siguiente corolario derivado del teorema 2 de Liang & Zeger (1986, pág. 16)

establece la distribución asintótica de ̂βEEG(t).

Corolario 1. Bajo condiciones de regularidad y dado que:

(i) ̂θ es un estimador
√

n-consistente de θ dados α y φ;

(ii) ̂φ es un estimador
√

n-consistente de φ dado α; y

(iii) ‖ ∂̂θ(α, φ)/∂φ ‖= Op(1),

entonces asintóticamente
√

n (̂βEEG(t)−β(t)) tiene una distribución normal mul-
tivariada con media cero y matriz de covarianza

ĺım
n→∞

n ΦM
−1
0 M1M

−1
0 ΦT

donde

M0 =

n
∑

i=1

(

∂µi

∂α

)T

V
−1
i

(

∂µi

∂α

)

(24)

y

M1 =

n
∑

i=1

(

∂µi

∂α

)T

V
−1
i V(yi)V

−1
i

(

∂µi

∂α

)

(25)
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Así, un estimador de la varianza de ̂βEEG(t) está dado por

̂V(̂βEEG(t)) = Φ̂M
−1
0

̂M1
̂M

−1
0 ΦT

donde ̂M0 y ̂M1 son obtienen como en las expresiones (24) y (25) remplazando
V(yi) por (yi − µ̂)(yi − µ̂)T y α, φ y θ por sus respectivos estimadores. Este

estimador de la varianza de ̂βEEG(t) es un estimador consistente de V(̂βEEG(t))
aunque la matriz de correlación de trabajo Ri no corresponda a la verdadera
matriz de correlación de yi (ver la prueba en el apéndice A).

5. Simulación

Con el fin de evaluar el desempeño de los métodos de estimación, la compa-
ración entre ellos se hace a través del error cuadrático medio promedio (ECMP)
dado por

ECMP (κ) =
1

n

n
∑

i=1

1

ni

ni
∑

j=1

[κ(tij) − κ̂(tij)]
2

(26)

donde κ(·) es una función que corresponde a cualquier coeficiente dinámico del
modelo.

La estrategia de simulación utilizada es similar a la presentada en Wu & Liang
(2004). El modelo empleado en la simulación es de la forma

yi(t) = β0(t) + xi1(t)β1(t) + ei(t) (27)

donde β0(t) y β1(t) son los coeficientes dinámicos del modelo, xi(t) es la única cova-
riable del modelo, asociada con β1(t), y ei(t) es el error en el tiempo t. Note que este
modelo corresponde a un MCD dado por (2) donde el vector de parámetros diná-
micos es β(t) = [β0(t), β1(t)]

T y el vector de covariables es xi(t) = [xi0(t), xi1(t)]
T

con xi0(t) ≡ 1.

En el MCD simulado la covariable xi1(t) está dada por

xi1(t) = 1 − exp

(

−0.5t−
i

n

)

, i = 1, . . . , n (28)

y los parámetros dinámicos se definen como

β0(t) = 3 exp(t), y β1(t) = 1 + cos(2πt) + sen(2πt) (29)

En la figura 1 se muestran los coeficientes dinámicos simulados.

El término de error correspondiente al modelo (27) se simula bajo dos estruc-
turas de correlación:

Estructura de correlación 1. En la que se considera a ei(t) distribuido normal-
mente con media 0 y varianza σ2

ex2
i1(t), donde las medidas repetidas entre

individuos y dentro de cada individuo son independientes.
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Figura 1: Coeficientes dinámicos simulados.

Estructura de correlación 2. En la que se considera al vector de errores asocia-
dos con las medidas repetidas de un individuo distribuido normalmente con
vector de medias 0 y matriz de covarianzas asociada con una estructura de
correlación autoregresiva de primer orden, esto es, una matriz de correlación
R = [Rkl] donde

Rkl =

{

α|k−l|, si k 6= l

1, si k = l

con 0 < α < 1.

Los tiempos simulados son de la forma

tij = j/(m + 1), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m

siendo m un entero positivo, y para simular conjuntos de datos no balanceados1,
una característica propia de la estructura de los datos longitudinales, en cada
individuo se remueven aleatoriamente medidas repetidas con una tasa rm. Así,
en promedio hay m(1 − rm) medidas repetidas por cada individuo y nm(1 − rm)
medidas en total.

Los parámetros de suavizamiento de los métodos respectivos se eligen por medio
del AIC y el QIC.

El estudio de simulación se hace en R considerando seis escenarios:

Escenario 1 n = 25, m = 8, rm = 20 %, y σ2
e = 0.01 en la estructura de correla-

ción 1.

1El número de medidas repetidas varia de individuo a individuo.
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Escenario 2 n = 25, m = 8, rm = 20 %, y σ2
e = 0.04 en la estructura de correla-

ción 1.

Escenario 3 n = 25, m = 8, rm = 20 %, y σ2
e = 0.09 en la estructura de correla-

ción 1.

Escenario 4 n = 25, m = 8, rm = 20 %, y φ = 1 y α = 0.335 en la estructura de
correlación 2.

Escenario 5 n = 25, m = 8, rm = 20 %, y φ = 1 y α = 0.665 en la estructura de
correlación 2.

Escenario 6 n = 25, m = 8, rm = 20 %, y φ = 1 y α = 0.820 en la estructura de
correlación 2.

Cada escenario se replicó N = 200 veces y en cada ocasión se calculó ECMP (β0)
y ECMP (β1), con el fin de comparar el desempeño relativo de la estimación a
través de las ecuaciones de estimación generalizadas (EEEG) con la estimación a
través de mínimos cuadrados ponderados (EMCP). Para ello se definen los indica-
dores

ECMPR =
1

N

N
∑

k=1

ECMPk(κ, EMCP )

ECMPk(κ, EEEG)
× 100 % (30)

y

ECMPG =

∑N
k=1 I{ECMPk(κ,EMCP )>ECMPk(κ,EEEG)}

N
× 100 % (31)

donde ECMPk(κ, EMCP ) y ECMPk(κ, EEEG) denotan el valor de ECMP (κ)
obtenido en la k-ésima réplica de la simulación, k = 1, . . . , N , usando EMCP y
EEEG respectivamente, y IA denota la función indicadora del conjunto A.

Tabla 1: Resultados de la simulación.

Escenario ECMPR0 ECMPR1 ECMPG0 ECMPG1

Escenario 1 451.6 % 1358.7 % 100.0% 100.0%

Escenario 2 388.0 % 979.5% 100.0% 100.0%

Escenario 3 285.1 % 542.1% 99.0% 100.0%

Escenario 4 97.6% 165.4% 38.5% 43.0%

Escenario 5 170.3 % 401.7% 62.0% 64.0%

Escenario 6 180.8 % 483.4% 58.5% 69.5%

El ECMPR representa la eficiencia relativa promedio asociada con las N répli-
cas (N = 200 en este caso), y ECMPG es el porcentaje de estimadores obtenidos
a través de EEG, que son mejores que los obtenidos a través de las MCP en cuanto
al ECMP en las N réplicas.

Note que: si ECMPR ≈ 1 y ECMPG = 50 %, la EEEG y la EMCP se
desempeñan similarmente; si ECMPR > 1 y ECMPG > 50 %, la EEEG se
desempeña mejor que la EMCP; y si ECMPR < 1 y ECMPG < 50 %, la EEEG
se desempeña peor que la EMCP.

En la tabla 1 se presentan los resultados obtenidos en la simulación. En todos
los escenarios considerados, menos el número 4, se obtuvo que ECMPR > 1 y
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ECMPG > 50 %, por lo que la EEEG se desempeña mejor que la EMCP con re-
lación al error cuadrático medio promedio. En el escenario 4, como ECMPR ≈ 1
y ECMPG ≈ 50 %, se tiene que la EEEG y la EMCP se desempeñan similar-
mente. Esta similitud se debe a que el parámetro de correlación entre las medidas
repetidas α no es suficientemente grande para marcar diferencias entre la estruc-
tura de correlación autorregresiva de primer orden y la estructura de correlación
de independencia. Por ejemplo, note que en el escenario 4 la correlación existente
entre la primera medida repetida y la tercera es de apenas R13 =0.037.

6. Aplicación

En esta sección se presentan los resultados del análisis del conjunto de datos
ACTG 315 (Liang et al. 2003). Este conjunto de datos corresponde a un estudio
del síndrome de inmunodeficiencia adquirida (sida), llevado a cabo para investigar
la relación entre carga viral y número de células CD4+ en individuos infectados
con el virus de inmunodeficiencia humana (VIH).

6.1. Introducción

La carga viral (plasma VIH RNA copies/mL) y el conteo de células CD4+ son
actualmente indicadores decisivos para evaluar tratamientos de sida en investiga-
ción clínica. Inicialmente se consideró el conteo de células CD4+ como un indicador
inmunológico primario de sida, pero últimamente se ha encontrado que la carga vi-
ral es más predictiva en los resultados clínicos. Sin embargo, recientemente algunos
investigadores han sugerido que la combinación de estos dos indicadores puede ser
más apropiada para evaluar los tratamientos de VIH y sida. Por ello es pertinente
estudiar la relación entre la carga viral y el conteo de células CD4+ durante el
tratamiento (Liang et al. 2003).

En la figura 2 se presentan algunos gráficos de una regresión lineal de la carga
viral (log10(RNA)) frente al conteo de células CD4+ en algunos tiempos de un
estudio clínico de sida (ACTG 315). En este, se trata de 46 pacientes infectados,
con una terapia antiviral que consistía de ritonavir, 3TC y AZT. Una vez iniciado
el tratamiento, la carga viral y el conteo de células CD4+ fueron observados simul-
táneamente los días 0, 2, 7, 10, 14, 28, 56, 84, 168 y 336. En total se obtuvieron
361 observaciones, y el número de medidas repetidas por individuo varía de 4 a
10.

En general, se observa que la respuesta virológica (medida por la carga viral)
y la respuesta inmunológica (medida por el conteo de células CD4+) del paciente
están correlacionadas negativamente, y que su relación es aproximadamente lineal
durante el tratamiento antiviral. En la figura 3 se presentan los dispersogramas del
conteo de células CD4+ y de la carga viral. Se utiliza el logaritmo de la carga viral
para estabilizar la varianza en los procedimientos de estimación de los modelos
ajustados en las secciones siguientes.
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Figura 2: Gráficos de una regresión lineal de la carga viral (log
10

(RNA)) frente al conteo
de células CD4+ en algunos tiempos. El modelo ajustado en cada caso es de
la forma log

10
(RNA) = β0 + β1(CD4/100) + e.

En la figura 2, note que la pendiente de cada regresión lineal cambia con el
tiempo. Esto motiva a modelar la carga viral con un MCD.

El conjunto de datos ACTG 315 ya ha sido estudiado ampliamente por Liang
et al. (2003), donde se evidencia principalmente una fuerte relación inversa entre
la carga viral y el conteo de células CD4+.

6.2. Modelamiento

En esta sección se presentan los resultados del análisis del conjunto de da-
tos ACTG 315 usando un MCD. Se ajusta un MCD para investigar la relación
dinámica entre la carga viral (en escala logarítmica) y el conteo de células CD4+.

El MCD ajustado es de la forma

yij = β0(tij) + β1(tij)xi1(tij) + eij , j = 1, . . . , ni, i = 1, . . . , 46 (32)
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Figura 3: Dispersograma del conteo de células CD4+ y de la carga viral.

donde yij , xi1(tij), y eij son la carga viral (en escala logarítmica), el conteo de
células CD4+ y el error asociados con la j-ésima medición del i-ésimo individuo,
respectivamente, y β0(t) y β1(t) son los coeficientes dinámicos del modelo. Note
que β1(t) es el coeficiente relacionado con la relación dinámica entre la carga viral
y el conteo de células CD4+.

Las componentes dinámicas del modelo se estiman a través de la metodología
propuesta utilizando RS y las EEG. La base de splines empleada en la RS es una
BBS de segundo grado, y en la selección del número de los nodos se emplea el
QIC. La ubicación de los nodos se hace según el método 1 en el que se ubican los
nodos igualmente espaciados en el intervalo de interés.

Tabla 2: Parámetros de suavizamiento que minimizan el criterio de selección bajo una
estructura de correlación de trabajo dada.

p0 p1 Estructura ECMP (β0) ECMP (β0)

11 10 Independencia 7.450128e+166 8.706318e-02

4 4 Intercambiable 7.450128e+166 8.701916e-02

8 7 Autorregresiva (1) 7.450128e+166 8.698554e-02

Como se muestra en la tabla 2, la estructura de correlación de trabajo que
minimiza el ECMP es la estructura intercambiable. Note que el ECMP de todas
las estructuras es similar, así que por simplicidad se eligió la estructura de inde-
pendencia, donde los parámetros de suavizamiento asociados con β0(t) y β1(t) que
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minimizan el QIC son p0 = 11 y p1 = 10, respectivamente. En este caso, la estruc-
tura de correlación no tiene mayor incidencia en la estimación de las componentes
del modelo, porque la cantidad de medidas repetidas de cada individuo es pequeña
comparada con la cantidad de mediciones total.

En la figura 4 se muestra la estimación del coeficiente dinámico asociado con
la pendiente del MCD ajustado. Note que al principio del tratamiento la relación
entre la carga viral y el conteo de células CD4+ no es tan fuerte hasta aproxima-
damente el día 90 del tratamiento donde se evidencia una relación directa hasta
el día 100. Entre los días 100 y 140 se nota una relación claramente inversa. Entre
los días 140 y 150 parece que la relación es directa, pero se nota que vuelve a ser
débil. Estos resultados son similares a los obtenidos por Liang et al. (2003).
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Figura 4: Estimación del coeficiente dinámico asociado con la pendiente del MCD ajus-
tado.

7. Discusión

La metodología propuesta permite involucrar en la estimación de los coefi-
cientes dinámicos y en la selección de los parámetros de suavizamiento la posible
correlación de las medidas repetidas de cada individuo en estudio. Por ello en los
escenarios simulados donde el grado de correlación es significativo se obtuvo que
utilizar las EEG y el QIC da mejores resultados con relación al error cuadrático
medio que utilizar el método de MCP y el AIC.

Incluir en el estimador de las componentes del MCD la posible correlación entre
las medidas repetidas no tiene un costo computacional importante, puesto que los
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procesos computacionales se pueden implementar fácil y eficientemente utilizando
software como la función geese.fit del paquete geepack de R.

En la metodología propuesta se aproximan los coeficientes dinámicos mediante
regresión spline, pero cabe notar que no es la única alternativa. También es posible
llevar a cabo la aproximación mediante suavizamiento spline, polinomios locales
kernel (Wu & Zhang 2006) o mediante funciones radiales kernel (Sosa & Díaz
2009), técnicas a comparar en futuros estudios de simulación.

Utilizando regresión spline, también es posible emplear bases diferentes de B-
splines en la aproximación de los coeficientes dinámicos, por ejemplo bases de
potencias truncadas (Ramsay & Silverman 1997). Esta alternativa también es sus-
ceptible de investigación en estudios de simulación posteriores.

[

Recibido: agosto de 2009 — Aceptado: abril de 2010
]
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Apéndice

Sea ̂VEEG un estimador consistente de la varianza de α̂EEG, como el estimador
del sandwich, que es un estimador consistente aunque la matriz de correlación de
trabajo Ri(α) no corresponda a la verdadera matriz de correlación de yi (Davis
2002, pág. 300).

Como ̂VEEG es un estimador consistente de la varianza de α̂EEG entonces se

tiene que ̂VEEG
P
−→ V(α̂EEG), es decir, para cualquier ε > 0 y para cualquier

η > 0, existe un entero positivo n0 ≡ n0(ε, η), tal que

P
[

‖ ̂VEEG − V(α̂EEG) ‖> ε
]

< η siempre que n ≥ n0.
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Sea ε∗ tal que

ε =
ε∗

‖ Φ ‖‖ ΦT ‖

por lo que

P
[

‖ ̂VEEG − V(α̂EEG) ‖> ε
]

< η siempre que n ≥ n0,

es equivalente a

P
[

‖ Φ̂VEEGΦT − V(Φα̂EEG) ‖> ε∗
]

< η siempre que n ≥ n0,

y por tanto ̂V(̂βEEG(t))
P
−→ V(̂βEEG(t)).
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Resumen

Proponemos una estadística para evaluar la bondad de ajuste, donde se

emplearon las funciones generatrices de momentos muestral y poblacional; a

partir de la información considerada se encontró que la estadística Gn tuvo

un comportamiento diferente de acuerdo con el modelo usado para el ajus-

te. Su desempeño fue superior o igual a la estadística de Pearson, pero fue

superada por la estadística de K-S; además, para la estadística evaluada no

fue influyente el tamaño de la muestra.

Palabras clave: bondad de ajuste, función generadora de momentos, si-

mulación.

Abstract

We propose a statistic to evaluate the goodness-of-fit where we used the

empirical moment generating function and the moment generating function,

from the considered information it found that the Gn statistic was different

behavior according to the used model for the fitting. Its behavior was great

or similar to the Pearson statistics, but it was exceeded for the K-S statistic,

also for the evaluated statistic was not influential to the sample size.

Key words: Goodness-of-fit, Moment generating function, Simulation.
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1. Introducción

El objetivo del presente trabajo es proponer una estadística para evaluar la
bondad de ajuste desde la perspectiva del cotejo de las funciones generatrices de
momentos (fgm) muestral y poblacional. Específicamente se orienta a comparar
vía simulación el desempeño en la evaluación del ajuste de la estadística propuesta
a un modelo probabilístico de tipo continuo, frente a la evaluación del ajuste con
las estadísticas de Pearson y Kolmogorov-Smirnov mediante el uso de un test que
se desarrolló para dicho propósito.

2. Función generadora de momentos

La función generadora de momentos de una variable aleatoria X es una función
con valores reales MX(t) = E(etX), siempre que el valor esperado exista para todo
t ∈ (−h, h), h > 0; específicamente, MX(t) = E(etX) =

∑

∞

j=1e
txj PX(xj) si X es

discreta o
∫

∞

−∞
etx fX(x) dx si X es continua, siendo PX(xj) y fX(x) la función de

probabilidad y la función de densidad, respectivamente. A MX(t) se le denomina
fgm porque los momentos ordinarios de X pueden obtenerse derivando esta función
y evaluando la derivada en t = 0 (Mood et al. 1974).

3. Función generadora de momentos de la muestra

Siendo X1, X2, . . . , Xn, una muestra aleatoria de tamaño n proveniente de una
población cuya fgm es MX(t), la función Mn(t) se denomina función generadora
de momentos de la muestra y se define según Collander & Chalfant (1985) así:
Mn(t) = 1

n

∑n
j=1 exp(tXj). La función Mn(t), como estadística, es un estimador

insesgado, consistente simple y consistente en media cuadrática para MX(t).

Quand & Ramsey (1978) fueron los primeros en sugerir la función generadora
de momentos de la muestra para la estimación de los parámetros de una mez-
cla de dos distribuciones normales; la función característica de la muestra, una
función con facultades análogas a la fgm, ha sido usada por varios autores para
modelar distribuciones desconocidas: Feuerverger & Mureika (1977), Heathcote
(1977), Koutrouvelis (1980), Koutrouvelis & Kellermeier (1981), Csörgo (1981),
Epps & Pulley (1985), Csörgo (1986) y Csörgo & Heathcote (1987). Trabajos más
recientes que emplean la fgm para probar distribuciones específicas son los presen-
tados por Cabaña & Quiroz (2005) y Meintanis (2007).

4. Estructura de la estadística propuesta

Siendo X una variable aleatoria cuya fgm MX(t) = E(etX) existe, t ∈ (−h, h)
para algún h > 0, se define una nueva variable aleatoria Y = etX , entonces
E[Y ] = MX(t) y V [Y ] = MX(2t) − M2

X(t). Considerando una muestra aleato-
ria X1, X2, . . . , Xn, de una población descrita por la variable aleatoria X , donde
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MX(t) es la fgm poblacional y al ser Mn(t) la fgm muestral, el teorema del límite

central permite garantizar que: Tn(t) =
√

n(Mn(t)−MX (t))√
MX (2t)−M2

X
(t)

d−−→ Z ≈ N(0, 1), para

un valor t fijo.

Dada una partición particular del intervalo (−h′, h′), excluyendo a 0 como
punto de subdivisión, se tiene t1, t2, . . . , tr, con t1 = −h′, tj = tj−1 + δ, j =
1, 2, . . . , r

2 ; tr = h′, tj−1 = tj − δ, j = r
2 + 1, . . . , r; donde δ es la amplitud de cada

subintervalo, Tn(tj) =
√

n(Mn(tj)−MX (tj))√
MX (2tj)−M2

X
(tj)

j = 1, 2, . . . , r.

La estadística que este trabajo propone pretende ser un instrumento para de-
terminar la bondad de ajuste y su expresión corresponde a:

Gn =
r

∑

j=1

n(Mn(tj) − MX(tj))
2

MX(2tj) − M2
X(tj)

Intuitivamente Gn tenderá a presentar valores pequeños cuando MX(t) y Mn(t)
sean muy similares; por el contrario, tenderá a producir valores grandes cuando las
dos funciones difieran ampliamente. La estadística Gn tiene una forma particular
de acuerdo con el modelo probabilístico elegido para el ajuste.

4.1. Distribución de la estadística

El hecho de que Tn(t)
d−−→ Z ≈ N(0, 1) sugiere que T 2

n(t)
d−−→ χ2

(1) y
por tanto podría pensarse que la estadística Gn, por su estructura, tendría
también distribución asintóticamente ji-cuadrada. Si T 2

n(tj) y T 2
n(ti) i 6= j,

i, j = 1, 2, . . . , r fueran dos variables aleatorias estadísticamente independientes,
MGn(tj) =

∏r
j=1 MT 2

n(tj)(t) y por tanto la distribución de Gn podría estudiarse
analíticamente por medio de esta consecuencia.

Dejando de lado el examen de la independencia anteriormente señalada, para
dar paso a la exploración del comportamiento de la estadística propuesta y así
tener evidencias iniciales para abordar la manera de proceder, se simuló Gn para
el modelo gaussiano y para el modelo uniforme.

4.2. Simulación de la estadística

La distribución de Gn bajo H0 se simuló empleando el programa IML del pa-
quete estadístico SAS para muestras de tamaño n = 20, 70, 120, 170 y 220, con
parámetros µ = 50, 150, 250 y 350; además σ2 = 1, 256 y 961, en el caso normal.
Cuando se emplearon muestras provenientes de la distribución uniforme (0, 1), los
tamaños de muestra fueron los mismos que para el caso de la distribución normal
(véase Muñoz 1998, p. 10).

Particularmente con el objeto de indagar el efecto de la escogencia de la par-
tición alrededor de cero en el desempeño de la estadística, se simularon valores
de ella con base en la partición del intervalo (−0.1, 0.1) con δ = 0.001 y por tan-
to r = 20, la cual se denominó estadística Gn(20); los valores de las estadísticas
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Gn(100) y Gn(500) fueron simulados con δ = 0.0002, r = 100 y δ = 0.00004,
r = 500, respectivamente.

La simulación sugirió que la distribución de Gn tendría un valor esperado
cercano al número de puntos de la subdivisión del intervalo (−h′, h′), porque per-
sistentemente mostró promedios alrededor de r, y varianzas que oscilaron cerca de
2r2, lo que indujo a considerar no plausible la conjetura de un comportamiento χ2

de la estadística (tablas 1 y 2).

4.3. Distribución aproximada de la estadística

Los valores simulados se agruparon en histogramas que mostraron siempre
sesgo positivo y unimodalidad. Este hecho sugirió que la estadística propuesta
tenía las mismas características ya sea usando el modelo normal o el uniforme.
Intuitivamente se puede elegir a la familia gamma como modelo de aproximación
del comportamiento de Gn, no lejano de la presunción inicial de una distribución
χ2; la función de densidad, valor esperado y varianza de una variable aleatoria X
con distribución gamma son respectivamente: fX(x) = 1

αsΓ(s)x
s−1e−

1

α
xI(0,∞)(X),

E[X ] = αs y V [X ] = sα2.

En las tablas 1 y 2 se ratifican los valores de los parámetros de la distribución
aproximada donde el valor esperado es igual a r. Así entonces r = αs; por otra
parte, el punto de oscilación 2r2 sugiere el valor aproximado de la varianza, con lo
cual sα2 = 2r2 y rα = 2r2, de donde α = 2r, en consecuencia 2rs = r y en síntesis
s = 1

2 .

En las tablas 1 y 2 se puede observar la semejanza entre los valores esperados
y varianza simuladas con valores esperados y varianzas del modelo gamma, lo cual
permite afirmar que la distribución de Gn puede aproximarse por medio de una
distribución gamma con parámetros s = 1

2 y α = 2r.

Tabla 1: Media, varianza y percentiles obtenidos por simulación para la estadística Gn

con base en 10000 muestras provenientes de la distribución normal.

PERCENTILES

ESTADÍSTICA media varianza 0.1 0.25 0.5 0.75 0.90 0.95 0.99

Gn(20) 20.02 785.48 0.46 2.18 9.23 26.46 53.94 76.37 131.46

percentiles 0.32 2.03 9.10 26.47 54.11 76.83 132.70

dist. gamma
a

Gn(100) 100.11 19666.02 2.28 10.85 46.12 132.33 269.85 381.67 657.35

percentiles 1.58 10.15 45.49 132.33 270.55 384.15 663.49

dist. gamma
a

Gn(500) 500.73 492477.59 11.31 54.21 230.64 661.69 1350.22 1911.67 3292.77

percentiles 7.90 50.77 227.47 661.65 1352.77 1920.73 3317.45

dist. gamma
a

a
con parámetros s = 1

2
y α = 2r.

Como consecuencia del examen del comportamiento de los valores simulados de
Gn, de sus promedios, varianzas y de sus percentiles que presentan gran similitud
con respecto a la distribución gamma, este trabajo propone el siguiente test para
evaluar la bondad de ajuste a las distribuciones normal y uniforme, en los siguientes
términos:
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Tabla 2: Media, varianza y percentiles obtenidos por simulación para la estadística Gn

con base en 10000 muestras provenientes de la distribución uniforme.

PERCENTILES

ESTADÍSTICA media varianza 0.1 0.25 0.5 0.75 0.90 0.95 0.99

Gn(20) 19.93 792.48 0.30 1.94 9.00 26.32 54.25 77.62 130.12

percentiles 0.32 2.03 9.10 26.47 54.11 76.83 132.70

dist. gamma
a

Gn(100) 99.67 19812.24 1.50 9.74 45.02 131.60 271.24 388.10 650.66

percentiles 1.58 10.15 45.49 132.33 270.55 384.15 663.49

dist. gamma
a

Gn(500) 498.41 495354.30 7.51 48.74 225.16 658.03 1356.20 1940.60 3253.40

percentiles 7.90 50.77 227.47 661.65 1352.77 1920.73 3317.45

dist. gamma
a

a
con parámetros s = 1

2
y α = 2r.

“Rechazar la hipótesis de ajuste al modelo en consideración si Gn > Gn,1−α”.
Gn,1−α es el percentil 100(1 − α)% de una variable con distribución gamma con
parámetros s = 1

2 y α = 2r.

5. Exploración del ajuste con la estadística

propuesta

Para identificar peculiaridades de la estadística propuesta, frente a las esta-
dísticas con las cuales se coteja, se dispuso de cuatro regiones que representaran
cercanías o alejamientos entre el promedio de la muestra y el promedio poblacional
e igualmente entre la varianza de la muestra y la varianza poblacional. Para ello se
utilizó el primer cuadrante del plano cartesiano, tomando como eje de las abscisas
la diferencia en valor absoluto entre los promedios y como eje de las ordenadas
la diferencia en valor absoluto entre las varianzas. El cuadrante así obtenido se
divide en las cuatro regiones como se muestra en la figura 1.

6

-
ξ

ε

R1 R2

R4 R3

Figura 1: Regiones propuestas para la exploración.

Las cotas ξ y ε, que definen las regiones, se determinaron aplicando la desigual-
dad de Chebyshev como se describe posteriormente. La región R1 representa las
situaciones donde las diferencias de los promedios y de las varianzas son relativa-
mente pequeñas. La región R2 representa las ocasiones en las cuales las diferencias
entre promedios son grandes y las diferencias entre las varianzas son pequeñas,
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la región R3 representa los casos en los cuales las diferencias entre promedios y
varianzas son relativamente grandes y la región R4 representa los eventos en que
las diferencias entre promedios sos pequeñas y las diferencias entre varianzas son
grandes.

5.1. Juzgamiento del ajuste a la distribución normal

La unidad de exploración consistió en un conjunto de 1000 muestras aleatorias
particulares provenientes de una distribución normal con los mismos parámetros
empleados en la sección 4.2.

Con las muestras simuladas se evaluó la bondad del ajuste empleando las esta-
dísticas de Pearson, K-S y la estadística propuesta Gn. La respuesta se cuantificó
por medio de la tasa de rechazo de la hipótesis de normalidad, definiéndose como
tasa total de rechazos (TTR), tasa de rechazos región uno (TRR1), tasa de re-
chazos región dos (TRR2), tasa de rechazos región tres (TRR3) y tasa de rechazos
región cuatro (TRR4); las cuatro regiones se definieron como

R1 : Si |Xn − µ| < ξ y

∣

∣

∣

∣

S2
n

σ2
− 1

∣

∣

∣

∣

< ε

R2 : Si |Xn − µ| ≥ ξ y

∣

∣

∣

∣

S2
n

σ2
− 1

∣

∣

∣

∣

< ε

R3 : Si |Xn − µ| ≥ ξ y

∣

∣

∣

∣

S2
n

σ2
− 1

∣

∣

∣

∣

≥ ε

R4 : Si |Xn − µ| < ξ y

∣

∣

∣

∣

S2
n

σ2
− 1

∣

∣

∣

∣

≥ ε

La cota ξ para la diferencia de medias se determinó teniendo en cuenta que

E[Xn] = µ y V [Xn] = σ2

n ; luego, utilizando la desigualdad de Chebyshev

P [|Xn − µx| < rσx] ≥ 1 − 1
r2 para r > 0 y utilizando el remplazo ξ = r σ

√

n
,

se tiene P [|Xn−µx| < ξ] ≥ 1− σ2

nξ2 eligiendo 1− σ2

nξ2 = 0.05, entonces ξ = σ
√

n∗0.95
.

La cota ε para la diferencia de varianzas se determinó denotando X =
S2

n

σ2 . De
esta manera E[X ] = 1 y V [X ] = 1

σ4 V [S2
n].

Como V [S2
n] = 1

n (µ4 − n−3
n−1σ4), n > 1 con µ4 = 4!σ4

2!22 = 3σ4,

entonces V [S2
n] = 1

n

(

3σ4 − n−3
n−1σ4

)

y V [X ] = 1
n

(

3 − n−3
n−1

)

, n > 1;

empleando la desigualdad de Chebyshev P [|X−µx| < rσx]≥ 1− 1
r2 para cada r > 0,

y remplazando ε = r
√

1
n (3 − n−3

n−1 ), se tiene que P [|S
2

n

σ2 − 1| < ε] ≥ 1 − (3−n−3

n−1 )
nε2 .

Eligiendo 1 − (3−n−3

n−1 )
nε2 = 0.05 entonces ε =

√

(3−n−3

n−1 )
n∗0.95 .

Para realizar el ajuste con la estadística de Pearson al modelo normal con valor
esperado µ y varianza σ2 totalmente especificados, se determinó una partición de
la recta real de seis subintervalos disjuntos desde (−∞, µ−2σ] hasta (µ+2σ,∞] y
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para efecto de decisión se utilizó el percentil 0.95 de una distribución χ2 con cinco
grados de libertad.

Con el ajuste que empleó la estadística de K-S se utilizó el percentil 0.95 de
Dn, calculado con la expresión 1.36/(n +

√

n/10)1/2 (Conover 1999).

El ajuste a la distribución normal de parámetros específicos mediante la esta-
dística propuesta tuvo en cuenta los percentiles 0.95 que se muestran en las tablas
1 y 2.

5.2. Juzgamiento del ajuste a la distribución uniforme

La unidad de exploración también fueron 1000 muestras aleatorias particulares
provenientes de una distribución uniforme de tamaño n = 20, 70, 120, 170 y 220;
con las muestras simuladas se procedió a realizar la prueba de bondad de ajuste y
se cuantificó la tasa de rechazo de igual forma que la descrita en la sección anterior;
las regiones para este caso fueron

R1 : Si |Xn − 0.5| < ξ y |S2
n − σ2| < ε

R2 : Si |Xn − 0.5| ≥ ξ y |S2
n − σ2| < ε

R3 : Si |Xn − 0.5| ≥ ξ y |S2
n − σ2| ≥ ε

R4 : Si |Xn − 0.5| < ξ y |S2
n − σ2| ≥ ε

Teniendo en cuenta que E[Xn] = 0.5 y V
[

Xn

]

= 1
12∗n , P

[

∣

∣Xn − 0.5
∣

∣

< r
√

1
12∗n

]

≥ 1 − 1
r2 para r > 0, utilizando el remplazo ξ = r

√

1
12∗n , se tiene que

P
[
∣

∣Xn − 0.5
∣

∣ < ξ
]

≥ 1 − 1
12∗nξ2 y eligiendo 1 − 1

12∗nξ2 = 0.05, ξ = 1
√

0.95∗12∗n
.

Por otra parte, como E[S2
n] = σ2 y V [S2

n] = 1
n (µ4 − n−3

n−1σ4), n > 1, V [S2
n] =

1
n

(

µ4 − n−3
n−1

(

1
144

)

)

, y µ4 = 1
5∗24 = 1

80 . Así V [S2
n] = 1

n

(

( 1
180 )n−3

n−1

)

, n > 1 con base

en la desigualdad de Chebyshev, P [|X − µx| < rσx]≥ 1 − 1
r2 para cada r > 0 y

remplazando ε = r

√

1
n

(

(

1
180

)

n−3
n−1

)

, se tiene que P [|S2
n−σ2| < ε] ≥ 1− (( 1

80 )
n−3

n−1 )
nε2 ,

eligiendo 1 − (( 1

80 )
n−3

n−1 )
nε2 = 0.05 entonces ε =

√

(( 1

80 )
n−3

n−1)
n∗0.95 .

En la evaluación del ajuste de la estadística de Pearson al modelo uniforme en
el intervalo (0, 1), se estableció una partición de cinco intervalos de una amplitud
de 0.2. Para efecto de decisión se utilizó el percentil 0.95 de una distribución χ2

con cuatro grados de libertad.

El procedimiento para el ajuste con la estadística de K-S y la estadística Gn

fue similar al empleado en el juzgamiento de la distribución normal.

Revista Colombiana de Estadística 33 (2010) 111–125



118 Luis Alfonso Muñoz & Jorge Humberto Mayorga

6. Resultados de la exploración con base en la

distribución normal

El análisis de los resultados de la exploración se llevó a cabo de manera análoga
al análisis de los resultados de un diseño experimental con arreglo factorial de
efectos fijos. En este contexto los elementos del análisis fueron:

Respuesta: tasa de rechazo de la hipótesis nula.

Factores:

• Valor esperado µ. Cuatro niveles: 50, 150, 250 y 350.

• Varianza σ2. Tres niveles: 1, 256 y 961.

• Tamaño de muestra n. Cinco niveles: 20, 70, 120, 170 y 220.

• Para el análisis conjunto, Estadísticas. Cinco niveles: Pearson, K-S, Gn(20),
Gn(100) y Gn(500).

Unidad de exploración: 1000 muestras de igual tamaño y generadas con los
mismos parámetros.

Réplicas: seis.

6.1. Análisis conjunto

Los resultados de la exploración se examinaron mediante el análisis de varianza
para la tasa total de rechazo y la tasa de rechazo en cada una de las regiones. De
las tablas de los cinco análisis de varianza se compilaron resultados parciales (véase
tabla 3).

Tabla 3: Cuadrados medios para las variables tasa total de rechazos y tasa de rechazos

por regiones.

CUADRADOS MEDIOS
C de V gl TTR TRR1 TRR2 TRR3 TRR4

Estadística 4 0.00911823 ** 0.00357893 ** 0.02928230 ** 0.00017162 ** 0.01331699 **
µ 3 0.00010199 0.00000069 0.00003909 0.00009976 ** 0.00000456
n 4 0.00016816 ** 0.00002949 ** 0.00009993 ** 0.00001706 0.00001728 **
σ2 2 0.00012652 0.00000208 0.00001031 0.00005176 * 0.00000035
Estadística ∗ µ 2 0.00001374 0.00000115 0.00000632 0.00001433 0.00000160
Estadística ∗ n 6 0.00041797 ** 0.00001996 ** 0.00013184 ** 0.00007314 ** 0.00003017 **
Estadística ∗ σ2 8 0.00003572 0.00000202 0.00003649 0.00000608 0.00000262
µ ∗ n 12 0.00009158 * 0.00000206 0.00004961 * 0.00004758 ** 0.00000425
µ ∗ σ2 6 0.00010781 * 0.00000130 0.00013801 ** 0.00000613 0.00000226
n ∗ σ2 8 0.00005493 0.00000195 0.00004491 0.00007442 ** 0.00000498
Error 1719 0.00004300 0.00000164 0.00002485 0.00001557 0.00000284
Total 1799
* Diferencias estadísticas significativas al 5%.
** Diferencias estadísticas significativas al 1%.
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Con base en el contenido de la anterior tabla, se puede afirmar que la simulación
sugiere que las tasas medias de rechazo son estadísticamente distintas de acuerdo
con el tipo de estadística que se utilice, tanto de manera general como vistas las
tasas en cada una de las regiones establecidas. Este resultado se confirma en el
análisis específico por cada estadística (tabla 4).

Tabla 4: Prueba de comparación de medias de Scheffé al 95% para las variables ta-

sa total de rechazos y tasa de rechazos por regiones, teniendo en cuenta la

estadística.

Estadística TTR TRR1 TRR2 TRR3 TRR4

Pearson 0.0514444 A 0.00721389 A 0.0144278 C 0.0159667 A 0.0138361 A
Kolmogorov-Smirnov 0.0387139 C 0.00084444 B 0.0228667 B 0.0140139 C 0.0009889 B
Gn(20) 0.0491444 B 0.00000000 C 0.0341417 A 0.0149750 B 0.0000000 C
Gn(100) 0.0492056 B 0.00000000 C 0.0342028 A 0.0149750 B 0.0000000 C
Gn(500) 0.0492194 B 0.00000000 C 0.0342139 A 0.0149778 B 0.0000000 C
Diferencia mínima 0.0015 0.0003 0.0011 0.0009 0.0003
significativa
Valores con la misma letra no presentan diferencias estadísticas significativas.

El ordenamiento presentado en la tabla 4, producto de la prueba de Scheffé
permite concluir que en términos generales la estadística propuesta ocuparía un
puesto intermedio entre las estadísticas de Pearson y K-S; igualmente las tres
particiones elegidas para la estadística producen resultados muy similares.

Especialmente por región, la estadística propuesta mostró en la simulación su
superioridad tanto en la región R1 como en la región R4, frente a las dos estadísticas
que se comparó; en la región R3, la estadística tiene el mismo comportamiento que
cuando se la analiza de manera global. La debilidad de la estadística propuesta se
manifiesta en la región R2, en la cual es superada por las estadísticas de Pearson
y K-S, al presentar las mayores tasas de rechazo.

También se deduce de la tabla 3 que la simulación sugiere que el tamaño de la
muestra es un factor que interviene de manera importante en la tasa de rechazo
tanto individualmente como de manera colectiva con cada uno de los otros factores.
La significancia de la interacción particular con el factor estadística, es la razón
que motiva al análisis específico.

Finalmente, de la información acopiada en la tabla 4, se deduce el efecto del
valor del parámetro µ y el valor del parámetro σ2 en la tasa de rechazo en la
región R3, como era lo esperado, puesto que corresponde a la región que bajo
normalidad presenta mayor discrepancia entre el promedio de la muestra y el
promedio poblacional y entre la varianza de la muestra y la varianza poblacional.

6.2. Análisis específico

Los resultados de la exploración se examinaron mediante el análisis de varianza
para la tasa total de rechazo y para la tasa de rechazo en cada una de las regiones,
teniendo en cuenta el tipo de estadística empleada para el ajuste. De las tablas de
los cinco análisis de varianza se compilaron resultados parciales (véase las tablas
5 a 9).
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En las tablas 5 y 6 se pone de manifiesto el efecto que tiene el tamaño de la
muestra en la evaluación de la tasa de rechazo en el caso que para el ajuste se
emplearon las estadísticas de Pearson y de K-S.

En las tablas 7 a 9 se puede apreciar que la estadística propuesta no depende
del tamaño de la muestra ni del tamaño de los parámetros µ y σ2.

Tabla 5: Cuadrados medios para las variables tasa total de rechazos y tasa de rechazos

por regiones empleando para el ajuste la estadística de Pearson.

CUADRADOS MEDIOS
C de V gl TTR TRR1 TRR2 TRR3 TRR4

n 4 0.00029378 ** 0.00010506 ** 0.00002100 0.00014290 ** 0.00013304 **
µ 3 0.00004367 0.00000448 0.00000553 0.00003558 0.00000837
σ2 2 0.00006738 0.00000882 0.00002712 0.00001383 0.00000914
n ∗ µ 12 0.00008359 0.00000856 0.00002277 0.00000847 0.00002230 *
n ∗ σ2 8 0.00002797 0.00000796 0.00001159 0.00000544 0.00001580
µ ∗ σ2 6 0.00000466 0.00000706 0.00001162 0.00001945 0.00000377
Error 319 0.00005029 0.00000721 0.00001377 0.00001645 0.00001197
Total 359
* Diferencias estadísticas significativas al 5%.
** Diferencias estadísticas significativas al 1%.

Tabla 6: Cuadrados medios para las variables tasa total de rechazos y tasa de rechazos

por regiones empleando para el ajuste la estadística de K-S.

CUADRADOS MEDIOS
C de V gl TTR TRR1 TRR2 TRR3 TRR4

n 4 0.00147881 ** 0.00000429 ** 0.00052488 ** 0.00014165 ** 0.00000408 *
µ 3 0.00000394 0.00000081 0.00002627 0.00001424 0.00000176
σ2 2 0.00001059 0.00000135 0.00004157 0.00002788 0.00000084
n ∗ µ 12 0.00003926 0.00000089 0.00002072 0.00001893 0.00000161
n ∗ σ2 8 0.00003075 0.00000118 0.00002075 0.00003500 * 0.00000129
µ ∗ σ2 6 0.00001383 0.00000056 0.00001963 0.00000738 0.00000181
Error 319 0.00003705 0.00000092 0.00002352 0.00001625 0.00000123
Total 359
* Diferencias estadísticas significativas al 5%.
** Diferencias estadísticas significativas al 1%.

Tabla 7: Cuadrados medios para las variables tasa total de rechazos y tasa de rechazos

por regiones empleando para el ajuste la estadística Gn(20).

CUADRADOS MEDIOS
C de V gl TTR TRR1 TRR2 TRR3 TRR4

n 4 0.00002307 0.0 0.00002694 0.00000836 0.0
µ 3 0.00003724 0.0 0.00001124 0.00003603 0.0
σ2 2 0.00006984 0.0 0.00003370 0.00001186 0.0
n ∗ µ 12 0.00002902 0.0 0.00001889 0.00001675 0.0
n ∗ σ2 8 0.00002474 0.0 0.00002464 0.00002343 0.0
µ ∗ σ2 6 0.00005346 0.0 0.00004731 0.00000175 0.0
Error 319 0.00004528 0.0 0.00003095 0.00001610 0.0
Total 359
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Tabla 8: Cuadrados medios para las variables tasa total de rechazos y tasa de rechazos

por regiones empleando para el ajuste la estadística Gn(100).

CUADRADOS MEDIOS
C de V gl TTR TRR1 TRR2 TRR3 TRR4

n 4 0.00002211 0.0 0.00002691 0.00000836 0.0
µ 3 0.00003587 0.0 0.00001034 0.00003594 0.0
σ2 2 0.00006180 0.0 0.00002762 0.00001143 0.0
n ∗ µ 12 0.00002948 0.0 0.00001901 0.00001685 0.0
n ∗ σ2 8 0.00002266 0.0 0.00002381 0.00002345 0.0
µ ∗ σ2 6 0.00005367 0.0 0.00004635 0.00000186 0.0
Error 319 0.00004501 0.0 0.00003069 0.00001612 0.0
Total 359

Tabla 9: Cuadrados medios para las variables tasa total de rechazos y tasa de rechazos

por regiones empleando para el ajuste la estadística Gn(500).

CUADRADOS MEDIOS
C de V gl TTR TRR1 TRR2 TRR3 TRR4

n 4 0.00002225 0.0 0.00002755 0.00000835 0.0
µ 3 0.00003622 0.0 0.00001100 0.00003531 0.0
σ2 2 0.00005979 0.0 0.00002625 0.00001109 0.0
n ∗ µ 12 0.00002994 0.0 0.00001908 0.00001677 0.0
n ∗ σ2 8 0.00002308 0.0 0.00002420 0.00002382 0.0
µ ∗ σ2 6 0.00005300 0.0 0.00004566 0.00000184 0.0
Error 319 0.00004502 0.0 0.00003070 0.00001613 0.0
Total 359

7. Resultados de la exploración con base en la

distribución uniforme

Cuando se empleó la distribución uniforme, e independientemente de la esta-
dística usada para el ajuste, solo se presentaron tasas de rechazo en las regiones
uno y cuatro descritas anteriormente.

El análisis de los resultados de la exploración se llevó a cabo de manera análoga
al análisis de los resultados de un diseño experimental con arreglo factorial de
efectos fijos. Los elementos del análisis fueron:

Respuesta: tasa de rechazo de la hipótesis nula.

Factores:

• Estadísticas. Cinco niveles: Pearson, K-S, Gn(20), Gn(100) y Gn(500).

• Tamaño de muestra n. Cinco niveles: 20, 70, 120, 170 y 220.

Unidad de exploración: 1000 muestras de igual tamaño.

Réplicas: seis.

Revista Colombiana de Estadística 33 (2010) 111–125



122 Luis Alfonso Muñoz & Jorge Humberto Mayorga

7.1. Análisis de los resultados

Los resultados de la exploración se examinaron mediante el análisis de varianza
para la tasa total de rechazo, tasa de rechazo en la región uno y tasa de rechazo
en la región cuatro. De las tablas de los tres análisis de varianza se compilaron
resultados parciales (tabla 10).

Tabla 10: Cuadrados medios para las variables tasa total de rechazos, tasa de rechazos

región uno y tasa de rechazos región cuatro.

CUADRADOS MEDIOS
C de V gl TTR TRR1 TRR4

Estadística 4 0.00074934 ** 0.00133998 ** 0.00087633 **
n 4 0.00009902 ** 0.00029941 ** 0.00005594 **
Estadística ∗ n 16 0.00002924 0.00003099 * 0.00002563 *
Error 120 0.00332488 0.00001627 0.00001275
Total 149
* Diferencias estadísticas significativas al 5%.
** Diferencias estadísticas significativas al 1%.

Con base en la anterior tabla, se puede afirmar que la simulación sugiere que
las tasas medias de rechazo son estadísticamente distintas de acuerdo con el tipo
de estadística que se utilice, tanto de manera general como para las regiones uno
y cuatro.

El resultado del análisis de varianza se confirma en la tabla 11, donde el or-
denamiento presentado producto de la prueba de Scheffé permite concluir que la
estadística de Pearson y la estadística propuesta en cuanto a la tasa total de re-
chazos no presentan diferencias estadísticas entre sí, siendo estas tasas mayores
que para la estadística de K-S.

La estadística propuesta en la simulación presenta peor desempeño frente a las
dos estadísticas con que se comparó en la región R1, mientras que en la región R4

tiene un desempeño similar a la estadística de K-S, ambas estadísticas con menores
tasas de rechazo que la estadística de Pearson. Además las tres particiones elegidas
para la estadística propuesta producen resultados similares (tabla 11).

Tabla 11: Prueba de comparación de medias de Scheffé al 95 % para las variables tasa

total de rechazo, tasa de rechazos región uno y tasa de rechazos región cuatro,

teniendo en cuenta la estadística.

Estadística TTR TRR1 TRR4

Pearson 0.049233 A 0.019533 B 0.0297000 A
Kolmogorov-Smirnov 0.038133 B 0.019867 B 0.0182667 B
Gn(20) 0.049333 A 0.031900 A 0.0174333 B
Gn(100) 0.049333 A 0.031900 A 0.0174333 B
Gn(500) 0.049333 A 0.031900 A 0.0174333 B
Diferencia mínima 0.0043 0.0033 0.0029
significativa
Valores con la misma letra no presentan diferencias estadísticas significativas.
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En la tabla 10 se puede apreciar también que la simulación sugiere que el
tamaño de la muestra es un factor que interviene de manera importante en la tasa
de rechazo tanto para la tasa total de rechazo como en cada una de las regiones. La
interacción de los factores estadística y tamaño de la muestra presenta diferencias
estadísticas únicamente para las tasas de rechazo en las regiones uno y cuatro.

En general en la tabla 12 se aprecia la prueba de Scheffé, donde se revela que el
efecto del tamaño de la muestra no influye en las estadísticas de Pearson, K-S y la
propuesta para la tasa de rechazo en la región R4. Las estadísticas de Pearson y la
propuesta no tienen influencia del tamaño de muestra en la tasa total de rechazos.

La estadística de K-S presenta influencia del tamaño de la muestra en cuanto a
la tasa total de rechazo. Además esta estadística y la propuesta presentan influencia
del tamaño de la muestra para la tasa de rechazos en la región R1.

Tabla 12: Prueba de comparación de medias de Scheffé al 95 % para las variables tasa

total de rechazos y tasa de rechazos por regiones, teniendo en cuenta la

estadística y el tamaño de la muestra.

TASA TOTAL DE RECHAZOS
Tamaño de muestra Pearson K-S Gn(20) Gn(100) Gn(500)

20 0.049833 A 0.030167 B 0.046500 A 0.046500 A 0.046500 A
70 0.047500 A 0.038000 AB 0.051667 A 0.051667 A 0.051667 A
120 0.050000 A 0.040667 A 0.048500 A 0.048500 A 0.048500 A
170 0.051167 A 0.039667 A 0.050167 A 0.050167 A 0.050167 A
220 0.047667 A 0.042167 A 0.049833 A 0.049833 A 0.049833 A

Diferencia mínima 0.0133 0.0095 0.0103 0.0103 0.0103
significativa

TASA DE RECHAZOS REGIÓN UNO
Tamaño de muestra Pearson K-S Gn(20) Gn(100) Gn(500)

20 0.020333 A 0.011833 B 0.025333 B 0.025333 B 0.025333 B
70 0.022667 A 0.020833 A 0.033667 AB 0.033667 AB 0.033667 AB
120 0.017333 A 0.021333 A 0.031667 AB 0.031667 AB 0.031667 B
170 0.019167 A 0.021500 A 0.035000 A 0.035000 A 0.035000 A
220 0.018167 A 0.023833 A 0.033833 AB 0.033833 AB 0.033833 AB

Diferencia mínima 0.0081 0.0068 0.0086 0.0086 0.0086
significativa

TASA DE RECHAZOS REGIÓN CUATRO
Tamaño de muestra Pearson K-S Gn(20) Gn(100) Gn(500)

20 0.029500 A 0.018333 A 0.021167 A 0.021167 A 0.021167 A
70 0.024833 A 0.017167 A 0.018000 A 0.018000 A 0.018000 A
120 0.032667 A 0.019333 A 0.016833 A 0.016833 A 0.016833 A
170 0.032000 A 0.018167 A 0.015167 A 0.015167 A 0.015167 A
220 0.029500 A 0.018333 A 0.016000 A 0.016000 A 0.016000 A

Diferencia mínima 0.0112 0.0056 0.0062 0.0062 0.0062
significativa
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8. Conclusiones

Este trabajo recurrió a la simulación como medio para explorar el comporta-
miento de la estadística propuesta. En tal sentido, se derivaron de dicha simulación
y por tanto su alcance está limitado a las condiciones particulares elegidas.

Se encontró que la estadística propuesta tuvo un desempeño intermedio para
la evaluación del ajuste a la distribución normal, superando a la estadística de
Pearson, pero superada por la estadística de K-S.

Al realizar la evaluación del ajuste al modelo normal se encontró que la esta-
dística propuesta no depende del tamaño de la muestra como sí sucede cuando se
emplean las estadísticas de Pearson y K-S.

La estadística propuesta y la estadística de Pearson en la evaluación del ajuste
al modelo uniforme, presentaron mayor tasa total de rechazos que la estadística
de K-S.

En el ajuste a la distribución uniforme al emplear las estadísticas de Pearson y
la propuesta, el tamaño de la muestra no influyó en la tasa total de rechazos como
sí sucedió con la estadística de K-S.

La estadística propuesta presentó un comportamiento diferente de acuerdo con
el modelo empleado para el ajuste. Además en los dos modelos usados las parti-
ciones elegidas para la estadística producen resultados similares o iguales.

Finalmente este trabajo propone realizar el estudio teórico de la distribución de
la estadística. También realizar la valoración del comportamiento de la estadística
cuando la hipótesis de nulidad no se cumple.

ˆ
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Abstract

A central problem associated with Multidimensional Item Response The-
ory (MIRT) Models is the impossibility of ordering the examinees. In this
paper, we obtain two unidimensional synthetic indices that are optimal lin-
ear combinations of the ability vector. These synthetic indices are similar
to the reference composite commonly used in MIRT models, but they are
easier to calculate and interpret. The synthetic indices are compared with
the unidimensional ability obtained when a multidimensional data is fitted
with an unidimensional IRT (UIRT) model.

Key words: Binary response, Item response theory, Index, Multidimen-
sional data, Synthetic estimator, Latent trait.

Resumen

Un problema central asociado con los Modelos Multidimensionales de
Teoría de Respuesta al Item (TRIM) es la imposibilidad de ordenar a los
examinados. En este artículo, se obtienen dos índices sintéticos unidimen-
sionales que son combinaciones lineales óptimas del vector de habilidades.
Estos índices sintéticos son semejantes a la composición de referencia común-
mente usada en los modelos TRIM, pero son más fáciles de calcular. Los
índices sintéticos se comparan con el parámetro de habilidad obtenido cuando
un conjunto de datos multidimensionales es ajustado con un modelo TRI uni-
dimensional.

Palabras clave: respuesta binaria, teoría de respuesta al ítem, índice, datos
multidimensionales, estimador sintético, trazo latente.
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1. Introduction

This research originated in recent results obtained by Levine (2003) and Carroll
& Levine (2007) in the context of Multidimensional Item Response Theory. They
proved that any multidimensional model has unidimensional submodels that are
equivalent to the original model.

The unidimensional item response theory models (UIRT) consist of models
according to which the interactions of persons with items can be adequately
represented by a unique parameter describing the characteristics of the person
(Reckase 2009).

The multidimensional item response theory (MIRT) models are based on the
assumption that people require more than one basic ability to response correctly
to an item in a test. There are two major types of MIRT models-the compensatory
models Reckase (1985, 1997, 2007) and the non-compensatory or partial compen-
satory models (Sympson 1978). In this research, we only refer to the compensatory
MIRT models, that we will call them simply MIRT models.

Stout (1990) introduced the concept of essential unidimensionality. The cen-
tral idea of Stout is that even though the ability space is multidimensional, the
set of items used in a test may be sensitive, mainly to differences along one of
the dimensions. The statistical tests to assess unidimensionalidad can reject the
unidimensional assumption. Stout et al. (1999) developed DIMTEST, a procedure
to test the assumption of essential unidimensionality of the person’s ability.

Several authors tried to determine the relationship between the ability vec-
tor θ and the unidimensional ability denoted θ, obtained by fitting a unidimen-
sional model to data that were generated from multidimensional models. Ansley
& Forsyth (1985) examined the unidimensional estimates for two dimensional data
using a noncompensatory model. They studied situations in which the θ’s were
correlated with correlations values of 0.0, 0.3, 0.6, 0.9 and 0.95. Way et al. (1988)
also compared the effects of using a UIRT model to estimate two dimensional
data for both the noncompensatory and the compensatory MIRT model. Reck-
ase (1990, 1986) reported that, in some situations, where a multidimensional data
matrix was fitted with a UIRT model, the dimensionality and the difficulty were
confused.

Ackerman (1989) reported that, in his simulations, the unidimensional estimate
of θ was highly correlated with (θ1 + θ2)/2; this correlation was better when the
correlation of the abilities was increased. Reckase & Ackerman (1988) suggested
to build unidimensional tests from multidimensional items by grouping the items
that measure more similar the linear combinations of abilities.

Folk & Green (1989) stated that θ̂ is strongly related to some optimal com-
bination of θ1 and θ2, even for simulate samples with low correlations. Doody
(1985) reported studies about the robustness of unidimensional fitting applied to
two dimensional data. Zhao et al. (2002), in a simulated study of computerized
adaptive tests, founded similar results. As Ackerman, they compared the ability θ̂
with (θ1 + θ2)/2. Walker & Beretvas (2003) compared multidimensional and uni-
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dimensional proficiency using real data from a large-scale mathematics test and
obtained similar results.

Recently, Sheng (2007) showed that when each one of the items measures es-
sentially only one ability , a multi-unidimensional model fits better the data.

In this paper, we review the previous works about the important issue of syn-
thesizing the latent ability vector in MIRT models. We derive two optimal linear
combinations of the components of the ability vector, which are synthetic indices
of the abilities. Through a simulation study, we compared the proposed indices
with the others proposed previously, and we infer that all the synthetic indices
are similar. Our indices are easier to compute and interpret by the experts. The
synthetic indices obtained are also estimations of the linear combination of the
latent ability vector that is best measured by a test. We state how the covariance
of the latent ability vector affects the synthetic index. Finally, we infer through
a second simulation study that when the multidimensional data is fitted with a
unidimensional model, the unidimensional latent ability is precisely the synthetic
index of the ability vector. In the paper, the terms latent ability and latent trait
are used as synonyms.

2. The geometrical facts

When a UIRT model is used to fit data set, it is usual to assume a normal
standard distribution for the abilities of the individuals. Clearly, if the data is
multidimensional, the correlation matrix of the ability vector is the identity matrix.
But, if really the correlation matrix is not the identity, the obvious question is what
happens with the item and the ability parameters when this information about
the correlation matrix of the abilities is omitted?

The works reviewed in Section 1 suggested us that when a data set is generated
from a MIRT model and the correlation matrix of the ability vector is not the
identity, a unidimensional model can fit well the data. This lead us to conjecture
that if the unidimensional model is used with the assumption that the abilities have
a normal standard distribution, the correlation matrix of the abilities transforms
the direction of the items in such a way that in the extreme case all of them
must be aligned. The direction of an item is discussed in Section 3. Also, the
results reported in Section 1 seems to suggest that in the extreme case the unique
direction of the items is just 1√

d
1d, where d is the dimension of the ability space.

This conjecture lead us to propose and prove the results of this Section. The
required facts from d-dimensional geometry can be consulted in the Appendix.

Theorem 1. Let Σ be a d × d symmetric and positive definite matrix, such that

all its diagonal elements are 1 and the off-diagonal elements are nonnegative. Let

β1 and β2 be unitary vectors of R
d, such that all their elements are nonnegative.

Let |Σ| be the determinant of Σ, then
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 βt
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Σβ2√

(βt
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Σβ1)(βt
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2

≥ 1 − |Σ|(1 − (βt
1
β2)2) (1)

Proof . Let Σ1/2 be the squared root of Σ. Let γi = (Σ1/2βi)/
√

βt
iΣβi, i = 1, 2.

Then, the vectors γ1 and γ2 are unitary. Let vol(γ1, γ2) be the volume of the
parallelotope determined by the vectors γ1 and γ2. From equations (34), (36) and
(37) in the Appendix, it follows that

vol2(γ1, γ2) = 1 −



 βt
1
Σβ2√

(βt
1
Σβ1)(βt

2
Σβ2)




2

(2)

and

vol2(γ1, γ2) =
|Σ|vol2(β1, β2)

(βt
1
Σβ1)(βt

2
Σβ2)

(3)

The properties of matrix Σ permit us to conclude that βt
iΣβi ≥ 1, i = 1, 2.

The result follows from this fact and also from the previous two equations and
Lemma 3 in the Appendix.

Corollary 1. Under the conditions of Theorem 1, we have that



 βt
1
Σβ2√

(βt
1
Σβ1)(βt

2
Σβ2)



 ≥ (βt
1
β2) (4)

Proof . The result follows from the fact that |Σ| ≤ 1.

In the next result, we assume that Σ1/2

m is the squared root of Σm.

Theorem 2. Let Σm be a sequence of d×d matrices that have the same properties

than Σ in Theorem 1, and such that their determinants are decreasing and that

|Σm| → 0 as m → ∞. Let βm = Σ1/2

m β, where β is any not-zero vector, where

all of its components are nonnegative. Thus, βm/||βm|| → 1√
d
1d, where 1d is the

vector with 1’s at all its components.

Proof . It is easy to see that |Σ| = 0, if and only if Σ = Jd, where Jd is the matrix
with 1’s in all of its components. Thus, Σ1/2

m → 1√
d
Jd.

Suppose that Σ is a correlation matrix. It can be shown that if the off-diagonal
elements of the matrix Σ become large, then the determinant of the matrix Σ
decreases due to the relationship

| Σ |= (1 − R2
p.1···p−1)(1 − R2

p−1.1···p−2) · · · (1 − R2
2.1)
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where R2
k··· .d is the squared multiple correlation coefficient between the variable

k and the following variables. See, for example (Peña 2002), (Peña & Rodríguez
2003).

From theorems 1 and 2 we conclude that, if the off-diagonal elements of the
matrix Σ are increased, all the transformed vectors Σ1/2

m β have a smaller angle
between them than the original vectors, and the respective transformed normal-
ized vectors have a greater orthogonal projection between them. Also, all the
transformed vectors are conducted toward the unitary vector 1√

d
1d. In the limit

case, all the transform vectors align with that unitary vector.

3. The nature of the items in the MIRT model

In this Section, we show that any item in a compensatory MIRT model is
essentially unidimensional and prove that the item response hypersurface of an
item in a MIRT model is monotonic along any direction. This property allows
exchanging the item response function (IRF) and the item response hypersurface
(IRHS) as in the unidimensional case, but also permits us to determine what an
item really measures in a MIRT model.

In the logistic two parameter model (Baker & Seok-Ho 2004), (Bock 1972),
(Bock & Jones 1968), (Hambleton & Rogers 1991), the probability of a correct
response for the unidimensional case is given by

pj(θi) = P (Xij = 1 | θi, aj , bj) =
1

1 + e−aj(θi−bj)
(5)

where Xij is the response of person i to item j; Xij = 1 if the examinee i responses
correctly to item j, and Xij = 0 otherwise; θi is the unidimensional ability param-
eter for person i. The scale parameter aj is called the discrimination parameter
of item j, and bj is the difficulty or position parameter of item j.

The function fj(θ) = pj(θ) is called the item response function (IRF) and its
graph is the item response curve (IRC). Note that

fj(bj) =
1

2
(6)

and,

f ′(bj) =
1

4
aj (7)

so, except by the term 1/4, aj represents the slope of the IRC at the point bj.

In the classical compensatory MIRT model, there is more that one ability
measured by a test. Let θi be a vector of R

d that represents the ability vector
of the examinee i. The parameters of item j in this case are: aj , a vector of
R

d related with the discrimination of the item and γj , a scalar related with the
difficulty of the item. The probability that an examinee with ability vector θi

responses correctly to item j is given by

P (Xij = 1 | θi, aj , γj) =
1

1 + e−(at
j
θi+γj)

(8)
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The component θik of θi represents the ability of the person i in the k-th
dimension. The interpretations of aj ’s and γj ’s parameters are a little different
from those in the unidimensional case. Reckase (1985, 1997, 2007) states that the
MIRT model does not provide a direct interpretation about the parameters aj

and γj . In this case, the item response function fj(θ) = pj(θ) is a multivariate
function and its graph is a hypersurface. Let αj be the norm of the vector aj ,
that is,

αj =

√√√√
d∑

k=1

a2
jk

where the ajk’s are the components of vector aj . Then, the vector aj can be
rewritten as

aj = αjβj (9)

where βj = (βj1, βj2, . . . , βjd)
t, βjk = ajk/αj . Clearly, βj is a unitary vector of

R
d. Thus, the model given by Equation (8) can be rewritten as

P (Xij = 1 | θi, αj , βj , bj) =
1

1 + e−αj(β
t
jθi−bj)

(10)

where bj = −γj/αj. Reckase (1985) defined the value αj as the multidimensional
discrimination (MDISC) parameter and the value bj as the multidimensional dif-
ficulty (MDIFF) parameter. He showed that αj is the slope at the point of the
steepest slope in the direction specified by the vector βj , called the direction of

item j.

Additionally, he proved that bj is the distance from the origin to the point of
the steepest slope. We will show in this Section why the MDISC and MDIFF
names are justified.

At this point, we introduce the concept of item response hypersurface. In the
UIRT models, one may use the item response function (IRF) and its geometri-
cal representation-the item response curve (IRC)-almost interchangeable. In the
multidimensional case, however, the matter is not so straightforward.

First, we fix some notations. For any v ∈ R
d, the ray of v is defined to be the

line R · v in R
d determined by R · v = {tv ∈ R

d | t ∈ R}. Similarly, for v, w ∈ R
d

the directed line going through w is defined by

w + R · v = {w + tv ∈ R
d | t ∈ R}

Definition 1. A dichotomous item response hypersurface is a d-dimensional smooth
submanifold M of R

d × [0, 1], so that for any two vectors v, w ∈ Rd the in-
tersection of (w + R · v) × [0, 1] and M is the graph of a monotonic function
fv,w : w + R · v → [0, 1].

We shall use the notation fv = fv,0. Definition 1 and the notation were taken
from Antal’s paper (Antal 2007).
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Lemma 1. The graph of the item response function given by,

f(θ) =
1

1 + e−αj(βt
j
θ+γj)

(11)

is a dichotomous item response hypersurface.

Proof . Let v, w be two arbitrary vectors of R
d and consider the line given by

η(t) = w + tv, t ∈ R. Clearly, βt
jη(t) = βt

jw + (βt
jv)t is a monotonic function of

t and then f(η(t)) is a monotonic function along the direction v through w.

As a consequence of Lemma 1, the item response function (11) defines a dichoto-
mous item response hypersurface and the MIRT model is completely determined
by these hypersurfaces.

Lemma 2. The item response function fj(θ) of a MIRT model is constant in the

orthogonal complement of vector βj.

Proof . For any vector η in the orthogonal subspace of βj , βt
jη = 0, so,

fj(η) = 1/(1 + e−αjγj ).

The next Corollary can be directly proven.

Corollary 2. Given w ∈ R
d, the item response function fj(θ) is constant in the

hyperplane parallel to the orthogonal complement of vector βj that contains w.

This Corollary is well-known. It states that the contours of equiprobability
are hyperplanes, and that all of them are parallel. However, the important fact is
that they are orthogonal to the vector βj . Theorem 3 is the main result of this
Section. It establishes that the item response function fj(θ) is a trivial extension
of a unidimensional item response function (UIRF). According to Equation (9) we
will use the expression aj = αjβj in the Proof. It is not necessary, but is useful
to understand the result.

Theorem 3. The multidimensional IRF fj(θ) of a MIRT model is a trivial ex-

tension of a classical UIRF.

Proof . Let θ be a vector in R
d, and let {βj , v1, . . . , vd−1} be a normed orthog-

onal basis of R
d that contains the vector βj . Then, there exist real numbers

t, t1, . . . , td−1 such that

θ = tβj + t1v1 + · · · + td−1vd−1

then,

βt
jθ = (βt

jβj)t = t (12)

Hence,

fj(θ) =
1

1 + e−αjβt
j
θ−γj

=
1

1 + e−αjt−γj
=

1

1 + e−αj(t−bj)
= pβj

(t) (13)
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The notation pβj
is used to emphasize the direction βj , and that fj(θ) is an

extension of a UIRF. Theorem 3 shows an explicit way to construct the hypersur-
face defined by fj(θ) from a unidimensional IRC. Let pj(t) be the UIRF defined
by

pj(t) =
1

1 + e−αj(t−bj)
(14)

The function pj(t) can be trivially extended to a multivariate function by
pj(t1, . . . , td) = pj(t1). The original hypersurface is obtained by a rigid rotation
of the hypersurface defined by pj(t1, t2, . . . , td) on the hyperplane defined by the
canonical vectors e1, e2, . . . , ed, which aligns vector e1 with vector βj . This is a
general result, since any rotation in R

d can be done in this way. The theory of
rigid rotations in d-dimensional spaces can be found in Aguilera & Pérez-Aguila
(2004) and Mortari (2001). A direct and important consequence of Theorem 3 is
stated in the next Corollary.

Corollary 3. Let’s suppose that the directions of all items in a MIRT model

coincide, that is, βi = β, for all i. Then, the model is essentially unidimensional.

In other words, the MIRT model is a trivial extension of a UIRT model.

The result of Corollary 3 was first proven by Stout and Reckase in a paper pre-
sented at a meeting of the Psychometric Society (Reckase & Stout 1995). Reckase
(2009) reproduced the result (Theorem 1, page 197).

Other useful properties of the MIRT model follow. On the hyperplane βt
jθ −

bj = 0 we have that
fj(θ) = 1/2 (15)

It is straightforward to verify that for all θ in that hyperplane

∂fj

∂θ
(θ) =

1

4
αjβj (16)

So, as in Equation (7), the parameter αj , except by the constant 1/4, is the
slope of the IRHS for all θ in the hyperplane βt

jθ − bj = 0. The slope in the
direction βj is maximum when the IRHS crosses the hyperplane (Reckase 1985).

From equations (10), (15) and (16), we can conclude that IRHS of item j in
the MIRT model is a trivial extension of a unidimensional IRC whose parameters
of discrimination and difficulty are respectively αj and bj = −γj/αj. Also, it is
clear that item j measures the linear combination of the abilities given by βt

jθ.

4. Synthesizing the latent ability

A unidimensional synthetic index of the latent trait vector in a MIRT model
is usually called a composite. The formal concept is given in Definition 2.

Definition 2. A composite Θβ of the complete latent trait vector Θ is a linear
combination of Θ, that is Θβ = βtΘ =

∑d
k=1 βkΘk, where β = (β1, β2, . . . , βd)

t

is a constant vector called the direction of the composite Θβ . If V ar(Θβ) = 1, Θβ

will be called a normalized composite.
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Some authors have done theoretically developments to construct a unidimen-
sional synthetic index of the latent trait vector. Yen (1985) considered an approx-
imation of a MIRT model by a UIRT, using a least squares (LS) approach. She
used the objective function

G
[
â, b̂, θ̂

]
=

∑

i

∑

j

[
âj(θ̂i − b̂j) − αjβ

t
jθi − γj

]2

(17)

where â = (â1, . . . , âp)
t, b̂ =

(
b̂1, . . . , b̂p

)t

, θ̂ =
(
θ̂1, . . . , θ̂N

)t

are the corresponding

parameters in an approximate UIRT model, and p is the number of items. The
respective LS equations do not have a closed solution. Then, she assumed the
particular case where βi = β, i = 1, . . . , p, to obtain the solution

θ̂i =
βtθi√
βtΣβ

(18)

where Σ is the covariance matrix of the latent trait θ. This result can be obtained
as a direct consequence of Theorem 3, since in this particular case all directions
of the items coincide, and then we have essentially a UIRT along the direction β.

Let {X1, . . . , Xm} be a subtest, and let Y =
∑m

j=1 Xj be the subtest number
correct score, let ξ(θ) =

∑m
j=1 pj(θ) be the true subtest score. Zhang & Stout

(1999) defined the direction of score Y as the vector ξ that maximizes the expected

multidimensional critical ratio (EMCR) defined as

EMCR(ξ, θ; Y ) = E

[
∇ξξ(θ)

[V ar(Y | θ)]
1

2

]
(19)

where ∇ξξ(θ) is the directional derivative of the true score ξ(θ) in the direction ξ.
The EMCR function gives the average discrimination power of the observed score
Y in the direction ξ. They showed that vector ξ is given by

ξ =

m∑

j=1

ωiβj (20)

where ωi = cE
[
H

′

i(αjβ
t
jθ + γj) /

√
V ar(Y | θ)

]
. Hi(·) represents the item re-

sponse function. Clearly, the direction ξ in Equation (20) depends on the response
function, and it is an average on the latent trait population. In this case, ξtθ is
the composite that is best measured by the subtest. The reference direction ξ was
called the direction of the subtest.

Wang (1985, 1986) constructed a unidimensional approximation to a multidi-
mensional data matrix that he called the reference composite trait. He used the
transformation y = ln[p/(1 − p)], the item logistic score, and rewrote the logistic
MIRT model as

Y = θAt + 1Kγt (21)

where θ is the matrix of the latent traits, A is the K×d matrix of the discrimination
parameters in the MIRT model, K is the number of items, 1K is the K-vector of
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ones and γ is the vector associated with the difficulty. The objective function in

this case is the trace of
(
Y − Ŷ

)t (
Y − Ŷ

)
, where Ŷ = GHt + 1Kγt. Here G

is the unidimensional latent trait in the approximate model and H is the vector
of discrimination item parameters in that model. Observe that it is assumed that
the difficult parameters do not change. Wang showed that in this case

G = θω, (22)

where ω is the (unit-length) eigenvector associated with the largest eigenvalue of
the matrix AtA.

Theorem 3 states that all items in a compensatory MIRT model are essentially
unidimensional. Then, the multidimensional nature of a MIRT model can only be
attributed to the item directions βj . Corollary 3 states that when the directions of
all items coincide, the model is a trivial extension of a UIRT model. These results
encouraged us to derive a unidimensional synthetic ability in a different way than
Yen, Wang, and Zhang and Stout.

We observed that if all βj ’s are the same, and βj = β, j = 1, . . . , K, where K
is the number of items in the test, then Equation (10) reduces to

P (Xij = 1 | θi, αj , β, bj) =
1

1 + e−αj(β
tθi−bj)

(23)

that is a trivial extension of an UIRT model, where each one of the items mea-
sures the same composite of the abilities given by βtθi. This observation suggests
looking for a vector β that summarizes the βj ’s. Since these vectors are all uni-
tary, they are in the unitary hypersphere of R

d. Also, we can assume that the
components of the vectors βj are all non-negative, then all the vectors are in the
same hyper-quadrant. Therefore, it is reasonable to expect that the vector that
summarizes all the βj ’s is the same hyper-quadrant of the unitary hypersphere.
This leads us to search the vector β by optimizing the objective function given by

h(β1, . . . , βd) =

d∑

l=1

K∑

k=1

(β2
kl − β2

l )2 (24)

whose solution is the unitary vector given by

βl =

√√√√√



 1

K

K∑

j=1

β2
kl



 (25)

We will denote the solution vector in this case as βh.

Alternatively, it is also reasonable to optimize the objective function

g(β1, . . . , βd) =

d∑

l=1

K∑

k=1

(βkl − βl)
2 (26)
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whose solution, considering a unitary vector is given by

βl =

∑K
k=1 βkl

||
∑K

k=1 βkl||
l = 1, . . . , d (27)

The solution vector in this case will be denoted as βg.

We finish this Section with an approach about the role of the latent trait
correlation matrix. It is usual to assume that the abilities of the examinees in a
test constitute a sample drawn from a normal d-dimensional distribution N(0,Σ).
The marginal EM estimation is based on this assumption (Bock & Aitkin 1981).

To obtain an identifiable model, most of the programs written to estimate
MIRT models assume that Σ = Id, where Id is the identity matrix. Examples are
TESTFACT (Wilson et al. 1987) and recently the ltm package (Rizopoulos 2006).
Those are examples of programs that use this assumption. In general, this is
not a realistic situation. Software NOHARM (Fraser 1988) estimates the item
parameters and the correlation matrix, but it does not estimate the latent abilities.
Bégin & Glass (2001) and De la Torre & Patz (2005) proposed MCMC algorithms
that simultaneously estimate the item parameters, the latent abilities and the
matrix Σ. In this work, we assume only that the diagonal elements are all 1. This
assumption defines a common scale along the canonical axis of the ability space.
Ackerman (1989) stated that, in the case where the matrix Σ is not the identity,
the difficulty and the dimensionality can be confused.

The usual assumption that the correlation matrix is the identity probably re-
sulting the problem mentioned by Ackerman. Let’s assume that θ, the latent
ability of the examinees, is a sample from a normal distribution N(0,Σ). Then Σ

has the stochastic representation θ = Σ1/2Υ, where Υ has a multivariate normal
standard distribution, and Σ1/2 is the squared root of Σ. Then, we have that

βtθ =
(
Σ1/2β

)t

Υ (28)

Hence, when in the estimation process it is assumed that the correlation matrix
is the identity matrix, the direction of each item is estimated in a transformed space
determined by Σ1/2. Equation (28) shows a procedure to compute the reference
direction when the correlation matrix is available.

It is clear that if θ has a multivariate normal distribution N(0,Σ), any compos-
ite βtθ has a different scale, since V ar(βtθ) = βtΣβ. In this case, the reference
direction must be computed from the transformed vectors Σ1/2β, and the syn-
thetic ability must be computed using the transformed ability Υ = Σ−1/2θ.

5. Simulation study

Two simulations were developed to evaluate and compare the synthetic indices
βt

hθ and βt
gθ. This indices are compared with the synthetic indices ξtθ and ωtθ,

where ξ is the reference direction obtained by Zhang and Stout and ω is the
reference direction obtained by Wang.
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5.1. Comparison of the reference directions

Conceptually, the construction of the reference direction of Wang and the ref-
erence directions proposed in this paper are very similar. The construction of the
reference direction proposed by Zhang and Stout is different.

The vector ξ is the direction in which the total score Y has maximum discrim-
inating power (Zhang & Stout 1999). The vector ω maximizes the projection of
the direction of the items along of it. The vector βh essentially minimizes the
angle between this reference direction and the direction of the items. The vector
βg minimizes the distance between this reference direction and the direction of the
items as points of the latent space. However, all the directions are very similar as
we show in this Section.

To review this fact, we generate a set of 60 vector directions in the 3-dimensional
latent space. We generate 4 clusters, each one with fifteen directions. To do
that, we fixed four directions: b1 = (1.0, 1.0, 1.0)t, b2 = (1.0, 0.2, 0.1)t, b3 =
(0.3, 1.0, 0.1)t and b4 = (0.25, 0.25, 1.0)t. Then, we generate the vectors of each
cluster by adding random noise to each component of the vectors b. The noise is
smaller in cluster 1 and is augmented progressively until cluster 4.

In a second step, we compute the reference directions ω, βh and βg, from all
the item directions and from the item directions in each cluster. Additionally,
we simulate values of MDISC and MDIFF parameters to generate all the item
parameters for 60 items, and then we also computed the reference direction ξ
from all the items and from the items in each cluster. We used a logistic response
function, and Equation (20).

We considered two different distributions for the latent ability. First, we as-
sumed a 3-variate normal standard distribution and then a 3-variate normal dis-
tribution N(0,Σ), where

Σ =




1.0 0.3 0.6

0.3 1.0 0.4

0.6 0.4 1.0





Tables 1 and 2 show the results. In Table 1 columns 3, 4 and 5 correspond to
the components of the reference directions for the first distribution of the latent
abilities and columns 7, 8 and 9 are the components of the reference directions
for the second distribution. Finally, we evaluate the synthetic indices comparing
them with the original composites. We computed the quantity

∆v =
1

Kv

Kv∑

j=1

E
[∣∣βtθv − βt

vjθ
∣∣] (29)

where v is respective the cluster, and Kv the size of the cluster.

Table 2 shows the scalar product between the four reference directions.
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Table 1: Reference directions for each cluster. Columns 3, 4 and 5 are the components
of the reference directions for the distribution N(0, I) and columns 7, 8 and
9 for the distribution N(0,Σ).

cluster vector comp.1 comp.2 comp.3 ∆ comp.1 comp.2 comp.3 ∆

all ξ 0.5614 0.6035 0.5663 0.4236 0.4029 0.5666 0.7188 0.2805

ω 0.5887 0.6071 0.5337 0.4269 0.4254 0.5679 0.7047 0.2784

βh 0.5825 0.5843 0.5651 0.4237 0.4544 0.5758 0.6797 0.2822

βg 0.5870 0.6025 0.5408 0.4260 0.4187 0.5686 0.7081 0.2787

1 ξ 0.5637 0.5730 0.5949 0.0472 0.4335 0.5509 0.7131 0.0267

ω 0.5618 0.5735 0.5962 0.0470 0.4324 0.5512 0.7136 0.0266

βh 0.5621 0.5731 0.5964 0.0470 0.4328 0.5512 0.7133 0.0267

βg 0.5870 0.6025 0.5408 0.0689 0.4187 0.5686 0.7081 0.0303

2 ξ 0.9667 0.2079 0.1495 0.0687 0.7367 0.3718 0.5649 0.0380

ω 0.9675 0.2157 0.1318 0.0694 0.7388 0.3786 0.5576 0.0385

βh 0.9631 0.2206 0.1542 0.0700 0.7380 0.3797 0.5578 0.0386

βg 0.9675 0.2157 0.1317 0.0694 0.7388 0.3786 0.5576 0.0385

3 ξ 0.2500 0.9605 0.1225 0.0994 0.2193 0.8837 0.4134 0.0718

ω 0.2488 0.9619 0.1133 0.0986 0.2195 0.8863 0.4078 0.0716

βh 0.2634 0.9534 0.1475 0.1046 0.2312 0.8827 0.4092 0.0711

βg 0.2488 0.9619 0.1135 0.0986 0.2195 0.8863 0.4078 0.0716

4 ξ 0.1317 0.2341 0.9632 0.1677 0.1301 0.2750 0.9526 0.1595

ω 0.1571 0.2412 0.9577 0.1683 0.1533 0.2846 0.9463 0.1591

βh 0.2102 0.2825 0.9360 0.1757 0.2008 0.3148 0.9277 0.1628

βg 0.1581 0.2412 0.9575 0.1683 0.1537 0.2843 0.9464 0.1592

Table 2: Scalar product between the reference vectors.

cluster < ξ.βh > < ω.βh > < βg.βh > < ω.βg > < ξ.βg > < ξ.ω >

all 0.9979 0.9992 0.9989 1.0000 0.9998 0.9997

1 1.0000 1.0000 0.9997 0.9997 0.9997 1.0000

2 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

3 0.9999 0.9999 0.9999 1.0000 1.0000 1.0000

4 0.9964 0.9982 0.9983 1.0000 0.9997 0.9997

mean 0.9988 0.9995 0.9994 0.9999 0.9998 0.9999

5.2. Comparison of the synthetic ability βt
hθ with the

unidimensional ability of a UIRT model

To evaluate βt
hθ as a synthetic index of the latent trait vector, we used the fol-

lowing strategy. It is reasonable to expect that the synthetic index of the ability is
a good unidimensional summary of the ability vector. Then, if a multidimensional
data set is fitted with a unidimensional model, the unidimensional estimative of
the ability parameter must be also an estimative of the synthetic index.

In this Section, we evaluate the synthetic index βt
hθ in forty simulated ex-

amples. For clarity, the subscript h will be omitted. All examples are based on
2-dimensional models. One hundred item parameters were simulated as follows.
First, the MDISC (the αj ’s) parameters were generated from a uniform distribu-
tion in the range [.4, 2]. Second, the parameters bj were generated from a normal
distribution N(0, 1). Third, the angles that determine the direction of the vectors
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βj were generated from a uniform distribution in the range [5, 50]. The MDISC pa-
rameters were generated in the range [.4, 2] because, this is the usual range of this
parameter in real tests. Different prior distributions are assumed for these param-
eters as a log-normal or a non-informative positive flat distribution (Sheng 2008).
We used the last option. The range of angles was chosen to yield a more disperse
set of angles as possible. In the simulation of the previous Section, the simulated
angles were less dispersed in each cluster.

A sample of 4000 examinees was drawn from the normal bivariate distribution
N(0, Id). To examine the impact of the correlation between the θ’s, we respectively
introduced correlations of 0, .3, .6 and .9. In all cases, the diagonal elements were
1, thus Σ is always a correlation matrix. Also, in all cases a normal standard
distribution is assumed for the ability vectors in the estimation process.

Finally, for each correlation matrix a set of binary responses were generated
as follows: for each ability vector and each parameter set, the probability of a
correct response was computed using Equation (8). Then, a random number u
was obtained, from the uniform distribution in the range [0, 1]. If the probability
of correct response was greater or equal than u the value 1 was assigned to the
response. Otherwise, the 0 value was assigned (Kromrey et al. 1999).

We fitted 10 unidimensional models for each set of responses using the ltm

package (Rizopoulos 2006). First, we took the first 10 items; then, we took the
first 20 items and so until all items were taken. Table 3 shows the main results.

A number of statistical indices were calculated at the simulate sample level to
evaluate the synthetic index βtθ. Let βk, k = 1, . . . , 40 be the vector β in each one
of the 40 simulations. Let θ̂i be the estimation of the ability parameter obtained,
when the multidimensional data was fitted with the unidimensional model. The
bias index can be expressed as

biask =
1

N

N∑

i=1

(
βt

kθi − θ̂i

)
(k = 1, . . . , 40) (30)

The error index included is the mean absolute error (mae) defined as

maek =
1

N

N∑

i=1

∣∣∣βt
kθi − θ̂i

∣∣∣ (k = 1, . . . , 40) (31)

To evaluate the precision of the mae index, we included the standard deviation

sdk of values
∣∣∣βt

kθi − θ̂i

∣∣∣. A fidelity index was computed, the Pearson product-

moment rho correlation, denoted by ρ. Additionally, we computed the least squares
(LS) - fitting between the values βt

kθi and θ̂i. We took the synthetic index as the
explanatory variable. The c-values were the coefficients and the R2-values the
corresponding R2 statistics of the fitting in each simulation.

Also, we compared the estimations θ̂i with (θ1 + θ2)/2. The indices mae1 and
c1 were computed by replacing the values βt

kθi with the values (θ1 + θ2)/2 in the
previous respective indices.
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Table 3: Statistical indices to evaluate the synthetic index βtθ. The value p is the
number of items, σ is the correlation between the θ’s, β1 and β2 are the
components of vector β, γ1 and γ2 are the minimum and maximum angles of
the vectors βj with respect to the horizontal in each simulation.

p σ β1 β2 γ1 γ2 bias mae sd ρ c R2 mae1 c1 maeα

10 0.0 0.94 0.34 5.2 34.3 0.022 0.38 0.30 0.88 0.73 0.77 0.40 0.93 0.10

10 0.3 0.90 0.44 13.6 37.1 0.024 0.35 0.28 0.89 0.74 0.80 0.36 0.99 0.06

10 0.6 0.85 0.53 22.4 39.6 0.026 0.35 0.27 0.90 0.75 0.81 0.32 1.03 0.08

10 0.9 0.78 0.63 34.2 42.5 0.026 0.33 0.28 0.90 0.76 0.82 0.29 1.07 0.07

20 0.0 0.87 0.49 5.2 49.3 0.006 0.30 0.24 0.92 0.83 0.85 0.35 1.11 0.12

20 0.3 0.84 0.55 13.6 48.1 0.005 0.28 0.22 0.93 0.84 0.87 0.31 1.16 0.08

20 0.6 0.80 0.60 22.4 47.1 0.007 0.27 0.21 0.94 0.86 0.89 0.29 1.20 0.07

20 0.9 0.75 0.66 34.2 46.0 0.004 0.26 0.21 0.94 0.86 0.89 0.27 1.22 0.08

30 0.0 0.88 0.47 5.2 49.3 0.002 0.27 0.21 0.94 0.87 0.88 0.36 1.16 0.10

30 0.3 0.84 0.54 13.6 48.1 0.007 0.25 0.19 0.95 0.88 0.90 0.32 1.21 0.06

30 0.6 0.80 0.59 22.4 47.1 0.000 0.23 0.18 0.96 0.89 0.91 0.29 1.25 0.07

30 0.9 0.75 0.66 34.2 46.0 0.022 0.23 0.18 0.96 0.90 0.91 0.27 1.28 0.08

40 0.0 0.88 0.47 5.2 49.3 0.003 0.25 0.19 0.95 0.90 0.90 0.35 1.20 0.10

40 0.3 0.84 0.54 13.6 48.1 −0.008 0.23 0.18 0.96 0.91 0.92 0.31 1.25 0.07

40 0.6 0.80 0.59 22.4 47.1 −0.011 0.21 0.16 0.96 0.92 0.93 0.29 1.29 0.08

40 0.9 0.75 0.66 34.2 46.0 0.033 0.21 0.16 0.96 0.93 0.93 0.27 1.32 0.09

50 0.0 0.89 0.46 5.2 49.3 −0.002 0.22 0.17 0.96 0.92 0.92 0.35 1.24 0.10

50 0.3 0.85 0.53 13.6 48.1 −0.008 0.21 0.16 0.97 0.94 0.93 0.32 1.30 0.08

50 0.6 0.81 0.59 22.4 47.1 0.001 0.19 0.15 0.97 0.96 0.94 0.30 1.35 0.10

50 0.9 0.76 0.65 34.2 46.0 0.038 0.19 0.15 0.97 0.97 0.94 0.29 1.37 0.12

60 0.0 0.88 0.48 5.2 50.0 −0.007 0.20 0.16 0.97 0.95 0.93 0.35 1.28 0.11

60 0.3 0.84 0.55 13.6 48.7 −0.014 0.19 0.15 0.97 0.97 0.94 0.32 1.34 0.11

60 0.6 0.80 0.60 22.4 47.5 0.014 0.18 0.14 0.97 1.00 0.95 0.32 1.40 0.15

60 0.9 0.75 0.66 34.2 46.1 0.040 0.18 0.14 0.98 1.01 0.95 0.30 1.42 0.16

70 0.0 0.87 0.49 5.2 50.0 0.006 0.19 0.15 0.97 0.97 0.94 0.35 1.33 0.13

70 0.3 0.84 0.55 13.6 48.7 −0.034 0.18 0.14 0.98 1.00 0.95 0.33 1.38 0.14

70 0.6 0.80 0.60 22.4 47.5 −0.012 0.17 0.14 0.98 1.03 0.96 0.33 1.45 0.18

70 0.9 0.75 0.66 34.2 46.1 −0.001 0.17 0.14 0.98 1.05 0.96 0.33 1.48 0.22

80 0.0 0.88 0.48 5.2 50.0 0.020 0.18 0.14 0.97 0.99 0.95 0.36 1.35 0.14

80 0.3 0.84 0.54 13.6 48.7 −0.045 0.17 0.14 0.98 1.02 0.96 0.34 1.41 0.15

80 0.6 0.80 0.60 22.4 47.5 0.074 0.18 0.14 0.98 1.05 0.96 0.34 1.48 0.20

80 0.9 0.75 0.66 34.2 46.1 0.011 0.17 0.13 0.98 1.06 0.96 0.33 1.50 0.22

90 0.0 0.88 0.48 5.2 50.0 0.002 0.18 0.14 0.98 1.01 0.95 0.37 1.37 0.14

90 0.3 0.84 0.54 13.6 48.7 −0.040 0.17 0.14 0.98 1.04 0.96 0.35 1.44 0.17

90 0.6 0.80 0.60 22.4 47.5 0.076 0.18 0.14 0.98 1.07 0.96 0.35 1.50 0.21

90 0.9 0.75 0.66 34.2 46.1 −0.068 0.18 0.14 0.98 1.09 0.96 0.36 1.55 0.26

100 0.0 0.88 0.48 5.2 50.0 0.009 0.17 0.13 0.98 1.02 0.96 0.37 1.39 0.15

100 0.3 0.84 0.55 13.6 48.7 −0.054 0.17 0.14 0.98 1.07 0.96 0.36 1.47 0.19

100 0.6 0.80 0.60 22.4 47.5 0.079 0.18 0.15 0.98 1.10 0.96 0.37 1.54 0.25

100 0.9 0.75 0.66 34.2 46.1 −0.076 0.19 0.15 0.99 1.12 0.97 0.38 1.59 0.29
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Finally, in Table 3 we included the maeα index for the α-parameters. This
index was computed as

maeα
k =

1

p

p∑

j=1

|αjk − α̂jk| (32)

for each simulation k. The value α̂jk is the slope parameter of the unidimensional
model estimated in simulation k.

6. Discussion

Carroll & Levine (2007) and Levine (2003) proved that any MIRT model can
be approximated by unidimensional models. However, their approximate models
are non-parametric and the response functions are not necessarily monotone.

In this paper, we reviewed the main aspects concerning to synthesize the latent
ability vector in compensatory MIRT models. We used composites, that are linear
combinations of the latent trait vector.

Theorem 3 shows that each item j in a MIRT model is essentially unidimen-
sional along the direction given by the vector βj . Item j measures the composite
βj

tθi. Then, each item measures a different linear combination of the θi, unless
all the vectors βj have the same direction.

In realistic problems, where a test measures more than one latent trait, the
components of the latent trait vector are correlated. However, Equation (28)
shows that if the latent trait random vector θ has multivariate normal distribu-
tion N(0,Σ), then any composite βtθ can be rewritten as Σ1/2βtΥ, where Υ
has a normal standard distribution. This transformation has two important con-
sequences. First, according to Corollary 1, the transformation induced by Σ1/2

shrinks the direction vectors βj . Second, if a vector β is unitary, the composite
βtΥ is normalized, and any normalized composite has a normal standard distri-
bution.

In Section 3, we stated that each item is essentially unidimensional along the
direction of the item. In Corollary 3 we proved that if all the directions of the
items coincide, the test is essentially unidimensional along the unique direction of
the items.

The important issue about how to obtain a unidimensional synthetic index
of the multidimensional latent trait was discussed in Section 4. Previous works
of Yen, Wang and Zhang and Stout was reviewed. Wang and Zhang and Stout
proposed two alternative synthetic indices, called respectively reference composite
(ωtθ) and the direction of the test (ξtθ). We proposed two new synthetic indices:
βt

hθ and βt
gθ. Computing these alternative indices can be easier that Computing

the previous indices, and they are more natural and easy to use by the experts.

Tables 1 and 2 of the first simulation study (Section 5.1) show that all the
reference directions are very similar. This is not surprising, because although
the constructions are different, the objective in all cases is the same: to obtain a
synthetic index of the multidimensional latent trait. However, if we joint all the
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results, we can conclude additionally that each one of the reference composites is
an approximation to the best composite that is measured by a subtest. This fact,
is illustrated in Section 4, where we compared the theoretical synthetic index βt

hθ
with the unidimensional latent trait index obtained by fitting a multidimensional
data set with a UIRT model.

7. Conclusions and future work

From a geometrical point of view, we showed in this paper how in tests that
measure more than one latent trait the multidimensional latent trait vectors can
be synthesized to obtain unidimensional measures of the examinees. The approach
can be applied to subtests obtained from clusters of the items, or to the full test.

In the paper, nothing was stated about the item parameters that are estimated
when a unidimensional model is used to fit a multidimensional data set. We
showed that the correlation in the latent trait vector must be considered when a
synthetic latent trait must be computed. In this case, a right computation implies
to transform the direction of the items by a non orthogonal projection. But, in
this scenery, the open question is: how must be modified the MDISC and MDIFF
parameters to conserve approximately the same probability of response?. In other
words, what is the relationship between the item parameters of the MIRT model
and the item parameters of the UIRT when a unidimensional model is used to fit
a multidimensional data set?.
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Appendix

For the concepts of n-dimensional geometry, see for example (Kendall 1961).
Let v1, . . . , vd be an ordered set of vectors in R

n, n ≥ d. The parallelotope 1

with sides v1, . . . , vd is the convex hull created by this vectors. This parallelo-
tope is denoted by P (v1, . . . , vd). It is well known that the volume or content of
P (v1, . . . , vd) is

vol(v1, . . . , vd) = |V tV |1/2 (33)

where V = (v1, . . . , vd), see for example (Mathai 1999). It is immediate that

vol(λv1, . . . , vd) = λ · vol(v1, . . . , vd) (34)

Also, if S is region of R
n and Σ a n × n matrix, then

vol(ΣS) = |Σ|vol(S) (35)

From Equation (35) it is straightforward that

vol(Σv1, . . . , Σvd) = |Σ| · vol(v1, . . . , vd) (36)

Lemma 3. Let β1 and β2 be unitary vectors of R
n, then

vol2(β1, β2) = 1 − βt
1
β2 (37)

Proof . It follows directly from Equation (33).

1The parallelotope is the generalization of a parallelepiped to R
d
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Resumen

Se propone una prueba para la hipótesis de similitud de dos secuencias
dicotómicas ordenadas. Un estudio de potencia basado en simulación indica
que la prueba propuesta mantiene su tamaño bajo la hipótesis nula y que su
potencia crece adecuadamente con el tamaño de muestra. Además la prueba
tiene la misma potencia que la prueba del signo y supera en potencia a las
pruebas basadas en las estadísticas de antirrachas y de Wilcoxon.

Palabras clave: similitud, datos dicotómicos, potencia de una prueba.

Abstract

We propose a test for the hypothesis of similarity between dichotomic
ordered sequences. A simulation study was carried out to estimate the power
of the proposed test. It is shown that the test maintain its size under the
null hypothesis and that its power increase with the considered alternative
hypothesis. In addition the proposed test is as powerful as the sign test and
overtakes the antiruns test and the Wilcoxon test.

Key words: Similarity, Dichotomous data, Power of a test.

1. Introducción

En muchas áreas de la ciencia se llevan a cabo experimentos en los que se mide
una variable respuesta de tipo dicotómico bajo dos tratamientos, en los que dicha
respuesta tiene un orden específico asociado a bloques o covariables. Por ejemplo
en farmacia cuando se realiza un bioensayo con el propósito de establecer diferen-
cias entre machos y hembras respecto a su respuesta a un fármaco (vive/muere,

aProfesor Asociado. E-mail: rgiraldoh@unal.edu.co
bProfesor Asociado. E-mail: jacorzos@unal.edu.co
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mejora/no mejora) y se considera como covariable la dosis del fármaco o la edad
de los individuos. En psicología cuando se aplican dos test a los mismos individuos
que aprueban o no aprueban el test y estos son de diferente edad o tienen diferente
nivel de educación. En la industria cuando dos catadores califican como buenas o
malas las muestras de algún producto y estas tienen diferente nivel de calidad. Es
importante resaltar que en las tres situaciones descritas, aunque hay un orden en
las respuestas, las observaciones pueden considerarse independientes puesto que
estas mismas son evaluadas en individuos distintos. En este trabajo se presenta
una estadística que permite realizar pruebas de hipótesis con información obtenida
en experimentos análogos a los arriba mencionados, es decir en aquellos en los que
la variable respuesta es binaria y tiene un orden implícito dado por una covariable,
hay dos tratamientos y se asume independencia entre las observaciones.

El artículo se organiza como sigue: en la sección 2 se plantea el tipo de hipótesis
de interés, se define la estadística de prueba y su distribución bajo la hipótesis
nula. En la sección 3 se presentan teoremas respecto a los dos primeros momentos
y se calcula la distancia entre la distribución de la estadística de prueba y la
normal estándar para varios tamaños de sucesión. En la sección 4 se muestran los
resultados de un estudio de potencia para la prueba propuesta y se compara esta
con la potencia de otras pruebas útiles para la misma hipótesis . En la sección 5 se
presentan aplicaciones de la metodología propuesta a dos conjuntos de datos reales
correspondientes a mediciones de oxígeno disuelto en dos niveles de la columna
de agua en la Ciénaga Grande de Santa Marta (CGSM)(IGAC 1973). Algunas
conclusiones y propuestas de trabajo futuro se dan en la sección 6. El artículo
finaliza con un apéndice en el que se presentan tablas de valores críticos y el
código R (R Development Core Team 2005) usado.

2. Hipótesis y estadística de prueba

Sean η11, . . . , η1n y η21, . . . , η2n dos sucesiones dicotómicas observadas bajo los
tratamientos 1, 2 y que están ordenadas según una covariable que tiene niveles
1, . . . , n. Si se define

τk =

{

0 si η1k = η2k

1 si η1k 6= η2k

, k = 1, . . . , n (1)

entonces τ1, . . . , τn conforma una nueva sucesión dicotómica que en caso de conte-
ner muchos ceros indicará que las dos secuencias son símiles (concordantes) o por
el contrario que las respuestas bajo los dos tratamientos son disímiles (discordan-
tes) cuando esté compuesta por muchos unos. En términos de probabilidad se dirá
que hay similitud entre las dos secuencias siempre que en la sucesión τ1, . . . , τn la
probabilidad del valor cero sea mayor o igual que la del valor uno. De otro lado,
se estará bajo la hipótesis alterna (no similitud entre las dos secuencias) cada vez
que la probabilidad del valor uno en la sucesión sea mayor que la del valor cero. De
acuerdo con lo anterior, las hipótesis de interés pueden plantearsen de la siguiente
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forma:

H0 : P (τk = 0) ≥ P (τk = 1)

Ha : P (τk = 0) < P (τk = 1)
(2)

A continuación se define la estadística de prueba propuesta para la hipótesis
dada en (2). Esta se basa en el conteo del número de discordancias entre las
sucesiones a comparar y en la posición de estas dentro de la sucesión de los τi.
Adicionalmente incluye dos términos que facilitan su interpretación. La expresión
de la estadística

GC(n) = τ• + K + n(n − 2) − h(n, τ•) (3)

donde n es el tamaño de la sucesión y los otros términos se definieron como

τ• =

n
∑

k=1

τk, (4)

K =
n

∑

k=1

δk, con δk =

{

k si τk = 1

τ• − n si τk = 0
(5)

y

h(n, τ•) =











−2n si τ• = 0

0 si τ• = 1

am − bmn si τ• = 2, . . . , n, m = τ• − 2

(6)

En (6) a0 = 0, b0 = −1 y para m ≥ 1 se utilizan las expresiones recursivas
am = am−1 + (m2 + m) y bm = bm−1 + (m − 1).

La variable τ• definida en la ecuación (4) cuenta el número total de discor-
dancias entre las dos sucesiones que están siendo comparadas, es decir, cuenta el
número de unos de la sucesión τ1, . . . , τn. Esta variable tiene la misma expresión de
la estadística usada en la prueba del signo (Conover 1999). En la ecuación (5) K
indica la posición de los unos dentro de la secuencia τ1, . . . , τn y su posición dentro
de la misma. K es menor cuando las discordancias están al inicio de la secuencia
que cuando se presentan hacia el final de la misma. Su valor mínimo se da cuando
las dos secuencias originales son totalmente símiles y su valor máximo se obtiene
cuando τk = 1, para todo k, k = 1, . . . , n, es decir cuando las dos secuencias son
totalmente disímiles. Para facilitar la interpretación del indicador dado en (3) se
incluyen los términos n(n − 2) y h(n, τ•). Con estos se logra, que independiente-
mente del tamaño de la sucesión, la variable GC(n) tome su mínimo en cero y
aumente consecutivamente en la escala de los enteros positivos. En resumen, la es-
tadística de prueba planteada detecta las diferencias entre dos secuencias binarias
ordenadas y permite describir en qué posición del orden considerado es que estas
mismas se presentan.
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Tabla 1: Valores de GC(4) en las posibles sucesiones dicotómicas de tamaño 4.

τ1 τ2 τ3 τ4 τ• δ1 δ2 δ3 δ4 K GC(4)

0 0 0 0 0 −4 −4 −4 −4 −16 0

1 0 0 0 1 1 −3 −3 −3 −8 1

0 1 0 0 1 −3 2 −3 −3 −7 2

0 0 1 0 1 −3 −3 3 −3 −6 3

0 0 0 1 1 −3 −3 −3 4 −5 4

1 1 0 0 2 1 2 −2 −2 −1 5

1 0 1 0 2 1 −2 3 −2 0 6

0 1 1 0 2 −2 2 3 −2 1 7

1 0 0 1 2 1 −2 −2 4 1 7

0 1 0 1 2 −2 2 −2 4 2 8

0 0 1 1 2 −2 −2 3 4 3 9

1 1 1 0 3 1 2 3 −1 5 10

1 1 0 1 3 1 2 −1 4 6 11

1 0 1 1 3 1 −1 3 4 7 12

0 1 1 1 3 −1 2 3 4 8 13

1 1 1 1 4 1 2 3 4 10 14

A manera de ilustración del efecto de las expresiones (4), (5) y (6) en el valor del
indicador propuesto en la ecuación (3), se presenta el cálculo de GC(4) con todos
los posibles arreglos de ceros y unos de una secuencia binaria de tamaño cuatro
(tabla 1). Se observa que GC(4) es una variable discreta, monótona creciente, con
valores entre 0 y 14. Para este caso los valores del indicador definen puntualmente
lo ocurrido respecto al número de unos y a la posición de los mismos dentro de
las sucesiones, excepto cuando GC(4) es igual a 7. Valores de GC(4) entre 1 y
4 indican que hubo un solo uno en la sucesión y cada número revela la posición
que este ocupa en la misma (1 si el uno está en la primera posición, 2 si está
en la segunda, etc.). Valores entre 5 y 9 corresponden a sucesiones en las que
hubo dos unos, con GC(4) igual a 5 cuando los dos unos están en las primeras
dos posiciones de la sucesión ordenada y a 9 cuando están en las dos últimas.
Los valores 6, 7 y 8 reflejan la transición de los dos unos de las dos primeras a
las dos últimas posiciones. Valores entre 10 y 13 indican que hubo tres unos y
cada uno de estos valores corresponde a una única sucesión (no hay empates y
por consiguiente definen explícitamente lo sucedido en la sucesión respecto a la
posición de los unos). El valor de GC(4) será 10 cuando los unos estén en las tres
primeras posiciones e igual a 13 cuando estén en las tres últimas. Los valores 0 y
14 se obtendrán cuando en la sucesión no haya unos (las dos sucesiones originales
son totalmente símiles) o todos los valores sean iguales a uno (las dos sucesiones
originales son totalmente disímiles), respectivamente.

Los valores grandes de GC(n) conducen a rechazar la hipótesis de similitud
porque estos se presentan cuando la sucesión dicotómica τ1, . . . , τn está compuesta
por muchos unos, lo que indica, de acuerdo con el criterio de dicotomización dado
en (1), que hay poca semejanza entre las dos sucesiones binarias originales. De
lo anterior, la prueba basada en GC(n) rechaza H0 a favor de H1 a un nivel de
significancia α dado cuando GC(n) ≥ g1−α, donde g1−α es tal que PH0(GC(n) ≥
g1−α) = α. En la sección 6 se presentan los valores críticos para varios niveles
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de significancia con tamaños de muestra entre 3 y 15. Usando el programa R (R
Development Core Team 2005) dado en la sección 6, se puede hacer estimación de
dichos valores críticos para cualquier tamaño de sucesión n. Los valores críticos
también pueden obtenerse mediante una aproximación a la distribución normal,
como se describe en la siguiente sección.

3. Propiedades de la distribución de GC(n)

En esta sección se enuncian dos teoremas referentes a los momentos de primer
y segundo orden de la estadística de prueba y se estudia la aproximación de su
distribución a una normal. La demostración de los teoremas puede consultarse en
Giraldo (2003), disponible en http://www.docentes.unal.edu.co/rgiraldoh/docs/.

En el caso de hipótesis compuestas, del tipo

H0 : θ ∈ Θ0

Ha : θ ∈ Θ1

con Θ1 = Θ − Θ0 y Θ el espacio de parámetros, el nivel de significancia se define
por α = máx

θ∈Θ0

P (rechazar H0) (Dudewicz & Mishra 1988). La hipótesis nula de

interés dada en (2) es compuesta y la distribución de la estadística de prueba
GC(n) bajo H0 depende de la probabilidad que se asuma para P (τk = 0) en la
sucesión τ1, . . . , τn. Bajo H0 se tiene que 1/2 ≤ P (τk = 0) ≤ 1 y el α deseado se
obtiene cuando P (τk = 0) = 1/2 (Giraldo 2003). Por lo anterior, para el cálculo del
valor esperado y la varianza de GC(n) se supone que P (τ = 0) = P (τ = 1) = 1/2.

Teorema 1. Sea τ1, . . . , τn una sucesión dicotómica de tamaño n con P (τk =
1) = 0.5 y GC(n) definido como en (3); entonces:

E(GC(n)) =
n3 + 5n

12
(7)

Teorema 2. Sea τ1, . . . , τn una sucesión dicotómica de tamaño n con
P (τk = 1) = 0 : 5 y GC(n) definido como en (3); entonces:

V (GC(n)) =
n(n − 1)(n − 2)(n − 3)(4n2 + 45n− 4)

576

+
n(n − 1)(90 − 303n + 444n2 − 27n3)

144

+
(2n5 − 34n4 + 54n3 − 26n2 + 10n)

12
−

(

n3 + 5n

12

)2

(8)

En este trabajo no se realiza un estudio teórico de la distribución asintótica de
la estadística GC(n). Sin embargo a manera de exploración se estudia la conver-
gencia a la normal calculando, para diferentes tamaños de sucesión n, la diferencia
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máxima entre la frecuencia acumulada exacta y esta misma bajo la normal están-
dar. Para cada n se evalúa:

dn = máx
x

∣

∣

∣

∣

Fn(x) − Φ

(

x − µn

σn

)
∣

∣

∣

∣

(9)

donde x corresponde a un valor de GC(n), Fn(x) es la distribución exacta de
GC(n), µn y σ2

n
corresponden al valor esperado y a la varianza dados en (7) y (8),

respectivamente, y Φ(·) es la función de distribución de la normal estándar. Los
cálculos de (9) en el total de la distribución y en las colas de la misma, con n entre
3 y 100, se dan en la tabla 2.

Tabla 2: Diferencias máximas entre la distribución de GC(n) y la normal estándar en
el total de la distribución y en las colas (al 5 %) de la misma, para tamaños
de sucesión n entre 3 y 100.

n dn total Fn(x) ≤ 0.05 Fn(x) ≥ 0.95

3 0.120

4 0.081

5 0.078 0.004 0.036

6 0.071 0.012 0.027

7 0.059 0.013 0.021

8 0.063 0.012 0.016

9 0.054 0.011 0.013

10 0.058 0.009 0.011

11 0.052 0.009 0.010

12 0.055 0.009 0.010

13 0.051 0.009 0.009

14 0.053 0.009 0.010

15 0.049 0.009 0.007

20 0.047 0.008 0.009

50 0.037 0.009 0.009

100 0.034 0.007 0.007

En la tabla 2 se puede observar que las diferencias en la distribución completa
tienen un alto decrecimiento hasta n = 7 y que a partir de ahí las diferencias
toman valores parecidos que varían entre 6.3 % y 4.9 %. En las colas se presentan
comportamientos distintos. En la cola superior las diferencias toman su máximo
para un tamaño de sucesión 5 (3.6 %) y de ahí en adelante disminuyen hasta
alcanzar, para tamaños de sucesión mayores de 10, diferencias cercanas al 1 %.
En la cola inferior cuando el tamaño de sucesión es pequeño (n = 3) se obtiene el
valor mínimo (0.4 %), posteriormente las diferencias máximas se incrementan hasta
1.3 %, con n = 7, y cuando n aumenta se estabilizan en valores cercanos a 0.7 %.
Los resultados muestran que en el total de la distribución el ajuste a la normal no
es muy bueno, pero que en las colas las diferencias máximas definidas en (3) son
relativamente pequeñas (menores del 1 % para tamaños de sucesión mayores de
13). En la figura 1 se presenta una comparación entre las funciones de distribución
de la variable GC(n) y la de la normal para varios tamaños de sucesión. Se observa
que la distribución de GC(n) es multimodal y que por ello esta se distancia de
la normal y además que hacia las colas las diferencias son mucho menores. Para
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propósitos de inferencia (prueba de hipótesis) solo se requiere que haya buen ajuste
en las colas de la distribución, por ello el uso de una normal en este caso puede
ser razonable. De acuerdo con lo anterior, el test dado en (2) podría realizarse de
manera aproximada basado en la estadística:

Zc =
GC(n) − E(GC(n))

√

V (GC(n))

donde el valor esperado y la varianza se obtienen de (7) y (8), respectivamente.
La hipótesis nula se rechazaría al nivel α si Zc > z(1−α), con z(1−α) el percentil
(1 − α) de la distribución normal estándar.
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Figura 1: Comparación entre la función de distribución de GC(n) y la función de dis-
tribución normal con parámetros E(GC(n)) y V (GC(n)). n = 10 (arriba
izquierda); n = 20 (arriba derecha); n = 50 (abajo izquierda); n = 100 (aba-
jo derecha). La función de distribución Fn(x) de la variable GC(n) se estima
por simulación en el caso de n = 50, 100.
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4. Potencia

El estudio de potencia tuvo dos enfoques: en el primero se consideró solo el
indicador GC(n) y se calculó la potencia de este para diferentes tamaños de la
sucesión (n = 5, 10, 15, 20 y 30). Se usó en cada caso un α del 5 %. Para los
valores de n ≤ 15 se tomaron los valores críticos exactos, por exceso (ver sección
6). Con tamaños de sucesión 20 y 30 se estimaron los valores críticos a través de
simulaciones de tamaño 10000 (con P (τk = 0) = 0.5). Para estimar la potencia de
la prueba se hicieron nuevamente simulaciones de tamaño 10000 bajo la hipótesis
alterna, generando sucesiones dicotómicas de tamaño 5, 10, 15, 20 y 30, en las que
las probabilidades fueron mayores de 0.5 (P (τk = 0) = 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 y 0.99).
En cada caso la potencia de la prueba se estimó calculando el número de veces
que la estadística GC(n) superó el correspondiente valor crítico antes calculado y
dividiendo este sobre el número de simulaciones.

En el segundo enfoque se comparó la potencia de la estadística GC(n) en la
prueba de similitud con las obtenidas al usar adaptaciones, para este mismo fin,
de las estadísticas −C (Corzo 1990), del signo y de Wilcoxon (Conover 1999). Se
emplearon tamaños de sucesión 5, 10 y 15 y en todos los casos se usó α del 5 %.
Los valores críticos para GC(n) y para la estadística −C se presentan en la sec-
ción 6. Los de las estadísticas del signo y Wilcoxon se tomaron de Conover (1999)
y Hollander & Wolfe (1999), respectivamente. Debido a que las estadísticas son
discretas y no se consiguen valores críticos exactos para el nivel de significancia
usado, se emplearon pruebas aleatorizadas (Dudewicz & Mishra 1988). Las co-
rrespondientes funciones críticas para los tres tamaños de sucesión considerados
aparecen en Giraldo (2003). Para estimar las correspondientes potencias se simu-
laron 10000 sucesiones dicotómicas de tamaño 5, 10 y 15, respectivamente, para
valores de P (τk = 1) = 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 y 0.99. Con cada sucesión se calcularon
los valores de las cuatro estadísticas GC(n), −C, del signo (S) y Wilcoxon (W)
y se evaluaron las correspondientes funciones críticas. La potencia en cada caso
resultó del cociente entre la suma de los valores obtenidos en las funciones críticas
sobre 10000 (tamaño de la simulación).

4.1. Potencia de GC(n)

Una propiedad deseable de una prueba es que sea insesgada (Dudewicz &
Mishra 1988), es decir que, para un tamaño de muestra fijo, la potencia de la
prueba aumente en la medida en que haya alejamiento de la hipótesis nula y que
bajo H0 la probabilidad de rechazo sea pequeña. En la figura 2 se muestran las
curvas de potencias estimadas para los 5 tamaños de sucesión considerados. Se
observa que, para cada valor de n, la potencia tiene una tendencia creciente en
la medida en que se incrementa (es decir cuando hay alejamiento de la hipótesis
nula) y que en ningún caso la potencia estimada bajo H0 excede el valor 0.05,
lo cual permite concluir, desde el punto de vista de la simulación, que la prueba
basada en GC(n) es insesgada.

Por otra parte, en la figura 3 se muestra el comportamiento de la potencia
como función del tamaño de la sucesión. Se puede comprobar allí, gráficamente,
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Figura 2: Potencia en la prueba de similitud de dos sucesiones dicotómicas con base en
GC(n) para varias alternativas (n corresponde al tamaño de la sucesión).

que la potencia es una función creciente en términos del tamaño de la sucesión (a
mayor tamaño de sucesión, mayor potencia), lo que indica, con base en resultados
de simulación, que esta es consistente (Hollander & Wolfe 1999).
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Figura 3: Potencia en la prueba de similitud de sucesiones dicotómicas con la estadís-
tica GC(n), según el tamaño de la muestra para varias alternativas. P(1)
corresponde a P (τk = 1).

4.2. Estudio comparativo de potencia

Con base en el procedimiento de simulación antes mencionado, se obtuvieron los
valores de potencia dados en las tablas 3 a 5. Los resultados muestran que para el
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tamaño de sucesión más pequeño (n= 5) las cuatro estadísticas consideradas tienen
igual potencia (tabla 3); que para los otros dos tamaños de sucesión estudiados (n
= 10 y 15) las pruebas basadas en la estadística GC(n) y en la del signo tienen
mayor potencia que las dos restantes; y que la prueba basada en la estadística de
Wilcoxon resulta ser la menos potente entre las cuatro consideradas.

Tabla 3: Potencia de las pruebas de similitud de dos sucesiones dicotómicas basada en
GC(n), y las estadísticas −C, del signo (S) y de Wilcoxon (W), para tamaño
de sucesión 5 y nivel de significancia del 5%.

P (τi = 1) GC(n) −C S W

0.5 0.05 0.05 0.05 0.05

0.6 0.11 0.11 0.11 0.11

0.7 0.21 0.21 0.21 0.21

0.8 0.38 0.38 0.38 0.38

0.9 0.63 0.63 0.63 0.63

0.99 0.95 0.95 0.95 0.95

Los valores de potencia estimados se

redondearon a dos cifras significativas.

Tabla 4: Potencia de las pruebas de similitud de dos sucesiones dicotómicas basada en
GC(n), y las estadísticas −C, del signo (S) y de Wilcoxon (W), para tamaño
de sucesión 10 y nivel de significancia del 5 %.

P (τi = 1) GC(n) −C S W

0.5 0.05 0.05 0.05 0.05

0.6 0.16 0.16 0.16 0.14

0.7 0.36 0.33 0.35 0.29

0.8 0.65 0.61 0.65 0.58

0.9 0.91 0.88 0.91 0.85

0.99 0.99 0.99 0.99 0.99

Los valores de potencia estimados se

redondearon a dos cifras significativas.

Al comparar los resultados de en las tablas 2 a 4 se puede establecer que
las cuatro estadísticas producen pruebas insesgadas (en la subsección anterior se
estableció esto solamente para la estadística GCij(n)). Los resultados descritos,
aunque no permiten la deducción de conclusiones desde un punto de vista formal,
puesto que se basaron en simulación y se obtuvieron solo para tres tamaños de
sucesión, sí hacen posible intuir que la prueba basada en la estadística GCij(n)
puede tener la misma potencia que la realizada con base en la estadística del signo
(tablas 3 a 5). Esto resulta muy relevante teniendo en cuenta que esta última es
la más potente para hipótesis de similitud como la planteada en la ecuación (2)
(Randles & Wolfe 1979), cuando la información original es dicotómica (mínima
escala de medida).
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Tabla 5: Potencia de las pruebas de similitud de dos sucesiones dicotómicas basada en
GC(n), y las estadísticas −C, del signo (S) y de Wilcoxon (W), para tamaño
de sucesión 15 y nivel de significancia del 5 %.

P (τi = 1) GC(n) −C S W

0.5 0.05 0.05 0.05 0.05

0.6 0.19 0.18 0.19 0.17

0.7 0.47 0.42 0.46 0.38

0.8 0.80 0.75 0.79 0.70

0.9 0.98 0.96 0.98 0.94

0.99 0.99 0.99 0.99 0.99

Los valores de potencia estimados se

redondearon a dos cifras significativas.

5. Aplicación: riesgo de muerte de aerobios en la

CGSM de acuerdo con el nivel de oxígeno

Una función para medir la influencia del oxígeno disuelto en el riesgo de muerte
de aerobios en sistemas tropicales costeros se presentan en la figura 4 (Mancera
et al. 1996).
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Figura 4: Función de riesgo del oxígeno disuelto en el cálculo del indicador de riesgo
de mortandad de aerobios (IRMA). La línea punteada corresponde a riesgo
igual a 5.

Magnitudes de oxígeno por debajo de 3 (mg/l) o por encima de 7.5 (mg/l)
corresponden a valores de la función de riesgo superiores a 5 (figura 4) e implican
un riesgo moderado o alto de muerte de peces y otros organismos. En este trabajo se
usa dicha función para convertir en datos binarios los registros de oxígeno disuelto
obtenidos en 114 sitios de la Ciénaga Grande de Santa Marta en un muestreo
llevado a cabo el 8 de marzo de 1997 (Giraldo et al. 2000) y para probar con base
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en estos si el oxígeno del sistema se encontraba en un nivel de riesgo normal el día
del muestreo. Las observaciones se tomaron en dos niveles de la columna de agua
(superficie y fondo).

Un test de igualdad de medias basado en los datos originales permitió establecer
que el día de la muestra había diferencias significativas (P < 0.05) entre los dos
niveles de la columna de agua. En la figura 5 se muestran los correspondientes
intervalos de confianza del 95 % para las medias. De acuerdo con esta figura se
concluye, como era de esperarse, que la media de oxígeno en superficie es mayor
que la media de oxígeno en el fondo de la columna. Este resultado, aunque muy
relevante desde el punto de vista biológico, no permite establecer en términos
globales si la variable en cuestión está en un nivel normal o de riesgo para la
vida de los organismos dentro del sistema. La comparación de las medias de los
dos niveles respecto a los puntos críticos 3.5 mg/l y 7 mg/l, aunque útil desde
un punto de vista descriptivo, tampoco permite hacer una prueba formal de esta
hipótesis. Por ello el uso de la prueba propuesta en este trabajo resulta de interés
con la información considerada.
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Figura 5: Intervalos de confianza del 95% para la media de oxígeno en dos niveles de
la columna de agua en la Ciénaga Grande de Santa Marta. Datos medidos en
marzo de 1997 en 114 sitios del sistema.

En todos los casos los valores en superficie fueron mayores que los del fondo.
Valores de oxígeno en fondo menores de 3 mg/l y de oxígeno superficial mayores de
7.5 mg/l se codificaron con el valor 1. Aunque hubo diferencias entre superficie y
fondo mayores de 4.5 mg/l, en ningún sitio se dio el caso de que simultáneamente
el oxígeno de fondo fuera menor de 3 mg/l y el de superficie mayor de 7.5 mg/l,
es decir las concordancias en 1 no se presentaron. Con esta dicotomización las
concordancias en ceros implican ausencia de riesgo (oxígeno de fondo mayor de 3
mg/l y oxígeno de superficie menor de 7.5 mg/l). De acuerdo con esto, las hipótesis
de interés son

H0 : P (τk = 0) = P (τk = 1) = 1/2

Ha : P (τk = 0) < P (τk = 1)
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En la tabla 6 se muestran los tres primeros y los tres últimos datos de las secuen-
cias binarias obtenidas. Las sucesiones dicotómicas están ordenadas de acuerdo con
la batimetría (m), teniendo en cuenta que a mayor profundidad menor nivel de
oxígeno.

Tabla 6: Esquema de las sucesiones dicotómicas.

Profundidad OSB (ηin) OFB (ηjn) Diferencia (τijn)

0.25 0 0 0

0.40 1 0 1

0.50 0 0 0
..
.

..

.
..
.

..

.

2.00 0 0 0

2.10 1 0 1

2.50 1 0 1

Obtenidas con los siguientes criterios:

Oxígeno superficial (1: mayor de 7.5 mg/l; 0: menor de 7.5 mg/l)

Oxígeno en el fondo (1: menor de 3 mg/l; 0: mayor de 3 mg/l)

Las secuencias están ordenadas según la batimetría.

Los datos originales de oxígeno se tomaron en 114 sitios de

la Ciénaga Grande de Santa Marta en marzo de 1997.

OSB: oxígeno en superficie convertido en binario

OFB: oxígeno en fondo convertido en binario

En 70 de los 114 sitios se obtuvo un 1 para la sucesión τn, es decir que en un
61 % de los sitios de la muestra hay un nivel de riesgo por encima de 5. De los
70 sitios con valores uno en la secuencia dicotómica τn, solo dos corresponden a
sitios con oxígeno de fondo menor de 3 mg/l. Los restantes unos de dicha sucesión
se deben a niveles de oxígeno mayores de 7.5 mg/l en superficie. Esto indica de
manera descriptiva que el nivel de oxígeno en el sistema estaba el día de la toma
de la muestra en condiciones no favorables para la vida de organismos aerobios,
específicamente porque los niveles de oxígeno eran mayores de 7.5 mg/l (en 37 de
los 114 sitios hubo valores mayores de 7.5 mg/l tanto en superficie como en fondo).

Usando el programa R del apéndice se obtuvo el valor de la estadística de prueba
GC(114) y una estimación del correspondiente valor crítico para dos colas con un α
del 10 %. Estos fueron respectivamente 164836 y 152479. El valor de la estadística
de prueba estandarizado es 2.4027, el cual es mayor que el valor crítico estimado
para la prueba de dos colas 1.6843 (ligeramente mayor que el de la normal para
el mismo nivel de significancia). Con el mismo programa se obtuvo un error del
0.00717 en la aproximación por la normal. Por lo tanto se rechaza con un nivel de
significancia del 10 % la hipótesis de que el nivel de oxígeno del sistema se encontra-
ba en un nivel de riesgo normal. Desde un punto de vista práctico puede concluirse
que el 8 de marzo de 1997 los organismos aerobios de la CGSM estaban expuestos
a niveles de oxígeno de riesgo moderado o alto (de acuerdo con la función de riesgo
dada en la figura 4) especialmente en los sitios de mayor profundidad, puesto que
el valor muestral de la estadística está a la derecha de la media de la distribución
(123509). El conjunto total de datos y el código R para el análisis de los datos
puede obtenerse en la página http://www.docentes.unal.edu.co/rgiraldoh/docs/.
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6. Conclusión

La estadística propuesta para probar la hipótesis de similitud de dos secuen-
cias binarias ordenadas es insesgada y consistente y tiene según los resultados de
simulación la misma potencia de la prueba basada en la estadística del signo. Su
ventaja radica en las posibilidades de interpretación en los casos en los que se
rechaza la hipótesis de interés. Con la estadística propuesta es posible establecer
si las diferencias tienden a estar al comienzo o al final de la sucesión. El análisis
de datos realizado muestra la utilidad práctica de la prueba planteada.

[

Recibido: abril de 2009 — Aceptado: mayo de 2010
]
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Apéndice

Valores críticos de la estadística GC(n)

Valores críticos GC(n), de una cola superior, para muestras dicotómicas de
tamaños 3 a 15. Se reportan los valores de GC(n) cuyo nivel de significancia
exacto, α∗, es más cercano al teórico por defecto (línea superior) o por exceso
(línea inferior). El asterisco significa que el estadístico GC(n) no tiene valores con
probabilidad inferior al nivel de significancia dado.

α

Tamaño de 

la s ucesión 

0.05 0.025 0.01 0.005 

3 * 

7 (0.125) 

* 

7 (0.125) 

* 

7 (0.125) 

* 

7 (0.125) 

4 * 

14 (0.0625) 

* 

14 (0.0625) 

* 

14 (0.0625) 

* 

14 (0.0625) 

5 25 (0.0313) 

24 (0.0625) 

* 

25 (0.0313) 

* 

14 (0.0625) 

* 

14 (0.0625) 

6 39 (0.0469) 

38 (0.0625) 

41 (0.0156) 

40 (0.0313) 

* 

41 (0.0156) 

* 

41 (0.0156) 

7 58 (0.0469) 

57 (0.0547) 

61 (0.0234) 

60 (0.0313) 

63 (0.0078) 

62 (0.0156) 

* 

63 (0.0078) 

8 82 (0.0430) 

81 (0.0508) 

87 (0.0234) 

86 (0.0273) 

91 (0.0078) 

90 (0.0117) 

92 (0.0039) 

91 (0.0078) 

9 114 (0.0430) 

113 (0.0508) 

118 (0.0234) 

117 (0.0273) 

125 (0.0098) 

124 (0.0117) 

128 (0.0039) 

127 (0.0059) 

10 152 (0.0488) 

151 (0.0508) 

159 (0.0025) 

158 (0.0264) 

166 (0.0098) 

135 (0.0107) 

171 (0.0049) 

170 (0.0059) 

11 193 (0.0479) 

192 (0.0527) 

208 (0.0249) 

207 (0.0269) 

216 (0.0088) 

215 (0.0103) 

222 (0.0049) 

221 (0.0054) 

12 250 (0.0498) 

249 (0.0535) 

258 (0.0249) 

257 (0.0269) 

277 (0.0093) 

276 (0.0105) 

282 (0.0046) 

281 (0.0054) 

13 303 (0.0494) 

302 (0.0508) 

328 (0.0233) 

327 (0.0254) 

347 (0.0098) 

346 (0.0101) 

355 (0.0048) 

354 (0.0054) 

14 378 (0.0481) 

377 (0.0511) 

407 (0.0246) 

406 (0.0255) 

420 (0.0097) 

419 (0.0106) 

439 (0.0049) 

438 (0.0052) 

15 468 (0.0473) 

467 (0.0507) 

481 (0.0247) 

480 (0.0262) 

516 (0.0095) 

515 (0.0103) 

524 (0.0049) 

523 (0.0053) 

Los valores entre paréntesis son los valores de significancia

exactos, es decir α∗ = P (GC(n) ≥ x), con x un valor de GC(n).

Valores críticos de la estadística de antirrachas

Valores críticos de la estadística de antirrachas, de una cola superior, para
muestras dicotómicas de tamaños 3 a 15. Se reportan los valores de −C cuyo nivel
de significancia exacto, α∗, es más cercano al teórico por defecto (línea superior)
o por exceso (línea inferior). El asterisco significa que el estadístico −C no tiene
valores con probabilidad inferior al nivel de significancia dado.
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αααα

Tamaño de 

la s ucesión 

0.005 0.01 0.025 0.05 

3 * 

2.00 (0.125) 

* 

2.00 (0.125) 

* 

2.00 (0.125) 

* 

2.00 (0.125) 

4 * 

2.50 (0.0625) 

* 

2.5 (0.0625) 

* 

2.5 (0.0625) 

* 

2.5 (0.0625) 

5 * 

3.00 (0.0313) 

* 

3.00 (0.0313) 

* 

3.00 (0.0313) 

3.00 (0.0313) 

2.25 (0.0625) 

6 * 

3.50 (0.0156) 

* 

3.50 (0.0156) 

3.50 (0.0156) 

2.80 (0.0313) 

2.80 (0.0313) 

2.50 (0.0938) 

7 * 

4.00 (0.0078) 

4.00 (0.0078) 

3.33 (0.0156) 

3.33 (0.0156) 

3.00 (0.0547) 

3.33 (0.0156) 

3.00 (0.0547) 

8 4.50 (0.0039) 

3.86 (0.0078) 

3.86 (0.0078) 

3.50 (0.0313) 

3.86 (0.0078) 

3.50 (0.0313 

3.00 (0.0430) 

2.80 (0.0625) 

9 4.37 (0.0039) 

4.00 (0.0195) 

4.37 (0.0039) 

4.00 (0.0195) 

3.43 (0.0234) 

3.37 (0.0254) 

3.12 (0.0391) 

3.00 (0.0703) 

10 4.56 (0.0029) 

4.50 (0.0107) 

4.56 (0.0029) 

4.50 (0.0107) 

3.60 (0.0225) 

3.50 (0.0439) 

3.50 (0.0439) 

3.43 (0.0508) 

11 5.10 (0.0015) 

5.00 (0.0059) 

4.50 (0.0073) 

4.31 (0.0117) 

4.11 (0.0127) 

4.00 (0.0308) 

3.37 (0.0449) 

3.36 (0.0571) 

12 5.00 (0.0042) 

4.89 (0.0063) 

4.55 (0.0095) 

4.50 (0.0183) 

4.10 (0.0220) 

4.00 (0.0269) 

3.56 (0.0398) 

3.50 (0.0562) 

13 5.17 (0.0039) 

5.10 (0.0051) 

5.10 (0.0051) 

5.00 (0.0107) 

4.09 (0.0248) 

4.00 (0.0408) 

3.57 (0.0480) 

3.56 (0.0514) 

14 5.58 (0.0028) 

5.50 (0.0062) 

5.00 (0.0095) 

4.89 (0.0105) 

4.55 (0.0184) 

4.50 (0.0259) 

3.82 (0.0494) 

3.80 (0.0502) 

15 5.54 5.17 (0.0088) 

5.10 (0.0105) 

4.46 4.09 (0.0378) 

4.00 (0.0504) 

Los valores entre paréntesis son los valores de significancia

exactos, es decir α∗ = P (−C ≥ x), con x un valor de −C.

Código R para cálculo de valores críticos de la estadística

GC(n)

En esta sección se muestra el código R usado en la aplicación y en la estimación
de potencias de la sección 2. El código puede obtenerse en
http://www.docentes.unal.edu.co/rgiraldoh/docs/.

##############################################################

# 1. Programa general. Este usa las funciones GC, GCCritico y

# decisión definidas de 2 a 4. Para compilar este programa

# con sus datos cambie oxigeno.txt por su archivo de datos

# el cual debe contener una columna con la secuencia dico-

# tómica de diferencias nombrada como suc.

##############################################################

rm(list=ls())

source("GC.R")

source("GCCritico.R")

source("Decision.R")
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suc<-read.table("oxigeno.txt", head=T)

attach(suc) suc<-suc$suc

Estadistica<-GC(suc)

Valor.Critico<-GCCritico(length(suc))

Decision(Estadistica,Valor.Critico)

######################################################

2. Función para el cálculo del indicador

######################################################

GC<-function(suc)

{

suc<-as.vector(suc)

tau.punto<-sum(suc)

n<-length(suc)

##########################

# 2.1. Cálculo de K

##########################

delta<-rep(0,n)

for (i in 1:n)

{

if(suc[i]==1) delta[i]<-i else (delta[i]<-tau.punto-n)

}

K<-sum(delta)

#############################

# 2.2. Cálculo de h(n, tau)

#############################

a<-0

b<--1

am<-0

bm<--1

for (i in 1:(n-2))

{

a<-a+((i^2)+i)

am<-rbind(am,a)

b<-b+(i-1)

bm<-rbind(bm,b)

}

ab<-as.matrix(cbind(am,bm))

m<-tau.punto-2

if(tau.punto==0) h<--2*n

if(tau.punto==1) h<--0

if(tau.punto>1 ) h<-ab[m+1,1]-(ab[m+1,2]*n)

#############################

# 2.3 Valor de la estadística

#############################

GC<- tau.punto+K+(n*(n-2))-h
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return(list(tau.punto=tau.punto, K=K,h=h, GC=GC))

}

###############################################

# 3. Función para el cálculo del valor crítico

###############################################

GCCritico<-function(n)

{

critico<-NULL

for(i in 1:10000)

{

suc<-rbinom(n,1,0.5) # Cambiar 0.5 por 0.6,...,.99

# para calcular potencia

GCal<-GC(suc)

critico<-rbind(critico,GCal$GC)

}

valor.critico<-quantile(critico,0.95)

return(valor.critico)

}

#########################

# 4. Función de decisión

#########################

Decision<-function(Estadistica, Valor.Critico)

{

rechazo<-paste("SE", "RECHAZA", "H0")

no.rechazo<-paste("NO","HAY", "EVIDENCIA",

"PARA", "RECHAZAR", "H0")

decision<-ifelse (Estadistica$GC>Valor.Critico,

rechazo, no.rechazo)

return(list(Estadistica=Estadistica$GC,ValorCritico=Valor.Critico,

Decision=decision))

}
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en forma que se facilite su presentación dentro del área de impresión de la Revista.
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