PUBLICATIONS DE L’INSTITUT MATHÉMATIQUE

Nouvelle série, tome 71(85) (2002), 123–132

� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

� V rabote privedeny tauberovy teoremy novogo tipa. V fftyh teoremah ukazany dostatoqnye usloviØ, pri kotoryh obobwennaØ funkciØ, prinima¸waØ znaqeniØ v lokal~no vypuklom prostranstve, na samom dele prinimaet znaqeniØ v bolee uzkom banahovom prostranstve. Pri fftom estestvennoæ asimptotiqeskoæ xkaloæ slußit semeæstvo avtomodel~nyh funkcionalov. �ti teoremy primeneny dlØ izuqeniØ asimptotiqeskih svoæstv rexeniØ zadaqi Koxi dlØ uravneniæ teploprovodnosti.

Tauberova teoriØ intensivno razvivalas~ v pervoæ polovine proxlogo veka i ee rezul~taty podytoßeny v monografiØh [7–8]. Sleduet otmetit~ suwestvennyæ vklad vnesennyæ I. Karamata v fftu teori¸. On vvel i issledoval novu¸, bolee xiroku¸ qem stepennaØ, asimptotiqesku¸ xkalu pravil~no menØ¸wihsØ funkciæ, sm. [1], kotoraØ naxla xirokoe primenenie i do sih por ispol~zuetsØ v razliqnyh oblastØh matematiki, sm., naprimer, [9– 13]. Krome togo, I. Karamata razvil i uluqxil metody Hardi–Littlvuda i Vinera v tauberovoæ teorii [2–4], dokazav pri fftom rØd tauberovyh teorem, sm., naprimer, [5], kotorye i seæqas primenØ¸tsØ v matematiqeskoæ fizike i teorii veroØtnosteæ [11], [14,15].

Potrebnosti sovremennoæ matematiki, osobenno matematiqeskoæ fiziki, potrebovali sozdaniØ tauberovoæ teorii dlØ obobwennyh funkciæ, ne tol~ko odnoæ, no i mnogih peremennyh, vkl¸qaØ obobwennye funkcii so znaqeniØmi v funkcional~nyh topologiqeskih prostranstvah, i dal~neæxego rasxireniØ asimptotiqeskoæ xkaly. IssledovaniØ v fftom napravlenii velis~ v otdele

2000 Mathematics Subject Classification: Primary 46F12; Secondary 44A10, 40E05. Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, granty 02–01–00076 i 00–15– 96073

Matematiqeskoæ fiziki v Matematiqeskom institute im. V. A. Steklova, naqinaØ s izvestnoæ pionerskoæ raboty N. N. Bogol¸bova, V. S. Vladimirova i A. N. Tavhelidze (1972 g.) po teoretiqeskomu ob~Øsneni¸ nabl¸daemogo na ffksperimente avtomodel~nogo povedeniØ veliqin, opisyva¸wih gluboko – neuprugoe lepton – nuklonnoe rasseØnie v ramkah aksiomatiqeskoæ kvantovoæ teorii polØ [17].

Nekotorye iz rezul~tatov fftoæ deØtel~nosti, v tom qisle i poluqennyh v poslednie gody [16], izlaga¸tsØ v nastoØweæ stat~e.

Napomnim nekotorye fakty iz teorii obobwennyh funkciæ. Standartnoe prostranstvo Soboleva–Xvarca beskoneqno differenciruemyh bystro ubyva¸wih funkciæ oboznaqaem kak obyqno qerez S, tak qto S^′ – prostranstvo obobwennyh funkciæ medlennogo rosta. Prostranstvo obobwennyh funkciæ medlennogo rosta s nositelØmi na [0, +∞) oboznaqaetsØ qerez S^′_+. Qerez D oboznaqaem prostranstvo osnovnyh funkciæ (beskoneqno differenciiruemyh s kompaktnym nositelem), a D^′ – prostranstvo obobwennyh funkciæ (prostranstvo lineænyh nepreryvnyh funkcionalov na D). Znaqenie obobwennoæ funkcii f na osnovnoæ funkcii φ oboznaqaem (f, φ), a ee standartnoe usrednenie s fftoæ funkcieæ L^φ_f (x, y) = ( f(ξ), 1 y φ ( ξ − x y )) . (1)

Kak obyqno, ~f est~ preobrazovanie Fur~e f.

Pust~ F i L – proizvol~nye lokal~no vypuklye topologiqeskie prostranstva. Qerez L(F → L) oboznaqaem prostranstvo vseh lineænyh nepreryvnyh otobraßeniæ iz F v L. V qastnosti, S^′ = L(S → C ). Esli L – proizvol~noe lokal~no vypukloe prostranstvo, to prostranstvo L(S → L) moßno traktovat~ kak prostranstvo obobwennyh funkciæ nad S so znaqeniØmi v L.

Pust~ ρ(k), k > 0 pravil~no menØ¸waØsØ funkciØ (sm. [1]). Budem govorit~, qto obobwennaØ funkciØ f(t) ∈ S^′ obladaet kvaziasimptotikoæ otnositel~no funkcii ρ(k), esli suwestvuet lim_{k→∞} 1 ρ(k) (f(kt), φ(t)) = c_φ, ∀φ(t) ∈ S, (2) Esli pri l¸byh φ ∈ S 1 ρ(k) (f(kt), φ(t)) = O(1) ili 1 ρ(k) ( f ( t k ) , φ(t) ) = O(1), k → +∞, (3)

to govorØt, qto f kvaziasimptotiqeski ograniqena otnositel~no ρ(k) na beskoneqnosti ili v nule (sootvetstvenno).

Pust~ f(t) ∈ S^′_+, togda ee preobrazovanie Laplasa ~f(z) = (f(ξ), e^{izξ})

— analitiqeskaØ funkciØ v verhneæ poluploskosti (z = x+iy, y > 0), udovletvorØ¸waØ ocenke: | ~f(x, y)| ⩽ C y^b (1 + |x|)^a (4)

s nekotorymi a, b i C. Imeet mesto sledu¸waØ, poleznaØ v priloßeniØh, teorema (sm. [9]).

Teopema 1. Pust~ obobwennaØ funkciØ f(t) ∈ S^′_+. Togda ona kvaziasimptotiqeski ograniqena na beskoneqnosti otnositel~no pravil~no menØ¸weæsØ funkcii ρ(k), to est~ | | 1 ρ(k) (f(kt), φ(t)) | | < Cφ, k > 1, ∀φ ∈ S, (5) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli 1 kρ(k) | | | ~f (x k , y k ) | | ⩽ C y^b , x^2 + y^2 = 1, y > 0, k > 1 (6)

dlØ nekotoryh C i b.

Otmetim, qto esli na f naloßeno dobavoqnoe tauberovo uslovie (naprimer, f est~ poloßitel~naØ mera, kak v teoreme Hardi–Littlvuda, ili ~f(z) imeet neotricatel~nu¸ mnimu¸ qast~, sm. [9]), to uslovie (6) uprowaetsØ i prinimaet vid | | | y ρ(1/y) ~f(y) | | | < C, 0 < y < 1. (7) Mnogomernyæ variant teoremy Hardi–Littlvuda vpervye dokazan v rabote [6], a mnogomernyæ variant teoremy 1 moßno naæti v [9]. Tam ße priveden rØd priloßeniæ fftih i drugih tauberovyh teorem v razliqnyh oblastØh matematiki.

Pereformuliruem teoremu 1 v neskol~ko drugom vide. Teopema 1^′. Pust~ f ∈ S^′, priqem ~f(t) ∈ S^′_+, (8)

i funkciØ e ∈ S takova, qto ~e(t) = e^{−t}, pri t ⩾ 0. (9) Togda sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

(1) f(x) kvaziasimptotiqeski ograniqena v nule otnositel~no pravil~- no menØ¸weæsØ funkcii ρ(k), to est~ 1 ρ(k) | | | ( f ( x k ) , φ(x) )| | < Cφ, k > 1, ∀φ ∈ S; (2) 1 ρ(k) | | |L^e_f ( x k , y k )| | ⩽ C y^b pri x^2 + y^2 = 1, y > 0, k > 1

dlØ nekotoryh C i b.

V fftoæ formulirovke usloviØ (8) i (9) vyglØdØt ves~ma obremenitel~nymi (oni i tol~ko oni soderßat preobrazovanie Fur~e). Kak budet pokazano dalee oni ØvlØ¸tsØ izlixnimi.

Na samom dele ffti i drugie shodnye problemy mogut byt~ rassmotreny s bolee obweæ pozicii, gde kvaziasimptotiqeskie i drugie svoæstva rassmatrivaemyh funkciæ opisyva¸tsØ v terminah prinadleßnosti nekotorym banahovym prostranstvam.

Pust~ f – obobwennaØ funkciØ iz S^′ so znaqeniØmi v banahovom prostranstve B , to est~ lineænoe nepreryvnoe otobraßenie iz S v B (f ∈ L(S → B )). Rassmotrim ee standartnoe usrednenie L^φ_f (x, y) ∈ B s nekotorym fiksirovannym Ødrom φ ∈ S. DlØ nego spravedliva ocenka, nazyvaemaØ obweæ ocenkoæ klassa, ‖L^φ_f (x, y)‖_B ⩽ C y^b (1 + |x|)^a, x ∈ R, y > 0, (10) s nekotorymi a, b i C. Pust~ B vloßeno v nekotoroe lokal~no vypukloe topologiqeskoe prostranstvo L i f est~ lineænoe nepreryvnoe otobraßenie iz S v L, to est~ f ∈ L(S → L). Togda uslovie (10) moßno rassmatrivat~ kak neobhodimoe uslovie prinadleßnosti f klassu L(S → B ). PredstavlØet interes vyØsnit~ naskol~ko ffto uslovie ØvlØetsØ dostatoqnym. V kakoæ to mere otvet na fftot vopros daet sledu¸waØ

Teopema 2. Pust~ B – banahovo i L – lokal~no vypukloe prostranstva, priqem B vloßeno v L lineæno i nepreryvno. Pust~ dalee f ∈ L ( S → L ) , ω ∈ S, priqem ∫ ω(ξ)dξ ≠ 0, i pust~ L^ω_f (x, y) – izmerimaØ pri (x, y) ∈ R^1 × (0, 1] funkciØ so znaqeniØmi v B i suwestvu¸t a, b i C, takie qto sup_{y<1} y^b ‖ L^ω_f (x, y) ‖ B ⩽ C(1 + |x|)^a, x ∈ R. (11) Togda (f(ξ), φ(ξ)) ∈ B , ∀φ ∈ S. Zameqanie. Teorema ostanetsØ spravedlivoæ, esli prostranstvo S zamenit~ na prostranstvo D. Pri fftom sleduet tol~ko uslovie (11) zamenit~ na uslovie: dlØ l¸bogo d suwestvu¸t b i C, takie qto sup 0<y⩽1 y^b‖L^ω_f (x, y)‖_B ⩽ C pri |x| < d. (12) Zametim, qto uslovie izmerimosti v teoreme ne ØvlØetsØ ffkzotiqeskim.

Suwestvu¸t prostye primery neizmerimyh funkciæ so znaqeniØmi v banahovyh prostranstvah.

S pomow~¸ teoremy 2 netrudno dokazat~ sledu¸wu¸ teoremu, ØvlØ¸wu- ¸sØ obobweniem teoremy 1, o kotoroæ govorilos~ vyxe.

Teopema 3. Pust~ ρ(k) pravil~no menØ¸waØsØ funkciØ, B banahovo prostranstvo i ω ∈ S, priqem ∫ ω(ξ)dξ ≠ 0. Togda sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

(1) f kvaziasimptotiqeski ograniqena v nule otnositel~no ρ, to est~

sup_{k⩾1} 1 ρ(k) ‖ ‖ ‖ ( f ( ξ k ) , φ(ξ) )‖ ‖_B < ∞, ∀φ ∈ S; (13)

(2) suwestvu¸t A i d takie, qto

sup_{k⩾1} 1 ρ(k) ‖ ‖ ‖L^ω_f ( x k , y k )‖ ‖_B ⩽ A y^d , pri x^2 + y^2 = 1, y > 0. (14)

Otmetim, qto ocenki (13) i (14) moßno perepisat~ v vide J^∞_ρ (‖ ‖ ( f ( ξ k ) , φ(ξ) )‖ ‖_B ) < ∞, ∀φ ∈ S,

J^∞_ρ (‖ ‖L^ω_f (x k , y k )‖ ‖_B ) ⩽ A y^d , pri x^2 + y^2 = 1, y > 0.

gde J^∞_ρ (·) – funkcional, opredelennyæ na mnoßestve neotricatel~nyh izmerimyh funkciæ i zadavaemyæ formuloæ J^∞_ρ (·) = sup_{k⩾1}(1/ρ(k)·). DlØ priloßeniæ ves~ma vaßno narØdu s J^∞_ρ rassmatrivat~ i drugie funkcionaly. DlØ fftoæ celi my vvodim special~nyæ klass funkcionalov, kotoryæ nazyvaem avtomodel~nymi. On ØvlØetsØ estestvennoæ asimptotiqeskoæ xkaloæ dlØ fftogo kruga zadaq i vkl¸qaet v sebØ standartnye funkcionaly tipa norm prostranstv L^p s pravil~no menØ¸wimisØ vesami.

� �. Prostranstvo izmerimyh neotricatel~nyh funkciæ na poloßitel~noæ poluosi oboznaqaem M_+. Pust~ J (φ(k)) –funkcional na M_+ so znaqeniØmi v [0, +∞), priqem ego nositel~ prinadleßit [1, +∞) so znaqeniØmi v [0, +∞]. Pust~ fftot funkcional prinimaet koneqnye znaqeniØ na ograniqennyh izmerimyh funkciØh s kompaktnym nositelem. Predpoloßim, qto on obladaet svoæstvami:

(1) spravedlivo obobwennoe neravenstvo treugol~nika: J (∫ φ(k, y)dy ) ⩽ ∫ J (φ(k, y)) dy, dlØ l¸boæ neotricatel~noæ izmerimoæ po (k, y) funkcii φ(k, y);

(2) odnorodnost~: J(λφ) = λJ(φ), λ ⩾ 0;

(3) monotonnost~: esli φ_1(k) ⩽ φ_2(k) poqti vs¸du, to J(φ_1) ⩽ J(φ_2); (4) esli φ_n(k) ↗ φ(k) p.v., to J(φ_n) −→ J(φ), n → ∞;

(5) suwestvuet α, takoe qto dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet postoØnnaØ C_ε takaØ, qto J(φ(κk)) ⩽ { C_εκ^{α+ε}J(φ(k)), esli κ ⩾ 1 C_εκ^{α−ε}J(φ(k)), esli κ < 1, dlØ l¸boæ φ iz M_+ s nositelem v [1, +∞).

Netrivial~nye funkcionaly, udovletvorØ¸wie aksiomam (1)–(5) nazyvaem avtomodel~nymi funkcionalami porØdka α.

Na praktike proverka obobwennogo neravenstva treugol~nika inogda byvaet zatrudnitel~noæ, znaqitel~no prowe proverit~ samo neravenstvo treugol~nika. Pofftomu predstavlØet interes naæti usloviØ pri kotoryh iz obyqnoæ vypuklosti funkcionala vytekalo by obobwennoe neravenstvo treugol~- nika dlØ nego.

Pust~ dlØ funkcionala J(φ) vypolneny vse aksiomy avtomodel~nogo funk-ci-onala krome aksiomy (1), a vmesto nee vypolnØetsØ oslablennoe uslovie:

J(φ_1 + φ_2) ⩽ J(φ_1) + J(φ_2), φ_1, φ_2 ∈ M_+. (1^′)

Budem govorit~, qto funkcional J(φ), dlØ kotorogo vypolneny usloviØ (1^′), (2)–(5) udovletvorØet teoreme Lebega, esli iz togo, qto φ_n(k) → φ(k), n → +∞, p.v. i suwestvuet φ_0(k) takaØ, qto φ_n(k) ⩽ φ_0(k), J(φ_0(k)) < ∞, sleduet, qto J (φ_n(k)) −→_{n→∞} J(φ(k)). Netrudno dokazat~, qto spravedlivo sledu¸wee

Utverßdenie 1. Pust~ funkcional J(φ) so svoæstvami (1^′), (2)–(5), udovletvorØet teoreme Lebega. Togda J – avtomodel~nyæ funkcional.

Primery. DlØ 1 ⩽ p < ∞ poloßim:

J^p(φ) = (_∞∫ 1 φ^p(k) dk k )_{1/p} , J^∞(φ) = ess sup_{k>1} φ(k). (15)

�to avtomodel~nye funkcionaly porØdka α = 0. Funkcionaly J^p(φ) pri 1 ⩽ p < ∞ udovletvorØ¸t teoreme Lebega. Funkcional J^∞(φ) ne udovletvorØet teoreme Lebega, no tem ne menee dlØ nego vypolnØetsØ obobwennoe neravenstvo treugol~nika.

Privedem nekotorye svoæstva avtomodel~nyh funkcionalov. Neposredstvenno iz aksiomy (5) sleduet, qto dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet C_ε, tak qto 1 C_ε κ^{α∓ε}J(φ(k)) ⩽ J(φ(κk)), esli supp φ ⊂ [κ, +∞). Zdes~ beretsØ znak −, esli κ ⩾ 1, i +, esli κ < 1. V qastnosti, esli κ < 1 i supp φ ⊂ [1, +∞), to dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet C_ε, tak qto 1 C_ε κ^{α+ε}J(φ(k)) ⩽ J(φ(κk)) ⩽ C_εκ^{α−ε}J(φ(k)). Ots¸da sleduet, qto porØdok avtomodel~nosti funkcionala α opredelØetsØ odnoznaqno.

Otmetim, qto esli κ ⩾ 1, to (5) vypolnØetsØ dlØ l¸boæ φ ∈ M_+. Kak sledstvie aksiom (3) i (4) spravedliv sledu¸wiæ analog teoremy Fatu:

Utverßdenie 2. Pust~ φ_n ∈ M_+ i φ_n(k) −→ φ(k), n → +∞, poqti vs¸du, togda lim_{n→∞} J(φ_n) ⩾ J(φ).

Utverßdenie 3. Pust~ ρ(k) pravil~no menØ¸waØsØ funkciØ porØdka β, a J (φ(k)) avtomodel~nyæ funkcional porØdka α. Poloßim J_1 (φ(k)) = J (_1 ρ(k) φ(k) ) . Togda J_1 – avtomodel~nyæ funkcional porØdka α + β.

DlØ avtomodel~nyh funkcionalov spravedlivy neravenstva tipa Hardi. Utverßdenie 4. Pust~ J(φ) avtomodel~nyæ funkcional porØdka α.

Togda suwestvuet postoØnnaØ C, takaØ qto

CJ(φ(k)) ⩾ J (_{+∞} ∫ k φ(κ)^{dκ}_κ ) , pri α < 0 J (_k ∫ 1 φ(κ)^{dκ}_κ ) , pri α > 0, dlØ l¸boæ φ ∈ M_+.

Utverßdenie 5. Pust~ J(φ) – avtomodel~nyæ funkcional porØdka α. Togda dlØ l¸boæ φ ∈ M_+ i dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvu¸t postoØnnye C i c takie, qto cJ^1 ( φ(k) k^{α+ε} ) ⩽ J(φ(k)) ⩽ CJ^∞ ( φ(k) k^{α−ε} ) . (16)

NarØdu s avtomodel~nymi funkcionalami J udobno rassmatrivat~, sootvetstvu¸wiæ emu funkcional ^J, a imenno, pust~ J(φ(k)) –avtomodel~nyæ funkcional. Togda dlØ l¸boæ ψ(y) ∈ M_+ poloßim ^J(ψ(y)) = J(ψ(1/k)). (17) Oqevidno, qto ^J sosredotoqen na intervale (0, 1), to est~ ^J(ψ) = 0, esli supp ψ ⊂ [1, +∞).

Zameqanie. Esli porØdok avtomodel~nogo funkcionala J bol~xe nulØ, to iz (16) sleduet, qto J(1/k^j) < ∞ pri j ⩾ 0.

DlØ priloßeniæ predstavlØet interes rassmotret~ sledu¸wie varianty teoremy 3, kotorye takße netrudno dokazyva¸tsØ s pomow~¸ teoremy 1.

Teopema 4. Pust~ ρ pravil~no menØ¸waØsØ funkciØ, f ∈ L(S → B ), gde B banahovo prostranstvo, ω ∈ S, ∫ ω(ξ)dξ ≠ 0 i vypolneny usloviØ:

(1) v B suwestvuet lim k→+∞ 1 ρ(k) L^ω_f (x k , y k ) = c(x, y) pri (x, y) ∈ R × (0, 1]; (18)

(2) suwestvu¸t A i b, takie qto

sup_{k⩾1} 1 ρ(k) ‖ ‖ ‖L^ω_f ( x k , y k )‖ ‖_B ⩽ A y^b pri x^2 + y^2 = 1. (19)

Togda f(ξ) obladaet kvaziasimptotikoæ v nule otnositel~no ρ(k), to est~ dlØ l¸boæ φ ∈ S suwestvuet fflement c_φ ∈ B takoæ, qto v B suwestvuet lim k→+∞ 1 ρ(k) ( f ( ξ k ) , φ(ξ) ) = c_φ. (20)

Zameqanie. Teorema ostanetsØ spravedlivoæ, esli vs¸du v L^ω_f (^x_k ,^y_k ) i f(^ξ_k ) zamenit~ k na^1_k , to est~ na sluqaæ kvaziasimptotiki na beskoneqnosti.

DlØ sdvigov spravedliva sledu¸waØ Teopema 5. Pust~ ρ pravil~no menØ¸waØsØ funkciØ, f ∈ L(S → B ), gde B banahovo prostranstvo, ω ∈ S, ∫ ω(ξ)dξ ≠ 0 i vypolneny usloviØ:

(1) v B suwestvuet lim k→+∞ 1 ρ(k) ( f(ξ + k), ω ( ξ y )) = c(y), y ∈ (0, 1]; (21)

(2) suwestvu¸t A i b, takie qto

sup_{k⩾1} 1 ρ(k) ‖ ‖ ‖(f(ξ + k), ω ( ξ y ))‖ ‖_B ⩽ A y^b , y ∈ (0, 1). (22)

Togda f(ξ) obladaet asimptotikoæ po sdvigam otnositel~no ρ(k), to est~ dlØ l¸boæ φ ∈ S suwestvuet fflement c_φ ∈ B takoæ, qto v B suwestvuet lim k→+∞ 1 ρ(k) (f(ξ + k), φ(ξ)) = c_φ. (23)

Zameqanie. V usloviØh teoremy neobhodimo c(y) = yc, gde c ∈ B , a c_φ = c ∫ φ(ξ)dξ. Poluqennye vyxe teoremy primenØ¸tsØ dlØ izuqeniØ asimptotiqeskih svoæstv rexeniæ obobwennoæ zadaqi Koxi dlØ uravneniØ teploprovodnosti: ∂ ∂t u(x, t) = ∂^2 ∂x^2 u(x, t), x ∈ R, t > 0, lim_{t→+0} u(x, t) = f(x)(vS^′), f ∈ S^′, (24)

v klasse ne bolee, qem polinomial~no rastuwih pri priblißenii k granice funkciæ, to est~ |u(x, t)| < C 1 t^b (|x|^N + |t|^N + 1)

dlØ nekotoryh b, C i N, zavisØwih ot u. Kak izvestno, v fftom klasse suwestvuet edinstvennoe rexenie zadaqi (24), davaemoe formuloæ u(x, t) = ( f(ξ), 1 √ 2πt e^{−(x−ξ)2/4t} ) ≡ L^ω_f (x, y), (25) gde ω(ξ) =^{1√}_π e^{−ξ2} i y = √ 2t.

Teopema 6. Pust~ ρ pravil~no menØ¸waØsØ funkciØ. DlØ togo qtoby naqal~naØ funkciØ f ∈ S^′ zadaqi (24) obladala kvaziasimptotikoæ na beskoneqnosti otnositel~no ρ, to est~ 1 ρ(k) (f(kξ), φ(ξ)) −→_{k→+∞} c_φ, ∀φ ∈ S,

neobhodimo i dostatoqno, qtoby rexenie zadaqi (24) udovletvorØlo uslovi- Øm: (1) suwestvuet predel 1 ρ(k) u(kx, k^2t) −→_{k→+∞} u_0(x, t), x ∈ R, t > 0;

(2) suwestvu¸t A i d, takie qto | | | 1 ρ(k) u(kx, k^2t) | | | ⩽ A t^d pri x^2 + t^2 = 1.

Teopema 7. Pust~ ρ pravil~no menØ¸waØsØ funkciØ. DlØ togo qtoby naqal~naØ funkciØ f ∈ S^′ zadaqi (24) obladala asimptotikoæ po sdvigam na +∞ otnositel~no ρ, to est~ 1 ρ(k) (f(ξ + k), φ(ξ)) −→_{k→+∞} c_φ, ∀φ ∈ S,

neobhodimo i dostatoqno, qtoby rexenie zadaqi (24) udovletvorØlo uslovi- Øm: (1) suwestvuet predel 1 ρ(x) u(x, t) −→_{x→+∞} c(t), t > 0;

(2) naædutsØ A i d, takie qto | | 1 ρ(x) u(x, t) | | ⩽ A t^d pri x > 1, 0 < t < 1.

Dokazatel~stvo teorem 6 i 7 neposredstvenno vytekaet iz teorem 4 i 5 sootvetstvenno.

132 Vladimirov, Droßßinov, Zav~Ølov � 1. J. Karamata, Sur un mode de croissance régulière des fonctions, Mathematica (Cluj) 4 (1930), 38–53.

2. J. Karamata, Sur certains “Tauberian theorems” de M. Hardy et Littlewood, Mathematica (Cluj) 3 (1930), 33–48.

3. J. Karamata, Neuer Beweis und Verallgemeinerung einiger Tauberian Sätze, Math. Zeitshrift 33 (1931), 294–299.

4. J. Karamata, Neuer Beweis und Verallgemeinerung Tauberian Sätze, welche die Laplacesche und Stieltjessche Transformation betreffen, J. Reine Angewandte Math. 164 (1931), 27–39.

5. J. Karamata, Weiterführung der N. Wienerschen Methode, Math. Zeitschrift 38 (1934), 701– 708.

6. V. S. Vladimirov, Mnogomernoe obobwenie tauberovoæ teoremy Hardi–Littlvuda, IzvestiØ AN SSSR, ser. mat. 40:1 (1976), 1084–1101.

7. G. Hardi, RaxodØwiesØ rØdy, IL, Moskva, 1951.

8. A. G. Postnikov, Tauberova teoriØ i ee primeneniØ, Trudy MIAN 144 (1979). 9. V. S. Vladimirov, ı. N. Droßßinov, B. I. Zav~Ølov, Mnogomernye tauberovy teoremy dlØ obobwënnyh funkciæ, Nauka, Moskva, 1986.

10. N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels, Regular Variation, Cambridge Univ. Press., 1989. 11. V. Feller, Vvedenie v teori¸ veroØtnosti i ee priloßeniØ, 2, MIR, Moskva, 1984. 12. ı. N. Droßßinov, B. I. Zav~Ølov, Teoremy tauberova tipa dlØ obobwennoæ mul~tiplikativnoæ svertki, IzvestiØ RAN, ser. mat. 64:1 (2000), 37–94.

13. ı. N. Droßßinov, B. I. Zav~Ølov, Tauberova teorema tipa Vinera dlØ obobwennyh funkciæ medlennogo rosta, Matem. Sb. 189:7 (1998), 91–130.

14. L. A. Muraveæ, O stabilizacii rexeniæ vozmuwennogo volnovogo uravneniØ, DAN SSSR 284:1 (1985), 43–47.

15. A. V. Filinovskiæ, O stabilizacii rexeniæ vnexneæ kraevoæ zadaqi Dirihle dlØ uravneniæ kolebaniæ plastiny, Mat. Zametki 39:4 (1986), 586–596.

16. ı. N. Droßßinov, B. I. Zav~Ølov, Tauberovy teoremy dlØ obobwennyh funkciæ so znaqeniØmi v banahovyh prostranstvah, IzvestiØ RAN, ser. mat. 66:4 (2002), 47–118.

17. N. N. Bogol¸bov, V. S. Vladimirov, A. N. Tavhelidze, Ob avtomodel~noæ asimptotike v kvantovoæ teorii polØ, II, Teor. Mat. Fiz. 12:3 (1972), 305–330.

Matematiqeskiæ institut im. V.A. Steklova RAN Moskva RossiØ

drozzin@mi.ras.ru