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Resumen

Se discuten algunas propiedades relacionadas con el operador
asociado con una topologia y se prueban algunos teoremas for-
mulados en las nociones de conjuntos a-semi abiertos de forma
similar a los encontrados en topologia general.
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Abstract

We discuss some properties related to the operator asociated
to a topology and prove some theorems formulated in the notions
of a-semi open sets, in a similar way as in general topology.
Key words and phrases: a-semi open, a-semi continuity, a-
semi connectedness.

1 Introduccion

En este trabajo se introduce la nociéon de operador asociado con una to-
pologia I" sobre un conjunto X, la cual es definida en la forma siguiente:
a: P(X) — P(X), P(X) = partes de X, es un operador asociado a una
topologia I’ sobre un conjunto X si U C a(U) para todo U € I'. En base a
esta nocién se introducen las nociones de conjunto a-semi abierto y a-semi
cerrado. Un conjunto A C X se dice a-semi abierto si U C A C «(U) para
cierto U € T". La nocién de a-semi cerrado se define en forma natural: A es a-
semi cerrado si X — A es a-semi abierto. La coleccién de los conjuntos a-semi
abiertos en X es denotada por a-SO(X), y ésta, en general, no posee estruc-
tura topoldgica. No obstante, usando la definicién de conjunto a-semi abierto
pueden obtenerse conceptos conexos con la estructura topoldgica dada, tales
como a-semi continuidad, a-semi conexidad, a-semi compacidad, propiedades
de a-semi separacién, las cuales no sélo constituyen generalizaciones de los
conceptos clasicos estudiados en topologia general sino que también engloban
ciertos topicos trabajados anteriormente por matematicos como Levine, Ka-
sahara y Cuevas. Cuando « es tal que a(A) = A (i.e. a = operador identidad)
las nociones anteriormente citadas coinciden con las nociones usuales estudia-
das en topologia general, pero para un operador asociado « arbitrario ocurren
ciertas patologias en los teoremas clasicos correspondientes a la continuidad,
conexidad, compacidad, etc. Se estudian aqui, ademads, algunas condiciones
necesarias y/o suficientes para que estos teoremas, formulados en el d&mbito
de las a-semi nociones referidas anteriormente, sigan teniendo validez.

2 Operadores Asociados

A continuacién introducimos la notacién de operador asociado, la cual es una
ligera variante de la nocién de operador asociado formulada por Kasahara en
[1]. Ademads describimos cierta clase de operadores que serdn de gran utilidad
en el desarrollo del trabajo.
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Definicién 2.1. Sean (X,T) un espacio topoldgico y o : P(X) — P(X). Se
dice que o es un operador asociado con la topologia T' si para todo U € T se
cumple que U C o(U).

Ejemplo 2.1. Observe que la coleccion de todos los operadores asociados con
una topologia T’ es no wvacia, ya que el operador identidad a(A) = A para
todo A € P(X) y el operador o definido por a(A) = X \ Fr(A) para cada
A € P(X), donde Fr(A) es la frontera de A, satisfacen la condicion exigida
en la definicion anterior.

Ejemplo 2.2. Observe que la coleccion de los operadores asociados con una
topologia T' es muy amplia pues si « es un operador asociado y Y es un
subconjunto arbitrario de X diferente del vacio entonces 3 : P(X) — P(X)
definido como B(A) = a(A)UY para todo A € P(X) es un operador asociado
con I' distinto de «.

Trataremos con dos tipos de operadores particularmente importantes por
sus implicaciones, los cuales describiremos a continuacion.

Definicién 2.2. Sean (X,T') un espacio topoldgico y o un operador asociado
con I'. Se dice que a es un operador mondtono si para todo U,V € T’ tales
que U CV se tiene a(U) C a(V). El operador « se dice que es un operador
estrella si satisface la condicion a«(U)NV C «(U NV) para todo U,V €T.

Observe que el operador identidad es un operador mondétono y estrella,
mientras que el operador definido por «(U) = X \ Fr(U) no es en general
mondétono pero si estrella. De igual forma si o es un operador mondtono
y estrella entonces (8 definido en el ejemplo 2.2 es un operador monétono y
estrella.

En la siguiente seccién describiremos otra serie de nociones que seran de
utilidad en este trabajo.

3 Conjuntos a-Semi Abiertos y
a-Semi Cerrados

En esta seccién la nociéon de conjunto a-semi abierto que se describe es radi-
calmente distinta a la empleada por Kasahara en [1], no obstante se obtienen
resultados interesantes.

Definicién 3.1. Sean (X,T') un espacio topoldgico y a un operador asociado
con I'. Un subconjunto A de X se dice que es a-semi abierto si existe un
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conjunto abierto U € T tal que U C A C «(U). EIl subconjunto A se dice
a-semi cerrado si X \ A es a-semi abierto.

Noétese que cuando « es el operador clausura en la definicién anterior se
tiene la definicién de conjunto semi abierto dado por Levine en [3]. En el caso
que « sea el operador identidad las definiciones de conjunto abierto y a-semi
abierto coinciden, en este sentido la clase de los conjuntos a-semi abiertos,
denotada a-SO(X), es una clase muy amplia de la cual son casos particulares
otras clases de conjuntos segun sea el operador a. Por otro lado para cualquier
operador asociado a se cumple que todo conjunto abierto es a-semi abierto.
Es decir T' C a-SO(X), pero a-SO(X) Z T' (salvo raras excepciones).

Ejemplo 3.1. Sea X wun espacio de Haussdorff e Y un subconjunto finito
de X. El operador a definido por a(A) = Y U A es un operador monétono
y estrella. Si SO(X) denota la clase de los conjuntos semi abiertos segin
Levine, entonces SO(X) C a-SO(X). Ademds Y es a-semi abierto pero no
semiabierto (en general, ya que en algunos casos particulares podria serlo).

Contrariamente al comportamiento que los conjuntos abiertos presentan
con respecto a la union cabe destacar que en general la unién arbitraria de
conjuntos a-semi abiertos no es necesariamente a-semi abierta, esto es la
coleccién a-SO(X) no es cerrada o estable respecto a la unién. No obstante
bajo ciertas condiciones impuestas al operador o puede obtenerse estabilidad
con respecto a la unién de conjuntos a-semi abiertos como se muestra en el
siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sean (X,T') un espacio topoldgico y a un operador mondtono
asociado con I'. Entonces la union de conjuntos a-semi abiertos es a-semi
abierto.

Demostracion: Sea {A;}icr una coleccién de conjuntos a-semi abiertos; en-
tonces para cada i € I existe un conjunto abierto U; tal que U; C A; C
a(U;). Segin esto obtendremos (J;; Us € U;c; Ai € U;ep a(Us). Siendo o
monétono y U; C |J;¢; Us para todo i € I resulta a(Us;) € a(lU;¢; Us), por
lo cual ;o a(Us) € a(lU;e; Ui), Tuego U Ui € Ujer Ai € (U Ui) y ast
U,er Ai es a-semi abierto. O

Una consecuencia inmediata de la definiciéon 3.1 y el teorema anterior se
resume en el siguiente corolario.

Corolario 3.1. Sean (X,T') un espacio topoldgico y o un operador mondtono
asociado con I'; entonces la interseccion arbitraria de conjuntos a-semi cerra-
dos es a-semi cerrada.
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Segun lo anterior podemos introducir de manera natural las nociones de
a-semi interior y a-semi clausura de un subconjunto A C X, denotadas res-
pectivamente a-s Int(A) y a-s Cl(A).

En lo que se refiere a la interseccién de conjuntos a-semi abiertos se de-
rivan una serie de resultados interesantes, los cuales engloban algunos resul-
tados previamente hallados por otros autores. A continuacién expondremos
detalladamente cada uno de estos resultados.

Lema 3.1. Sea (X,T) un espacio topoldgico y a un operador estrella asociado
conT. SiAeT yO e a-SO(X). entonces ONA € a-SO(X).

Demostracion: Por hipétesis O € a-SO(z), entonces existe U € T' tal que
UCOCalU),luegoUNACONACa(U)nA. Como a es un operador
estrella, obtenemos que UNA C ONAC a(UNA), peroUNA €T, luego
esto nos indica que O N A € a-SO(X). O

Es de observar que el lema anterior generaliza el resultado dado por Caldas
en [5].

Definicién 3.2. Sea (X,T') un espacio topoldgico y o un operador asociado
con I'. Decimos que un subconjunto A de X es una a-lem semi vecindad de
un punto x € X, si existe O € a-SO(X) tal que x € O C A.

Observemos que cuando « es el operador clausura, la definicién anterior
coincide con la definicién dada en [5] por Caldas.

Lema 3.2. Sea (X,T') un espacio topoldgico, a un operador asociado con T
y A C X. Entonces A € a-SO(X) siy sdlo si A es una a-semi vecindad de
cada uno de sus puntos.

Demostracion: Supéngase que A es una a-semi vecindad de cada punto x € A.
Esto significa que para cada x € A existe un conjunto O, € a-SO(X) tal que
x € O, C A, por lo tanto, como a es mondtona, A = (J, .4 O, es a-semi
abierto.

Observe que la condicién necesaria es inmediata. O

Definicién 3.3. Sea (X,T') un espacio topoldgico, o un operador asociado
con I'. Decimos que una familia {A;},.; de subconjuntos de X tiene la pro-
piedad a-semi localmente finita, denotada por a-SLF, si para cada © € X
existe una a-semi vecindad O, de x tal que O, N A = & para todo i excepto
un numero finito de indices i € I.
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Observe que una familia {4;},.; de subconjuntos de X tiene la propie-
dad a-semi localmente finita, denotada por a-SLF, si para cada x € X existe
una a-semi vecindad O, de x y un subconjunto finito €2, de I tal que O, C
ﬂz’el\ﬂm (X \ 4;). Notemos ademds que la propiedad semi localmente finita
es obtenida cuando « es el operador identidad, mientras que cuando « es
el operador clausura la propiedad a-SLF' equivale a la definicién dada por
Caldas Cuevas en [5].

Definicién 3.4. Sea (X,T') un espacio topoldgico y o un operador asociado
con I'. Una familia {A;};c; de subconjuntos de X tiene la propiedad a-SLF
relativa a un subconjunto T de X si dicha familia tiene la propiedad a-SLF
en cada punto x € T'.

Teorema 3.2. Sea (X,T') un espacio topoldgico y « un operador estrella y
mondotono asociado con I'. Una condicion mecesaria y suficiente para que
la interseccion de una familia {A;},c; de subconjuntos abiertos sea a-semi
abierta es que la familia {X \ A;},c; tenga la propiedad a-SLF relativa al
subconjunto A = (), As.

Demostracion: (Suficiencia) Supéngase que la familia {X \ A;},.; tiene la
propiedad a-SLF relativa al subconjunto A = (,c; 4;, donde cada A; € T
Consideremos = € A; segun la hipétesis han de existir un subconjunto finito
Q, de I y una a-semi vecindad O, de x tales que O, C ﬂz‘el\ﬂm A;. Luego
Oz N (Niena, 4i) € Niena, 4i N N;eq, Ai = A. Observemos ahora que
Nicq, Ai es abierto y O, € a-SO(X). Como a es un operador estrella,
concluimos del Lema 3.1 que O, N ﬂieﬂx A; es un a-semi abierto que ademés
contiene a z y es un subconjunto de A, pero « es mondtono, lo que implica
segtn el Lema 3.2 que A = (,.; A; es a-semi abierto.

(Necesidad) Supéngase que A = [, A; es a-semi abierto; entonces X \ A =
Uic/ (X \ 4i) es a-semi cerrado. Sea V = A, entonces V es una a-semi
vecindad de cada uno de sus puntos tal que VN (X\ 4;) = @. Como VN (X\
A) =VN[U;e;(X\A)] = U [VN(X\A;)], obtenemos VN(X\ 4;) = & para
todo i € I. Esto nos dice que la familia {X \ A;},., satisface la propiedad
a-SLF en cada punto de A. O

Corolario 3.2. Sea (X,T') un espacio topoldgico y o un operador mondtono
asociado con T'. Una condicidn necesaria y suficiente para que la union de
una familia {A;} de subconjuntos cerrados sea a-semi cerrado es que la
familia {X \ A;},.; tenga la propiedad a-SLF relativa al subconjunto D =

X \ Uz‘el A;.

icl
iel
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En la proxima seccién estudiaremos otras generalizaciones, en base a un
operador «, de las nociones de continuidad y conexidad asi como también
algunos resultados importantes relativos a estas nociones generalizadas.

4 a-Semi Continuidad y a-Semi Conexidad.

Definicién 4.1. Dos subconjuntos no vacios A, B de un espacio topoldgico

(X,T) se dicen a-semi separados si [a-sCL(A)|N B = AN [a-sCL(B)] = .

Definicién 4.2. En un espacio topoldgico (X,T'), un conjunto que no puede
expresarse como union de dos conjuntos a-semi separados se dice que es -
semi conexo.

Observemos que las definiciones anteriores constituyen una generalizacién
de la nocién usual de conexidad, la cual se obtiene en las definiciones anteriores
para el caso particular en que « es el operador identidad. Veamos ahora que
esta nueva nocién de a-semi conexidad tiene propiedades anilogas a las de la
conexidad usual. Esto se demuestra en los siguientes teoremas.

Teorema 4.1. Un espacio X es a-semi conexo si y solo si los unicos subcon-
juntos de X que son simultineamente a-semi abiertos y a-semi cerrados son
gy X.

Demostracion: Si A es un subconjunto propio no vacio de X que es simulta-
neamente a-semi abierto y a-semi cerrado, entonces los conjuntos U = A y
V = X\ A constituyen una a-semi separaciéon de X. Reciprocamente, si U y
V forman una a-semi separacién de X y X = U UV, entonces U es no vacio
y diferente de X, y como

UNV CUN(a-sCL(V)) = (a-sCLU)) NV = @.
obtenemos que ambos conjuntos son a-semi abiertos y a-semi cerrados. [

Teorema 4.2. Si A es a-semi conexo y A C CUD donde C y D son a-semi
separados, entonces A C C o C C D.

Demostracion: Escribamos A = (ANC)U (AN D). Observemos que
(ANC)N (a-sCL(A)) N (a-sCL(D)) C C N (a-sCL(D)).

Como C'y D son a-semi separados, C' N (a-sCL(D)) = @. Similarmente se
tiene

(AND)N (a-sCL(A)) N (a-sCL(C)) = @.
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Si ocurriese ANC # @y AN D # & simultdneamente, entonces A no seria
a-semi conexo. Por lo tanto ANC # @ o AND # &. esto demuestra que
ACCoACD. O

Teorema 4.3. Si C-semi conezo y C C a-sCL(E) C a-sCL(C), entonces
a-sCL(E) es un conjunto a-semi conezo.

Demostracion: Si a-sCL(FE) no es a-semi conexo, entonces podemos escribir
a-sCL(E) = AUB, donde A # &, B # &, ANa-sCL(B) = a-sCL(A)NB =
@. Por el Teorema 4.2 debe ocurrir que C C A o C C B. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que C' C A. Se sigue de la definicién de a-semi
clausura que (o — sCL(C)) N B C (o — sCL(A)). Ademés (o — sCL(C)) N
B C a-sCL(A) N B = &. Por otra parte B C a-sCL(E) C a-sCL(C) y
a-sCL(C)NB = B, por lo que puede inferirse que B = & lo cual es imposible.
Por lo tanto a-sCL(E) es a-semi conexo. O

Teorema 4.4. Sea (X,T') un espacio topoldgico, a un operador mondtono
asociado con I' y A un subconjunto abierto. Entonces A es a-semi conexo si
y solo si (A, T'4) es a-semi conexo (I'4 es la topologia relativa sobre A).

Demostracion: Supongase que A no sea a-semi conexo y sean H y K una a-
semi separacién de A. Entonces H y K son subconjuntos a-semi separados,
cualquiera sea el X que contenga a A, pues

a-sCL(HY)NK = a-sCL(H)NANK = (a-sCL(H)NA)NK

=(a-sCLA(H))NK = 0.

Similarmente se tiene (a-sCL(K))NH = (a-sCL4(K))NH = &. Reciprocamente,
si H y K es una a-semiseparacién de A y A = H U K entonces tendremos:

a-sCLA(H) = (a-sCL(H))N A= (HUK) N (a-sCL(H))
=HN(a-sCL(H))U(K N (a-sCL(H))) = H.

Por lo tanto H es a-semi cerrado en A. Similarmente K es a-semi cerrado en
A. Como A es un conjunto abierto, obtenemos que K = A\ Hy H=A\ K
son a-semi abiertos en A, de donde sigue el resultado. O

Podriamos continuar generalizando en forma natural las nociones de com-
ponentes, conexidad local, etc., usando un operador asociado. Si el lector
quiere ahondar en mayores detalles puede revisar [4].

A continuacién introducimos la nocién (o, §)-semi continuidad. Exami-
namos la relacion existente entre ésta y la a-semi conexidad.
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Definicién 4.3. Una funcion f: (X,T) — (Y, ) se dice (o, §)-semi conti-
nua si para cada conjunto 3-semi abierto V. en'Y, f=1(V) es a-semi abierto
en X.

Observemos que esta definicién no sélo constituye una generalizaciéon de
la continuidad usual (caso en que a = identidad y 8 = identidad) sino que
también generaliza la nocién de semi-continuidad de Levine [3] (caso a =
clausura y 8 = identidad) y la de funcién irresoluta.

Teorema 4.5. Si f : (X,I') — (Y, V) es una funcion (o, 3)-semi continua
de un espacio a-semi conexo (X,I") sobre un espacio (Y, V), entonces (Y, ¥)
es un espacio 3-semi conexo.

Demostracion: Supéngase que (Y, ¥) no es (-semi conexo. Sean Ay B con-
junntos (-semi separados tales que Y = A U B. Segun la Definicién 4.1
tendremos

(B-sCL(A)) N B = AN (a-sCL(B)) = @.

Sigue de aqui que A y B son conjuntos (-semi abiertos y (-semi cerrados
en Y, luego f~1(A)U f~1(B) = X, con f~Y(A) y f~*(B) conjuntos a-semi
abiertos y a-semi cerrados disjuntos en X por lo tanto (X,T") no es a-semi
conexo. O

El teorema anterior nos dice que la a-semi conexidad es “compatible”
con la nocién de (a, 8)-semi continuidad. Usando este tiltimo Teorema y el
Teorema 4.4 podemos demostrar el siguiente

Teorema 4.6. Sea f: (X,I') — (Y, V) una funcién («, 3)-semi continua y
abierta, y A un subconjunto abierto de X. Si A es a-semi conexo entonces
f(A) es a-semi conezo.
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