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METODA CELOR MAI MICI PATRATE
TRUNCHIATE PENTRU O CLASA DE
MODELE AUTOREGRESIVE

Cosmin Batatorescu

Abstract

In the present paper we determine the parameters a; and b; of a
Kremer type autoregressive model

Xij=aj+ (bj + 1) Xij+€ij, i=1,n, j=2,n,

using the truncated least squares method. We reduce the statistical
problem to minimizing a concave function over a polytope, for which we
present an iterative procedure for the determination of a local optimum.
In the end, an adaptation of Tuy’s cutting plane method is used for the
construction of the global optimum of our problem.

1 Introducere

Lucrarea de fata abordeaza o tema de actualitate in matematica actuariala,
anume, rezerva pierderilor (loss reserving). Starea financiard a unei companii
de asigurari nu poate fi evaluata in mod corespunzéator fara o estimare corecta
a rezervei pierderilor.

Problema rezervei pierderilor este rezumata astfel: date fiind informatiile
din trecut, se pune problema estimarii cuantumului platilor ce trebuie efectu-
ate in viitor. Pentru aceasta, se considera X;;, i = 1,n, j = 1,n, un set de
variabile aleatoare pe un camp de probabilitate {(2, K, P}, unde X;; reprezinta
cuantumul total al cererilor de despagubire a unei grupe de riscuri asigurate
in anul j in raport cu anul 7 in care s-a produs accidentul. Observatiile se
prezintd sub forma unui triunghi Xa = {X;; |i=1,n, j =1,n—i+ 1}, ce
reprezinta istoria cererilor de despagubire.

In cadrul acestei lucriri vom prezenta un estimator cu un punct critic
ridicat din punctul de vedere al programarii matematice: regresia de cele mai
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mici patrate trunchiata (regresie LTS), cu scopul de a stabili un cadru in care
acesti estimatori pot fi obtinuti exact.
Pentru modelul autoregresiv Kremer [4]

Xij =a; + (bj +7i) Xij_1 +ei (1.1)

problema de regresie LTS se scrie

h
min E wije?j (1.2)
i=1
unde am presupus urmatoarea ordonare a reziduurilor

(e1)* < (e25)* < ... < (en—jr1y)” (1.3)

iar h este numarul de observatii netrunchiate din datele observate. Regresia
LTS consta in determinarea valorilor @;, b; astfel incat suma patratelor a celor
mai mici A reziduuri sa fie minima.

In principiu (1.1) poate fi rezolvati daci rezolvim CP_ j+1 probleme de
regresie pentru toate submultimile cu h elemente a lui lui {1,...,n—j+ 1} si
alegand apoi minimul absolut dintre acestea. Evident, din punctul de vedere
al efortului de calcul, aceasta nu este o solutie acceptabila, insd am aratat
astfel cd (1.1) are intotdeauna solutie.

2 Punctul critic

Pentru o valoare data a lui j definim urmatoarele:

X1,j I Xij
X;= : Xj—1=| : )
Xn—jt+1, I Xn—jt15-1

x;_1 reprezintd a doua coloand a lui X,;_1, iar X ;:71 reprezinta linia ¢ a matricei
Xj-1.

Notdm de asemenea cu 8; = (aj,b;) € R? vectorul parametrilor de regresie
din modelul (1.1).

Notam cu (7 estimatorii 3; obtinuti printr-o tehnica 7.

Daca vom inlocui un numér 0 < m < n—j+1 de observatii din (X; ;—1, X; ;)
din observatiile initiale, pentru un anumit j fixat, cu o multime de observatii
(Xm»,l, Xij), noua, obtinem un nou set de observatii (Xj,l, Xj) . Aplicand
aceeasi tehnica 7 asupra acestui nou set de observatii vom obtine estimatorii

o7 (X'j,l, X}) , care, in mod normal vor fi diferiti de cei originali.
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Pentru masurarea distantei Hb’T (X'j,l, X']) — (7 || putem folosi orice norma

din R2. Considerand toate posibilitatile de a inlocui cel mult m elemente
din cele n — j 4+ 1 observate, pentru un j fixat, distanta de mai sus nu este
intotdeauna finita.

Definitia 2.1 Se numeste deplasare mazxima rezultata din inlocuirea a cel
mult m observatii din setul original de date prin altele noi, arbitrare, canti-
tatea

b(m,7,X;_1,X;)= sup HﬂT ()Z'j,l,)@) -7
}N(j—la)?j

Definitia 2.2 Fiind date observatiile (X;_1,X;), punctul critic pentru T
este definit ca

m

Oé(’T,Xjfl,Xj): min {m

pplin ‘ b(m, T, X;_1,X;) este inﬁnit} .
Observatia 2.1 In fond, punctul critic reprezinta numdarul minim de
observati din setul initial (X;—1, X;) care, dacd sunt inlocuite cu alte observatii
aleatoare, fac tehnica de regresie T sa esueze (breakdown).
Definitia 2.3 O tehnicd de regresie T se numeste regresie echivarianta
dacd pentru orice v € R? are loc:

BT (Xj—1, X + Xj—1v) = 87 (Xj-1, Xj) + 0.

Observatia 2.2 FEste evident faptul ca regresiile Lo, L1 si Loy sunt regresii
echivariante si invariate la permutatii.

Teorema urmatoare defineste marginea superioara a punctului critic pentru
orice tehnica de regresie echivarianta .

Teorema 2.1 ([6], Teorema 4, pag. 125) Fie T o tehnicd de regresie
echivariantd si (X;j_1,X;) datele observate astfel incat X;_1,X; € R"IT1 g
n—j+12>3. Atunci:
=
(6% (T,Xjfl,X]‘) S m

Corolarul 2.2 Asimptotic, punctul critic al oricarei tehnici echivariante
de regresie T pentru orice set de date (X;_1, X;) este marginit superior de 0.5,
care este valoarea cea mai mare posibila.

In mod evident, cu cat punctul critic al unei tehnici de regresie este mai
mare, cu atat acea tehnica este mai robusta. Cum ambele tehnici de regresie
Lo si Lo sunt regresii echivariante, rezulta imediat faptul ca si regresia LTS
este regresie echivarianta, si, prin prisma teoremei 2.1 rezulta ca punctul critic
pentru aceasta este marginit superior de valoarea 0.5.
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Teorema 2.3 (/6], Teorema 6, pag. 132) Marginea superioara a punctului
critic pentru tehnica de regresie LTS este atins pentru

h= Lin_‘;—lile.

3 Regresie LTS si optimizare globala

Utilizand variabile 0 — 1, problema de regresie LTS se poate rescrie sub forma
urmatoarei probleme neliniare

n—j+1
ngi;l > wij (Xij —aj —b;X;5-1)° 0y
/ z7L1—j‘+1 (3.4)

hi < 37 655 < hg; 6;5 €{0,1} Vi
i=1

unde
s.-10 daca observatia (X, ;_1,X;;) a fost exlusd
Y71 1, inrest

iar hy, h, sunt numere intregi ce satisfac relatia 1 < h; < h, <n—j+ 1.
Pentru a obtine punctul critic maxim (vezi teorema 2.3), din punct de
vedere teoretic trebuie facuta alegerea h; = h, = L%HJ + 1.
Pentru a utiliza cat mai multe din datele observate, in general se lucreaza

cu valorile

—741 —7+1
hl:{%JH_a, hu:{%wﬂ

unde a este un numaér intreg pozitiv ce satisface relatia 0 < a < [%HJ .

Propozitia 3.1 In contextul regresiei LTS, o solutie optimd (3*, %) pentru
8.4 satisface relatia 627]415* = hy.

In continuare vom considera totusi un set admisibil § € R*"7*! agsa cum
apare el in (3.4), pentru a da o generalitate teoriei ce urmeaza.

Pentru a scrie problema de regresie LTS in forma matriceala, notam cu

Dj = diag (5173‘, 527]', ceey 5n—j+1,j) s Qj = diag (ij, W2 5y ,wn_j+17j)
(3.5)
matricile de dimensiune (n — j + 1) x (n — j + 1) ce au pe diagonala principald
valorile d;; respectiv w;j, iar In rest valoarea 0. De asemenea vom nota

Aj={0eR" 7 |h<ey ;j,10<h,;0<6<1Vi=Tn—j+1}
(3.6)
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relaxarea liniara a constrangerii din (3.4).
A; este un politop in er:ﬁl iar problema (3.4) se rescrie

Iglgl{ (X] - Xjflﬁ)—r Dij (X] — Xjflﬁ) 0 € Aj ;0 intreg} . (37)

Pentru a rezolva aceasta problemé, vom efectua mai Intadi minimizarea in

functie de 3, si apoi in functie de 4. Astfel, Vé € A, fie
7 (5) = min (X; - X;-18)" D (X; — X;-18) . (3.8)

Aceasta este o problema ponderata de cele mai mici patrate, si cum d6;; >
0, w;j > 0 rezultd ca existd intotdeauna 3 (J) solutie optima pentru (3.8).
Problema originald (3.7) devine astfel

min{Z () |6 € A, ; 0 intreg}. (3.9)

Teorema 3.2 ‘
i) Z () este o functie concavd V6 € Rrjfﬁl .
it) Orice vector § € A; care este un vector 0 — 1 va fi un punct de extrem
pentru Aj.
i) Toate punctele de extrem ale lui A; sunt vectori 0 — 1.
iv) min{Z (0) |0 € A; } se obtine intr-un punct de extrem al lui A;.

Din teorema 3.2 rezulta ca putem renunta la conditia ca ¢ sa fie intreg in
(3.7), deoarece din partea iv) a aceleiasi teoreme avem

i {(Xj—Xj_lﬁ)TDij (Xj—Xj—lﬁ) ‘5€A]’ ] 5intreg} ( )
3.10

n
5

. T
= Dglgl{(Xj - Xj18) D (X; — Xj10) ‘5 € Aj} :

In consecinta, regresia LTS este o problema de minimizare in n— j+3 variabile
reale, (1, (2, 01, ..., 6n—j+1. Functia obiectiv din (3.10) este o functie continua
si derivabila, astfel incat putem utiliza conditiile Kuhn-Tucker pentru a car-
acteriza minimul local al (3.10).

Vom considera abordarea in doué etape a rezolvarii problemei (3.7) care,
prin prisma punctului iv) al teoremei 3.2, presupune gésirea solutiei problemei
concave

min{Z (8) |5 € A;} (3.11)

In cadrul teoremei urmitoare vom determina Z (6) si vom aborda apoi re-
zolvarea problemei (3.11), spre exemplu, prin algoritmi generali prezentati in
[2] si [3] pentru a gasi minimul global. Pentru a ugura scrierea in continuare,
folosim urmatoarele notatii

Xj-1(0) = X, D;Q; X1,
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(X)) XD,
X;1X; (5>—<XJTDJ-QJ-XJ-_1 X/ D;X; )

Teorema 3.3
i) Solutia optima (3 (§) pentru 3.8 este

B6) = X; 1 (0) X, D,0,X, (3.12)
it) Functia Z (8) din 3.8 este datd de

- det, Xj_lXj (5)

Z(6) = 1
( ) det, Xj_l (5) (3 3)
iii) Gradientul VZ (0) este dat de
.
VZ ()= (e](6),...,en_j11(6)) (3.14)
unde e; (0) este reziduul de ordin i evaluat n 3 (0), adicd
i (6) =Xi; — X} 18(0), Vi=T,n—j+1. (3.15)
i) Gradientul V3 (0) al lui 5 (0) este dat de: V3 () =
B T N i\ T
(61 @250 )7 ()T ven i 0 X0 07 (X777)
(3.16)
v) Matricea Hessiand a deriwatelor de ordinul 2 a lui Z (§) este data de
822 i 1 T
851({9(5;6 = —261' (5) €L (5) Xjlej_l (5) (X]]*El) . (317)

4 Optimizare locala in regresia LTS

Structura particulara a multimii de constrangeri din problema de regresie LTS
sugereaza urmatoarea abordare euristica de determinare a solutiei problemei
(3.4). Fie 6° € A; un punct de extrem al politopului A; cu j fixat. Dat
fiind §°, rezolvadm problema (3.8) prin metoda celor mai mici patrate pentru
a determina Z (8°) .

Fie 8, ..., 6™ multimea vecinilor lui §°.

Definitia 4.1 §° se numeste un optim local pentru Z (8) dacd Z (50) <
Z(6%), Yi=1,r9, unde Z () este cel definit in (3.8).
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Pentru a implementa algoritmul de cautare locala, ne trebuie in primul
rand o caracterizare completa a ”vecinilor” ce trebuiesc parcursi.

Teorema 4.1 Fie 6° € Aj un punct de extrem al lui A;. Definim Hy =
{keN| =1}, 0" = (50—u1—|—uj, ot = 60 4wy, 5’_ = 09 — u; unde
up € Rt este vectorul unitar.

i) Daca 627]4160 = hy, atunci § € R"IT1 este un vecin al lui 6° pe A; dacd
si numai dacd § = 6% pentru i € Hy si k € N\ Hy, sau dacd h; < hy i
d = 6 pentru i € Hy.

i) Dacd hy < el_j_H(SO < hu, atunci 6 € R"IHL este un vecin al lui 6° pe A,
dacd si numai dacd § = 5" pentru un i € N\ Hy sau § = 6~ pentru i € Hy.
i) ezfjﬂéo = hy, atunci § € R" ™It este un vecin al lui 6° pe A; dacd si
numai dacd § = 8 pentru i € Ho si k € N\ Ho, sau dacd h; < h,, si 6 = 6'F
pentru © € N\ Hy.

Daca h; = h, obtinem din teorema 4.1 c# orice punct de extrem §° € Aj
are exact h(n — j + i — h) vecini, unde h = |Hyp|, iar daci h; < h,, atunci 6°
are exact h(n —j + 19— h+ 1) vecini.

Dat fiind un punct de extrem 6° € A;, notam cu x(]) 1 subvectorul lui x;_;
corespunzator lui Hy = {k‘ EN| 8= 1} §i respectiv X Y subvectorul lui X;.
Pentru a simplifica notatia, presupunem cad Hy = {1,...,h} unde h = |H0| ,
adica dupa o eventuala reindexare, liniile active din (.T?j_l , X ;) corespunzatoare
lui §° s& fie primele A linii.

Conform teoremei 4.1, mutarea intr-un vecin §' al lui §° pe A; presupune
transformarea lui Hy intr-o multime H; in unul din urméatoarele trei moduri:

1. Hy = Hy \ {i} pentru ¢ € Hp, sau
2. Hy = Hy + {i} pentru k € N\ Hy, sau
3. Hy = Ho\ {i} + {k} pentru i € Hy, k € N\ H,.

In mod corespunzator, matricea (x?_l,X]Q) se transforma in (m}_l,X;)
astfel
— T, j—1U; le = XJO - )(”’ll,z (418)

1 33 1 1 XJQ
Ti + T, j—1UK+1 X]» = 0 +ijuh+1 (419)

1+ (T — Tij) X; = X? + (Xij — Xij) us (4.20)

unde u; este vectorul unitar din R” respectiv R**1.
Corespunzétor celor trei cazuri din (4.18), (4.19) si (4.20) avem:

_ (-0 T .0 R
= (%—1)ij—1 — (@i-1)" (4.21)



COSMIN BATATORESCU

22

(#1-0) ehs = () s (s 1)
(e10) X} = () X 1
(m}fl)lﬂﬁﬂ = (3?971): 29y = (@ig-1)" + (why-1)" (4.23)
(@j—1) Xj = (251) XJ —@ija Xy + a1 X

Trebuie s& obtinem formule iterative pentru a calcula valoarea lui Z!

|:(£;71)T 37}71} o pornind de la Z° = [(m?fl)—r a:?fl} -

Pentru a simplifica scrierea, facem urmatoarele notatii:

_ (2i-1)" _ (rj-1)°
ai=1-"—"5", ap=1+"—r5—,
Tij—1Tk,j—1
Bir = %, ik = azay + B

Prin calcul direct, pornind de la formulele (4.18)-(4.20) pentru X}, se obtin
urmatoarele formule iterative, corespunzatoare celor trei cazuri:
B(3Y) = p(°) - Lram
1\ _ 0 e Zozlk) i1
B(8) =B (0°) + ==
0 (51) =0 ((50) 4 (2_:1,:62 — %eo) Zoxi,jfl + (;‘—;eg + g—:lie?) Zoxlw;l

Qi

unde ‘
e) =Xy — X, 18(0°), ) =Xu;—XF,3(6%).
Suntem acum in masura de a calcula imbunatéatirea ce se obtine pentru
functia obiectiv Z () din (3.8) prin trecerea de la 6° € A; la un vecin §* € A;.
S& notam cu AZ;, AZF si AZF cantitatea Z ((51) - Z ((50) respectiv in
cazul (4.18)-(4.20). Se obtine:
0)2 0)2 0,0 0)2
e o; (e) + 2Bie; e — oy (€
AZ; = — . AZF = k)7 AZik: (k) ireiey, k( )
o (a3 (€773

—~

Din cele de mai sus, putem deducem algoritmul local de determinare a

parametrilor regresiei LTS.
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Algoritmul 4.1
Date de intrare: n —j + 1, h, -1, Xj.
Pas 0. Se determind o multime acceptabila Hy C N cu |Hy| = h, si fie
30 e R* I+ ey
(50—{1 daca k€ Hy
0 daca ke N\ Hp

Pas 1. Calculam Z°, 3 (50) sied=X; - X408 (50) .

Calculam AZ,,i, = min { AZ{“| 1 € Hy, k € N\Ho} .

Pas 2. Daci AZpin > 0, stop: d° este optim local pentru problema (3.4).
Altfel, inlocuim Hy cu Hy = Ho\ {i} + {k}, unde i € Hy, k € N\ H, astfel
incat AZnin sa fie atins, si apoi se repeta pasul 1.

Algoritmul 4.1 poate fi modificat in baza unei idei adaptate a lui Tuy
[7] a metodei planului de sectiune: mai intai ruldm algoritmul 4.1 pentru a

obtine un optim local 6. Fie H; = { keN | 5,?1 = 1}§i retinem valorile 621

precum si valoarea functiei obiectiv Z (§L1) ca fiind cele mai bune pana in
momentul curent. Pentru a defini iteratia, inlocuim politopul A; prin A; =

kENN H;
al lui Balas [1], determindm un vector 0 — 1 & € Ajl pentru care aplicam din
nou algoritmul 4.1 avand ca punct de pornire 4.

Astfel se va obtine un nou optim local, 672, care, daci va fi nevoie, il
marcam ca fiind cea mai buna solutie pana la momentul curent. Notand He =

> 5k>2}

keENN H2

A]ﬂ{é € Rr—i+1

S ok > 2} . Utilizand, de exemplu, algoritmul aditiv

{k‘ EN| &2 = 1}inlocuim Aj prin A? = A}ﬁ{é € Rn—i+l

si astfel continuam iteratia.

Numarul de puncte de extrem ale lui A; ce trebuie comparate poate fi
redus la C)y_, ;.

n—j+1
2< > §i=s<h; 0<6;<1; sintreg,.

Definitia 4.2 Se numesc extelnslii ale punctului de extrem £ € Ay pe A;
toate punctele de extrem § € A; ce satisfac relatia 6 > €.

Aritam in cele ce urmeaza ci pentru un punct de extrem 0° € A; dat
si valoarea corespunzatoare a functiei obiectiv Z (50) , orice punct de extrem
§ € Aj care este extensia unui £ € A, cu Z(€) > Z (6°) poate si fie exclus
din calcule.

Teorema 4.2 Pentru un set de observatii (xj_1,X;), dacd existid £ € A
i 69 € Aj punct de extrem cu Z(§) > Z (50) atunci orice extensie 6 € Aj a
lui & pe Aj are proprietatea cd Z (8) > Z(§).

Fie A, = {5 € Rr—i+!
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