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Groupe de Galois de certains corps de classes

Abdelmalek Azizi, Mohammed Talbi

Abstract
Let K = k(v/ —neov/1) where & is the fundamental unit of k = Q(v/1)

with [ a prime number congruent to 5 or 2 modulo 8, n is an integer
prime to [, square free such that Cs k, the 2-class group of K, is isomor-
phic to Z/27 x 7Z/27 and the genus field K®) of K coincides with the
first Hilbert 2-class field KS) of K and let G2 be the Galois group of
K?/K where Kg) is the second Hilbert 2-class field of K.

In this paper, we are interested in the problem of capitulation of the
classes of C2x in the quadratic sub-fields of Kél)/K and to determine
the structure of Gs.

Soient K = k(v —neo \ﬂ) 0 go est 'unit fondamentale de k = Q(\ﬁ)
avec [ un nombre premier congru 5 ou 2 modulo 8, n est un entier naturel
premier [, sans facteur carr tels que Csk, le 2-groupe de classes de K,
est isomorphe Z/27Z X Z /27 et le corps de genres K™ de K concide avec
le premier 2-corps de classes de Hilbert Kél) de K et soit G2 le groupe
de Galois de Kég) /Ko Kg) est le deuxime 2-corps de classes de Hilbert
de K.

Dans ce papier, on s’intresse au problme de capitulation des classes
de Csk dans les sous-corps quadratiques de ]Kgl)/K et dterminer la
structure de Ga.

1 Notations
Dans tout ce travail on note par:

l : un nombre premier congru 5 ou 2 modulo §;
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k : le corps quadratique Q(\ﬂ);

€0 : l'unité fondamentale de k;

K . le corps quartique cyclique k(v/—neov/1);

n :  un entier naturel premier a [, libre de carr et tel que Cs x est de type
(2,2) et K® =K

Ga :  le groupe de Galois de ng) JK;

~

des nombres premiers congruent a 1 modulo 4;
des nombres premiers congruent a —1 modulo 4;

=
S
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le symbole du reste normique;

le symbole de Legendre;
le symbole biquadratique rationnel, dfini si (%) =1.
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Pour un corps de nombres F, on note par:

Op : lanneau des entiers de F;

Er . le groupe des units de F;

[a] : la classe d’un idal a de F;

Cr : le groupe de classes de TF;

Cor . le 2-groupe de classes de F;

ha (F) : le 2-nombre de classes de F;

F(*) :  le corps du genres de F;

Fél) :  le premier 2-corps de classes de Hilbert de F;

FéQ) ¢ le deuxiéme 2-corps de classes de Hilbert de IF;

ha(m)  : le 2-nombre de classes de Q(y/m);

g(F/M) : Ulindice des unités d’une extension biquadratique normale
F/M de groupe de Galois de type (2,2);

Qr : =q(F/M) avec M = Q.

2 Introduction

Soit F/LL une extension finie de corps de nombres. On dit depuis Hilbert
qu’un idal de 'anneau des entiers du corps IL capitule dans FF, lorsqu’il devient
principal par extension des scalaires ’anneau des entiers de F. Le problme de
la capitulation consiste donc prcisment dcrire la partie du groupe de classes
d’idaux de L forme de toutes les classes qui capitulent dans F, lorsque F est
une extension ablienne non ramifie de L.

Dans le prsent papier, on va tendre les rsultats de [6] des nouvelles familles

de corps. Ainsi, soit K = k(+/ —nao\ﬂ), donc on va tudier la capitulation des
2-classes d’idéaux de K dans les sous-extensions quadratiques de Kgl)/K et
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nous dterminons la structure du groupe Go.

Proposition 2.1 ([16]). Soient G un 2-groupe fini d’ordre 2™ et G’ son sous-
groupe driv. Alors G/G’ est de type (2,2) si et seulement si G est isomorphe
l'un des 2-groupes sutvants:

m—2
Qm = <o,7> o o2 =712=qa, a*=1,17"tor=0"1,
m—1
D,, = <o7> o o2 =72=1, 7lor=0""1,
m—1 m—2
Sm = <o, 7> o o0? =72=1, 7t lor=0%" "1,
(2,2) = <o7t> o ol=712=1, r~lor =0,

0 Qn, le groupe des quaternions, D,, le groupe didral, S,, le groupe semi-didral,
d’ordre 2™ et (2,2) est un groupe ablien isomorphe Z/27 x 7./27.

Supposons que G est un 2-groupe fini d’ordre 2™ et tel que G/G’ est

de type (2,2), alors G est isomorphe @, Dy, S, ou (2,2) dfinis dans
la proposition 2.1, et soient {o,7} un systme gnrateur de G satisfaisant au
relations cits dans la proposition 2.1. Par un simple calcul on peut voir que le
sous-groupe driv G’ = [G,G] =< 02 > et que G a trois sous-groupes d’indice
2 savoir Hy =< ¢ >, Hy =< 02,7 > et H3 =< 02,07 >. De plus si G est
de type (2,2), alors les sous-groupes H; sont cycliques d’ordre 2, si G ~ @3,
alors les sous-groupes H; sont cycliques d’ordre 4 et si G ~ Q,,, avec m > 3
ou D, ou S,,, alors Hy est cyclique et Ho/H) et Hs/HY sont de type (2,2)
o HY (resp. Hj) est le sous-groupe driv de Ha (resp. Hg).
Dans toute la suite de cette section on dsigne par M un corps de nombres,
G le groupe de Galois de I\\/Jlg) /M et G’ son sous-groupe driv. Alors G’ =~
Gal(MéQ)/Mgl)) et G/G' ~ Gal(I\\/JIél)/M), et on sait par la thorie des corps de
classes que Gal(Mél)/M) ~ Cy i, ainsi G/G' ~ Cy .

Dfinition 2.2 (Conditions de Taussky). Soient F une extension cyclique non
ramifie de Ml et j : lapplication de Cy dans Cr qui fait correspondre la classe
d’un idal a de M, la classe de l'idal engendr par a dans F. Alors l’extension
F/M est dite:

o de type (A) si et seulement si |ker j N Ng(Cr)| >1,
e de type (B) si et seulement si |ker j N Ng/y(Cr)| = 1.

Supposons maintenant que Conm ~ Z/2Z x Z/2Z, alors G/G' ~ Z /27 x
Z)2Z, ainsi G’ est cyclique, ce qui donne que la tour des 2-corps de classes de
Hilbert de M s’arrte en M(QQ).

En plus on sait que si G est d’ordre 2™ et G/G’ ~ Z /27 x 7/27Z, alors, G est
isomorphe Q.,, Dy, S ou Z/27Zx7/27. Dans tous ces cas, on a G’ =< 02 >
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et les trois sous-groupes d’indice 2 dans G sont: H; =< ¢ >, Hy =< 02,7 >
et H3 =< o%,07 >, et si G’ # 1, alors Mgl) #+ MéQ) et < o > est I'unique
sous-groupe de G’ d’indice 2.

)

Soient IL le sous-corps de Méz laiss fixe par < ot >, F; (i = 1,2,3) le sous-

corps de Méz) laiss fixe par H; et j; 'application j dfinie pour F = TF;.
Thorme 2.3 ([16]). On suppose que G/G' ~ 7 /27 x Z/27. Alors on a:

1. Si Mgl) = Mé”, alors les corps F; sont de type (A), |kerj;| = 4 pour
i=1.2,3 et G ~ Z/2Z x L/2Z;

2. Si Gal(L/M) ~ Qs3, alors les corps F; sont de type (A), |ker j;| = 2 pour
i=1,2,3 et G~ Qs;

3. S1Gal(L/M) ~ D3, alors les corps Fo et F3 sont de type (B) et | ker jo| =
| ker j3| = 2. De plus; si Fy est de type (B) alors |kerji| =2 et G ~ S,,.
Si Fy est de type (A) et |kerji| = 2, alors G ~ Q,,. Enfin si Fy est de
type (A) et |kerji1| =4, alors G ~ D,y,.

ket Ja] (A/B) | [ker jal (A/B) | [ket o (A/B) | G
1 1 1 (2,2)
2A 2A 2A Q3
4 2B 2B D,y,m >3
24 2B 2B Qm.m >3
2B 2B 2B Sm,m >4

Remarque 2.4. Si Con =~ Z/2Z X Z/2Z, alors les 2-groupes de classes des
corps B; pouri € {1,2,3} sont cycliques si et seulement si l'une des conditions
suivantes est vrifie:

1. MY =mMY;
2. MP £ MV et G ~ Qs.

On trouve plus d’informations sur le problme de capitulation des 2-classes
d’idaux d’un corps de nombres M avec Co  est de type (2,2) dans [16].
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3 Dtermination de n pour que Cyk soit de type (2,2) et
K = K®

Proposition 3.1 ([14]). Soit M un corps de nombres ablien sur Q de degr r°
o r est un nombre premier et s > 0, alors:

M(*):( H LP)M:( H Lp)Lr,

p| Dy, p#T p| Dy, p#T

oL, est l'unique sous-corps, de degr e, (I'indice de ramification de p dans M)
sur Q, de Q(&p) le p-ime corps cyclotomique, L, est un sous-corps de degr e,
(lindice de ramification de r dans M) sur Q, d’un corps cyclotomique Q(&,v)
pour un certain v € N et Dy le discriminant de M.

Thorme 3.2. Soit K = k(\/—negV1), alors Cax est de type (2,2) et Kgl) =
K™ si et seulement si on est dans l'une des situations suivantes:

— — / 2y _ (2)—_ _1.
1. 1=2etn=pp" avec (3)=(37) = —1;

2. 1=2¢etn=qq avec (%) = (2) = 1;

3. 1=2 etn=pq avec (%) =(2)=-1;

4. l=5mod 8 et n = pp’ avec (¥) = (%) =—-1;
5. l=5mod 8 et n = qq' avec () = (qT/) =-1;
6. l=5mod 8 et n = 2p avec (¥) = —1;

7. 1 =5mod 8 et n = 2q avec (§) = —1;

8

. 1=5mod8 et n =q avec () = —1.

Proof. En utilisant la proposition 3.1, pour que [K*) : K] = 4 il faut et il
suffit que exactement trois nombres premier de Q se ramifient dans K (I et
deux autres), et en combinant ceci avec les rsultats de [8] et [9] on trouve

que Cog ~ Z/27 x Z/27 et Kgl) = K™ si et seulement si n est de I'une des
formes cites dans le théoreme. O

Proposition 3.3. Soient L/M une CM-extension, A son groupe de Galois,
et vo une place de M avec:

1. CQ,M = 0,'
2. L et M ont les mmes units (v/—1 ¢ L);
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3. L =M(y/B) avec B €M, et 21 vo(B).
Alors Uapplication naturelle

@ Z/QZ — 027]1‘
v € Ram(L/M)
v # Vg

(qui associe une place ramifie de M avec la classe de sa racine carre dans L)
est injective.

Proof. Soient Iy, (resp. Iz ) le groupe des idaux fractionnaires de L tensoris
par Zg, (resp. M), et Py (resp. Papyp) son sous Zg-module engendr par
les idaux principaux. En utilisant (1), on trouve que lapplication naturel
(IQJL)A — (Ca1,)? se factorise en une application

¢ 1 (Io)> /Topn = (CoL)™
(ici nous incrustons I en oy, par I'injection canonique) de noyau
(Pop)? /Iy = (Pap1)®/Paqp =~ Coker((L*)2 — (Pap)?) ~ HY (A, 00).

Par (2), nous concluons que ker ¢ est d’ordre 2. En utilisant (3), on trouve
que (y/B) donne un Iment non trivial de ker ¢, ainsi il 'engendre. Le rsultat
nonc suit en crivant explicitement ¢ comme

b : & 7)27. — (Cap)?
v € Ram(IL/M)

En effet, (v/B) correspond & I’élément @ v(3) dans le groupe & gauche donc

ker¢ N P Z/2Z. = 0.
v € Ram(LL/M)
v # g

O

Corollaire 3.4. Soit K = k(\/—negV1) o n est de l'une des formes citées
dans le théoréme 3.2, alors Cox est engendré par [Hq] et [Hz] ou Hy et Hy
sont deux idéaux premiers de K au dessus des deuz premiers (autre que l) de
Q qui se ramifient dans K.
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4 Units de certains corps de nombres de degr 4 ou 8 sur

Q

Soient d; et do deux entiers naturels sans facteurs carrs et premiers entre
eux, d3 = dids, €1 (resp. €2, €3) l'unit fondamentale de k; = Q(v/dy) (resp.
ko = Q(v/d2), ks = Q(\/d3)), Ko = kiky et Ny (resp. Nz, N3) la norme de
KO/kl (resp. Ko/kg, Ko/kg)

On sait d’aprs [19] qu'un systme fondamental d’units (SFU) de Kq est,
une permutation prs des indices, I'un des systmes suivants:

(i) {e1, €2, e3};

(11) {517 €2, \/53} (N2(€3) = 1)7

(111) {1/5152, E2, 63} (N3(€1) = N3(52) = 1) N

(iv)  {e1.v/22, VEs} (N1(e2) = Ni(e3) = 1) ;

(v)  {VEiee, Veaes,/Erest  (Na(es) = N3(g;) =1, 5 =1,2) ;
(Vi) {\/816263, E9, 63} (Ng(&‘l) = Ng(é‘g) = NQ(&‘g) = :|:1)

Proposition 4.1 ([2]). Soit Ko un corps de nombres, ablien rel et B un entier
algbrique de Ky, totalement positif, sans facteurs carrs. On suppose que F =
Ko(v/—B) est une extension quadratique de Ko, ablienne sur Q et quei = v/—1
n’appartient pas F. Soit {€1,e9,...,e.} un SFU de Ky. On choisit, sans
restreindre la gnralit, les units €; positives. Alors on a:
1. 87l existe une unit de Ko de la forme ¢ = 631€§2...5J’ 1er ((une permu-
tation prs), o les ji € {0,1}, telle que Be est un carr dans Ko, alors
{e1,€2,...,6r_1,/—€} est un SFU de F;

2. Dans le cas contraire {€1,€2,...,&,} est un SFU de F.

Corollaire 4.2. Soit K =k(\/—neoV1), alors {eo} est un SFU de K.

Proof. On a {eg} est un SFU de k et nv1 n'est pas un carr dans k, alors
d’aprs la proposition 4.1, {eo} est un SFU de K. O

Remarque 4.3. Soient ¢ = & + yv/d lunit fondamentale de Q(\/&) od est
un entier positif sans facteurs carrs. On suppose que € est de norme 1, alors
2 est un carr dans Q(v/d) si et seulement si (x £ 1) est un carr dans Q.

2z = a®+ db?
— 2
En effet 2¢ = (a + bVd)? & { 9 = 2ab

Comme z2 — dy? = 1, alors le dernier systme est rsoluble si et seulement si
(x£1) est un carr dans Q.

N. B: (z£1) est un carr dans Q <= vz +1€Qou+vz—1€ Q.
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Lemme 4.4 ([3]). Soient d un entier positif sans facteurs carrs et e = x+y\/d
l'unit fondamentale de Q(\/E) o x et y sont des entiers ou bien des demi-
entiers. On suppose que € est de norme 1. Alors 2(x +1) et 2d(x £ 1) ne sont
pas des carrs dans Q.

Lemme 4.5 ([3]). Soient r un nombre premier impair et € = x + yv/2r unit
fondamentale de Q(v/2r). On suppose que € est de norme 1, alors (x £+ 1) est
un carr dans N et 2e est un carr dans Q(+v/2r).

Lemme 4.6 ([3]). Soit ¢ = x + y,/q l'unit fondamentale de Q(,/q). Alors x
est un entier naturel pair, (x £ 1) est un carr dans N et 2¢ est un carr dans

Qva)-

Lemme 4.7 ([3]). Soient Ko = Q(\/p,/2q) et €1 (resp. €2, €3) Uunit fonda-

mentale de Q(y/p) (resp. Q(v2q), Q(v/2pq)). On pose e3 = s +11/2pq et on
suppose que 23 n'est pas un carr dans Q(v/2pq). Alors on a:

1. {e1,€2,/€3} est un SFU de Ky < 2p(s 1) est un carr dans N;

2. {e1,€2, €263} est un SFU de Ky < 2¢(s £ 1) est un carr dans N.

Lemme 4.8. Soite = %‘/E l'unit fondamentale de Q(v/d) avecd € {pp’,qq'}.
On suppose que € est de norme 1. Alors p(x £ 2) est un carr dans N et pe
est un carr dans Q(v/pp’) (resp. q(x +2) est un carr dans N et qe est un carr

dans Q(v/qq')).

Proof. On a ¢ est de norme 1, ainsi (z — 2)(z + 2) = dy?, donc ils existent
zE£2 =2my?
m,m’,y1,y2 des entiers tels que mm’ = d et rF2 =2my? onj e
Yy =y
{0,1}.

En utilisant le lemme 4.4 et le fait que 27 (my;2 — m’y2?) = 4, on trouve que

rt2 = d1y12
la seule forme possible est ¢ = F2 = daye? avec (di,d2) € {(p,?), (¢,q)},
Yiy2 =Y
d’o le rsultat. O

Thorme 4.9 ([6]). Soient Ko = Q(v/2,/p), €0 (resp. €2, e3) lunit fonda-
mentale de Q(v/2) (resp. Q(/p), Q(v/2p)) et F = Ko(v/ —megv/2) o m est un

entier naturel impair. Alors:
1. Sies est de norme 1, alors {eo,€2,/€3} est un SFU de Kq et de F;
2. Sinon, {\/20e2€3,€2,e3} est un SFU de K et de F.
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Thorme 4.10 ([7]). Soient Ko = Q(\/p,V/P'), €1 (resp. €2, €3) Uunit fonda-
mentale de Q(,/p) (resp. Q(/p'), Q(v/pp')) et F = Ko(\/—me1/p) o m est

entier naturel sans facteurs carrs. Alors on a:

1. Siez est de norme 1, alors {e1,€2,/€3} est un SFU de Kq et de F;
2. Sinon, {\/€1€2€3,€2,€3} est un SFU de Ky et de F.

Thorme 4.11. Soient Ko = Q(\/p, /2p') avec p = 5 mod 8 et (%) = -1,
1 (resp. €2, €3) Vunit fondamentale de ki = Q(/p) (resp. ko = Q(v/2p'),
k3 = Q(v2pp’)) et F = Ko(\/T\/f?). Alors:

1. Si Ny, q(e2) = 1, alors {e1,e2,e3} est un SFU de Ko et de F;

2. S8i Ny, g(e2) = —1, alors Ko et F ont mme SFU qui est ['un des systmes
{e1,€2,€3} ou {\/E16263, 62,63}

Proof. On a €1 est de norme —1 et comme (%) = (%) = —1, alors €3 est aussi
de norme —1, ainsi:

(1) Si &5 est de norme 1, alors, d’aprs le lemme 4.5, v/2e5 € Q(1/2p), ce qui
donne que v/2e; € Ko et comme /2 ¢ Ky, alors VE2 ¢ Ko, par suite, en
utilisant les rsultats de [19], on trouve que {e1,€2,£3} est un SFU de Ko.

(2) Si ez est de norme —1, alors, d’aprs les rsultats de [19], {e1,€2,€3} est un
SFU de K si /16263 ¢ Ko et {\/E1€2¢3,¢2,€3} est un SFU de K, dans le
cas contraire.

Montrons quun SFU de Kq est aussi un SFU de F. En effet, si {e1,e2,e5}
est un SFU de K (dans ce cas €1, £3 sont de norme —1 et e est de norme
+1), alors d’aprs la proposition 4.1, pour montrer que {€1,€3,£3} est un SFU
de F, on montre que 7e1,/p n'est pas un carr dans Ko, pour 1 = &{”'eb’* e} o
{el. €5, 65} = {e1,e2,€3} et j1,j2 € {0,1}. Sinon, ne;/p est un carr dans Ko,
alors, en utilisant la norme de K, sur ks ou celle de Ky sur kg, on trouve que
+p est un carr dans ko ou dans ks, ce qui est impossible, par suite {e1,£2,£3}
est aussi un SFU de F. Si {,/e162¢3, 2,3} (dans ce cas €1, €2 et €3 sont de
norme —1), alors d’aprs la proposition 4.1, pour montrer que {/z1€2¢3,¢€2,€3}
est un SFU de F, on montre que ne;,/p n'est pas un carr dans Ky, pour
n = ei'ebel o {e],eh.e4} = {\/E1€2E3,€2,e3} et j1,jo € {0,1}. Sinon,
ne14/p est un carr dans Ko, alors, en utilisant la norme de Kq sur kg, on trouve
que £p ou £pey est un carr dans ko, ce qui est absurde, ainsi {,/g1€2¢€3,€2,€3}
est aussi un SFU de F. O

Thorme 4.12. Soient Ko = Q(\/p,/q) avec p = 5mod 8 et (1) = —1,
€1 (resp. &2, €3) lunit fondamentale de ki = Q(\/p) (resp. ko = Q(\/q),

k3 = Q(/pq)) et F =Ko(y/—¢€14/p). Alors {e1,e2,/E283} est un SFU de Ko
et de IF.
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Proof. Posons €3 = s+ t,/pq o s et t sont des entiers naturels, comme &3 est
de norme 1, alors (s — 1)(s + 1) = pqt?, donc, d’aprs le lemme 4.4, il existe
(t1,t2) € Z? tels qu’on a 'une des formes suivantes:

s+t1 :2pt12 s+1 =1t;2 s+1 :pt12
sTL1 =2qt? | sF1l =pgts? ou sTF1 =qty? .
21ty =1t tita =1t tite =1

. 2 42 ingi (4) = (£1) —
Pour la premire forme on trouve que pti — qt5 = +1, ainsi ({) = (%) =1,

ce qui n’est pas le cas puisque (%) = —1, Pour la deuxime forme on a
t?2 — pqt3 = £2, ainsi (%) = 1, ce qui est absurde car p = 5 mod 8, ainsi
V2e3 = t1\/p + t2/q et d’aprs le lemme 4.6, il existe (y1,y2) € Z? tels que
V23 = y1 + Y24/q et par suite \/g2e3 € Kg (g5 et €3 ne sont pas des carrs
dans Ko car v2 ¢ Ko), ainsi, d’aprs les rsultats de [19], {1, 2, /2283 } est un
SFU de K.

Le systme {e1,¢e2,/€265} est aussi un SFU de F, en effet, d’aprs la propo-
sition 4.1, il suffit de montrer que ne;,/p n’est pas un carr dans Ko, pour

n= 5’1j15’2j25§ o {e],¢€5,e5} = {e1,€2,/E263} et j1,j2 € {0,1}. Sinon, ne1/p

est un carr dans Ko, donc, en utilisant la norme de Ko sur ko = Q(/q)
on trouve que +p ou +pes est un carr dans ks, ce qui est impossible, ainsi
{€1,€2, /€263} est un SFU de F. O

Thorme 4.13. Soient Ky = Q(\/p,/2q) avec p = 5mod 8 et (%) = -1,
1 (resp. €2, €3) lunit fondamentale de k1 = Q(\/p) (resp. ko = Q(v/2q),
ks = Q(v2pq)), F = Ko(\/—me1/p) ot m est un entier naturel. Alors,

{e1,e2,+/23} est un SFU de Ky et de F.

Proof. On a que €1 est de norme —1, €5 et €3 sont de norme 1. D’aprs le
lemme 4.5, 25 est un carr dans ks, ce qui donne que €2 n’est pas un carr
dans Ko, car sinon v/2 € Ko. De plus, 2e3 n’est pas un carr dans ks, en effet,
on a €3 = s + t\/2pq est de norme 1, ainsi (s + 1)(s — 1) = 2pqt?, par suite,
si 2e3 est un carr dans ks, alors il existe (t1,t2) € Z2 tels que tity = t et
st1 = t12
{ s+1 = 2pqty? ’
qui n’est pas le cas puisque p = 5 mod 8, d’o 2¢3 n’est pas un carr dans ks, et
en utilisant le lemme 4.7, on trouve que {e1,¢e2,/23} est un SFU de K si et
seulement si 2p(s+1) est un carr dans N et {e1, €2, /€263} est un SFU de K,
si et seulement si 2¢(s=+ 1) est un carr dans N, or 2¢(s=+1) ne peut tre un carr
dans N, en effet, on a \/2q(s = 1) € N si et seulement si il existe (t1,t) € Z2

ainsi t12 — 2pqta? = £2, ce qui donne que (%) =1,ce

B sl = 2¢4% . o o, 2 :
tels que t1to =t et sl = pty? ainsi £2 = 2qt1° —pts*, ce qui donne
que —1 = (%) = (%), ce qui n’est pas le cas puisque (%) = (%) = —1, ainsi

2p(s £ 1) est un carr dans N et {e1,e2,/€3} est un SFU de K.
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Le systme {€1,e2,./€3} est aussi un SFU de F, en effet, d’aprs la propo-
sition 4.1, il suffit de montrer que ne;,/p n’est pas un carr dans Ky, pour
n = ey’ ey’% ey o {e,eh,e5} = {e1,€2,/E3} et j1,j2 € {0,1}. Sinon, ne1y/p
est un carr dans Kg, donc, en utilisant la norme de Ky sur ks = Q(1/2¢) on
trouve que £p est un carr dans ko, ce qui est impossible, ainsi {e1,¢e2,/23}
est un SFU de F. O

Thorme 4.14. Soient Ko = Q(/p,Vqq') avec (1) = (%) =—1, &1 (resp. eq,
e3) lunit fondamentale de k1 = Q(\/p) (resp. ko = Q(v/qq'), ks = Q(v/pqq’))
et F = Ko(\/—¢e1/p). Alors {e1,e2,/23} est un SFU de K et de F.

Proof. Soient g5 =
e3 sont de norme 1.
e c5 n'est pas un carr dans Ky, en effet, comme €5 est de norme 1, alors
(x 4+ 2)(x — 2) = qq¢'y?, ainsi il existe y1, y2, m et m’ des entiers tels qu'on a
I'une des formes suivantes:

, alors €1 est de norme —1 et e,

7
ZHYVIT of g5 =

s+tvpqaq’
2

r+2 = 2my>
rr2 = o [ TE2 = w0 T2 =
e = g ) TF2 = qq'ys* ouq rF2 = 'y’
o o ny =y Y2 =y
Pour la premire forme on a my;2 — m'ys?2 = 2, ce qui donne que y; et

Yo sont de mme parit, comme ¢ = ¢’ = —1 mod 4, alors my;? — m'y.? =

0 mod 4, ce qui est en contradiction. D’aprs le lemme 4.4, la deuxime forme

r+2 = qy?
est impossible. Donc il existe (y1,y2) € Z? tels que: TF2 = Jy?
Y1y2 = Y

ainsi /57 = WVIERVT g g
e 3 est un carr dans Ko, en effet, comme €3 est de norme 1, alors (s+2)(s—2) =
pqq't?, ainsi:

st2 = 2mt;?
li
S’ existe t1,t2, m et m’ des entiers tels que: sF2 = 2m'ty? ,
21ty = t
mm’ = pqq
alors mt;2 — m/ts? = +2, ce qui implique que t; et t, sont de mme parit.
Or, p= —q = —¢ = 1mod 4, donc mt;? — m't;2 = 0 mod 4, ce qui est en
contradiction.
s+2 = pgt,?
S’il existe (t1,t2) € Z2 tels que: sF2 = (¢'to? | alors £4 = pgt12—q't22,
ity = Y

ce qui donne que (%) = (%), ainsi (%) =1, ce qui n’est pas le cas.
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s+2 = pti?
S’il existe (t1,t2) € Z2 tels que: { s—2 = qq'ts? , alors 4 = pt1? — qq'ts?,
tita = t
ce qui donne que (%) = (%) =1, ce qui est en contradiction.
s—2 = pt;?
Donc il existe (t1,t2) € Z? tels que: s+2 = qq'ts?
tite = t

Ainsi (/g5 = M € Ko, en utilisant les rsultats de [19], on trouve que
{e1,€2,/23} est un SFU de K.

Montrons que {e1,€2,/€3} est aussi un SFU de F. En effet, soient N; la
norme de Ky sur k; (i = 1,2,3), alors d’aprs la proposition 4.1, pour montrer
que {€1,€2,+/€3} est un SFU de F, on montre que ne1/p n’est pas un carr
dans Ko, pour n = i7" ebely o {e],eh, ¢4} = {e1,e2,/E3} et j1,j2 € {0, 1}.
Si ne1/p est un carr dans Ko, alors en utilisant N2 ou N3 on trouve que /Ep
est dans ko ou dans ks, ce qui est absurde, ainsi {51,827\/5} est aussi un
SFU de F. O

Thorme 4.15. Soient Ko = Q(/p,VP'p") avec p, p' et p" des nombres
premiers diffrents deuz a deuz tels que p = p’ = p”’ = 1mod 4 et (%) =
(%/) = —1, g1 (resp. &2, €3) lunit fondamentale de ki = Q(/p) (resp.
ko = Q(VpP'p"), ks = Q(vpp'p")) et F = Ko(\/—me1/p) ol m est un en-

tier naturel. Alors Ko et F ont mme SFU qui est l’un des systmes {e1,e2,¢3}

ou {\/1€2€3,€2,€3}.

’ "
Proof. Comme (£) = (5-) = —1, alors €3 est de norme —1, et on a &1 est
aussi de norme —1, ainsi:

1. Si g5 est de norme 1, alors on utilise la mme mthode que dans la preuve
du thorme 4.14, pour montrer que /g5 ¢ Ko, ainsi d’aprs les rsultats de
[19], {€1,€2,€3} est un SFU de K.

2. Sieg est de norme —1, alors toujours d’aprs les rsultats de [19], {1, 2,23}

est un SFU de Ky si \/e1e2¢3 ¢ Ko, et {\/€1€2¢3,€2,e3} est un SFU de
Ky dans le cas contraire.

Pour montrer que Kq et F ont mme SFU il suffit d’utiliser la proposition 4.1.
O

Thorme 4.16. Soient L = Q(v/2 + v/2) et F = 1L(y/—m) ot m est un entier

naturel impair et sans facteur carré. Alors {&3,&5,&7} est un SFU de L et de

Foé&=1+V2+V2, & =1+V2+V2+V2 et & =1+V2+V2V2+ V2.
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Proof. Tl est connu dans la littrature que {&3,&5,&7} est un SFU de L (voir
par exemple [23], p. 144-145). Comme mé& n’est pas un carr dans L, pour
€ = fi]lfé.hgé o {Ellvgéagé} = {f37§5a£7} et .j17.j2 € {071}7 alors, d’aprs la
proposition 4.1, on trouve que le systme {&3,&5,&7} est aussi un SFU de
F. O

5 Capitulation des 2-classes d’idaux de K et structure de
G

Dans le reste de ce travail on est besoin des trois résultats suivants:

Thorme 5.1 ([13]). Soit L/M une extension cycliqgue non ramifie de degr un
nombre premier, alors le nombre des classes qui capitulent dans L/M est gal :

[L : M][Ewm : Npym(EL)]-

Proposition 5.2 ([20]). Soient L/M une extension biquadratique normale de
groupe de Galois de type (2,2), et Ly, Lo, L3 ses sous extensions quadratiques.

Alors
h(L) = 24717270 q(L/M)A(Ly ) (La) h(Ls)
h(M)? ’
0o q(L/M) = [EL : E1E2E;3] est lindice des units de L/M, d le nombre des
premiers infinis de M qui se ramifient dans /M, k est le Z-rang du groupe

Ey des units de M, et v =0, sauf si L C M(v/Ey) ov=1.

Proposition 5.3 ([12]). Soient M un corps de nombres contenant les racines
m-imes de l'unit, L une extension finie de M, a« € M* et § € L*. On note P
un idal premier de M, et P un idal premier de L. au-dessus de P. Alors

(%), - (457,

P

o le produit est pris sur tous les premiers de I qui sont au-dessus de P.

5.1 Casoul=2etn=qq¢ avec (%) =(2)=-1

Dans ce cas on a Kél) =K® = K(v/—q,v—¢’), donc ses sous-corps quadra-
tiques sur K sont F; = K(y/—q), F2 = K(v/—=¢') et F3 = K(v/qq¢').

Thorme 5.4 ([6]). Soit K = Q(y/—qq' (2 + V2)) tel que (%) = (%) = —1,

alors Kéz) = Kél), G2 est ablien et les quatre classes de Cyx capitulent dans
chacune des extensions F; /K (i =1,2,3).
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5.2 Casoul=2etn=pp avec (%) = (%) =-1

Dans ce cas on a Kél) =K® = K(/p, V), donc ses sous-corps quadratiques
sur K sont F; = K(,/p), F2 = K(v/7') et F3 = K(y/pp').

Thorme 5.5 ([6]). Soient K = Q(y/—pp/ (2 +V2)) et Ko = Q(+/2,vVpp') tel
2 2\ _

que (3) = (57) = —1, alors:

1. St Qk, = 1, alors les quatre classes de Cyx capitulent dans F3 et dans
chaque F;, i € {1,2}, deux classes seulement de Cox capitulent et le
groupe Gy est didral d’ordre 2™ (m > 3);

2. Si Qr, = 2, alors dans chaque extension F;, i € {1,2,3}, il existe ex-
actement deux classes de Cox qui capitulent et le groupe Go est quater-
nionique d’ordre 2™ (m > 3).

5.3 Cas oul=2 et n=pqg avec (%) = (%) =-1

Dans ce cas on a Kgl) =K® = K(\/p, v/—4), donc ses sous-corps quadratiques

sur K sont F; = K(,/p), Fo = K(y/—q) et F3 = K(y/—pq).
Lemme 5.6. Soient K = Q(1/—pq(2 +v2)) avec (%) = (%) = —1, P lidal

premier au dessus de p dans K et Q celui au dessus de q. Alors la classe [P)
(resp. [Q], [PQ]) est d’ordre 2, Cax est engendr par les classes [P] et [Q]. De
plus P capitule dans F1, Q capitule dans Fo et PQ capitule dans Fs.

Proof. Par application de la proposition 3.3, on trouve que C5 g est engendr
par les classes [P] et [Q].

Pour montrer que P capitule dans K(,/p), il suffit de voir que \/p € K(/p)
et (\/]52) = (p) dans K(,/p), donc P capitule dans F; = K(,/p) et de mme Q
capitule dans Fy = K(y/—q) et PQ capitule dans F3 = K(1/=pq). O

Thorme 5.7. Soit K = Q(y/—pq(2 + v/2)) avec (%) = (%) = —1, alors dans

chaque extension F,;, i € {1,2,3}, il existe exactement deux classes de Cax
qui capitulent et le groupe Go est quaternionique d’ordre 2™ avec m > 3.

Proof. Soient ey (resp. €s, €3) I'unit fondamentale de Q(v/2) (resp. Q(y/p),
Q(v/2p)), P l'idal premier de K au dessus de p, Q celui au dessus de g, alors,
d’aprs le thorme 4.9, {\/0€2¢3,¢€2,€3} est un SFU de Fy.

Comme Ny, /x(y/216263) = *e1 et Np, /x(e2) = Ny, jx(e3) = —1, alors Eg =
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Np, /K(EIFI ), ainsi, en utilisant le thorme 5.1, on trouve que deux classes seule-
ment de Co x capitulent dans Fq, savoir [P] et son carr.

D’aprs le thorme 4.16, {£3, &5, &7} est un SFU de F3, et comme N, /x (§7) = —1
et Ny, /k(&5) = —Nr, /k(&3) = €1, alors Ex = Ny, /x(EF, ), ainsi, en utilisant le
thorme 5.1, on trouve que deux classes seulement de C x capitulent dans Fs,
savoir [PQ)] et son carr.

Les extension F; /K et Fo /K sont de type (B) et Uextensions F3/K est de type

(A). En effet, soit K’ = Q(y/—q(2+/2)), alors on a KK’ = F; et comme
Ny o \/5)(?) = p et p est non ramifi dans K’'/Q(v/2), alors pour montrer que
P est inerte dans /K, il suffit de montrer que p est inerte dans K'/Q(v/2)
(thorme de translation), pour cela on calcule le symbole du reste normique

(M). On a p € Q est inerte dans Q(v/2)/Q et —geov/2 € Q(v/2), donc

p

N, - 2
en utilisant la proposition 5.3, on trouve (p’fq;m/g) = (p @(ﬁ)/g( q€°f)> =

P P
est inerte dans Fi/K et comme [P] est la seule classe non triviale de Csx

qui capitule dans Fy /K, alors F; /K est de type (B). De mme on montre que
Q est inerte dans Fo/K, ce qui donne aussi que Fy/K est de type (B), par
suite, d’aprs le thorme 2.3, deux classes seulement de C' x capitulent dans Fa
savoir [Q] et son carr. Pour F3, soit L = Q(1/2 + v/2), alors on a KL = Fj,
Ny g(vz)(P) = p et p est non ramifi dans L/Q(+/2), ainsi pour montrer que
P est inerte dans F3/K, il suffit de montrer que p est inerte dans L/Q(v/2)
(thorme de translation) et pour cela on calcule le symbole du reste normique

(”’E;%ﬁ). En utilisant la proposition 5.3, on a p € Q est inerte dans Q(v/2)/Q

et £0v/2 € Q(v/2), ainsi (“i‘;#) = (W> = (LQ) =(2) = -1,

(M) = (%) = —1, ainsi p est inerte dans K'/Q(v/2), ce qui donne que P

p p p

ainsi p est inerte dans L/Q(v/2), ce qui donne que P est inerte dans F3/K,
et de mme on montre que Q est aussi inerte dans F5/K. Comme PQ capitule
dans F3, alors par application de la loi de rciprocit d’Artin, on trouve que
F5/K est de type (A). Par suite, en utilisant le thorme 2.3, le groupe G2 est
isomorphe Q,, (m > 3). O

Remarque 5.8. Soient K = Q(1/—pq(2 +v2)) et Ko = Q(v/2,/—pq) avec
(%) = (%) = —1, alors |Gz| = 4h2(Ko).

Proof. On a Kgl) /F3 est une extension non ramifie et comme ’extension F3 /K
)

est de type (A), alors, d’aprs [16], Ca2 r, est cyclique, ainsi Fg et Kgl ont mme

2-corps de classes de Hilbert, savoir Kg), donc |G| = 2hy(F3). De plus
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Fs/ Q(\/i) est une extension biquadratique normale de groupe de Galois de

type (2,2) et de sous-extensios quadratiques K, Ky et L = Q(v/2 + \/i), ainsi,
en utilisant la proposition 5.2, on trouve que

a(Fs) = 5a(Fs/QUVD)ha(K)ha(Ko)ha(L),

et comme hy(K) = 4, ¢(F3/Q(v/2)) = 1 et hy(L) = 1 (voir [23]), alors ho(F3) =
2h2(Kyp), ce qui donne que |Go| = 4h2(Ko). O

Corollaire 5.9. Soit K = Q(1/—pq(2 + V2)) avec (%) = (%) =-let(?)=

—1, alors dans chacune des extensions F;, pour i € {1,2,3}, il existe exacte-
ment deuz classes de Ca g qui capitulent et Gy ~ Q4.

Proof. Comme p = —q = 5 mod 8, alors, d’aprs le thorme 5.7, G5 est quater-
nionique d’ordre 2™ avec m > 3. Soit Ko = Q(v/2,/—pq), comme (%) = -1,
alors, d’aprs [21], on a ho(Kg) = 4, ainsi, en utilisant la remarque 5.8, on
trouve que Go ~ Qq4. O

5.4 Casoul=5mod8 et n=qq avec (¥) = (qT/) =-1

Dans ce cas on a Kgl) = K® = K(y/=¢,v/—¢), donc ses sous-corps quadra-
tiques sur K sont Fy = K(y/—¢q), Fo = K(v/—¢') et F5 = K(+/q¢).

Thorme 5.10. Soit K = k(y/—qq's0V1) avec () = (qTI) = —1. Alors, les
quatre classes de Co x capitulent dans chacune des extensions F; /K (i = 1,2, 3)
et le groupe Go est ablien.

Proof. Comme F3/k est une extension biquadratique normale de groupe de

Galois de type (2,2), de sous-extensions quadratiques K, L = k(v/—&0v/1) et
Ko = Q(v1,v/qq’), alors d’aprs la proposition 5.2 on a

22717270¢(F3 /k) b (K) ha (L) ha (Ko)
hg(k)2

ho(F3) =

D’aprs [15], on a ha(lqgq’) = 2 et comme Ko/Q(1/1gq’) est une extension non
ramifie et le 2-groupe de classes de Q(v/Iqq’) est cyclique, alors d’aprs [11] on
a ha(Ko) = ha(lgq’)/2 = 1, aussi on a ha(k) = 1, he(K) = 4 et d’aprs [§]
ho(L) = 1, ainsi ho(F3) = 2¢(F3/k). Soient ey (resp. e3) l'unit fondamentale
de Q(v/q¢") (resp. Q(v/1qq")), d’aprs le thorme 4.14, {eg, €2, \/€3} est un SFU
de Ky et de F3 et on a {0} est un SFU de K et de L, donc ¢(F3/k) = 1, ce
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qui donne que Cs r, est cyclique d’ordre 2 et comme K(Ql) /T3 est une extension
non ramifie, alors F3 et ]Kgl) ont mme 2-corps de classes de Hilbert, savoir
Kg), or he(F3) = 2, donc Kél) = Kéz), par suite G2 est ablien et les quatre
classes de Cy k capitulent dans chacune des extensions F;/K (i =1,2,3). O

5.5 Cas oul=5mod8 et n=pp avec (})= (pT,) =-1

Dans ce cas on a Kgl) =K® = K(\/p, V/p'), donc ses sous-corps quadratiques
sur K sont Fi = K(,/p), Fo = K(v/p') et F5 = K(\/pp').

Thorme 5.11. Soit K = k(y/—pp'eoV/1) avec (7) = (pT/) = —1, alors:

1. Soit les quatre classes de Cox capitulent dans F3 et dans chaque Ty,
i € {1,2}, deux classes seulement de Cax capitulent;

2. Soit dans chaque extension F;, i € {1,2,3}, il existe exactement deux
classes de Co x qui capitulent.

P’/’OOf. Soient KO - Q(\ﬁa \/W)v K6 = Q(\/Z’ \/ﬁ)a €0 (resp. €2, €3, 12, 7]3)
I'unit fondamentale de Q(v1) (resp. Q(vpp'), Q(vIpp), Q(/p), Q(vIp)).

Alors Fz = Ko(v/ —e0V1) et Fy = K, (y/ —p'e1V1).

D’aprs le thorme 4.15, {€o,€2,€3} ou {\/€0€2€3,€2,€3} est un SFU de Fs.
Ainsi, si {€9,€2,e3} est SFU de Fs3, alors N, /x(Er,) # Ex, en utilisant
le thorme 5.1, on trouve que les quatre classes de Csx capitulent dans Fs.
Si {\/E0€2e3,€2,e3} est un SFU de F3, alors Ng, x(\/E0263) = *e1, ainsi
Np,/x(Er,) = Eg, en utilisant le thorme 5.1, on trouve que deux classes
seulement de C3 kg capitulent dans Fs.

D’aprs le thorme 4.10, {,/207273, 72,73} est un SFU de F; = K(\/p). On a
Nr, /x(\/Z01213) = Feo, donc Ny, jx(Er,) = Ex et en utilisant le thorme 5.1,
on trouve que deux classes seulement de C5 x capitulent dans Fq, et de mme

pour o, car p et p’ jouent des rles symtriques, ce qui achve la dmonstration.
O

Lemme 5.12. Soient K = k(y/—pp'eoV1) avec (2) = (%/) = —1, P lidal
premier au dessus de p dans K et P celui au dessus de p’. Alors, Cox est

engendr par les classes [P] et [P'], de plus P capitule dans Fy, P’ capitule dans
Fy et PP’ capitule dans F3.

Proof. Par application de la proposition 3.3, on trouve que Cs x est engendr
par les classes [P] et [P'].
Pour montrer que P capitule dans K(,/p), il suffit de voir que \/p € K(,/p)
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et (,/p°) = (p) dans K(,/p), donc P capitule dans F; = K(,/p) et de mme P’
capitule dans Fo = K(1/p’) et PP’ capitule dans F3 = K(\/pp’). O

Thorme 5.13. Soit K = k(y/—pp'eoV/1) avec () = (%/) = —1, alors Gy est

didral ou quaternionique d’ordre 2™ (m > 3) suivant que Qg, = 1 ou Qg, = 2

ot Ko = Q(V1, V).

Proof. Si Qx, = 1, alors, en utilisant le théoreme 5.11, les quatre classes de
Cs k capitulent dans Fs et dans chaque F; (i = 1,2) deux classes seulement de
Cy k capitulent, ainsi d’aprs le thorme 2.3, G4 est isomorphe D,,, (m > 3).
Si Qk, = 2, alors, en utilisant le théoreme 5.11, dans chaque F; (i = 1,2,3)
deux classes seulement de Cy g capitulent. Soient P, P’ les idaux premiers de
K au dessus de p et p’ respectivement. Alors P capitule dans F;, P’ capitule
dans Fy et PP’ capitule dans Fs.

Montrons que F3 est de type (A) et que Fy et Fo sont de type (B). En effet

pour Fy, soit K’ = k(1/—p'eoV/1), alors on a KK' = Fy, Nk (P)=p et p
est non ramifi dans K’/k, ainsi pour montrer que P est inerte dans F;/K,
il suffit de montrer que p est inerte dans K'/k (thorme de translation) et

pour cela on calcule le symbole du reste normique (W). OnapeQ

est inerte dans k/Q et —p’ g0V/1 € k, donc en utilisant la proposition 5.3, on
p,fplaoxﬁ) _ (p,Nk/Q(—p/EO\ﬂ)> _ (p,lp'2

P P P
inerte dans K'/k, ce qui donne que P est inerte dans Fy /K, ainsi F; /K est

de type (B), et de mme on montre que Q est inerte dans Fo /K, ce qui donne
aussi que Fo/K est de type (B). Pour Fs, soit K = k(\/—£¢V/1), alors on
a KK’ = F3, Ng/x(P)=p et p est non ramifi dans K'/k, ainsi pour montrer
que P est inerte dans F3/K, il suffit de montrer que p est inerte dans K'/k
(thorme de translation) et pour cela on calcule le symbole du reste normique

trouve ( ) = (%) = —1, ainsi p est

(%ﬁ‘ﬁ). En utilisant la proposition 5.3, on a p € Q est inerte dans k/Q
et g9V1 € k, ainsi (pﬁ;mﬂ) = (p’N“/@;fslﬂ» = (%’l) = (%) = —1, ainsi p

est inerte dans K'/k, ce qui donne que P est inerte dans F3/K, et de mme on
montre que Q est aussi inerte dans F5/K, d’o PQ est norme dans F3/K, ainsi
F5/K est de type (A), et en utilisant le thorme 2.3, le groupe G4 est isomorphe
Qm (m > 3). O

Corollaire 5.14. Soient K = k(y/—pp'eoV1) et F3 = K(v/pp') avec (2) =
(5) = —1, alors Cy, est cyclique d’ordre ha(F3) = 2Qk,h2(pp’) ou et Ko =

QWL vpp').
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Proof. Comme I’extension F3/K est de type (A), alors, d’aprs [16], le 2-groupe
de classes de F3 = K(y/pp’) est cyclique. Comme F3/k est une extension
biquadratique normale de groupe de Galois de type (2,2), de sous-extensions
quadratiques K, K’ = k(v/—e0V1) et Ko, alors, d’aprs la proposition 5.2, on
trouve que

ho(Fg) = %q(F3 1) (K)ha (K'Y ha(Ko),

ceci car d =2, k =1, v =0. Or on a hy(K) =4, ha(K') =1 (voir [10]) d’aprs
[22] ho(Ko) = $Qx,h2(1)ha(pp)ha(lpp’), et comme hy(2) = 1 et ho(lpp') = 4,
donc ha(Kg) = Qk,ha(pp’), ainsi ha(Fs) = 2¢(F3/k)Qx,h2(pp’) et d’aprs le
thorme 4.15, Ky et F3 on mme SFU donc ¢(F3/k) = 1, d’o le rsultat. O

Remarque 5.15. Soient K = k(1/—pp'eoV1) avec (2) = (”TI) =-1letKy=
QI Vpp'), alors |Ga| = 4Qxk, ha(pp).

5.6 Cas ou/=5mod8, n=2pavec (¥)=-1

Dans ce cas Kél) =K® = K(y/p, v/2), donc ses sous-corps quadratiques sur K
sont F1 = K(,/p), F2 = K(V2) et F3 = K(y/2p) et ce cas se traite de la méme

maniere que le cas ott [ = 5 mod 8, n = pp’ avec (¥) = (pT,) =—-letona

Thorme 5.16. Soient K = k(y/ —2peoV1) avec () = —1 et Ko = Q(V1, /2p).
Alors:

1. S Qg, = 1, alors les quatre classes de Cyx capitulent dans F3 et dans
chaque F; pour i € {1,2}, deuz classes seulement de Cayx capitulent et
Go est didral d’ordre 2™ (m > 3).

2. 81 Qg, = 2, alors dans chaque extension F;, i € {1,2,3}, il existe ex-
actement deux classes de Cax qui capitulent et Gy est quaternionique
d’ordre 2™ avec m > 3.

Remarque 5.17. Soit K = k(y/—2peov1) avec (2) = —1, alors |Go| =
4Qx,h2(2p) 0 Ko = Q(V1, v2p).

5.7 Cas ou [ =5mod 8, n =2q avec () =—1

Dans ce cas Kél) =K® = K(v/=¢,v—2), donc ses sous-corps quadratiques
sur K sont F; = K(y/=¢), F3 = K(v/—2) et F3 = K(1/2q).
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Thorme 5.18. Soit K = k(1/—2qeoV/1) avec (1) = —1, alors, les quatre

classes de Cyx capitulent dans chacune des extensions F; pour i € {1,2,3} et
G4 est ablien.

Proof. Comme F3/k est une extension biquadratique normale de groupe de

Galois de type (2,2), de sous extensions quadratiques K, K’ = k(v/—eoV1) et
Ko = Q(\/Z, V2q), alors d’aprs la proposition 5.2, on trouve que:

22717270g(FF3 /k) ho (K) g (K ) g (Ko)
ho(k)?

ha(F3) =

D’aprs [22] on a ha(Ko) = $Qk,ha2(1)h2(29)ha(2lg), suivant le thorme 4.13 on
a Qg, = 2 et d’aprs [15], on a ha(2q) = 1 et ha(2lg) = 2, donc ha(Ky) =
1. Puisque ha(k) = 1, hao(K) = 4, d’aprs [10], ho(K') = 1, alors ho(F3) =

2q(F3/k).
Montrons que ¢(F3/k) = 1, en effet, soient €¢ (resp. €2, £3) I'unit fondamentale

de Q(V1) (resp. Q(v/2q), Q(v/2q)), alors, d’aprs le thorme 4.13, {co, €2, \/E3}
est un SFU de Kj et de F3, et d’aprs le corolaire 4.2, {eo} est un SFU de
K et de K', alors Ex Ex/Ex, = Ex,, ainsi ¢(Fs/k) = [Er, : Eg,] = 1, ce qui
donne que Cy, est cyclique d’ordre 2, et comme Kél /F3 est une extension
non ramifie, alors F3 et Kél) ont mme 2-corps de classes de Hilbert savoir
K or hy(F3) = 2, done K = K. ainsi Gy ~ Z/27 x Z/27 et les quatre
classes de Cy k capitulent dans chacune des extensions F; /K (i=1,2,3). O

5.8 Cas ol /=5mod8, n=gqavec () =-1

Dans ce cas Kgl) =K® = K(v/—¢,v—1), donc ses sous-corps quadratiques
sur K sont F; = K(\/—¢q), Fo = K(v/—1) et F5 = K(,/q).

Thorme 5.19. Soit K = k(1/ —qe0V/1) avec ($) = —1, alors, les quatre classes

de Cox capitulent dans chacune des extensions F;, (i = 1,2,3), et Go est
ablien.

Proof. Méme raisonnement que dans la preuve du théoreme 5.18. O

6 Exemples numériques
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K |ker j1| | |ker ja| | |ker js] Go
Q/-3-112+v2) | 4 4 4 | Z/2Zx 7/2Z | Théoreme 5.4
Q(y/—5 - 37(2 + V2)) 2 4 Dy Théoreme 5.5
Q(1/-5-13(2+ v2)) 2 2 2 Q4 Théoréme 5.5
Q(/—5-11(2 4+ v2)) 2 2 2 Qm Théoréeme 5.7
Q(/—5-3(2+v2)) 2 2 2 Qa4 Corollaire 5.9
Q(v—3 - TeoV/5) 4 4 4 7./27 x 7./27 | Théoreme 5.10
Q(v/—13 - 5329V/5) 2 2 4 Dy, Théoréme 5.13
Q(V/—13-3720v/5) 2 2 2 Qm Théoreme 5.13
Q(V—2-170V/5) 2 2 4 Dy, Théoréme 5.16
Q(v—2 - 1350V/5) 2 2 2 Qm Théoreéme 5.16
Q(vV—2 - 3g0V/5) 4 4 4 7./27 x 7.J27 | Théoreme 5.18
Q(V —320V/5) 4 4 4 7J27 x 7./27 | Théoréme 5.19
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