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Sur la tour des clotures modulaires

Mustapha CHELLALI and El Hassane FLIOUET

Abstract

Soit K/k une extension purement inséparable. Soit K la cloture
modulaire de K/k. Soit k1 un corps intermédiaire de K/k tel que K/k;
est modulaire. Calculons de méme K3 /ks & partir de K1 /k1 et ainsi de
suite. On montre que si K/k est finie (et plus généralement si K/k,
est finie et kyr/k modulaire avec k. la cloture relativement parfaite de k
dans K ) alors la suite K; est stationnaire. En particulier si on prend
toujours k1 = K ou toujours ki le plus petit corps intermédiaire de K /k
tel que K/k1 est modulaire, alors la suite K;/k; est stationnaire

Let K/k be a purely inseparable field extension. Let K; be the
modular closure of K/k. Let ki be an intermediary field of K/k such
that K/k1 is modular. We do the same with Ki/k1 and so on. We
show that if K/k is finite (and more generaly, if K/k. is finite and k-/k
modular, where k. is the perfecte relative closure of k in K), then the
sequense K is finite. In particular if always k1 = K or always kp is
the least intermediary field of K/k such that K/k1 is modular, than the
sequence of extension Kj;/k; is finite.

Subject Classification: 12F15.

1 Introduction

Soit K/k une extension purement inséparable. Soit K7 la cloture modulaire
de K/k. Soit k1 un corps intermédiaire de K/k tel que K/k; est modulaire.
Calculons de méme Ko /ko & partir de K7 /k; et ainsi de suite. On montre
que si K/k est finie (et plus généralement si K/k, est finie et k,/k modulaire
avec k, la cloture relativement parfaite de k dans K ) alors la suite K; est
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stationnaire. En particulier si on prend toujours k1 = K ou toujours k; le plus
petit corps intermédiaire de K/k tel que K/k; est modulaire, alors la suite
K;/k; est stationnaire. La preuve fait 'objet du §5.

Si on prend pour k; n’importe quel corps intermédiaire de K/k tel que K/ky
est modulaire, 'extension limite K; est telle que K;/L est modulaire pour tout
corps intermédiaire L de K;/k;. Le théoreme 7.5 décrit explicitement de telle
extensions.

Dans les §2,3 on reprend les notations et résultats de [5], puisque ils sont
utilisés avec toute leur force ici. Le §4 présentent les propriété de modularité
dont nous aurons besoin au §5.

2 Degré d’irrationalité d’une extension

Dans cette section, K /k designe une extension de corps commutatifs de car-
actéristique p > 0.

Définition 1.2 Une partie G de K est dite r-générateur de K/k si K = k(G);
si de plus |G| est minimum, G est dite r-base de K/k. Une partie A de K est
dite r-libre sur k, si c’est une r-base de k(A)/k; dans le cas contraire A est
dite r-lié sur k.

On note, di(K/k) = |G|, (G une r-base de K/k) et di(K/k) sera appellé
le degré d’irrationalité de K/k.
D’apres [14] on a :

Proposition 1.2 Soit K/k une extension purement inséparable finie. Une
partie G de K est une r-base de K/k si et seulement si G est une r-base de
K/k(KP).

Preuve : On a que K/k est purement inséparable finie; donc il existe
my1 € N tel que K" C k. Si G est une r-base de K/k, alors G est un
r-générateur de K/k(KP); s’il existe x € G tel que K = k(KP?)(G\{z}),

alors K = k(KP)(G\{z}) = --- = k(K?"")(G\{z}) = k(G\{z}). C’est ab-
surde car G est une r-base de K/k. Inversement, si G est une r-base de
K/k(KP), alors K = k(KP)(G) = --- = k(KP"")(G) = k(G); dott di(K/k) =

di(K/k(KP)) ®

Remarque: Cette proposition permet de ramener 1’étude des propriétés de
r-indépendance” sur k & des propriétés de p-indépendance sur k(KP) lesquelles
sont plus riches ( théoreme de la base incomplete ... ), K/k(KP) étant de
hauteur 1.

Corollaire 1.2 Si K/k est une extension purement inséparable finie, alors

(K« k(KP)] = pCTb),
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Proposition 2.2 Soit L/k une sous-extension d’une extension finie K/k. On
a:
di(K/k) < di(K/L) + di(L/k),

avec l’égalité si et seulement si une r-base de L/k se prolonge en une r-base
de K/k.

Preuve: Soit A une r-base de L/k, B une r-base de K/L; on a K =
L(B) = k(A)(B) = k(AU B); donc di(K/k) < |[AU B| = |A] + |B| (car
ANB=10). Sily a égalité |[AU B| = |A| + |B| = di(K/k), alors AU B est
une r-base de K/k. Inversement, si une r-base A de L/k se prolonge en une
r-base AU B (avec AN B =) de K/k; il est immédiat que B est une r-base
de K/k(A); donc di(K/k) = |A| + |B| = di(L/k) + di(K/L). =

Une application type de cette proposition est: Soit B une r-base de K/k,
A C Bj; alors A et B\ A sont respectivement des r-bases de k(A)/k et K/k(A).

Proposition 3.2 Soit K/k une sous-extension finie d’une extension Q/k, L
un sous-corps de Q. On a

di(L(K)/L(k)) < di(K k).

Preuve : Il est immédiat qu’une r-base de K/k est r-générateur de
L(K)/L(k). =

Soit S/k une sous-extension séparable de k dans K. Par le Théoreme de
Pélément primitif, il existe ay € S tel que : S = k(ay). Soient G une r-
base de K/S et f € G. 1l est connu que di(S(8)/k) = 1. On en déduit :
di(K/k) = di(K/S), ce qui permet de ramener I’étude de di & une extension
purement inséparable.

Proposition 4.2 Soient Ki/k et Kz/k des sous-extensions finies d’une
extension K/k. On a:

1. di(K;1(K2)/K2) < di(K1/k) avec l’égalité si K et Ko sont k-linéairement
disjoints.

2. di(K1(K2)/k) < di(K1/k) + di(K2/k) avec Uégalité si K1 et Ko sont
k-linéairement disjoints et K1 /k, Ko/k purement inséparables.

Preuve : Soit S la cloture séparable de k dans K;. D’apres la re-
marque ci-dessus, on a : di(K1/k) = di(K1/S) et di(K1(K2(S5))/S(K2)) =
di(K1(K2)/Ks2),. Donc on peut supposer que K1 /k est purement inséparable.
Soit G est une r-base de K /k; alors K1(K3) = Ko(G). Soit G' C G vérifiant
K1 (K3) = K3(G'); comme K1 /k et Ko/k sont k-linéairement disjointes, alors
K1 /k(G") et Ko(G')/k(G") sont k(G’)-linéairement disjointes. Il en résulte
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que K; = K; N (K1(K2)) = K1 N (K2(G")) = kE(G"). Donc G = G, car G
est minimal. Soient G; et G2 des r-bases respectives de K1 /k et Ky/k; on a
Kl(KQ) = k‘(Gl U GQ); donc d’L(Kl(KQ)/k’) < |G1 U G2| < |G1| + |G2| Soit
G’ C G1 UGy tel que K1(K2) = k(G'); on peut écrire G’ = G} U G, avec
G} C Gy et Gy C Go; comme K;/k et Ko/k sont k-linéairement disjointes,
par la transitivité de cette propriété (cf. figure), K; et k(G’) sont k(G})-
linéairement disjoints; en particulier K1 N k(G') = k(G}). Soit Ky = k(G});
donc G| = Gy; de méme G, = Gs. [ ]

K>

kG

/

k

k(Gh)

K,

Ce qui suit est le résultat de [1] énoncé d’une fagon légerement améliorée :

Théoréme 1.2 Soit L/L" une sous-extension de K/k. Alors di(L/L") <
di(K k).

Preuve : On se ramene imédiatement au cas L' = k.
Cas ou K/k est purement inséparable : Par le corollaire 1, on a
K : L|[L: k(L?)]
[R(EP) = R(LP)]

PRI < I ()] =

Or, [k(KP) : k(LP)] < [K? : LP] = [K : L]; donc p®™(E/F) = [L : k(LP)] <
AR,

Cas Général : Soit S la cloture séparable de K/k. Ona: L/LNS est pure-
ment inséparable et S/L N S est séparable; donc S/L NS et L/L NS sont
L N S-linéairement disjointes; donc di(L/k) = di(L/LNS) = di(S(L)/S) <
di(K/S)=di(K/k). =

Rappelons qu’on appel le degré d’imperfection d’un corps commutatif &k le
cardinal d’une p-base de k (une r-base de k/kP); on le notera di(k).

Ezemple : Si P est parfait di(P(X1, Xo,...,Xpn)) =n.

Le théoreme suivant est la généralisation naturelle du théoreme de I’élément
primitif.
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Théoréme 2.2 Supposons di(k) fini et k non parfait. Alors pour toute ex-
tension finie K de k, on a

di(K/k) < di(k).

Preuve: En utilisant I’extension normale engendrée et la proposition
4.2, on se rameéne & K/k purement inséparable. Soit m tel que K’ ck,B
une p-base de k; soit dans une cléture purement inséparable de K, A tel que
AP" = B. Ona K?" C k= kP(B) = k" (B) = k*" (AP"); dott K C k(A);
donc di(K/k) < |A| =di(k) m

Ceci amene a regarder de pres Pentier di(k). On a (cf [15]) :

Théoréme 3.2 Supposons di(k) fini. On a :

1) Si K[k est fini di(K) = di(k).

2) Si K/k est algébrique séparable, di(K) = di(k).

3) Si K/k est purement inséparable infini, di(K) < di(k).

Preuve : 1) Si K/k est fini on a :

py_ UGk R KRR R
KK = = wa -

2) Si K/k est séparable, K? Nk = kP et KP(k) = K; de plus K?/kP est
séparable et k/kP purement inséparable; donc k et KP sont kP-linérement dis-
joint; I’égalité resulte de la proposition 4.2.

3) Soit K/k purement inséparable; soit B une p-base de K, By C B finie,
k1 = k(B1); By est p-libre sur K, donc sur ky; donc |Bi| < di(k1) = di(k)
car ki/k finie. Par suite K/KP(k) est fini. Soit B’ une r-base de K/KP(k),
L=Fk(B’). On a:
(K, 7] = [KP(K)(B'), K?] = [L(K?), LP(K7).

Donc

[K, KP] <[L,L"],

avec ’égalité si et seulement si KP et L sont LP-linéairement disjoints, c¢’est-a-
dire si et seulement si K /L est séparable, c’est-a-dire si et seulement si K = L
(puisque K/L est purement inséparable). [ ]

Corollaire 2.2 Si K/k est algébrique, on a di(K) < di(k).
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Dans la méme suite d’idée, on dit que K/k est relativement parfaite si
E(KP)=K. Ona:

e Si K/L et L/k sont relativement parfaites, alors K/k est relativement
parfaite.

e Si K/k est relativement parfaite, alors LK/ Lk est relativement parfaite.

e Si K;/k (i € I) sont relativement parfaites, alors [[, K;/k est relative-
ment parfaite.

Par suite, il existe une plus grande sous-extension k,/k de K/k relative-
ment parfaite. On la notera k, = rp(K/k). On a ces relations d’associativité-
transitivité :

Proposition 5.2 Soit L un corps intermédiaire de K/k (L € [k,K]). On a
rp(rp(K/L)/k) = rp(K/k)
rp(K/rp(L/k)) = rp(K/k)

Preuve : Pour la premiere relation, posons Y = rp(K/L) et k, =
rp(K/k), on a Lk, /L est relativement parfaite, donc Lk, C Y, donc k, C Y,
donc k, C rp(Y/k). Pour la méme raison comme rp(Y/k) est relativement
parfaite sur k, on a rp(Y/k) C k.,

Pour la deuxieme relation on a par la transitivté rp(K/rp(L/k)) relative-
ment parfaite sur k, donc rp(K/rp(L/k)) C rp(K/k). Comme rp(K/k) est
relativement parfaite sur rp(L/k) (car k C rp(L/k) C rp(K/k)), rp(K/k) C
(K /rp(L/K)

Dans la suite il est commode de noter [k, K] l’ensemble des corps in-
termédiaires d’une extension K/k.
Corollaire 3.2 Posons k, = rp(K/k). Soit L € [k, K], alors
K/L finie=k, C L.
En particulier si K/k est relativement parfaite, on a
K/L finie = L =K.
Schématiquement on a un trou

k— K

trou
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Ce trou caractérise K/k relativement parfaite ; en effet si K/k vérifie le
trou, soit B une p-base de K/k. Si B # () soit x € B et L = k(K?)(B\ {z}) ;
on a K/L finie donc K = L ce qui est absurde.

Lemme 1.2 Soit K/k une extension purement inséparable avec K/rp(K/k)
finie. La suite décroissante (KP"(k))nen est stationnaire sur KP™°(k) =

rp(K/k).

Preuve: Posons k, = rp(K/k). Comme K/k, est finie, il existe n tel que
E(KP") C k. Or k. = k(k2") C k(KP") =
On aura besoin aussi de :

Proposition 6.2 Soit K/k une extension purement inséparable avec K [rp(K /k)
finie. Soit L € [k, K], on a

rp(L/k) = Lrp(K/k).

Preuve : Posons k. = rp(K/k), on a Lk,/L relativement parfaite.
Donc Lk, C rp(K/L). On alors rp(K/L)/Lk, finie, purement inséparable et
relativement parfaite. Donc rp(K/L) = Lk, |

Proposition 7.2 Soit K/k une extension purement inséparable avec di(K)
fini, alors K/rp(K/k) est finie.

Preuve : On a K = KP?(B) avec B fini. 1l existe e tel que B?" C k.
Donc K?° = K*"7(B*) c k(K?""). Donc k(K?") = k(K?""). Posons
L =k(K?"). On a k(L?) = L. Donc L C rp(K/k). Et on a [K, L] < [K, K?"]
fini. |

3 Exposants des extensions purement inséparable

Définition 2.3 Soit K/k une extension purement inséparable finie de car-
actéristique p # 0, x € K. Posons : o(x/k) = inf{m € N : zP" € k},
01(K/k) =inf{m € N : KP" C k}. Une r-base B = {ay,as,...a,} de K/k
est dite canoniquement ordonnée si pour j =1,2,...,n

o(aj/k(al, as, ... ij_l)) = 01(K/(a1, as, .. .aj_l)).
Remarque 1.3 Toute r-base peut étre canoniquement ordonnée.

Lemme 2.3 Si G = {ai,...,a,} une r-base canoniquement ordonnée de
K/k, alors

o(as/k(ay,. .., as 1)) =inf{m € N : di(k(K?")/k) < s — 1}.
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Preuve : Posons o(as/k(ai,...,as—1)) = ms et m), = inf{m € N :
di(k(K?")/k) < s—1}. Par définition de la r-base canoniquement ordonnée de
K/k on a: pour tout i € {1,...,n}, a’ = € k(ay,...,as_1), donc k(K?"") C
k(ai,...,as_1). Par le théoreme 1.2, on a di(k(K?"")/k) < s — 1,
donc m/, < mg. Supposons m/ < mg; ona di(k(KP"") < s — 1 donc

. !
di(k(al *,... aP

S
m m’. p . . .
k, donc sur L =k(k(a} *,...,a? ")) (prop 1.2, §2); donc il existe j <s
tel que

’

mg m

) <s—1(th12);donc (af °,...,a?"") est r-lié sur

’s

m ml 41

af " e L(a} S,...,a?_i) =k(a) ",...,d} 1, d} co.al ).
Comme m/, < m; < m; on en déduit que
my—ml—1
pm; pJ N pmjfl pvnjfl pvn]' pvnj
(aj ) € k(af seeesal g oLah . ak ) C k(a1,...,a;-1),

ce qui est absurde car m; = o(a;/k(a1,...,a;-1)). W

Il en résulte immédiatement ([15])
Théoréme 4.3 Les entiers o(a;/k(a1,...,a;-1)), (1 <i < n) sont indépendants
du choiz de la r-bases canoniquement ordonnée {a1,...,a,} de K/k.

On appellera o(a;/k(a1, ..., a;—1)) le i-eme exposant de K /k et on le notera

0;(K/k). On a
01(K/k) > 02(K/k) > -+ > 0n(K/k).

On pose 0;(K/k) =0, si i > n.

Proposition 8.3 Soit K et L des corps intérmédiaires d’une extension Q/k
avec K /k purement inséparable fini. Alors pour tout entier j, on a 0;(K(L)/k(L)) <
0j (K/kj)

Preuve : Posons m; = 0;(K/k); on a di((K(L)*"" k(L)/k(L) =
= di(K?" (k)(L)/k(L)) < di(k(K?"")/k) < j — 1; donc oj(K(L)/k(L) < m,.

|

Proposition 9.3 Si K1/k et Ko/k sont deux sous-extensions de K/k, alors
K1 /k et Ko /k sont k-linéairement disjointes si et seulement si 0j(K:1(K2)/Ka) =
0j(K1/k), (Vj€N).
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Preuve : Soit {a1,...,a,} une r-base canoniquement ordonnée de K /k;
on a pour tout ¢ € N, 0;(K1/k) > 0;(K1(K2)/Kz). Or

(K1 (Ky) ¢ K] = pot K1 (K2)/K2) | pon(Ka(K2)/K2) _ (g = por(Ka/R) - pon(Ea/R),

Il en résulte que pour tout ¢ € N, 0;(K1/k) = 0;(K1(K2)/k). Réciproquement,
on a [K1(K2) : Ko = HieNpoi(Kl(K2)/K2) = HieNpO*(Kl/k) = [K; : k]. Donc

K1 /k et Ko/k sont k-linéairement disjointes. W

Proposition 10.3 Soit K/k une extension purement inséparable finie. Pour
toute sous-extension L/L' de K/k. Pour tout j € N, on a o;(L/L) <
0j (K /k).

Preuve: Onadi(L'(L*""'")/L") < di(L' (kP L") < di(k(K?""") k)
j—1.Donco;(L/L') <o;(K/k). ®

Proposition 11.3 (Algorithme de complétion des r-bases) Soient K/k une
extension purement inséparable finie et G un r-générateur de K/k. Si{ay,...,as}
est un systéme de K tel que o(aj/k(cu,...,aj-1)) = 0j(K/k), 1 < j < s,
alors, pour toute suite as11, Asy2, ... d’éléments de G vérifiant o(oj/k(an, ..., 05-1)) =
maxgeq(o(a/k(ar,...,a;-1))), j > 1, la suite s’arréte sur un plus grand en-
tier n tel que o(ay /k(aq,...,an—1)) > 0 et on a {as,...,an} est une r-base
de K/k.

Preuve : Soit m; = 0;(K/k) , m}; = o(a;/k(au,...,a;-1)). Comme G est
un r-générateur de K /k et que pour tout a € G, b’ € k(aq,...,a5-1), ona

di(k(Kpmj)) < j —1; donc m} > m;. D’autre part,
pi=1 T = k(an,... o), k] <[K, k] =p>=i™.

donc Z;:ﬂn;' < >;m; Vt € N; done mj = mj et on a k(ay,...,a,) = K.

Dot {aq,...,a,} est une r-base de K/k ®

Soit m; le j-eme exposant de K/k , {ai,...,a,} une r-base canonique-

m;

ment ordonnée de K/k. Appliquons lalgorithme ci-dessus & k(K? *) =

m;

J m 5 , . . o .
k(ad ",...,a2 ). Par récurrence sur j on obtient la proposition suivante.

Proposition 12.3 Soit 1 <j<n. On a

e o5 o
)af " €kleq ~,... 05 1)

IN
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2) k(K™ ) = k(a7 ,... a2}

3) Soit Aj = {(il,...ij_l) | 0 < <p™m™™i,...,0 <41 < pmj’l_mj},'
alors

{(a1,...aj_1)P"7E|€ € A;} est une base de k(KP™) sur k

4) Soit n € N, j le plus grand entier tel que m; > n; alors {afn, .. .,a?n}
est une r-base canoniquemnt ordonnée de k(KP")/k et sa liste des exposants
est (mi —n,mg —n,...,m; —n).

4 Extensions modulaires

On rappelle qu'une extension quelconque K/k est dite modulaire si pour tout
n e N, KP" et k sont KP" N k-linéairement disjointes. Cette notion car-
actérise les extensions purement inséparables finies qui sont produit tensoriel
d’extensions simples (cf. [16]). Le théoreme de [16] a été légerement amélioré
dans [11]. On a

Théoréeme 5.4 Soit K/k une extension purement inséparable. Soit k. la clo-
ture relativement parfaite de k dans K. Supposons K/k, finie et k. /k modu-
laire. Il est équivalent de dire :

1. K/k est modulaire.

2. Il existe une r-base canoniquement ordonnée (01,0s,...,0n,)de K/k,
telle que

K =k, @1 k() @ k(02) @ - @k k(0)

Dans notre résultat principal (Théoreme 6.5), on se place sous les hy-
potheses générales du théoreme ci-dessus. Aussi le théoreme ci-dessus joue un
role important dans la suite. En voici la preuve :

1. = 2. : Si K/k est modulaire, soit (01,6s,...,0,,) une r-base canon-
iquement ordonnée de K/k,. Posons e; = 0;(K/k;). On a (proposition 12.3)

A N (N S
On a k, /k relativement parfaite. Donc k, = k(kE™"). Donc il existe B C k,

tel que BP™ soit une base linéaire de k, /k. Donc

o7 € k(BP 6P 8T eP)

7

Ce qui s’écrit linéairment
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Pt _ p°i
0, = E cadb, ",
«

(dP°") base linéaire de k(B?" 67" 60" ... ,Ofiil)/k. On a (d2) systeme
de KP* libre sur k, donc sur k N K?*, donc peut étre prolongé & une base
de K?"' /k N KP". Comme K/k est modulaire, K" et k sont inéairment
disjoints. Donc c’est aussi une base de k(K?"")/k. Comme 67 " € KP"', par

identification les ¢, € kN KP. Notons a, = c’o’;e%. Onaa, € K et a{f ek
et

Hi = Z aada

On a da S kT(Ql, N .,01‘,1) et

O(aa/kr(ola cee 791'71)) < O(Ga/k) <e;

Si chaque a,, vérifie o(an /kr(01,...,0i—1)) < e; alorso(0; /k.(01,...,0,-1))) <
e;, contradiction. Donc il existe « tel que o(aq/k,(01,...,0,-1)) = e;. Par la
proposition 11.3, on voit qu’on peut substituer a, a 6; et donc se ramener a
0; tel que

0(0i/kr(01,...,0i—1)) = 0(6i /k(01,...,0;—1)) = o(6;/k)

Ceci succesivement pour ¢ = 1,2, ..., m. La r-base finale obtenue, vérifie

[k (01, ., 0m), Ky) = [k(O1,...,0m), k] = H[k(ei),k]

Ce qui équivaut a

K =k, @ k() @k k(02) @k - @k k(O)

2. = 1. car si 2., K est produit tensoriel d’extensions modulaires et on a

Lemme 3.4 Soit K/k une extension purement inséparable. St K = K1® Ko,
avec K;/k modulaires, alors K/k est modulaire.

Preuve : K; est réunion inductive d’extensions finies F;/k. Soit M;/k
la cloture modulaire de F;/k. On a M; C K;. On sait que M;/k est finie (voir
aussi la proposition 15.4). Par suite K; est réunion inductive d’extensions
modulaires finies M;/k. De méme pour K. Donc K est réunion inductive
d’extensions M; @ M; qui sont modulaires par [16]. Donc K/k est modulaire.
[ |
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Comme conséquence immédiate de la définition de modularité; on a

Proposition 13.4 Soient m,n € Z avec n > m, si K/k est modulaire, alors
KP" JkP" est modulaire.

La condition n > m assure kP C KP .

On a vu au §3 que toute r-base peut étre canoniquement ordonnée. Dans

certain cas cet ordre, peut étre compatible méme avec un corps intermédiaire.
On a

Proposition 14.4 Soit K/k une extension purement inséparable. Soit k. la
cloture relativement parfaite de k dans K. Supposons K /k, fini. Soit k1 /k une
sous-extension de K/k. Supposons K/k modulaire, alors il existe une r-base
canoniquement ordonnée (61,60, ...,0.,) de K/k, verifiant

1. K=k Q@ k(01) ®k - @ k(0,)

2. (01,02,...,0m) est canoniquement ordonnée sur k.ki. C’est 4 dire

Vi 0(0;/k1k, (01,02, ...,0i—1)) = o(K/k1ky(01,02,...,0i—1)) (= 0i(K/kik;))

Preuve : Supposons l'existance d’'une r-base canoniquement ordonnée
(01,02, ...,0,,) vérifiant 1. et vérifiant 2. jusqu’a i = s — 1. Il existe j > s tel
que

O(Hj/klk'r(el,eg, e ,95_1)) = O(K/k1k7-(91,92, .. .,93_1))

Si on ne peut prendre j = s, c’est a dire si
O(Hj/klkr(ﬁl, 92, ey 0571)) > 0(95/1171]137«(91, 92, ey 0571)),

posons ¢, = 6, + 0;. Alors

(05 /k1k, (61,02, ...,05-1)) = o(K/kik,(01,02,...,0. 1))
o(0% k(01,02 ...,05_1)) = o(K/k.(01,02,...,05_1))

0(92/1/5(91; O, ... 79571)) - O(K/k’(@l, a,..., 0571))
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et en comparant les degrés

k(05,05) = k(65) @ k(6;).
)

Donc (61,02, ...,0%,0s41,...0,_1) vérifie 1. et 2. jusqu’a i = s [ |

Proposition 15.4 Soit K/k une extension purement inséparable. Soit k. la
cloture relativement parfaite de k dans K. Soit K1/k la cloture modulaire de
K/k. Supposons K/k, finie. Alors sont équivalents :

1. K1/K finie.
2. ky/k modulaire.
Et dans ce cas on a : o(K1/k.) = o(K/k,)

Preuve : Si K;/K finie, alors k, est aussi la cloture relativement parfaite
de k dans K (proposition 5.2). Donc k, =1, k(Kfn) modulaire sur k.

Si k,./k modulaire. Posons e = o(K/k,). On a KP* C k,, donc K C kP .
D’autre part k,./k est relativement parfaite. Donc k, = kP(k). Donc il existe
B C k p-base de k,. On a alors k, = k2" (B), soit k? * = k,(B? *). Comme
K /k, finie et K C kP °, il existe By C B, B finie, telle que K C k.(BY ).
Comme By est aussi p-libre sur k, on a [k, (BY ), k] = [k(BY ), k](= p°/Br]).

Donc k(B? ) et k, sont k-linéairement disjoints. Donc

ke(BY ) =k @ (R) k()
r€B1
Soit k,(BY ) modulaire sur k. Donc Ky C k.(B" ). Donc K;/K finie.
Onae=o(K/k) < o(K1/k:) < olk(BY )/ky)=e W

Dans les questions de linéarité disjointe, on rencontre souvent la propriété
suivante :

Lemme 4.4 Soit K1, Ko, ..., K, des sous-corps d’un méme corps (). Soient
L; un sous corps de K; (i = 1,2,...,m), L; = ijiLj, Et L = HEZ St
Ki,Ks, ..., K, sont k-linéairement disjoints, alors L1 Ky, LoKs, ..., Ly, Ky,
sont kL-linéairement disjoints.

La propriété est bien connue si m = 2, et se généralisent aisement par
recurrence. |
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5 Finitude de la tour des clotures modulaires

Soit K/k une extension purement inséparable. Soit K la cloture modulaire
de K/k. Soit ky un corps intermédiaire de K/k tel que K/k1 est modulaire.
Calculons de méme Ks/ko & partir de K1 /ky et ainsi de suite. On a :

Théoréme 6.5 Soit k, la cloture relativement parfaite de k dans K. Si di(k)
est fini ou si K/k, finie et k,./k modulaire, alors la suite K; stationne sur K;,
tel que K, [k;, est modulaire.

Remarque 1 La condition K/k, finie et k./k modulaire est vérifiée si
K/k est finie.

Remarque 2 Si di(k) est fini, K/k, est finie (Proposition 7.2). De plus
les di(K;) sont finis. Comme K; croit, par le théoréme 3.2 di(K;) décroit,
donc pour i assez grand di(K;) = di(K; 1), soit toujours d’apres le théoreme
3.2 K;11/K; est finie, on est donc ramené & K;/K finie, par la proposition
15.4 k. /k est modulaire. Donc pour ¢ assez grand on se ramene a K /k, finie
et k,/k modulaire.

Remarque 3 Si K/k, est finie et k,/k modulaire. On a rp(K/k;) =
k1k, ( proposition 6.2). Comme K/k; est modulaire, k1k,/k1 est modulaire
(proposition 15.4). Et comme K4 /K est finie , rp(K1/k1) = kik, (proposition
5.2). On a donc aussi K;/kik, est finie et k1k,/k; modulaire. La propriété
s’étent donc par recurrence a toute K;/k;. De plus rp(K;/k;) = kk;.

Corollaire 4.5 Si on prend toujours k1 = K ou toujours ki le plus petit
corps intermédiaire de K/k tel que K/ki est modulaire, alors la suite K;/k;
est stationnaire

En effet, dans ce cas si K;11 = K, alors K;/k; est modulaire, donc k; 11 =
k; [ |

Corollaire 5.5 Si on prend pour ki n’importe quel corps intermédiaire de
K/k tel que K/k1 est modulaire, Uextension limite K; est telle que K;/L est
modulaire pour tout corps intermédiaire L de K;/k;.

Les extensions K/k telle que K/ L est modulaire pour tout corps intermédiaire
L de K/k ont été décrit explicitement dans le cas ou K/k admet une r-base
modulaire (cf. [12]). Le théoreme 7.5 décrit explicitement de telle exten-
sions sous les hypotheses plus générale ci dessus . Une déscription tout a fait
générale se trouve dans [3].
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Pour prouver le théoreme 6.5, nous allons définir une mesure de modularité
sur les extensions K;/k;. On pose

d(j) = inf {s € Nlos(K;/krkj—1) > 0s(K;/krk;)}

Proposition 16.5 Posons s=d(j). Alors K;/k.k; admet une r-base canon-
iquement ordonnée (01,04, ...,0,,) tel que

krkj(01,...,05-1) = krkj @u; k;j(01) @, - - Ok, kj(0s-1)
En particulier kyk;(01,02,...,0s_1)/k; est modulaire.
Preuve : Par construction K;/k;j_1 est modulaire. Et on a k; corps
intérmediaire de K;/kj_1 (kj.1 C k; C K;j—1 C K;). Par la proposition

14.4, il existe une r-base canoniquement ordonnée (61,6, ...,0,,) de K;/k;j_1
vérifiant

(*) K; = k‘,«k‘j_1 Rk k‘(91) R -+ Sk k‘(@m)
Vi o(Gi/kjk,«(Hl, ceey Gi_l)) = 0(Kj/kjl€7-(91, . ,91'_1))
Par définition de s =d(j) onapour i =1,2,...,s—1
0(91'/]67-]@’]‘_1(91, ey Gi_l)) = O(Hi/k/",-k’j(el, e 791'—1))
Or par (x) et le lemme 4.4

0(9i/krkj,1(91, ceey 91'71)) = O(Hi/kj,l(ﬁl, e ,91',1))

et

o(0;/krkj(01,...,0i—1)) < 0(0i/k;(b1,...,0i-1)).
Donc

O(Hi/kj,l(ﬁl, e ,91',1)) S 0(91-/143]-(91, e ,91',1)).
Donc

o(9i/kj_1(91, e 791'—1)) = O(Hi/kj(el, e 701'—1))-
Par suite

[kaj(917 ) 9571)7 kaj] = [kj(ela cee 79571)a k]]
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Soit

krkj(01,...,05-1) = kok; @, kj(01,...,0s-1)

De méme, par (x) on a

O(ei/k',«k'j_l(el, ce 791'—1)) = o(9i/kj_1),

et
0(0i/krkj(61,...,0i-1)) < 0(0:/kj).
Donc
0(0i/kj—1) = 0(0;/k;).
Donc
0(91-/1@-(91, e ,91',1)) = O(Gl/k])
Donc
kj(Or,. .. 05-1) = kj(6h) @k, - @p; kj(0s—1).

Donc

krky (01, ., 05 1) = kok; @1, ki (01) @, - - @p, Ky (05-1).

Par la remarque 3, k,-k;/k; est modulaire. La proposition en resulte par le
lemme 3.4. W

Proposition 17.5 Supposons d(j) = oo, alors K;/k; est modulaire (et donc
Kj:Kj+1 Z)

Preuve: Onak;_ik, C kjk, C K;et K;/kj_1k, finie. Doncsid(j) = oo
cela signifie :

Vi Oi(Kj/k’j_lk,«) ZOi(Kj/k'jk',«)

Par suite k;_1k, = k;k,. En particulier k; C kj_1k,. Et on a K,;/k;_1
modulaire, donc par la Proposition 5.4, il existe une r-base canoniquement
ordonnée (61,60s,...,0,,) de K;/k;_1 vérifiant

K =krkj_1 @ k(0h) @k - @ k(0m)

Comme k; C kj_1k,, par le lemme 4.4
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Kj = krkj—1 ®g; kj(01) @k, -+ @, kj(0m)

Par la Remarque 3 et le lemme 3.4, K;/k; est modulaire. |
Lemme 5.5 Supposons que pour tout n > j, d(n) > d. Alors pour tout
n>j4+1, ona

(0a(Kn/krkn) <) 0a(Kn/krkn-1) < 04(K;/krk;) (< 04(Kj/krkj—1))

Preuve : Comme d(j) > d, par la proposition 16.5, K;/k.k;j_1 admet
une r-base canoniquement ordonnée (61, 6a,...,0,,) tel que

k,«kj(@l, RN Gd_l) = k.k; Ok; k’j(el) Qk, =+ Ok k’j(ed_l)
Posons e = 0q4(K/krk;). On a

KYC koky (00,07 ).

Donc
K; C (kekj (07, ... 05 )P " qui est modulaire sur k;.
Par suite
Kj1 C (hoky (07 ... 0% )
Par suite

di(kpk; K [koky) < d.
Donc par le lemme 2.3
0d(Kjt1/krk;) < e(= 0a(K;/k,k;)) W

Corollaire 6.5 lim d(n) = oo

n—ao0

Preuve : Par la Proposition 15.4 on a d(n) > 2, pour tout entier n > 1.
Supposons que pour tout n > j, d(n) > d. Par le Lemme 5.5, la suite d’entiers
0d(K/krky) est décroissante pour n > j + 1. Donc stationne pour n assez
grand. Toujours par le lemme 5.5, on aura

Od(Kn/krkn) < Od(Kn/krknfl) < Od(anl/krknfl) = Od(Kn/krkn)

Comme déja d(n) > d, il en résulte que d(n) > d+1 [ |
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Preuve du théoréme 6.5 : Si il existe un entier j tel que d(j) = oo,
le théoreme s’ensuit par la Proposition 17.5. Sinonn, posons pour tout entier
n>1

d(n) = inf{d(G)lj = n}.

La suite (d(n)) est une suite d’entiers croissante et tendant vers co. Par

suite elle admet une sous suite ((d(ix))) strictement croissante. On a

d(ig) = d(s) s € [ig,irs]-

Posons pour simplifier dy, = d(i). Montrons que la suite d’entiers
(0d, (K, /krki,—1)) est strictement décroissante, ce qui serait absurde. On a

Q

Ody, 41 (Kik+1/k7‘kik+1—1) di, (Kik+1 /krkik+1—1) car di, < di41
od,, (Ks/krks) par le Lemme 5.5 car i1 > s+ 1
od, (Ks/krks—1) car d = d(s)

(

od, (K, [ krkip—1) par le Lemme 5.5. [ |

INANININ

Nous allons maintenant décrire les extensions K/k vérifiant K/L modulaire
pour tout corps intermédiaire de K /k. Une telle déscription existe déja, dans
le cas ot K/k admet une r-base modulaire.

Proposition 18.5 Soit K /k une extension purement inséparable. Il est équivalent
de dire:

1. L’ensemble des corps intermédiaires de K/k est totalement ordonné pour
l'inclusion.

2. K est réunion croissante d’extensions simples.
3. Toute sous-extension propre de K/k est simple.

4. Toute sous-extension finie de K/k est simple.

Preuve: Montrons (1) = (2). Soit (1) et E = {k(6)|0 € K}. Si E est
fini, par (1), K = | k(6) = k(8) avec k(8) le plus grand élément de E. Si E est
infini, on peut construire une suite strictement croissante k(61) C k(f2) C ....
Soit € K; il existe i tel que [k(60;),k] > [k(x),k]; on ne peut donc avoir
k(6;) C k(z); donc k(z) C k(6;); donc K = |J k(6;).

(2) = (3) car, si (2) soit L un corps intermédiaire propre de K /k. Ecrivons
que K =, k(an). Si L/k est fini, il existe n tel L C k(ay). Posons [L, k] =
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pt et [k(an), k] = p™. Donc [k(ay),L] = p™*. Donc k(a?" ) € L. Or
[k(a®" "), k] = p' = [L,k]. Donc L = k(a™ ') simple. Si L/k est infini,
comme L # K, il existe n tel que a, ¢ L. Soit z € L. Comme ci-dessus
k(x,ay) est simple. Clairement o(k(zx,a,)/k) = maz(o(z/k),0(an/k)). Donc
il existe a € {z,a,} tel que k(z,a,) = k(a). Comme a, ¢ k(z)(C L), on a
a = an. Donc z € k(ay). Soit L C k(ay). Donc L/E est finie, contradiction.

(3) = (4) immédiat.

Montrons (4) = (1). Soit (4), soient Li, Ly des corps intermédiaires de
K/k . Si Ly ¢ Lo, soit ¢ € Ly \ Lo; soit y € Lo, on a k(x,y)/k est fini,
donc simple; donc k(z) C k(y) ou k(y) C k(x); or k(z) ¢ k(y) C Lg; donc
k(y) C k(z); par suite, Lo C k(z) CL;. W

Définition 3.5 Une extension K/k purement inséparable est dite q-simple
(lire quasi simple) si elle vérifie les propriétés équivalentes de la proposition
ci-dessus.

Les extensions de la forme k(zP ) sont g-simples. Ils existent des exten-
sions ¢-simples qui ne sont pas de cette forme (cf. [5]).

Théoréeme 7.5 Soit K/k une extension purement inséparable. Pour que K
soit modulaire sur tout corps intermédiaire de K/k il faut et il suffit que
di(k) <2 ou K est parfait ou que K = S Qi P avec S q-simple et PP C k.

Nous donnons ici une preuve sous les hypotheses du Théoréme 6.5. Une
preuve dans le cas le plus général est en cours d’étude et apparaitra dans [3].

Preuve : La condition est suffisante car si di(k) < 2 toute extension
purement inséparable de k est modulaire (cf [6] Corollaire 3 page 381). Si
K = S®p P avec S g-simple et PP C k., soit L un corps intermédiaire de
K/k. on a K = L(S)(P). Comme P est un r-générateur de K/L(S) et
PP C L(S), il existe P, C P avec Py r-base de K/L(S). Comme P; est r-libre
sur k et P’ C k, P, est aussi une r-base de k(Py)/k. Donc L(S) et k(Py)
sont k-linéairement disjoints. Donc K = L(S) ® k(P1). Donc par le lemme
4.4, K = L(S) @1 L(P;) Comme L(S)/L est g-simple, elle est modulaire. Et
comme L(P;)/L est d’exposant 1, elle est modulaire. Par suite, en vue du
Lemme 3.4, K/L est modulaire.

Inversement si K est modulaire sur tout corps intermédiaire de K/k. Sup-
posons di(k) > 2.
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1. Cas: K/k relativement parfaite

n

Posons k, = kP " N K. Comme K/k est modulaire, k,/k est modulaire
et d’exposant fini. Donc k, /k admet une r-base modulaire B. Montrons
que au plus un élements de B a un exposant > 2. Il suffit de le montrer
pour n = 2. Car si c’est le cas, posons pour z € B, e, = o(x/k) —
2 si o(x/k) > 2, et e, = 0 sinon. Comme k(27" )zep C ko, on a

“aen/k est

k(zP™ e C kkE qui alors simple sur k, donc k(xP
simple.

Désormais on suppose n = 2. Supposons que deux élements 61 et 65
de B vérifient o(;/k) > 2. Posons C = B\ {61,02}. Si on avait
kE(CP) C (k(C)(01,02))P, alors k C KP, donc k(KP) = KP. Or K/k
est relativement parfaite, donc k(K?) = K. Donc K = KP parfait.
Donc si K est non parfait; il existe x € k(CP) \ (k(C)(01,602))?. 1
en résulte que (9?2,95’2@) est p-libre sur k(C). Posons & = 65 — x67.
On a (9{’2,5,@ p-libre sur k(C)(€). Car si 9’1’2 € (k(C)(&))r, alors
o < (kz(C))i’(ng — 2P6¥ z) : donc gg’z € (K(C))P(6%,z). Et o ¢
((C)(E))P (67 ) (car sinon z € k(C)P(6] , 05 )) et £ ¢ (k(C)(€))7 (67 , )
(car sinon & € (k:(C’))”(H’fz,x), donc 65 € k(C)P(#),x)), donc 9’2’2 €
k(C)”(@fQ,:c)). Posons L = k(§,x). D’une part on a ka/L est mod-
ulaire, car L C ki C kP et (k» )P C L donc kP /L est modu-
laire, donc kP~ /L est modulaire, comme K/L est modulaire (toujours)
ky = kP ° N K est modulaire sur L. D’autre part o(6;/L) = 2 car si
67 € L alors 911”2 € kP(&,x) C k(C)P(&x). On a 05 = & + 267, par
un argument classique de modularité, on en déduit que &,z € kb. (En

effet (1,6%) est libre sur L, donc sur L N kY, donc se prolonge en une
base de k5/L N kY, qui est une base de koL/L, d’ou par identification
&2 € kPN L). On aalors k(C)(67, a7 &7 ) C ky = k(C)(61,65). Par
le théoreme 1.2, cela conterdit (9?2,5, x) p-libre sur k(C)(§). Par suite
pour tout n, lextension kkE/k est simple. Donc K = k(K?) = | kkE
est g-simple sur k.

. Cas général

Soit k, la cloture relativement parfaite de k dans K. Par la proposition
15.4, k,/L est modulaire pour tout corps intermédiaire de k,/k. Donc
k. /k est simple (1°F cas). Comme K/k, est fini, par le Théoréme 5.4

K=k ®pk(6)) Q- k(0n)
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On veut montrer que o(6;/k) = 1. La preuve est semblable & celle de
[12]. On a seulement remplacé une extension simple par une extension
g-simple. Supposons e = o(f1/k) > 2. Notons as = 9’1’672. Posons
kP Nk = k(o) et C = {6;]j # 1}. Comme di(k) = di(k(C) (a1, az)) >
2, on ne peut avoir k(C) C (k(C)(au, a2))? C k(C)(aq, o), donc il existe
x € k(C)\(k(C)(aq, a2))?, alors (z, 0/1’2,@22) est p-libre sur k(C). Posons
comme ci-dessus, £ = ob —zal. On a (oz1 ,&, ) p-libre sur k(C)(€).
Posons L = k(¢,x). Comme K/L est modulaire et o(ay /L) = 2, par un

s . . -1 -
argument de modarité comme ci-dessus, on en déduit que zP &P
1

On a k(C)(af, 2" 1,51* ) € kek(C)(01) = U, Kan)k(C)(61). Comme
k(C) (o, 2P ',¢€77 ") /k(C) finie, il exite a; tel que k(C) (o, zP e e
k(C)(a;,01). Par le Théoreme 1.2, ceci conterdit (alz,g,x) p-libre sur
kC)(E). =
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