APPROXIMATION DES LIGNES MAGNETIQUES
UTILISANT LA TRANSFORMATION LIE

C. Dumitrescu

Abstract

§1 présente une méthode d’integration des systémes dynamiques de premier

ordre, connue sous le nom de la Transformation Lie.

Cette méthode est fondée sur la Théorie des Perturbations, précisément sur la
représentation du champ d’état & I’aide d’une série de puissances (puissances du

parameétre de perturbation, £ [3], [4], [5], [7])-

§2 est une application de la Transformation Lie concernant la détermination des

"lignes magnétiques” associées aux ”

conducteurs coniques finis”; elle préserve le

caractére ittératif des formules soulignant ainsi la possibilité de passer 3 la simula-

tion numérique pour d’autres configurations de conducteurs.
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1 Quelques propriétés importantes dans la Théorie de

la Transformation Lie

Soient les systemes différentiels

dx Noen,
Y= :;an(x)

dy N en
Y= Z mgn(y)

n=0

out el CR (Vintervalle I fixé) et les fonctions

z=(z1,...,2m) € R® 5 fo(z) eRM, n=0,1,,...

y=,...,ym) €ERM 5 g,(y) eRM, n=0,1,,...
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sont des fonctions de classe C*, k > N.
Définition 1. On dira que le systéme (2) est le transformé Lie du systéme (1) si, (V)y
solution pour (2) et (V)z solution pour (1), existent les fonctions

En(y1,..um) :RM 2 RM n=1,2,... N
de sorte que

N n
2(t) = y(O) + Y (1) " E(y,). (3)

La Théorie de la Transformation Lie détermine les fonctions g, (& partir des fonctions
fr) de sorte que le systéme (2) soit plus convenable que (1) (et les équations qui nous
donnent %,, n=1,2,..., N soient convenables).

Considérons les fonctions

h(z,e) = h(z1,. ..

et

,Za€) : R x R — RM,

coume) : RM xR =+ RM,

coume) : RM xR - RM,
cozane): R xR RM,

ayant les propriétés

h&(y,€),€) = h(y,e), V(y,e) eRM xR

. . (4)
h(j(z,€),€) = h(z,e), V(z,e) € RM xR.
Admettons q’il y a les fonctions b, et hn,n=0,1,...,N de sorte que
~ N en .
h(z,e) = —'hn(x), V(z,e) e RM xR (5)
n=0
et
. N en. M
h(y,e) = Z mhn(y)a V(y,e) € R X R. (6)
n=0
Proposition 1. Dans les conditions (3), (4), (5), (6), on a:
ho(y) = hole=y (7)
N dho 09
hi(y) = h(@)|o=y + By oe|_, (8)
oy 0F
B =5 ©)
Conséquence: Si les relations (3), (4), (5), (6) sont vraies, alors
. . Oho .
I (@lamy = hs ) = 5281 0) (10)
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Pour déterminer les corrélations concernant les fonctions Bn et b, utilisées dans les
formules (5), (6), la théorie de la transformation Lie a comme point de départ la fonction

99

Bwe =2  w
08 lo=s(y,e)
e . . 8h ,
Si on détermine les dérivées partielles B ’ Be2 etc alors on obtient les rela-
€ e=0 € e=0
tions visées.
Proposition 2. Supposons il y a les fonctions w;(y), i = 1,2,..., N de sorte que
el V-1
= — . 11
w=wn(y) + Gruee) + -+ ) (1)
Alors, dans les conditions (3), (4), (5), (6), on a
. . oh
)| =h)+ 5 w (12)
z=y )
. . oh a \ dho
= 2= -— 13
hg(.’l:) ey hg(y) + ay wy + (a wl) ho + ay W ( )
i1 = —wq (14)
0
.’Z’Q = aiylwl — Waq. (15)
Conséquence. Dans les conditions de la Définition 1, les fonctions fn(y) = fn(&(y,€)),
n=20,1,..., N satisferont les égalités suivantes:
fo=1do

. Or
h=§+ aiylfh + Lo (%1)

fo=g+2 oy 9t 6_ng = g2 + 2L, (£1) + Lo (2)
N
< . N .
fo=anr 3 () ovntan
. _0() ] . . . 0() .
(o Ly(-) = 8—9 représente le produit de la matrice de Jacobi, —ay , et de la fonction
Y

9)-
A Taide de lopérateur de Nayfeh,

L= Ly, (") —E(.)(wi), i=1,2,...,N

on peut exprimer les corrélations entre les fonctions §, et fn
Proposition 3. Dans les conditions de la Proposition 2 et de sa Conséquence, nous
avons § .

go = fo = fola=y
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91 = filo=y — L1(g0)

G2 = folomy — La(G0) — L1 (filo=y + 1)
N-1
gN—lew y—LNgo ZLN nfnlw y+gn)

Observation. La Proposition 3 nous offre la possibilité de déterminer les fonctions gy,

n =0,1,...,N si nous connaissons wr,...,wy; dans cette situation, on peut écrire le
systéme (2) (& partir du systeéme (1)) et sa solution, y).
La Proposition 2 nous donnera les fonctions &1, &s,...,En et la formule (3) nous

conduira & la solution z pour le systeme (1).

On g’apercoivent que ’élément essentiel c’est 1la détermination des fonctions
wi,...,wy de la relation (11). Une fagon de procéder concerne la décomposition des
fonctions f;: o R

fl:ff+ffa 7::1727"'7N

qui réalisera:
a) un passage convenable au systéme (2) (& partir de (1))
b) une détermination convenable de w1,...,wn.
Si on impose les conditions

gi:fipleya 7::1727"'7”7

alors le systéme (2) devient
N
. 2 E £ ~
Y= fOlw:y + ﬁflplwzy +...+ ﬁf}%lwzya

tandis que les relations de la Proposition 3 s’exprimeront par:

Ly (gO) = flslw:y

R R (16)
Lg(go) + Ll(fflw:y +g1) - f28 etc.
Dans le cas d’un systeme différentiel Bolotin
Z aijZj Z bijrzjer + Z CijkiZj 221 + - (a7

7,k=1 7.k,0=1
i=1,2,...,M,ai;,bi5, cijr € R

(ot M c’est la dimension du champ vectoriel d’état), la transformation z = ex nous
conduira au systeme

& = Za”x] 1 Z Bmkx]xk+ Z Cijm;Tptr + .. (17)

Jik=1 ],kl 1

i=1,2,..., M



54 C. Dumitrescu

qui admet la représentation vectoriale suivante

2
£ 2 g?
-z = Az + ﬁfl(x)+§f2(x)+... (18)
oll
A = (ay),
M M
Z Bljk-’lf'j-’lf'k Z C1jkl.’l:j.’l:k.’1:l
Jk=1 ikad=1
filz) = : ;o falz) =1 : etc.
M M
Z Bumjrzize Z CMirZ;TrT
Jk=1 ikad=1

Remarquons que le systeme différentiel (18) est un cas particulier du systeme (1)
(fo(z) = Az) et que, par conséquance, le transformé Lie aura la forme

) € . g%
y=Ay+ ﬁgl(y)+§yz(y)+---;

dans les conditions §; = fip|w:y, i=1,2,...,N, ce systeme s’écrira:
) € 2 e? &
y:Ay+ ﬁfllw:y+§f2|$:y+--- (19)

Les relations (16) dans le cas du systéme différentiel (19) nous permettront d’obtenir
wy, We,. .., wn parcequ’elles deviendront:

ow 2
A (- ) =4

ow . R
4 (w2 _ a—;y) + Li(Filoy) = f¢

=y

=y

aw N-1

N 7 £s

A (wN - —ay y) + E LN—n(fn|w=y) =N
n=1

=y

2 L’approximation des lignes magnétiques a 1’aide de
la Transformation Lie

2.1 Le cas d’un circuit parabolique

Considérons un conducteur électrique modélé par ’arc de parabole

p > 0,T > 0 constantes.
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Le champ Biot-Savart-Laplace [1], [2] sera

.
- - - - vx PM
Fy(M)=Fyi+ F,j+ F,k= : s 4P
oll
22 3/2
PM3 =||PM|?® = l(x - %) +y?+ (2 — t)2]
et

2

T=2't) +y' ()] + 2 (})E.

Les composantes du champ ﬁ’y ont les expressions [1]

T
dt
F$__y PM37
T a4t 1 T tdt 1 (7 2dt
Fy =z 3~ - % 3 T 5= 3
o PM3 p”J), PM3 " 2p ), PM
1 T
po1 tdt.
pJo PM?

95

Dans [1] elles ont été exprimées & 1’aide des intégrales élliptiques mais cela rend dif-
ficile la simulation numérique des lignes du champ; c’est pourquoi nous utiliseront la

transformation Lie.

2.1.1 TUne approximation cubique des fonctions F, Fy, F,

Pour la fonction ¢(u,v,w) = (u? + v% + w?)®, a € R, ¢ € C*(R*), la formule de

Taylor autour du point (ug, vo, wo) = (0,1, 0) donne "approximation
1
QO(U,’U,’LU) ~ 90(07 170) + ﬁdgo((O, 17 O)a (ua v—= 1,’LU))+

1
+ S e((0,1,0); (w0~ 1,w)) =

= 14 2a(v—1)+ au® + (20 — a)(v — 1)? + aw?.
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: 3 t* N
Sil’on prend a = 5 u=x——, v=y, w=z—t, alors on trouve ’approximation:
3r’s T3 T3 372 T T
F,=|—-——F——+10T —z% - 15T — — 2% 4+ 6Txy? — =z
z ( 1002 2 + 10 )x+(2px Tzy + 5 xz)+( 2x + 61T'zy sz ,
377 3T° 5T® 3715 T3 5T3
F, = [-————-——+— - — 4+ 10T |2 — —
v ( 1125° 20 3p)+(40p2 g 710 )x 2 U

T 3r*  517? T3 T3 513

+ (== +=—-" 2+ =2+ —y* — —2* - 15Tzy+
16p° 4p p 4p p 4p 21)

+ 1572 ; 3re 31! - 3T$3 + 372 . 372 oot

2p 2 8p? 2 4p 4p
T T
+ 6Txt? — —x2® — g2,
2 p
F, = L 3—T4+@ + 15T22+$x +T—3z +

s 16° &  p )7 2p Y T VT Y

3r? ., 31% , 372 2)
+ —Yy - ——xy— —yz"|.
( p p "V Y

2.1.2 L’approximation des lignes de champ

Les lignes du champ Biot-Savart-Laplace, F:Y, sont données par le systéme différentiel de
premier ordre

dz dy dz
— =F, —=F,, —=F,.
d "% dt "V dt 7
ou,
. dz )
zi:d—t’:in, i=1,2,3.
si on note z = 21, ¥y = 22, 2 = 23.
Les approximations (21) nous raménent &
3 3 3
Zi=a; + Z aij2; + Z bijkzjzk =+ Z Cijkl 2§ 2k 21, 1=1,2,3. (22)

Jj=1 Jik=1 Jikl=1

Le systéme (22) n’est pas un systeme Bolotin mais il est évident que sa solution est la
somme des deux solutions suivantes:

a) la solution du systéme z; = oy, notées 2 (z; = ast + ;)

b) la solution du systéme Bolotin

3 3 3

21’ = E Qij2j + E biijjZk + E Cijkl2j2k21, (23)
Jj=1 Jik=1 J k=1

notée 2.

La transformation z = ez rameéne le systéme (23) au systéme

. €, e,
= Az + ﬁfl(x) —+ Efg(x) (24)
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0 aie 0
A= a21 Qg2 G23 =
0 aso 0
375 T8
0 W + ? + 10T 0
37rs T3 513 T8 37* 572
= —2——+10T - —_— - —
4p 2 2p 16p® 4p p
0 o _ 31" 577 0
16p3 8p p
T3 377
15Tz% — %.’151152 - 5T
. T3 T3 573 1572 3rz 31t
filz) = @x% + ;x% - Exﬁ — 152129 + % ZTag + (T — 8—p2) T3z | =
1572 9 374 T3
—W.’IJQ + W.’Ill.’la + ;.’152.’153
not fl’l(x)
= | fou(@)
f3,1($)
et,
373 3T
—6Tz3 + Tm%xg + 7x1x§
. 3T 3772 377 3772 3T
f2(.’15) = —7.’15? + El’g + E.’L’%.’IB + +6.’IJ1.’IJ§ - T.’Ill.’l,'g - —1,'31,'3 =
p 2 4p 1:11:2 4p 1:21:3
not f1,2(.’1,')
= | foo(@)
f3,2($)

_ Le systéme différentiel (24) est un cas particulier du (18); nous ferons les options:
P =0, f¥ = 0 afin que le systéme (19) devient
U1 = a12Yy2
y=Ay & { U2 = aay1 +ax2y2 + asys =
Ys = asays.
= 2 — a22f2 — (a12621 + agzazs)ys = 0.

La solution de cette équation de second ordre est immédiate et y1, ys peuvent étre
déterminées par intégration directe.
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Cherchons maintenant, les fonctions

w1,1 w1,2
wy = | w1 et wo = | wop
w32 w32

tenant compte qu’on a imposé les conditions flp , f2 = 0 et, donc, ff = fi, i=1,2.
Conformément aux relations (20) la fonction w; doit vérifier ’équation

ng a
Alw — —y | =
( Loy ) d
La forme polynomiale des composantes fi,1, f2,1, f3,1 suggere une détermination de
la fonction w; sous la forme

(25)

r=y

Z ay; + Z QijYiY;
i

i<j
wy = > Buyi + Y Bijyiy; ,
i i<j
Z Yii¥i + Z YiiYiY;
i i<j

ou les coefficients «, 3,~ seront obtenus 4 ’aide de (25).
On constate que

8w1
w, — —(—YyYy=—u
Oy
et, finalement, on trouve
1
-—fi1
ai2 z=y
G21 23 1
wp = fia + fa1 - —f21
12022 z=y  @32022 z=y @22 z=y
1
——f31
asz2 =y

L’opérateur de Nayfeh est déterminé par la relation

. . Of1|ae owy ;
Li(file=y) = Lun (fila=y) — £f1|m=y (w1) = %wl - a—ylfch:y-

De méme maniére on peut déterminer ws et, conf. (14) et (15),

2 2

z=z(t) = FlE g = (t) 6w+62 awlw —w
IR The S TR TR M

L

sera la solution du systéme (24); par conséquence, z~ = ez sera la solution du systéme

(23).
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Finalement, z = z* 4+ 2z¢ représente la solution approximative pour le systéme
différentiel des lignes de champ.
Remarque. Le champ Biot-Savart-Laplace est solénoidal; pourtant la matrice 4 a

513
tT’A:(J,QQ:—T;éO

parcequ’on a fait une approzimation des composantes du champ.
Probléme ouvert: Est’il ags une mesure de approximation faite ?

2.2 Le cas d’un circuit elliptique ou parabolique

Dans [1], on constate que I’expression des composantes du champ Biot-Savart-Laplace
est pareille pour tous les conducteurs; par conséquence on peut faire une approximation
similaire des lignes de champ.
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