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Notations

Ω : ouvert de IRN , N ∈ IN∗.

∂Ω : frontière topologique de Ω.

x = (x1, x2, ..., xN) : point générique de IRN .

dx = dx1dx2...dxN : mesure de Lebesgue sur Ω.

dσ : mesure de surface sur ∂Ω, notée aussi HN−1.

∇u : gradient de u.

supp(f) : support d’une fonction f .

f+ : max(f, 0), f− : min(f, 0).

D(Ω) : espace des fonctions différentiables et à support compact dans Ω.

D+(Ω) : espace des fonctions positives de D.

C0(Ω) : espace des fonctions continues nulles au bord de Ω.

C∞(Ω) : espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Ω.

Mb(Ω) : espace des mesures de Radon bornées.

Mp
b(Ω) : espace des mesures de Radon bornées ne chargeant pas les ensembles de

capacité nulle.

Tk : fonction troncature de niveau k > 0.

Lp(Ω) : espace des fonctions de puissance p-ème intégrables sur Ω pour la mesure

dx.

‖f‖p = (
∫
Ω
|f(x)|pdx)

1
p .

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);∇u ∈ (Lp(Ω))N}.

‖u‖1,p = (‖u‖p
p + ‖∇u‖p

p)
1
p .

W 1,p
0 (Ω) : adhérence de D(Ω) dans W 1,p(Ω).

W−1,p′(Ω) : espace dual de W 1,p
0 (Ω).

W
1
p′ ,p(∂Ω) : espace de traces de fonctions dans W 1,p(Ω).

T 1,p(Ω) = {u : Ω −→ IR mesurable : Tk(u) ∈ W 1,p(Ω),∀k > 0}.

T 1,p
0 (Ω) = {u : Ω −→ IR mesurable : Tk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω),∀k > 0}.

Soit p(.) : Ω −→ [1,+∞] une fonction mesurable.

Lp(.)(Ω) = {u : Ω −→ IR mesurable :
∫
Ω
|u|p(x)dx < +∞}.



Notations

‖u‖p(.) := inf{λ > 0 :
∫
Ω

∣∣∣∣u(x)λ
∣∣∣∣p(x)

dx ≤ 1}.

W 1,p(.)(Ω) = {u ∈ Lp(.)(Ω);∇u ∈ (Lp(.)(Ω))N}.

‖u‖1,p(.) := ‖u‖p(.) + ‖∇u‖p(.).

ρp(.)(u) =
∫
Ω
|u|p(x)dx : module convexe.

ρ1,p(.)(u) =
∫
Ω
|u|p(x)dx+

∫
Ω
|∇u|p(x)dx.

W
1,p(.)
0 (Ω) : fermeture de C∞

0 (Ω) dans W 1,p(.)(Ω).

T 1,p(.)(Ω) = {u : Ω −→ IR mesurable : Tk(u) ∈ W 1,p(.)(Ω),∀k > 0}.

T 1,p(.)
0 (Ω) = {u : Ω −→ IR mesurable : Tk(u) ∈ W 1,p(.)

0 (Ω),∀k > 0}.
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Sur certains problèmes elliptiques quasilinéaires non

homogènes de type Dirichlet ou Neumann

Résumé : Les travaux présentés dans cette thèse, portent sur l’étude de quelques

équations aux dérivées partielles quasilinéaires de type Dirichlet et Neumann. L’ori-

ginalité dans ce travail, consiste en la présence d’une classe d’opérateurs étudiés,

permettant de mettre en apparence le cadre fonctionnel des espaces de Lebesgue et

Sobolev à exposant variable. La première partie concerne l’étude des problèmes de

Dirichlet associés à des opérateurs elliptiques de type Leray-Lions. La seconde partie

concerne l’étude des problèmes aux limites de Neumann impliquant un type d’opéra-

teur p-Laplacien plus généralisé. Après une introduction, un bref exposé de quelques

définitions et résultats nécessaires pour la suite de ce travail, nous établissons dans

le chapitre 2 un résultat d’existence de solutions pour un problème quasilinéaire

elliptique en utilisant la théorie classique de Lions sur les opérateurs du type calcul

des variations. Dans les chapitres 3 et 4, nous étudions les questions d’existence de

solutions entropiques pour deux problèmes elliptiques. Dans le chapitre 5 nous nous

intéressons à l’étude d’un problème d’obstacle en nous basant sur une approxima-

tion double afin de prouver le résultat d’existence. Dans la deuxième partie, le type

de problème que nous abordons est un problème avec condition de Neumann sur le

bord. Dans cet axe, nous présentons un résultat d’existence de solutions entropiques

pour un problème elliptique.

Mots clés : Espaces de Lebesgue et de Sobolev à exposant variable, problème

elliptique, donnée mesure, solution entropique, problème de Dirichlet, problème de

Neumann.

AMS classification : 35D35, 35J60, 35J62, 35J65, 46E35.



On Some Quasilinear Elliptic Nonhomogeneous Pro-

blems of Dirichlet or Neumann Type

Abstract. The work presented in this thesis focuses on the study of some quasi-

linear partial differential equations with Dirichlet and Neumann type. The originality

of this work consists of the presence of a class of studied operators allowing to look

the importance of the functional framework involves Lebesgue and Sobolev spaces

with variable exponent. The first part concerns the study of Dirichlet problems asso-

ciated with Leray-Lions type elliptic operators. The second part concerns the study

of Neumann boundary value problems involving a more generalized p-Laplacian ope-

rator. After the introduction and a brief presentation of some definitions and results

necessary for the continuation of this work, we establish in Chapter 2 an existence

result for a quasilinear elliptic problem by using a classical theorem of Lions on

operators of the calculus of variations. In Chapters 3 and 4, we study the existence

of an entropy solution for two elliptic problems. In Chapter 5 we are interested on

the study of an obstacle problem based on a dual approximation to prove the exis-

tence result. The second part of problems that we discuss in this thesis are problems

with Neumann boundary conditions. In this axis, we present an existence result of

entropy solution for an elliptic problem.

Keywors : Lebesgue and Sobolev Spaces with variable exponent, elliptic problem,

measure data, entropy solution, Dirichlet problem, Neumann problem.

AMS classification : 35D35, 35J60, 35J62, 35J65, 46E35.
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Introduction Générale

Les mathématiques consistent d’abord en un langage, qui permet de transcrire

des problèmes de nature quantitative : C’est la modélisation. Une fois cette trans-

cription faite, des outils sont disponibles pour comprendre et résoudre les problèmes

issus des phénomènes du monde réel qui utilise les lois de la physique (mécanique,

thermodynamique, électromagnétisme, etc.), ces lois sont, généralement, écrites sous

la forme de bilans qui se traduisent mathématiquement par des Equations Différen-

tielles Ordinaires ou par des Equations aux Dérivées Partielles.

Les équations aux dérivées partielles (EDPs) interviennent aussi dans beaucoup

d’autres domaines : en chimie pour modéliser les réactions, en économie pour étudier

le comportement des marchés, en finance pour étudier les produits dérivés et en

traitement d’images pour restaurer les dégradations.

Les EDPs sont probablement apparues pour la première fois lors de la naissance

de la mécanique rationnelle au cours du 17ème siècle (Newton, Leibniz...). Ensuite

le "catalogue" des EDPs s’est enrichi au fur et à mesure du développement des

sciences et en particulier de la physique. S’il ne faut retenir que quelques noms, on

se doit citer celui d’Euler, puis ceux de Navier et Stokes, pour les équations de la

mécanique des fluides, ceux de Fourier pour l’équation de la chaleur, de Maxwell

pour celles de l’électromagnétisme, de Schrödinger et Heisenberg pour les équations

de la mécanique quantique, et bien sûr de Einstein pour les EDPs de la théorie de

la relativité.

Cependant, l’étude systématique des EDPs est bien plus récente, et c’est seule-

ment au cours du 20ème siècle que les mathématiciens ont commencé à développer

l’arsenal nécessaire. Un pas de géant a été accompli par Schwartz lorsqu’il a fait

naître la théorie des distributions (autour des années 1950), et un progrès au moins

comparable est dû à Hörmander pour la mise au point du calcul pseudodifférentiel

(au début des années 1970). Il est certainement bon d’avoir à l’esprit que l’étude

des EDPs reste un domaine de recherche très actif en ce début de 21ème siècle.

D’ailleurs, ces recherches n’ont pas seulement un retentissement dans les sciences
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appliquées, mais jouent aussi un rôle très important dans le développement actuel

des mathématiques elles-mêmes, à la fois en géométrie et en analyse.

L’analyse mathématique de ces équations aux dérivées partielles nécessite un

choix approprié des espaces fonctionnels et une définition claire de la notion de

solution (l’existence et parfois l’unicité).

Par ailleurs, les travaux présentés dans cette thèse concernent quelques équations

aux dérivées partielles du type elliptique faisant intervenir l’opérateur divergentiel

Au = −div a(x, u,∇u),

où a : Ω× IR× IRN → IRN est une fonction de Carathéodory, c’est à dire que pour

tout (x, s, ξ) appartenant à Ω× IR × IRN , a(x, s, ξ) est mesurable en x ∈ IRN pour

tout s ∈ IR et ξ ∈ IRN et continue en ξ ∈ IRN et s ∈ IR pour presque tout x ∈ Ω et

a vérifie aussi les hypothèses de type Leray-Lions [47].

Illustrons tout d’abord quelques difficultés qui peuvent apparaître lors de l’étude

de ces équations en considérant le problème modèle suivant : −div a(x,∇u) = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(1)

où Ω est un ouvert borné de IRN (N ≥ 2).

On se limite au cas où 1 < p < N car dans le cas p > N , on a l’inclusion W 1,p
0 (Ω) ⊂

C0(Ω) qui donne (C0(Ω))
′ ⊂ (W 1,p

0 (Ω))
′ . Comme (C0(Ω))

′
= M(Ω), les mesures sont

alors des éléments de W−1,p′(Ω) et on est alors dans le cadre variationnel habituel.

Dans le cas p > 2 − 1
N

avec f une mesure de Radon, Boccardo et Gallouët

[23] montrent que la solution faible du problème (1) est dans l’espace de Sobolev

W 1,q
0 (Ω) où 1 < q < p∗ = N(p−1)

N−1
. Or, quand p est proche de 1, précisement pour

1 < p ≤ 2− 1
N

, p∗ est inférieur ou égal à 1. Il est donc hors de question que la solution

appartienne à l’espace W 1,1
loc (Ω), puisque le gradient de u au sens usuel n’existe pas

et il n’est plus clair dans quel sens il faut résoudre le problème (1).

Pour surmonter cette difficulté, Bénilan, Boccardo, Gallouët, Gariepy, Pierre et

Vazquez ont introduit dans [21] un nouvel espace T 1,1
loc (Ω) (qui est une extension

- 12 -
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de l’espace de Sobolev W 1,1
loc (Ω)) dans lequel on peut donner un sens au gradient

de u, qui n’est pas en général localement intégrable. L’idée consiste à considérer

la troncature Tk(u) de la solution u et à travailler avec la dérivée ∇Tk(u) (qui est

localement intégrable) au lieu de ∇u.

Une autre difficulté concerne l’unicité des solutions. Prignet [63] montre que,

même dans le cas linéaire a(x,∇u) = A(x)∇u où A(x) est une matrice uniformément

coercive et bornée, il n’y a pas en général unicité des solutions faibles du problème

(1) dans l’espace W 1,1
0 (Ω).

La notion de solution faible ne suffit donc pas à déterminer la solution physique

observée car elle n’est pas unique. Il apparaît alors nécessaire de trouver un critère

d’origine physique qui permet de sélectionner parmi toutes les solutions faibles, la

solution physiquement admissible (celle qui est la plus proche de la solution phy-

sique) et qui permet d’obtenir des résultats d’existence et d’unicité. Pour remédier

à cela, trois approches ont été utilisées :

Dall’Aglio [31] a montré que, même pour un problème non-linéaire, la méthode

par approximation conduit à une unique solution appelée SOLA (Solution Obtenue

comme Limite d’Approximations).

Bénilan, Boccardo, Gallouët, Gariepy, Pierre et Vazquez [21] définissent la notion

de solution entropique (ici p > 2 − 1/N pour simplifier) : Par exemple, pour le

problème elliptique (1) la solution entropique u est une fonction mesurable sur Ω

vérifiant


Tk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) ∀k > 0 et∫
Ω
a(x,∇u)∇Tk(u− ϕ) ≤

∫
Ω
fTk(u− ϕ) ∀ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

où Tk est la fonction troncature au niveau k.

Enfin, Lions et Murat [50, 53] ont introduit une autre notion : celle de solution

renormalisée (suite aux solutions du même nom, dûes à DiPerna et Lions, pour

l’équation de Boltzmann). Elle vérifie (ici aussi, p > 2 − 1/N pour simplifier) : la

- 13 -
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solution renormalisée du problème (1) est définie par
Tk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω), lim
h→+∞

∫
{h≤|u|≤h+k}

|∇u|p = 0 ∀k > 0 et∫
Ω
S(u)a(x,∇u)∇ϕ+

∫
Ω
S ′(u)ϕa(x,∇u)∇u =

∫
Ω
fS(u)ϕ ∀ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

pour toute fonction régulière S à support compact.

D’autre part, en supposant vraies les hypothèses de Leray-Lions classiques sur

a dans une partie Ω1 de Ω avec un exposant p1 et sur le complémentaire de Ω1

avec un exposant p2, l’étude devient très délicate pour définir l’espace dans lequel

se trouvera la solution lorsque p1 6= p2.

D’où la nécessité d’avoir une puissance variable dans les hypothèses de type

Leray-Lions et donc de définir des espaces fonctionnels s’adaptant à cette situation

(cf. [45]).

Sur ces espaces [35] il a été publié environ 15 articles avant 2000, environ 30

entre 2000 et 2004, environ 200 entre 2005 et 2010. Ces chiffres illustrent bien un

regain d’intérêt pour ces types d’espaces dont l’étude avait été initiée en 1931 par

Orlicz (cf. [62]).

Cette thèse qui a pour objectif de contribuer à l’étude de problèmes elliptiques

avec des conditions au bord de type Dirichlet ou Neumann dans les espaces de

Sobolev généralisés avec des données L1 ou mesure, est composée de six chapitres.

Nous allons présenter ici des résultats d’existence de solutions pour cinq problèmes

non linéaires. Après avoir construit le point clé de notre étude "la motivation", nous

allons présenter ici d’une manière détaillée le contenu de chacun d’eux.
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Motivation

Les équations aux dérivées partielles (EDPs) ont été largement utilisées dans le

traitement des images dans ces dernières années. Des exemples incluent la morpho-

logie mathématique, la segmentation d’images et la restauration d’images. D’où on

assiste depuis quelques temps à un regain d’intérêt pour un certain nombre de pro-

blèmes liés au domaine du traitement d’images. Ce regain d’intérêt s’accompagne

d’un renouveau de la problématique et se trouve concrétisé par l’émergence d’un

nombre croissant de conférences internationales de qualité et à fort taux de partici-

pation dans ce domaine.

En étudiant les articles les plus récents qui illustrent cette nouvelle tendance,

il s’avère qu’une grande partie de ces techniques nécessite l’utilisation d’équations

aux dérivées partielles (EDPs). Si les scientifiques numériciens de la discipline de la

mécanique des fluides, qui en font largement usage, connaissent déjà la puissance de

tels outils, il faut dire toutefois que ce n’est que très récemment que l’emploi des

EDPs en traitement d’image et en vision par ordinateur s’est concrétisé.

Les approches à base d’EDPs ont, en effet, pour intérêt qu’elles permettent d’ob-

tenir dans de nombreux cas, des résultats d’existence et d’unicité pour la solution

recherchée, et qu’elles peuvent se mettre en oeuvre à l’aide de puissants schémas

numériques très étudiés à ce jour dans le domaine de la mécanique des fluides.

Classiquement, en restauration d’images à travers les EDPs, une image plane est

modélisée par une surface constituée d’un ensemble discret de points (pixels). En

considérant l’intensité en niveaux de gris (la luminance) comme une fonction des

coordonnées spatiales (x, y) et du temps t, les propriétés de l’image restaurée que

l’on cherche à obtenir sont obtenues par l’intermédiaire d’une EDP ayant comme

arguments la fonction luminance et ses dérivées partielles ; la solution de cette EDP,

à un certain instant t, représente l’image restaurée.

Ce chapitre constitut un état de l’art sur l’utilisation des EDPs dans le domaine

du traitement des images. Nous allons présenter le modèle récemment proposé par

Chen, Levine et Rao [30] où ils montrent l’intérêt dans la restauration d’images par
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les EDPs avec des puissances variables dans l’intervalle [1, 2].

Pour comprendre le rôle de l’exposant variable dans le problème de la restaura-

tion d’images, nous rappelons brièvement certaines idées classiques des formulations

variationnelles du lissage isotrope et de la variation totale impliquant des intégrales

variationnelles de la forme :

min
∫
Ω
F (x, u,∇u). (2)

Chambolle et Lions [29] ont proposé un modèle pour récupérer une image u, à

partir d’une image observée I corrompue par un bruit additif I = u+ bruit par

min
∫
Ω
F (∇u) +

λ

2
(u− I)2,

où

F (r) :=


1
2β
|r|2 si |r| ≤ β,

|r| − 1
2β

si |r| > β.
(3)

La diffusion de ce modèle de minimisation est strictement perpendiculaire au gra-

dient lorsque |∇u| > β, où les contours sont susceptibles d’être présents et isotrope

lorsque |∇u| ≤ β. D’où, le modèle conserve les contours et élimine le bruit.

En outre, pour l’approche de la variation totale (TV) introduite par Rudin, Osher

et Fatemi [65], on minimise l’énergie

min
∫
Ω
|∇u|p +

λ

2
(u− I)2, (4)

avec p = 1, où λ est un paramètre indiquant la force du lissage. Cette méthode

fait un bon travail de préservation des contours, mais malheureusement, elle ne

conserve pas que les contours, elle crée également des faux contours où il n’y avait

aucun dans l’image d’origine (que l’on appelle staircasing effect ou l’effet d’escalier).

Une autre méthode est celle du lissage isotrope pour p = 2, il résout le problème de

staircasing, mais malheureusement, ce lissage ne préserve ni les contours ni les petits

détails de l’image. L’image restaurée perd certes son aspect bruitée, mais paraît trés

floue. Cette procédure n’est pas très utile. Le premier problème de minimisation est

résolu dans l’espace de fonctions à variation bornée BV (Ω), tandis que le second
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est naturellement résolu dans l’espace de Sobolev W 1,2(Ω). Comme nous souhaitons

exploiter les avantages de ces deux approches, il est naturel d’améliorer le problème

de minimisation (4) pour un exposant p ≡ p(x) qui varie dans l’intervalle [1, 2].

C’est le point de départ du modèle proposé dans [30] par Chen, Levine et Rao

min
∫
Ω
|∇u|p(x) +

λ

2
(u− I)2. (5)

En particulier, ils ont considéré le problème de minimisation (2) avec

F (x, r) :=


1

q(x)
|r|q(x) si |r| ≤ β,

|r| − βq(x)−βq(x)

q(x)
si |r| > β,

(6)

où β > 0 est fixé et 1 < α ≤ q(x) ≤ 2.

On peut choisir

q(x) = 1 +
1

1 + k|∇Gσ ∗ I|2

où Gσ(x) = 1
σ

exp(− |x|2
4σ2 ) est le filtre Gaussien et k, σ > 0 sont fixés.

Ce modèle utilise plus de souplesse, certes la modification de la puissance du ∇u

pour une fonction p(x) qui dépend de ∇u nous permet de mieux contrôler le type de

diffusion à chaque endroit dans l’image. Par exemple, il assure l’approche variation

totale où le gradient est élevé (préservant ainsi les contours) et le lissage L2 où le

gradient est faible (ce qui élimine le bruit), et de manière anisotrope (1 < p < 2)

dans les régions qui peuvent être lissées par morceaux ou dans lesquelles la différence

entre le bruit et les contours est difficile à distinguer.

Rappels et Définitions

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats

nécessaires pour la suite de ce travail. Après avoir rappelé quelques résultats de

base sur les espaces de Lebesgue et de Sobolev classiques, nous abordons l’étude de

quelques propriétés des espaces de Lebesgue et de Sobolev généralisés. La première

étude fut l’oeuvre de Orlicz (cf. [62]) qui a introduit dès 1931 les espaces de Lebesgue

généralisés Lp(x). Dans les années 1950, l’étude de tels espaces prend de l’ampleur

- 17 -



avec les travaux de Nakano (cf. [56]). Par la suite, Kovacik et Rakosnik (cf. [45]) en

1991 ont approfondi l’analyse fonctionnelle des espaces de Lebesgue et de Sobolev

à puissances variables. Ils montrent dans leurs travaux que les espaces de Lebesgue

et de Sobolev à puissances constantes et ceux à puissances variables ont plusieurs

propriétés communes, exceptée une : la notion de continuité. En effet l’espace Lp(x)

(p(x) non constant) n’est pas stable par translation.

Nous présentons également d’autres types d’espaces fonctionnels : ce sont les espaces

T 1,p(x)
0 (Ω) qui sont d’une grande utilité dans l’étude des solutions dites entropiques.

Nous terminons ce chapitre en énnonçant quelques résultats classiques d’intégrations

(Théorème de convergence dominée de Lebesgue, Lemme de Fatou, Théorème de

Vitali,...), et quelques propriétés des opérateurs monotones.

Etude de problèmes elliptiques quasilinéaires

Ce chapitre concerne l’étude d’existence de solutions du problème : Au = f(x, u,∇u) dans D′(Ω),

u = 0 sur ∂Ω,

où Ω est un ouvert borné de IRN (N ≥ 2), p ∈ C+(Ω̄) et 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < N .

A est un opérateur de type Leray-Lions défini deW 1,p(x)
0 (Ω) dans son dualW−1,p′(x)(Ω)

par la formule :

Au = −div(a(x, u,∇u)); (7)

f : Ω × IR × IRN → IR une fonction de Carathéodory satisfaisant la condition de

croissance :

|f(x, r, ξ)| ≤ g(x) + |r|η(x) + |ξ|δ(x), (8)

où 0 ≤ η(x) < p(x)− 1 et 0 ≤ δ(x) < (p(x)− 1)/p′(x).

Ce problème a été étudié dans le cas de l’exposant classique par Boccardo, Murat

et Puel dans [25], où f satisfait la condition

|f(x, r, ξ)| ≤ h(|r|)(1 + |ξ|p), (9)
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et h est une fonction croissante de IR+ → IR+.

Kao et Tsai [42], ont montré l’existence de solutions sous la condition de croissance

|f(x, r, ξ)| ≤ C(1 + |r|δ + |ξ|p).

Cependant, on peut même citer la travail de Fan et Zhang [37], où ils ont étudié le

cas particulier  −div (|∇u|p(x)−2∇u) = f(x, u) x ∈ Ω

u = 0 sur ∂Ω,

où f satisfait la condition de croissance

|f(x, r)| ≤ C1 + C2|r|β(x)−1,

avec 1 ≤ β < p− := ess inf
x∈Ω

p(x).

Rappelons que dans ce chapitre, le travail présenté peut être vu comme une géné-

ralisation de [37], [42] et [25] dans le sens que dans le 1er travail les auteurs ont

considéré Au = −4p(x)u , f = f(x, u), par la suite dans les deux derniers travaux

ils ont pris p = p(x). En outre, les résultats sont obtenus en utilisant un théorème

classique de J. L. Lions [48] sur les opérateurs du type calcul des variations.

Etude d’un problème elliptique avec second membre

mesure

Dans ce chapitre nous nous intéressons à l’étude de l’existence de solutions en-

tropiques du problème suivant : −div (|∇u|p(x)−2∇u) + |u|p(x)−2u = µ dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(10)

où Ω est un domaine borné de IRN (N ≥ 2), la donnée µ est une mesure qui se

décompose dans L1(Ω) +W−1,p′(x)(Ω).

En outre, la notion de donnée mesure pouvant être décomposée dans L1(Ω) +

W−1,p′(Ω) est vérifiée par Boccardo, Gallouët et Orsina dans le cas de p constant
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(voir[27]). Dans ce contexte ils ont considéré comme une mesure signée µ qui ne

charge pas les ensembles de p-capacité nulle, plus precisément toute mesure qui

ne charge pas les ensembles de p-capacité nulle peut être décomposée comme une

fonction de L1(Ω) et un élément dans W−1,p′(Ω) (l’espace dual de W 1,p
0 (Ω)), et in-

versement, toute mesure signée dans L1(Ω) +W−1,p′(Ω) est de mesure zéro pour les

ensembles de p-capacité nulle. Dans le cas de l’exposant variable, en utilisant les

mêmes arguments que dans [27], nous nous basons sur le résultat de décomposition

fait par Nyanquini, Ouaro et Soma [57]. En ce qui concerne les capacités à puissance

variable, (voir [41, 57]).

Dans ce chapitre, on montre l’existence de la solution entropique du problème (10)

dans le cas d’une puissance variable et d’une donnée mesure.

Etude de problèmes elliptiques fortement non linéaire

avec second membre mesure

Ce chapitre est consacré à l’étude du problème elliptique suivant :

 −div(a(x, u,∇u)) + g(x, u,∇u) = µ dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(11)

pour une donnée mesure µ qui admet une décomposition dans L1(Ω)+W−1,p′(x)(Ω).

Notons que g(x, s, ξ) est un terme non-linéaire qui satisfait une condition de crois-

sance par rapport à ξ et non par rapport à s, mais il satisfait une condition de signe

par rapport à s.

Dans ce même axe, le problème étudié dans ce chapitre est une généralisation du pro-

blème étudié au chapitre 2, plus précisément étendre les résultats pour a(x, s, ξ) =

|ξ|p(x)−2ξ et g(x, u,∇u) = |u|p(x)−2u.
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Etude de problèmes d’obstacle liés à un problème

elliptique non linéaire

Dans ce chapitre, nous traitons le problème d’obstacle associé à l’équation ellip-

tique quasi-linéaire suivante :

− div(a(x, u,∇u)) + g(x, u,∇u) = f ∈ L1(Ω), (12)

Nous démontrons le résultat d’existence de la solution entropique sous l’hypothèse

où g est de signe constant.

Récemment, certains travaux sont parus dans le cas de problèmes d’obstacle avec un

exposant variable. Voir ([61],[64]) pour l’existence et l’unicité de la solution entro-

pique, dans le cadre de l’inégalité de Lewy-Stampacchia et [36] pour le traitement

des problèmes d’obstacle simple ou double associés aux équations elliptiques quasi-

linéaires de la forme

− div(a(x,∇u)) = 0, (13)

avec des conditions non standard. L’étude du problème d’obstacle (12) dans le cas

p constant a été fait dans [16] où les auteurs obtiennent dans le cadre des espaces

de Orlicz-Sobolev une solution pour une donnée f ∈ L1(Ω) . Nous nous intéressons,

dans ce chapitre, au problème d’obstacle associé à l’équation (12), où les techniques

utilisées pour étudier ce problème sont basées sur le problèmes approché suivant,

(Pε)

 −div(a(x, uε,∇uε)) + gε(x, uε,∇uε) = fε dans Ω

uε = 0 sur ∂Ω.

où gε(x, s, ξ) =
g(x, s, ξ)

1 + ε|g(x, s, ξ)|
et fε est une suite de fonctions régulières.

Cependant, cette approximation ne nous permet pas d’obtenir des estimations a

priori pour notre cas, cela est dû au fait que uεgε(x, uε,∇uε) n’a pas un signe

constant.

Pour surmonter cette difficulté, on introduit une approximation double ; c’est ainsi

que nous pénalisons le problème (Pε) par,

(Pσ
ε )


−div(a(x, uσ

ε ,∇uσ
ε )) + gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε ) − 1

ε2
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1 = fε dans Ω

uσ
ε = 0 sur ∂Ω.
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où gσ
ε (x, s, ξ) = δσ(s)gε(x, s, ξ) et δσ(s), est une fonction Lipschitzienne croissante.

Etude de problèmes elliptiques nonlinéaires avec des

conditions au bord de Neumann

Dans ce chapitre, nous étudions une classe de problèmes p(x)-Laplace non-

linéaires avec des conditions de Neumann non homogènes sur le bord et des données

L1 de la forme
−div Φ(∇u−Θ(u)) + |u|p(x)−2u+ α(u) = f dans Ω,

(Φ(∇u−Θ(u)).η + γ(u) = g sur ∂Ω,

(14)

avec

Φ(ξ) = |ξ|p(x)−2ξ, ∀ξ ∈ IRN ,

où Ω ⊆ IRN(N ≥ 3) est un domaine borné de frontière lipschitzienne ∂Ω, η est la

normale unitaire à ∂Ω, α, γ,Θ sont des fonctions réelles définies sur IR ou IRN ,

f ∈ L1(Ω) et g ∈ L1(∂Ω).

Les problèmes avec conditions au bord de Neumann et avec second membre dans L1

été étudiés dans [59, 58, 60] où les différents auteurs montrent l’existence et l’unicité

de la solution entropique. Dans ces papiers, ils ont considéré un opérateur de type

Leray- lions, qui leur permet d’exploiter la condition de croissance, de coercivité et

de monotonie de l’opérateur pour obtenir leur résultats. Par contre, dans notre cas,

en raison du terme Θ, nous n’avons pas ces conditions et nous ne pouvons pas faire

appel aux techniques dans [59, 58, 60] pour montrer l’existence de solutions. Aussi,

nous ne pouvons pas avoir l’unicité de cette solution. Pour surmonter cette difficulté,

nous supposons que Θ est une fonction lipschitzienne de constante de Lipschitz sa-

tisfait une condition reliée à l’exposant.
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Chapitre 1
Rappels et Définitions

Dans ce chapitre, nous collectons plusieurs outils de base qui seront nécessaires

tout au long de ce travail. Le lien commun entre tous les résultats de ce chapitre,

c’est qu’ils sont préparatoires pour les principaux résultats, qui sont contenues dans

les chapitres suivants. Dans la suite Ω sera un ouvert borné de IRN et nous utiliserons

la mesure de Lesbegue.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Lebesgue et Sobolev classiques

Les espaces de Sobolev sont omniprésents dans l’étude des équations aux déri-

vées partielles elliptiques. Il s’avère donc judicieux d’en faire une brève présentation

avant d’aborder ces équations. Nous reprenons dans cette section certains énoncés

de Kavian [43] et de Brezis [28], pour une présentation plus complète des espaces de

Sobolev, on pourra aussi voir Adams [2].

Soit Ω un domaine ouvert de IRN , D(Ω) désigne l’ensemble des fonctions de classe

C∞ et à support compact dans Ω.

Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace de Lebesgue Lp(Ω) est défini par :

Lp(Ω) =
{
u : Ω −→ IR mesurable;

∫
Ω
|u|pdx < +∞

}
.
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muni de la norme

‖u‖p =
( ∫

Ω
|u|p

) 1

p

,

pour en faire un espace de Banach.

Pour p = ∞, on note

L∞(Ω) =
{
u : Ω −→ IR mesurable; ess- sup

Ω
|u| < +∞

}
,

avec

ess- sup
Ω
|u| = inf{C > 0; |u(x)| ≤ C p.p. dans Ω}.

L∞(Ω) est muni de la norme suivante : ‖u‖∞ = ess- sup
Ω
|u|.

Lp(Ω) est reflexif et séparable pour 1 < p < +∞ et son dual est isomorphe à Lp′(Ω)

avec
1

p
+

1

p′
= 1.

L1(Ω) est séparable mais pas réflexif, son dual est L∞(Ω) par contre le dual de

L∞(Ω) contient strictement L1(Ω).

Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini par :

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);∇u ∈ (Lp(Ω))N},

qui, munit de la norme

‖u‖1,p = (‖u‖p
p + ‖∇u‖p

p)
1
p ,

est un espace de Banach.

Si p = ∞, on munit W 1,∞(Ω) de la norme

‖u‖1,∞ = max(‖u‖∞, ‖∇u‖∞).

On note pour 1 ≤ p < +∞, W 1,p
0 (Ω) = D(Ω)

W 1,p(Ω)
.

Comme pour 1 ≤ p < +∞, l’espace D(Ω) est par définition dense dans W 1,p
0 (Ω),

on peut identifier le dual de W 1,p
0 (Ω) à un sous-espace de l’espace des distributions

D′(Ω) par :

W−1,p′(Ω) = (W 1,p
0 (Ω))′,

(
p′ =

p

p− 1

)
.

Dans la manipulation des espaces de Sobolev, très souvent on fait appel à certaines

injections dites de Sobolev. Nous rappelons une de ces injections donnée par le

Théorème de Rellich-Kondrachov.
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Théorème 1.1.1 Rellich-Kondrachov [28]

On suppose Ω de classe C∞ et p < N . Alors

W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) , ∀q ∈ [1, p∗[ où p∗ =
Np

N − p
.

En particulier, W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lp(Ω) pour tout p ∈ [1,+∞).

Traces des fonctions W 1,p(Ω)

On peut mentionner le résultat suivant sur les traces des fonctions W 1,p(Ω).

Théorème 1.1.2 Soient Ω un ouvert régulier de IRN 1 ≤ p ≤ ∞. Il existe un

opérateur linéaire continu τ : W 1,p(Ω) −→ Lp(∂Ω), appelé opérateur trace, tel que

τ : W 1,p(Ω) −→ Lp(∂Ω) est compact.

Pour 1 ≤ p ≤ ∞ on définit l’espace vectoriel W
1
p′ ,p(∂Ω) comme suit :

W
1
p′ ,p(∂Ω) = {τ(u);u ∈ W 1,p(Ω)}

que l’on munit de la norme

‖f‖ 1
p′ ,p

= inf{‖u‖1,p; τ(u) = f}.

Les premières propriétés les plus remarquables et très utiles pour nous sont les sui-

vantes :

• si u ∈ W 1,p(Ω), alors τ : W 1,p(Ω) −→ W
1
p′ ,p(∂Ω) est linéaire surjectif et

‖τ(u)‖ 1
p′ ,p

≤ C‖u‖1,p.

• Comme Ω est régulier, toute fonction u ∈ W
1
p′ ,p(∂Ω) est la trace d’une fonction

û ∈ W 1,p
0 (G), i.e. û|∂Ω = u où G est un ouvert de IRN contenant Ω.

Pour plus de détails concernant les espaces traces, voir C. B. Jr. Morrey [52], J.

Nečas [54], J. L. Lions et E. Magenes [49].

1.1.2 Espaces de Lebesgue et de Sobolev généralisés

Nous rappelons dans cette partie quelques définitions et propriétés des espaces

de Lebesgue et Sobolev à exposant variable (voir par exemple [45], [38] , [39], [33],
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[34] pour les démonstrations et plus de détails et [55] pour la théorie générale des

espaces d’Orlicz).

Pour un ouvert Ω ⊂ IRN , soit p(x) : Ω −→ [1,+∞] une fonction mesurable, appelée

l’exposant variable. Dans toute la suite, nous adoptons les notations suivantes :

C+(Ω) = {p|p ∈ C(Ω), p(x) > 1 pour tout x ∈ Ω̄},

et

p− := ess inf
x∈Ω

p(x), p+ := ess sup
x∈Ω

p(x).

Pour deux fonctions mesurables bornées p(.), q(.) : Ω → IR, on a

q(.) � p(.) si (p− q)− > 0.

On définit l’espace de Lebesgue généralisé Lp(x)(Ω), appelé aussi espace de Lebesque

à exposant variable, comme l’ensemble des fonctions mesurables u : Ω −→ IR pour

lesquelles le module convexe

ρp(x)(u) =
∫
Ω
|u|p(x)dx

est fini.

Si p+ < +∞, alors l’expression

‖u‖p(x) = inf{λ > 0 :
∫
Ω

∣∣∣∣u(x)λ
∣∣∣∣p(x)

dx ≤ 1},

définit une norme dans Lp(x)(Ω), appelée la norme de Luxembourg.

L’espace (Lp(x)(Ω), ‖u‖p(x)) est un espace de Banach et D(Ω) est dense dans Lp(x)(Ω).

De plus, si p− > 1, Lp(x)(Ω) est uniformément convexe donc réflexif et son dual est

isomorphe à Lp′(x)(Ω) , où
1

p(x)
+

1

p′(x)
= 1.

On a aussi l’inégalité suivante appelée inégalité de type Hölder :∣∣∣∣∫
Ω
uvd x

∣∣∣∣ ≤ (
1

p−
+

1

p′−
)‖u‖p(x)‖v‖p′(x)

pour tous u ∈ Lp(x)(Ω) et v ∈ Lp′(x)(Ω).

On définit à présent l’espace de Sobolev généralisé aussi appelé espace de Sobolev à

exposant variable

W 1,p(x)(Ω) = {u ∈ Lp(x)(Ω);∇u ∈ (Lp(x)(Ω))N}

- 26 -



CHAPITRE 1. RAPPELS ET DÉFINITIONS

qui, munit de la norme

‖u‖1,p(x) = ‖u‖p(x) + ‖∇u‖p(x)

est un espace de Banach.

L’espace W 1,p(x)
0 (Ω) désigne la fermeture de C∞0 (Ω) dans W 1,p(x)(Ω).

Soit p ∈ C+(Ω), p− ≥ 1 et u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), on a l’inégalité de Poincaré

‖u‖p(x) ≤ C ‖∇u‖p(x),

où C dépend de p(x) et Ω.

En particulier, si p− > 1, l’espace W 1,p(x)
0 (Ω) est un espace de Banach séparable et

réflexif. Son espace dual est noté par W−1,p′(x)(Ω).

Dans l’écriture des formulations variationnelles apparaît en général le module convexe

ρp(x), ce qui nous amène à énoncer le résultat important suivant (cf. [39]) :

Proposition 1.1.1 Si un, u ∈ Lp(x)(Ω) et p+ < +∞, les relations suivantes sont

vraies :

(i) ‖u‖p(x) < 1 (resp,= 1, > 1) ⇔ ρ(u) < 1 (resp, = 1, > 1),

(ii) ‖u‖p(x) > 1 ⇒ ‖u‖p−

p(x) ≤ ρ(u) ≤ ‖u‖p+

p(x),

(iii) ‖u‖p(x) < 1 ⇒ ‖u‖p+

p(x) ≤ ρ(u) ≤ ‖u‖p−

p(x),

(iv) ‖un‖p(x) → 0 (respectivement → +∞) ⇔ ρ(un) → 0 ( respectivement →

+∞),

(v) ρp(x)(u/‖un‖p(x)) = 1.

Proposition 1.1.2 (cf [39])

Si q ∈ C+(Ω̄) et si pour tout x ∈ Ω, q(x) < p∗(x) alors W 1,p(x)(Ω) ↪→↪→ Lq(x)(Ω) est

continue et compacte, où

p∗(x) =


Np(x)

N − p(x)
si p(x) < N,

∞ si p(x) ≥ N.

En particulier, on a W
1,p(x)
0 (Ω) ↪→↪→ Lp(x)(Ω) est continue et compacte (pour plus

de détails, voir Théorème 8.4.2 [35]).
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Proposition 1.1.3 (cf [71])

On note

p∂(x) =


(N − 1)p(x)

N − p(x)
si p(x) < N,

∞ si p(x) ≥ N.

Soit q ∈ C+(∂Ω). Si pour tout x ∈ ∂Ω, q(x) < p∂(x) alors W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(∂Ω)

est continue et compacte.

Définition 1.1.1 La fonction continue p(x) : Ω −→ [1,+∞) satisfait la condition

de continuité Höldérienne, s’il existe une constante C tel que

|p(x)− p(y)| ≤ C

−log|x− y|
∀x, y ∈ Ω avec |x− y| < 1

2
.

Remarque 1.1.1 Bien que cette condition de régularité n’est pas nécessaire pour

définir les espaces de Lebesgue et Sobolev à exposant variable, elle s’avère être très

utile pour ces espaces pour introduire quelques propriétés, telle que C∞(Ω) est dense

dans W 1,p(x)(Ω) et W 1,p(x)
0 (Ω) = W 1,p(x)(Ω)∩W 1,1

0 (Ω). De plus si 1 < p− ≤ p+ < N ,

alors l’injection de Sobolev reste vraie pour q(x) = p∗(x) (pour plus de détails voir

[33]).

Remarque 1.1.2 D’après l’inégalité de Poincaré, il est évident que les normes

‖∇u‖p(x) et ‖u‖1,p(x) sont équivalentes sur W 1,p(x)
0 (Ω).

1.1.3 Autres espaces fonctionnels

Pour tout k > 0, la fonction troncature de niveau k est la fonction définie sur IR

par :

Tk(s) :=

 s si |s| ≤ k,

k sign(s) si |s| > k,

où

sign(s) :=


1 si s > 0,

0 si s = 0,

−1 si s < 0.
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Il est clair que :

1) Tk(−s) = −Tk(s),

2) |Tk(s)| = min{|s|, k},

3) lim
k→∞

Tk(s) = s,

4) lim
k→0

1

k
Tk(s) = sign(s).

Soit p ∈ C+(Ω), on définit T 1,p(x)
0 (Ω) comme l’ensemble des fonctions mesurables

u : Ω −→ IR, tel que la fonction troncature Tk(u) ∈ W 1,p(x)
0 pour tout k > 0.

Par la suite nous avons besoin de définir la notion du gradient au sens faible de la

fonction mesurable u ∈ T 1,p(x)
0 (Ω).

Proposition 1.1.4 Pour tout u ∈ T 1,p(x)
0 (Ω), il existe une fonction mesurable unique

v : Ω → IRN tel que,

∇Tk(u) = vχ{|u|<k}, p.p. dans Ω, pour tout k > 0,

où χE est la fonction caractéristique de l’ensemble mesurable E. De plus, si u ∈

W 1,1
0 (Ω), alors v coïncide avec le gradient classique de u et on la note par v = ∇u.

Preuve

Le résultat provient de ([21], Lemme 2.1) dû au fait que

Tk(u) ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) ⊂ W 1,p−

0 (Ω), pour tout k > 0.

Lemme 1.1.1 Soient λ ∈ IR, u et v finies presque partout et appartenant à T 1,p(x)
0 (Ω)

introduits,

∇(u+ λv) = ∇u+ λ∇v p.p. dans Ω,

où ∇u, ∇v et ∇(u+λv) sont respectivement les gradients de u, v et u+λv introduit

dans la propostion 1.1.4.

1.2 Résultats d’intégration

Lemme de Fatou

Soit fn une suite de fonctions mesurables positives. Alors∫
Ω

(
lim inf
n→∞

fn

)
dx ≤ lim inf

n→∞

( ∫
Ω
fndx

)
.
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Théorème de convergence dominée de Lebesgue :

Soit fn une suite de fonctions de L1(Ω) convergeant presque partout vers une fonction

mesurable f . On suppose qu’il existe g ∈ L1(Ω) telle que pour tout n ≥ 1, on ait

|fn(x)| ≤ g(x) presque partout sur Ω. Alors f ∈ L1(Ω) et

lim
n→∞

∫
Ω
|fn − f |dx = 0, lim

n→∞

∫
Ω
fndx =

∫
Ω
fdx.

Définition de l’équi-intégrabilité :

On dit qu’une suite fn de fonctions de L1(Ω) est équi-intégrable si : pour tout ε > 0,

il existe δ > 0 tel que ∀E ⊂ Ω mesurable avec mes(E) < δ on ait∫
Ω
|fn|dx < ε.

Un théorème important permettant de montrer la convergence forte d’une suite à

partir d’une convergence presque partout est le Théorème de Vitali.

Théorème de Vitali :

Soit 1 ≤ p < +∞, Ω ⊂ IRN mesurable et (fn)n∈IN une suite de Lp(Ω) convergeant

presque partout vers une fonction f . Alors

fn −→ f fortement dans Lp(Ω) ⇐⇒ (fn)n est p− équi-intégrable.

Théorème de Stampacchia

Soit Ω un ouvert borné de IRN et 1 ≤ p < +∞. Soit u ∈ W 1,p
0 (Ω) et ϕ : IR → IR

une fonction continue, C1 par morceaux telle que ϕ(0) = 0 et ϕ′ est borné sur IR.

Alors ϕ(u) ∈ W 1,p
0 (Ω) et ∇ϕ(u) = ϕ′(u)∇u presque partout dans Ω.

Définition 1.2.1 Soient Ω un ouvert de IRN , u : Ω → IR et f ∈ C(Ω × IR).

L’opérateur Nf défini par

Nfu(x) = f(x, u(x))

est appelé opérateur de Nemytskii relatif à f .

Lemme 1.2.1 Soit (X,M, µ) un espace mesuré tel que µ(X) < +∞. On considère

la fonction mesurable γ : X −→ [0,+∞] telle que

µ({x ∈ X : γ(x) = 0}) = 0.
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Alors, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

µ(A) < ε ∀A ∈M avec
∫

A
γdµ < δ.

Proposition 1.2.1 [28] Soit V un espace de Banach uniformément convexe.

Soit (xn) une suite dans V telle que xn → x pour la topologie faible σ(V, V ′) et

lim sup ‖xn‖ ≤ ‖x‖.

Alors xn → x fortement.

1.3 Opérateurs monotones

Dans ce qui suit, V est un espace de Banach réflexif et séparable et A une

application de V dans V ′.

Définition 1.3.1 On dit que

i) A est monotone si :

∀u, v ∈ V, 〈A(u)− A(v), u− v〉 ≥ 0.

ii) A est hémicontinue si : pour tous u, v, w ∈ V , l’application

t 7→ 〈A(u+ tv), w〉 est continue de IR dans IR.

iii) A est coercif si :

lim
‖u‖V →+∞

〈A(u), v〉
‖u‖V

= +∞.

Théorème 1.3.1 ([48]) Soit A un opérateur vérifiant :

1. A est borné,

2. A est hémi-continu,

3. A est monotone,

4. A est coercif.

Alors A est surjectif de V → V ′, i.e. pour f ∈ V ′, il existe u ∈ V tel que A(u) = f .
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Remarque 1.3.1 ([48]) Le résultat du Théorème 1.3.1 reste vrai si l’on remplace

l’hypothèse de monotonie par la Propriété de type (M) :

5. A est de type (M) si :

un ⇀ u dans V faible

A(un) ⇀ χ dans V ′ faible

lim sup
n→∞

〈A(un), un〉 ≤ 〈χ, u〉


=⇒ χ = A(u).

Définition 1.3.2 i) On dit que A est pseudo-monotone (au sens 1) si :

un ⇀ u dans V faible

A(un) ⇀ χ dans V ′ faible

lim sup
n→∞

〈A(un), un〉 ≤ 〈χ, u〉


=⇒ χ = Au et 〈A(un), un〉 → 〈A(u), u〉.

ii) On dit que A est pseudo-monotone (au sens 2) si :

un ⇀ u dans V faible

lim sup
n→∞

〈A(un), un − u〉 ≤ 0

 =⇒ ∀v ∈ V, lim inf〈A(un), un−v〉 ≥ 〈A(u), u−v〉.

Les deux définitions de pseudo-monotonie sont essentiellement équivalentes. Plus

précisément :

Proposition 1.3.1 Si A est borné, alors A est pseudo-monotone au sens 1 si et

seulement si il est pseudo-monotone au sens 2.

Remarque 1.3.2 Si A est pseudo-monotone au sens 1, alors A est trivialement de

type (M). De plus, la pseudo-monotonie est une généralisation de la monotonie.

Définition 1.3.3 Soit V un espace de Banach séparable réflexif. Un opérateur A

de V → V ′ est dit du type du "Calcul des Variations", s’il est borné et si on peut le

représenter par

A(v) = A(v, v), (1.1)

où (u, v) 7→ A(u, v) est un opérateur défini de V × V → V ′ ayant les propriétés

suivantes : ∀ u ∈ V, v 7→ A(u, v) est hémicontinue bornée de V → V ′,

et (A(u, u)− A(u, v), u− v) ≥ 0,
(1.2)
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∀ v ∈ V, u 7→ A(u, v) est borné hémicontinue de V → V ′, si un ⇀ u dans V faible et si (A(un, un)− A(un, u), un − u) → 0

alors, ∀v ∈ V, A(un, v) → A(u, v) dans V ′ faible,
(1.3)

 si un ⇀ u dans V faible et si A(un, v) ⇀ ψ dans V ′ faible,

alors (A(un, v), un) → (ψ, u).
(1.4)

Le symbole ⇀ désigne la convergence faible.

Proposition 1.3.2 [48]

A est du calcul des variations ⇒ A pseudo-monotone.

Théorème 1.3.2 [48] Soit A un opérateur pseudo-monotone coercif. Alors ∀f ∈ V ′,

l’équation A(u)=f admet au moins une solution.

1.4 Résultats Fondamentaux

Lemme 1.4.1 Soit f : Ω× IR→ IR une fonction de Carathéodory vérifiant

|f(x, s)| ≤ a(x) + b|s|p1(x)/p2(x); ∀x ∈ Ω et s ∈ IR, p1, p2 sont dans C+(Ω̄), a ∈

Lp2(x)(Ω), a(x) ≥ 0 et b ≥ 0, alors l’opérateur de Nemytskii de Lp1(x)(Ω) vers

Lp2(x)(Ω) est un opérateur continu et borné.

Lemme 1.4.2 Soit ξ, η ∈ IRN et soit 1 ≤ p <∞. On a

1

p
|ξ|p − 1

p
|η|p ≤ |ξ|p−2ξ(ξ − η).

Preuve

On considère la fonction f : IR+ → IR définie par x 7→ xp − px+ (p− 1).

On a

f(x) ≥ min
y∈IR+

f(y) = f(1) = 0 ∀x ∈ IR+.

On prend x = |η|
|ξ| ( si |ξ| = 0, le résultat est trivial) dans la fonction ci-dessus pour

obtenir le résultat du lemme en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
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Lemme 1.4.3 Soient a ≥ 0, b ≥ 0 et soit 1 ≤ p < +∞. On a

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp).

Preuve

Si a = 0, le résultat est trivial.

Si a > 0, on peut écrire l’inégalité sous la forme

(1 + x)p ≤ 2p−1(1 + xp),

avec 0 ≤ x =
b

a
.

la fonction

f(x) =
(1 + x)p

1 + xp
,

satisfait

f(0) = 1 = lim
x→+∞

f(x),

et

f(x) > 0, pour tout 0 < x < +∞.

Donc, pour x ≥ 0, f atteint son maximum seulement au point x = 1.

Comme

f(1) = 2p−1,

le résultat s’ensuit.

Remarque 1.4.1 Il est clair de voir que sous la condition 1 ≤ p− ≤ p+ < +∞,

on a

(a+ b)p(x) ≤ 2p+−1(ap(x) + bp(x)).
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Chapitre 2
Etude de problèmes elliptiques

quasilinéaires

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre 1 est l’étude de l’existence de solutions du problème

elliptique suivant :  Au = f(x, u,∇u) dans D′(Ω),

u = 0 sur ∂Ω,
(2.1)

où Ω est un ouvert borné de IRN (N ≥ 2), p ∈ C+(Ω̄) et 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < N .

A est un opérateur de type Leray-Lions définie deW 1,p(x)
0 (Ω) dans son dualW−1,p′(x)(Ω)

par la formule :

Au = −div(a(x, u,∇u)). (2.2)

f : Ω× IR× IRN → IR est une fonction de Carathéodory satisfaisant la condition de

croissance :

|f(x, r, ξ)| ≤ g(x) + |r|η(x) + |ξ|δ(x), (2.3)

où 0 ≤ η(x) < p(x)− 1 et 0 ≤ δ(x) < (p(x)− 1)/p′(x).

Ce problème a été étudié dans le cas d’un exposant constant par Boccardo, Murat

1Ce chapitre est l’objet de l’article [19], publié à Elec. J. Diff. Equ (EJDE).
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et Puel dans [25], où f satisfait la condition :

|f(x, r, ξ)| ≤ h(|r|)(1 + |ξ|p), (2.4)

et h est une fonction croissante de IR+ → IR+.

Kao et Tsai [42], ont montré l’existence du résultat sous la condition de croissance :

|f(x, r, ξ)| ≤ C(1 + |r|δ + |ξ|p). (2.5)

Cependant, on peut aussi citer la travail de Fan et Zhang [37], où ils ont étudié le

cas particulier  −div (|∇u|p(x)−2∇u) = f(x, u) x ∈ Ω

u = 0 sur ∂Ω,
(2.6)

avec f satisfaisant la condition de croissance :

|f(x, r)| ≤ C1 + C2|r|β(x)−1, (2.7)

où 1 ≤ β < p−.

Le taravail de ce chapitre peut être vu comme une généralisation [25], car dans [37]

les auteurs ont considéré f = f(x, u) et dans [25, 42], ils ont pris p(x) = p.

Le plan de ce chapitre est comme suit : A la section 2, nous introduisons les

hypothèses de base et nous démontrons quelques lemmes. Dans la section 3, on fait

la démonstration du résultat d’existence de solutions.

2.2 Hypothèses de base et quelques lemmes

Pour exposer nos résultats, on rappelle en premier lieu les hypothèses et les

lemmes de base dont on va faire usage dans ce chapitre. Pour p ∈ C+(Ω̄) tel que

1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < N , on note

Au = −div(a(x, u,∇u)),

où a : Ω × IR × IRN → IRN est une fonction de Carathéodory qui satisfait les

hypothèses suivantes :
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(H1) Il existe k(x) ∈ Lp′(x)(Ω) et β > 0 tels que pour tout r et ξ et pour presque

tout x on ait

|a(x, r, ξ)| ≤ β[k(x) + |r|p(x)−1 + |ξ|p(x)−1]

(H2) Pour tout r, ξ et η et pour presque tout x on a

[a(x, r, ξ)− a(x, r, η)](ξ − η) > 0 pour ξ 6= η ∈ IRN

(H3) Il existe α > 0 tel que pour tout r ∈ IRN , ξ ∈ IRN et pour presque tout

x ∈ Ω on ait

a(x, r, ξ)ξ ≥ α|ξ|p(x).

soit f est une fonction de Carathéodory définie sur Ω× IR× IRN telle que

(H4) Pour presque tout x ∈ Ω et tout (r, ξ) ∈ IR× IRN , on a

|f(x, r, ξ)| ≤ g(x) + |r|η(x) + |ξ|δ(x),

où g : Ω → IR+, g ∈ Lp′(x)(Ω) et 0 ≤ η(x) < p(x)− 1, 0 ≤ δ(x) < p(x)−1
p′(x)

.

Lemme 2.2.1 Supposons que (H1)–(H4) sont satisfaits et soient (un)n∈IN une suite

de W 1,p(x)
0 (Ω) et u ∈ W 1,p(x)

0 (Ω). Si un ⇀ u dans W 1,p(x)
0 (Ω), alors

a(x, un,∇v) → a(x, u,∇v) dans (Lp′(x)(Ω))N ,∀v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Preuve

D’après (H1), il s’ensuit que

|a(x, un,∇v)|p
′(x) ≤ βp′(x)[k(x) + |un|p(x)−1 + |∇v|p(x)−1]p

′(x)

≤ (β + 1)p′+2p′+−1 [ k(x)p′(x) + 2p′+−1 ( |un|(p(x)−1) p′(x) + |∇v|(p(x)−1) p′(x)) ]

≤ (β + 1)p′+22(p′+−1)[ k(x)p′(x) + |un|p(x) + |∇v|p(x) ].

(2.8)

Dans la seconde inégalité ci-dessus, nous avons utilisé la Remarque 1.4.1. Puisque

un ⇀ u dansW 1,p(x)
0 (Ω) et comme d’après la Proposition 1.1.2, l’injectionW 1,p(x)

0 (Ω) ↪→↪→

Lp(x) est continue et compacte alors, il existe une suite qui sera encore notée (un)

tel que, un → u dans Lp(x)(Ω), et p.p. dans Ω. Par conséquent,

|a(x, un,∇v)|p
′(x) → |a(x, u,∇v)|p′(x) p.p. dans Ω (2.9)
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et

(β + 1)p′+22(p′+−1)[ k(x)p′(x) + |un|p(x) + |∇v|p(x) ]

−→ (β + 1)p′+22(p′+−1)[k(x)p′(x) + |u|p(x) + |∇v|p(x)] p.p dans Ω.

(2.10)

Pour tout sous-ensemble mesurable E, on a

∫
E
|a(x, un,∇v)|p

′(x)dx ≤ (β+1)p′+22(p′+−1)
[ ∫

E
k(x)p′(x)dx+

∫
E
|un|p(x)dx+

∫
E
|∇v|p(x)dx

]
.

(2.11)

De (2.10) et (2.11), on déduit qu’il existe η(ε) tel que

∫
E
|a(x, un,∇v)|p

′(x)dx < ε,

pour tout E avec mes(E) < η(ε) ; ce qui implique l’équi-integrabilité de a(x, un,∇v).

Finallement, d’après le théorème de Vitali on aura,

a(x, un,∇v) → a(x, u,∇v) dans (Lp′(x)(Ω))N . (2.12)

Lemme 2.2.2 Pour 1 < r(x) < ∞, soient g ∈ Lr(x)(Ω) et gn ∈ Lr(x)(Ω) avec

‖gn‖Lr(x)(Ω) ≤ C. Si gn(x) → g(x) p.p. dans Ω, alors gn ⇀ g dans Lr(x)(Ω).

Preuve

Soit

E(N) = {x ∈ Ω : |gn(x)− g(x)| ≤ 1, ∀n ≥ N}.

mes(E(N)) → mes(Ω) quand N →∞.

Posons

F = {ϕN ∈ Lr′(x)(Ω) : ϕN ≡ 0 p.p. dans Ω\E(N)}.

Montrons que F est dense dans Lr′(x)(Ω).

Soit f ∈ Lr′(x)(Ω), on prend

f
N
(x) =

 f(x) si x ∈ E(N),

0 si x ∈ Ω\E(N).
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Alors

ρr′(x)(fN
− f) =

∫
Ω
|f

N
(x)− f(x)|r′(x)dx

=
∫

E(N)
|f

N
(x)− f(x)|r′(x)dx+

∫
Ω\E(N)

|f
N
(x)− f(x)|r′(x)dx

=
∫
Ω\E(N)

|f(x)|r′(x)dx

=
∫
Ω
|f(x)|r′(x)χ

Ω\E(N)
dx.

Si on prend ψN(x) = |f(x)|r′(x)χΩ\E(N) pour presque tout x dans Ω, on obtient

ψN → 0 p.p. dans Ω et |ψN | ≤ |f |r
′(x).

Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on déduit ρr′(x)(fN − f) → 0

quand N →∞ ; par la suite fN → f dans Lr′(x)(Ω).

Aussi F est dense dans Lr′(x)(Ω).

Maintenant, montrons que

lim
n→∞

∫
Ω
ϕ(x)(gn(x)− g(x))dx = 0, ∀ ϕ ∈ F .

Puisque ϕ ≡ 0 dans Ω \ E(N), il suffit de prouver que∫
E(N)

ϕ(x)(gn(x)− g(x))dx→ 0 quand n→∞.

On pose φn = ϕ(gn − g).

Comme |ϕ(x)‖gn(x)−g(x)| ≤ |ϕ(x)| p.p. dans E(N) et φn → 0 p.p. dans Ω, grâce au

théorème de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que φn → 0 dans L1(Ω).

Ce qui implique que

lim
n→∞

∫
Ω
ϕ(x)(gn(x)− g(x))dx = 0, ∀ ϕ ∈ F .

Par la densité de F dans Lr′(x)(Ω), on peut conclure que

lim
n→∞

∫
Ω
ϕgndx =

∫
Ω
ϕgdx, ∀ϕ ∈ Lr′(x)(Ω).

Finalement, gn ⇀ g dans Lr(x)(Ω).

Lemme 2.2.3 Supposons que (H1)–(H4) ont lieu et soit (un)n∈IN une suite dans

W
1,p(x)
0 (Ω) telle que un ⇀ u dans W 1,p(x)

0 (Ω) et∫
Ω
[a(x, un,∇un)− a(x, un,∇u)]∇(un − u) dx→ 0. (2.13)

Alors, un → u dans W 1,p(x)
0 (Ω).
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Preuve

Soit Dn = [a(x, un,∇un)− a(x, un,∇u)]∇(un − u).

D’après (H2), Dn est une fonction positive et selon (2.13) Dn → 0 dans L1(Ω). On

peut extraire une sous-suite, encore notée un qui converge faiblement vers u dans

W
1,p(x)
0 (Ω), ce qui donne un → u p.p. dans Ω. De même, Dn → 0 p.p. dans Ω.

Alors, il existe un sous-ensemble B de Ω, de mesure nulle, tel que pour x ∈ Ω \ B,

|u(x)| <∞, |∇u(x)| <∞, k(x) <∞, un(x) → u(x), Dn(x) → 0.

Définissons ξn = ∇un(x) et ξ = ∇u(x), on a

Dn(x) = [a(x, un, ξn)− a(x, un, ξ)](ξn − ξ)

= a(x, un, ξn)ξn + a(x, un, ξ)ξ − a(x, un, ξn)ξ − a(x, un, ξ)ξn

≥ α|ξn|p(x) + α|ξ|p(x)

−β(k(x) + |un|p(x)−1 + |ξn|p(x)−1 ) |ξ|

−β(k(x) + |un|p(x)−1 + |ξ|p(x)−1 ) |ξn|

≥ α|ξn|p(x) − Cx[1 + |ξn|p(x)−1 + |ξn|],

(2.14)

où Cx est une constante qui ne dépend que de x.

Or, un(x) → u(x), et on a |un(x)| ≤Mx, où Mx est une constante positive.

Par conséquent par un argument standard, |ξn| est uniformément bornée par rapport

à n. En effet (2.14) devient

Dn(x) ≥ |ξn|p(x)(α− Cx

|ξn|p(x)
− Cx

|ξn|
− Cx

|ξn|p(x)−1
). (2.15)

Si |ξn| → ∞ (pour une sous-suite), alors Dn(x) →∞ ce qui est absurde. Posons ξ∗

un point d’adhérence de ξn. On a |ξ∗| <∞ et par la continuité de a, on obtient

[a(x, u(x), ξ∗)− a(x, u(x), ξ)](ξ∗ − ξ) = 0. (2.16)

Grâce à l’hypothèse (H2), on a ξ∗ = ξ.

L’unicité du point d’adhérence implique que

∇un(x) → ∇u(x) p.p. dans Ω. (2.17)

Puisque la suite a(x, un,∇un) est bornée dans (Lp′(x)(Ω))N

et a(x, un,∇un) → a(x, u,∇u) p.p. dans Ω, le Lemme 2.2.2 donne

a(x, un,∇un) ⇀ a(x, u,∇u) dans (Lp′(x)(Ω))N p.p. dans Ω. (2.18)
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Posons ȳn = a(x, un,∇un)∇un et ȳ = a(x, u,∇u)∇u.

Comme dans [25], on peut écrire

ȳn → ȳ dans L1(Ω).

D’après (H3), on a

α|∇un|p(x) ≤ a(x, un,∇un)∇un.

Soient zn = |∇un|p(x), z = |∇u|p(x), yn = ȳn

α
et y = ȳ

α
.

Alors, d’après le lemme de Fatou,

∫
Ω

2y dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω
(y + yn)− |zn − z| dx; (2.19)

i.e., 0 ≤ − lim sup
n→∞

∫
Ω
|zn − z|dx.

Alors

0 ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω
|zn − z|dx ≤ lim sup

n→∞

∫
Ω
|zn − z|dx ≤ 0, (2.20)

cela implique que

∇un → ∇u dans (Lp(x)(Ω))N . (2.21)

Ainsi un → u dans W 1,p(x)
0 (Ω), ce qui achève la démonstration.

Pour v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), on définit l’opérateur de Nemytskii F par rapport à f , par

F (v,∇v)(x) = f(x, v,∇v); p.p. x dans Ω. (2.22)

Lemme 2.2.4 L’opérateur v 7→ F (v,∇v) est continu de W 1,p(x)
0 (Ω) dans Lp′(x)(Ω).

Preuve

D’après (H4), on a

|f(x, r, ξ)| ≤ g(x) + |r|η(x) + |ξ|δ(x), (2.23)

ainsi, d’après la remarque 1.4.1,

|f(x, r, ξ)|p′(x) ≤ 22(p′+−1)
(
g(x)p′(x) + |r|p′(x)η(x) + |ξ|p′(x)δ(x)

)
. (2.24)
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Soit E un sous-ensemble mesurable de Ω. Alors∫
E
|f(x, v,∇v)|p′(x)dx ≤ C

( ∫
E
g(x)p′(x)dx+

∫
E
|v|p′(x)η(x)dx+

∫
E
|∇v|p′(x)δ(x)dx

)
,

(2.25)

avec 0 ≤ η(x) < p(x)− 1, 0 ≤ p′(x)η(x) < p(x) et

0 ≤ δ(x) <
p(x)− 1

p′(x)
⇒ 0 ≤ p′(x)δ(x) < p(x)− 1. (2.26)

Pour toute suite (vn)n∈IN telle que vn → v dansW 1,p(x)
0 (Ω), démontrons que F (vn,∇vn) →

F (v,∇v) dans W 1,p(x)
0 (Ω).

On a vn → v dans W 1,p(x)
0 (Ω), ce qui implique que vn → v p.p. dans Ω,

∇vn → ∇v p.p. dans Ω.

Comme f est une fonction de Carathéodory vérifiant l’inégalité (2.3), alors

|f(x, vn,∇vn)|p′(x) −→ |f(x, v,∇v)|p′(x) p.p. dans Ω, (2.27)

|f(x, vn,∇vn)|p′(x) ≤ C
(
g(x)p′(x) + |vn|p

′(x) η(x) + |∇vn|p
′(x) δ(x)

)
(2.28)

et

C
(
g(x)p′(x)+|vn|p

′(x) η(x)+|∇vn|p
′(x) δ(x)

)
−→ C

(
g(x)p′(x)+|v|p′(x) η(x)+|∇v|p′(x) δ(x)

)
.

(2.29)

Par conséquent, en utilisant le théorème de Vitali, on déduit que

f(x, vn,∇vn) → f(x, v,∇v) dans Lp′(x)(Ω); (2.30)

i.e., v 7→ F (v,∇v) est continu.

2.3 Résultats d’existence

Considérons le problème −div a(x, u,∇u) = f(x, u,∇u) dans D′(Ω),

u = 0 sur ∂Ω,
(2.31)

Le résultat principal du chapitre est le suivant.
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Théorème 2.3.1 Sous les hypothèses (H1)–(H4), il existe au moins une solution

u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) du problème (2.31).

Preuve d’existence de la solution

Cette preuve se fait en deux étapes.

Etape 1 L’opérateur B : W
1,p(x)
0 (Ω) → W−1,p′(x)(Ω) défini par

B(v) := A(v)− f(x, v,∇v)

est du type du Calcul des Variations.

Assertion 1. Soit

B(u, v) = −
N∑

i=1

∂

∂xi

ai(x, u,∇v)− f(x, u,∇u).

Alors B(v) = B(v, v) ∀v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Assertion 2. L’opérateur v 7→ B(u, v) est borné pour tout u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Soit ψ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), on a

〈B(u, v), ψ〉 =
N∑

i=1

∫
Ω
ai(x, u,∇v)

∂ψ

∂xi

dx−
∫
Ω
f(x, u,∇u)ψ(x)dx. (2.32)

D’après l’inégalité de type Hölder, la condition de croissance (H1) et comme dans

(2.8), on déduit que

N∑
i=1

∫
Ω
ai(x, u,∇v)

∂ψ

∂xi

dx =
∫
Ω
a(x, u,∇v)∇ψ dx

≤ (
1

p−
+

1

p′−
) ‖a(x, u,∇v)‖(Lp′(x)(Ω))N ‖∇ψ‖(Lp(x)(Ω))N

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)
( ∫

Ω
|a(x, u,∇v)|p′(x) dx

) 1
γ ‖ψ‖1,p(x)

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)
( ∫

Ω
[β(k(x) + |u|p(x)−1 + |∇v|p(x)−1)]p

′(x)dx
) 1

γ ‖ψ‖1,p(x)

≤ C ′
( ∫

Ω
k(x)p′(x) dx+

∫
Ω
|u|p(x) dx+

∫
Ω
|∇v|p(x) dx

) 1
γ ‖ψ‖1,p(x),

où

γ =

 p′− si ‖a(x, u,∇v)‖(Lp′(x)(Ω))N > 1,

p′+ si ‖a(x, u,∇v)‖(Lp′(x)(Ω))N ≤ 1.
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Rappelons que ‖ψ‖1,p(x) est une norme équivalente à la norme ‖∇ψ‖p(x) surW 1,p(x)
0 (Ω)

(voir remarque 1.1.2).

On a, k ∈ Lp′(x)(Ω), u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) et v ∈ W 1,p(x)

0 (Ω).

Par conséquent,
N∑

i=1

∫
Ω
ai(x, u,∇v)

∂ψ

∂xi

≤ C‖ψ‖1,p(x). (2.33)

De même,∫
Ω
f(x, u,∇u) ψ dx ≤ (

1

p−
+

1

p′−
) ‖f(x, u,∇u)‖Lp′(x)(Ω) ‖ψ‖Lp(x)(Ω)

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)(
∫
Ω
|f(x, u,∇u)|p′(x) dx

) 1
α ‖ψ‖1,p(x),

où

α =

 p′− si ‖f(x, u,∇u)‖Lp′(x)(Ω) > 1,

p′+ si ‖f(x, u,∇u)‖Lp′(x)(Ω) ≤ 1.

Alors, (H4) entraîne∫
Ω
f(x, u,∇u) ψ dx ≤ (

1

p−
+

1

p′−
)‖ψ‖1,p(x)[

∫
Ω
(g(x) + |u|η(x) + |∇u|δ(x))p′(x) dx]

1
α

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)‖ψ‖1,p(x)2

2 (p′+−1) 1
α [
∫
Ω
(g(x)p′(x) + |u|η(x) p′(x) + |∇u|δ(x)p′(x))dx]

1
α

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)‖ψ‖1,p(x)2

2(p′+−1)
α [

∫
Ω
g(x)p′(x) +

∫
Ω
|u|η(x)p′(x)dx

+
∫
Ω
|∇u|δ(x)p′(x))dx]

1
α

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)‖ψ‖1,p(x)2

2(p′+−1)
α [

∫
Ω
g(x)p′(x)dx+ |u|β

Lp′η + |∇u|θLp′δ ]
1
α

où

β =

 (ηp′ )+ si ‖u‖Lp′η > 1

(ηp′ )− si ‖u‖Lp′η ≤ 1

et

θ =

 (δp′ )+ si ‖∇u‖Lp′δ > 1

(δp′ )− si ‖∇u‖Lp′δ ≤ 1.

Puisque 0 ≤ η(x) < p(x)− 1, cela implique que 0 ≤ η(x)p′(x) < p(x).

Par conséquent il existe une constance C1 > 0 tel que

‖u‖Lp′η ≤ C1‖u‖Lp(x)(Ω) (2.34)

et de même 0 ≤ δ(x) < (p(x) − 1)/p′(x), implique que 0 ≤ δ(x)p′(x) < p(x) − 1 <

p(x).
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Ainsi il existe une constante C2 > 0 telle que

‖∇u‖Lp′δ ≤ C2‖∇u‖Lp(x)(Ω) . (2.35)

Comme u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), il existe une constante C3 > 0 telle que

∫
Ω
f(x, u,∇u)ψdx ≤ C3‖ψ‖1,p(x). (2.36)

Par conséquent, il existe une constante C0 > 0 telle que

|〈B(u, v), ψ〉| ≤ C0‖ψ‖1,p(x) ∀u, v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω); (2.37)

i.e., 〈B(u, v), ψ〉 est borné dans W 1,p(x)
0 (Ω)×W

1,p(x)
0 (Ω).

Pour tout u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), v 7→ B(u, v) est hemicontinu.

i.e., l’opérateur λ 7→ 〈B(u, v1 +λv2), ψ〉 est continu pour tout v1, v2, ψ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Par la suite nous avons besoin du lemme 2.2.2.

ai(x, u,∇(v1 + λv2)) → ai(x, u,∇v1) p.p. dans Ω lorsque λ 7→ 0. (2.38)

et, d’après (H1),

|a(x, u,∇(v1 + λv2))| ≤ β(k(x) + |u|p(x)−1 + |∇(v1 + λv2)|p(x)−1) . (2.39)

De plus, (a(x, u,∇(v1 + λv2)))λ est bornée dans (Lp′(x)(Ω))N ; donc, le lemme 2.2.2,

entraîne

a(x, u,∇(v1 + λv2)) ⇀ a(x, u,∇v1) dans (Lp′(x)(Ω))N lorsque λ→ 0. (2.40)

D’où,

lim
λ→0

< B(u, v1 + λv2), ψ > = lim
λ→0

N∑
i=1

∫
Ω
ai(x, u,∇(v1 + λv2) )

∂ψ

∂xi

dx−
∫
Ω
f(x, u,∇u) ψ dx

=
N∑

i=1

∫
Ω
ai(x, u,∇v1)

∂ψ

∂xi

dx−
∫
Ω
f(x, u,∇u) ψ dx

= < B(u, v1), ψ > ∀ v1, v2, ψ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

(2.41)

De la même façon, nous montrons que pour tout v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), u 7→ B(u, v) est

bornée et hemicontinue.
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En effet, en utilisant (H4), on a (f(x, u1 + λu2,∇(u1 + λu2)))λ est bornée dans

Lp′(x)(Ω) et puisque f est une fonction de Carathéodory,

f(x, u1 + λu2,∇(u1 + λu2)) → f(x, u1,∇u1) lorsque λ→ 0, (2.42)

Par conséquent, le Lemme 2.2.2 donne

f(x, u1 + λu2,∇(u1 + λu2)) ⇀ f(x, u1,∇u1) dans Lp′(x)(Ω) lorsque λ→ 0. (2.43)

D’autre part, comme dans (2.40), on a

a(x, u1 + λu2,∇v) ⇀ a(x, u1,∇v) dans Lp′(x)(Ω) quand λ→ 0. (2.44)

La combinaison (2.43) et (2.44), nous permet de conclure que u 7→ B(u, v) est bornée

et hemicontinue.

Assertion 3.

〈B(u, u)−B(u, v), u− v〉 =
N∑

i=1

∫
Ω
(ai(x, u,∇u)− ai(x, u,∇v))(

∂u

∂xi

− ∂v

∂xi

)dx ≥ 0

(2.45)

En effet, le résultat est une conséquence de l’hypothèse (H2).

Assertion 4. Supposons que un ⇀ u dans W 1,p(x)
0 (Ω), et 〈B(un, un)−B(un, u), un−

u〉 → 0 quand n→∞.

Prouvons que B(un, v) ⇀ B(u, v) dans W−1,p′(x)(Ω).

On a 〈B(un, un)−B(un, u), un − u〉 → 0 quand n→∞,

〈
N∑

i=1

−[
∂

∂xi

ai(x, un,∇un) + ai(x, un,∇u)], un − u〉

=
N∑

i=1

∫
Ω

[ai(x, un,∇un)− ai(x, un,∇u)] (
∂un

∂xi

− ∂u

∂xi

) dx −→ 0 quand n→∞.

Par conséquent du Lemme 2.2.3, on déduit que un → u dans W 1,p(x)
0 (Ω) et gràce au

Lemme 2.2.4,

f(x, un,∇un) → f(x, u,∇u) dans Lp′(x)(Ω). (2.46)

Puisque un ⇀ u dans W 1,p(x)
0 (Ω) et v ∈ W

1,p(x)
0 (Ω), par le Lemme 2.2.1, on a

ai(x, un,∇v) → ai(x, u,∇v) dans Lp′(x)(Ω).

Par conséquent, ∫
Ω
ai(x, un,∇v)

∂ψ

∂xi

dx→
∫
Ω
ai(x, u,∇v)

∂ψ

∂xi

dx. (2.47)
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D’autre part, on a f(x, un,∇un) → f(x, u,∇u) dans Lp′(x)(Ω), donc faiblement.

Puisque ψ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), on a ψ ∈ Lp(x)(Ω). Alors,∫

Ω
f(x, un,∇un)ψdx→

∫
Ω
f(x, u,∇u)ψdx quand n→∞.

Par conséquent,

lim
n→∞

〈B(un, v), ψ〉 = lim
n→∞

( N∑
i=1

∫
Ω
ai(x, un,∇v)

∂ψ

∂xi

dx−
∫
Ω
f(x, un,∇vn) ψ dx

)

=
N∑

i=1

∫
Ω
ai(x, u,∇v)

∂ψ

∂xi

dx−
∫
Ω
f(x, u,∇u) ψ dx

= 〈B(u, v), ψ〉 pour tout ψ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Assertion 5. Supposons que un ⇀ u dans W
1,p(x)
0 (Ω) et B(un, v) ⇀ ψ dans

W−1,p′(x)(Ω). Montrons que 〈B(un, v), un〉 → 〈ψ, u〉.

Comme un ⇀ u dans W 1,p(x)
0 (Ω), le Lemme 2.2.1 entraine que,

ai(x, un,∇v) → ai(x, u,∇v) dans Lp′(x)(Ω) quand n→∞. (2.48)

Par conséquent, ∫
Ω
ai(x, un,∇v)

∂un

∂xi

dx→
∫
Ω
ai(x, u,∇v)

∂u

∂xi

dx. (2.49)

Ainsi
N∑

i=1

∫
Ω
ai(x, un,∇v)

∂u

∂xi

dx−
∫
Ω
f(x, un,∇un)udx→ 〈ψ, u〉, (2.50)

on obtient

〈B(un, v), un〉 =
N∑

i=1

∫
Ω
ai(x, un,∇v)

∂un

∂xi

dx−
∫
Ω
f(x, un,∇un) un dx

=
N∑

i=1

[
∫
Ω
ai(x, un,∇v) (

∂un

∂xi

− ∂u

∂xi

) dx+
∫
Ω
ai(x, un,∇v)

∂u

∂xi

dx]

−
∫
Ω
f(x, un,∇un) u dx−

∫
Ω
f(x, un,∇un) (un − u) dx.

Au regard de (2.48) et (2.49), on déduit que
N∑

i=1

∫
Ω
ai(x, un,∇v)(

∂un

∂xi

− ∂u

∂xi

)dx→ 0. (2.51)

D’autre part, l’inégalité de type Hölder nous amène,∫
Ω
|f(x, un,∇un)(un − u)| dx ≤ (

1

p−
+

1

p′−
)|f(x, un,∇un)|Lp′(x)(Ω) |un − u|Lp(x)(Ω)

≤ C |un − u|Lp(x)(Ω) −→ 0 quand n→∞.

(2.52)
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i.e., ∫
Ω
f(x, un,∇un)(un − u)dx→ 0 quand n→∞. (2.53)

Tenant compte de (2.50), (2.51) et (2.53), on conclut que

lim
n→∞

〈B(un, v), un〉 = 〈ψ, u〉. (2.54)

ETAPE 2 L’opérateur B satisfait la condition de coercivité :

lim
‖v‖1,p(x)→∞

〈B(v), v〉
‖v‖1,p(x)

= +∞. (2.55)

En effet,

〈B(v), v〉 =
N∑

i=1

∫
Ω
ai(x, v,∇v)

∂v

∂xi

dx−
∫
Ω
f(x, v,∇v)v dx. (2.56)

Alors de (H3), on a

〈B(v), v〉 ≥ α‖v‖p(x)
1,p(x) −

∫
Ω
f(x, v,∇v)v dx (2.57)

D’après (H4), on a

∫
Ω
f(x, v,∇v)vdx ≤

∫
Ω
g(x)|v| dx+

∫
Ω
|v|η(x)+1dx+

∫
Ω
|∇v|δ(x)|v|dx. (2.58)

Grâce à l’inégalité de Hölder, on obtient

∫
Ω
g(x)|v|dx ≤ (

1

p−
+

1

p′−
)‖g‖Lp′(x)(Ω)‖v‖Lp(x)(Ω) ≤ C0‖v‖1,p(x). (2.59)

D’autre part, on a

∫
Ω
|v|η(x)+1 dx ≤

 ‖v‖η+ +1

Lη(x)+1(Ω)
si ‖v‖Lη(x)+1(Ω) > 1,

‖v‖η− +1

Lη(x)+1(Ω)
si ‖v‖Lη(x)+1(Ω) ≤ 1.

Par conséquent, ∫
Ω
|v|η(x)+1 ≤ ‖v‖β

Lη(x)+1(Ω)
, (2.60)

où

β =

 η+ + 1 si ‖v‖Lη(x)+1(Ω) > 1,

η− + 1 si ‖v‖Lη(x)+1(Ω) ≤ 1.
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Comme 0 ≤ η(x) < p(x)− 1 alors 1 ≤ η(x) + 1 < p(x)

et par conséquent, de (2.60), on déduit que∫
Ω
|v|η(x)+1 dx ≤ C1 ‖v‖β

Lp(x)(Ω)
≤ C1 ||v||β1,p(x) avec β < p−. (2.61)

En outre, tenant compte de l’inégalité de type Hölder,∫
Ω
|∇v|δ(x) |v| dx ≤ (

1

p−
+

1

p′−
) ‖|∇v|δ(x)‖Lp′(x)(Ω) ‖v‖Lp(x)(Ω)

≤ (
1

p−
+

1

p′−
) (
∫
Ω
|∇v|δ(x) p′(x) dx)

1
γ ‖v‖Lp(x)(Ω)

≤ (
1

p−
+

1

p′−
) (
∫
Ω
|∇v|θ dx)

1
γ ‖v‖Lp(x)(Ω),

où

γ =

 p′− si ‖|∇v|δ(x)‖Lp′(x)(Ω) > 1,

p′+ si ‖|∇v|δ(x)‖Lp′(x)(Ω) ≤ 1

et

θ =

 δ+ p′+ si |∇v| > 1,

δ− p′− si |∇v| ≤ 1.

Par conséquent, ∫
Ω
|∇v|δ(x) |v| dx ≤ C (‖v‖W 1,θ

0 (Ω))
θ
γ ‖v‖Lp(x)(Ω) (2.62)

puisque 0 ≤ δ(x) < (p(x)− 1)/p′(x) =⇒ 0 ≤ δ(x) p′(x) < p(x)− 1,

0 ≤ δ+ < (
p− 1

p′
)− =

p− − 1

p′+
=⇒ 0 ≤ δ+ p′+ < p− − 1,

et

0 ≤ δ− p′− <
(p− − 1)

p′+
p′− ≤ p− − 1.

Il en résulte que, 0 ≤ θ < p− − 1 < p(x).

D’autre part,

0 ≤ θ

p′+
<
p− − 1

p′+
et 0 ≤ θ

p′−
<
p− − 1

p′−

donc, ∫
Ω
|∇v|δ(x) |v| dx ≤ C2 ||v||

θ
γ

1,p(x) ||v||1,p(x) (2.63)

De (2.57), (2.59), (2.61) et (2.63), on déduit que

〈B(v), v〉
||v||1,p(x)

≥ α ||v||p(x)−1
1,p(x) − C0 − C1 ||v||β−1

1,p(x) − C2 ||v||
θ
γ

1,p(x) (2.64)
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et comme,

0 ≤ θ

p′+
<
p− − 1

p′+
, 0 ≤ θ

p′−
<
p− − 1

p′−
et

p− − 1

p′+
≤ p− − 1

p′−

alors,

0 ≤ θ

γ
<
p− − 1

p′−
< p− − 1. (2.65)

De plus pour β − 1 < p− − 1, on conclut que

〈B(v), v〉
||v||1,p(x)

≥ α||v||p(x)−1
1,p(x) −C0−C1||v||β−1

1,p(x)−C2||v||
θ
γ

1,p(x) −→ +∞ lorsque ||v||1,p(x) → +∞.

Finalement, en appliquant le théorème classique de Lions [48] (voir la section 1.3),

le problème (2.31) admet une solution.
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Chapitre 3
Etude d’un problème elliptique avec

second membre mesure

3.1 Introduction

Dans ce chapitre 1 nous nous intéressons à l’étude d’existence le la solution

entropique du problème suivant : −div (|∇u|p(x)−2∇u) + |u|p(x)−2u = µ dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(3.1)

où Ω est un domaine borné de IRN (N ≥ 2), la donnée µ est une mesure qui se

décompose dans L1(Ω) +W−1,p′(x)(Ω).

En outre, la notion de donnée mesure pouvant être décomposée dans L1(Ω) +

W−1,p′(Ω) est vérifiée par Boccardo, Gallouët et Orsina dans le cas de p constant

(voir[27]). Dans ce contexte ils ont considéré comme une mesure signée µ qui ne

charge pas les ensembles de p-capacité nulle, plus precisément toute mesure qui

ne charge pas les ensembles de p-capacité nulle peut être décomposée comme une

fonction de L1(Ω) et un élément dans W−1,p′(Ω) (l’espace dual de W 1,p
0 (Ω)), et in-

versement, toute mesure signée dans L1(Ω) +W−1,p′(Ω) est de mesure zéro pour les

ensembles de p-capacité nulle. Dans le cas de l’exposant variable, en utilisant les
1Ce chapitre est l’objet de l’article [15], accepté pour publication à Math. Comput. Simul.
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mêmes arguments que dans [27], nous nous basons sur le résultat de décomposition

fait par Nyanquini, Ouaro et Soma [57]. En ce qui concerne les propriétés relatives

aux p(x)-capacité, (voir [41, 57]).

Dans ce chapitre, on montre l’existence de la solution entropique du problème (3.1)

dans le cas d’une puissance variable et d’une donnée mesure. Le plan est le suivant :

A la section 2, nous rappelons et définissons quelques résultats et lemmes prépara-

toires pour la présentation de nos résultats. A la section 3, on définit la notion de

solution entropique et on montre que le problème (3.1) admet au moins une solution

entropique.

3.2 Lemmes de base

Lemme 3.2.1 (voir [19]) Pour 1 < r(x) <∞, soient g ∈ Lr(x)(Ω) et gn ∈ Lr(x)(Ω)

avec |gn|Lr(x)(Ω) ≤ C . Si gn(x) → g(x) p.p. dans Ω, alors gn ⇀ g dans Lr(x)(Ω).

Lemme 3.2.2 Soit F : IR −→ IR une fonction uniformément lipschitzienne avec

F (0) = 0. Soit p ∈ C+(Ω) et u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω). Alors F (u) ∈ W

1,p(x)
0 (Ω). De plus, si

l’ensemble D des points de discontinuité de F ′ est fini, alors

∂F (u)

∂xi

=


F ′(u)

∂u

∂xi

p.p. dans {x ∈ Ω : u(x) /∈ D},

0 p.p. dans {x ∈ Ω : u(x) ∈ D}.

Remarque 3.2.1 Le lemme ci-dessus est une généralisation de celui cité dans ([40],

pp. 151-152), où p(x) = p = cte, F ∈ C1(IR) et F ′ ∈ L∞(IR), et son analogue dans

[22], où p(x) = p = cte, w ≡ w1 ≡ w2 ≡ · · · ≡ wN ≡ 1 est une fonction poids,

F ∈ C1(IR) et F ′ ∈ L∞(IR). A noter également que le lemme précédent implique que

les fonctions de W 1,p(x)
0 (Ω) peuvent être tronquées.

Preuve.

Rappelons que la preuve de la deuxième partie du lemme 3.2.2 est identique à sa
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correspondante dans le cas d’exposant classique cité dans [40]. Maintenant on consi-

dère le cas où F ∈ C1(IR) et F ′ ∈ L∞(IR).

Soit u dansW 1,p(x)
0 (Ω). CommeW 1,p(x)

0 (Ω) est la fermeture de C∞
0 (Ω) dansW 1,p(x)(Ω),

il existe alors une suite un ∈ C∞0 (Ω), tel que un → u dans W 1,p(x)
0 (Ω). Passant à une

sous-suite, on suppose que un → u p.p. dans Ω et ∇un → ∇u p.p. dans Ω.

Par conséquent,

F (un) → F (u) p.p. dans Ω. (3.2)

Aussi, par la relation

|F (un)| = |F (un)− F (0)| ≤ ‖F ′‖∞|un|, (3.3)

on obtient

|F (un)|p(x) ≤ (1+‖F ′‖∞)p+|un|p(x) et
∣∣∣∣∣∂F∂xi

(un)

∣∣∣∣∣
p(x)

=

∣∣∣∣∣F ′(un)
∂un

∂xi

∣∣∣∣∣
p(x)

≤M
∣∣∣∣∂un

∂xi

∣∣∣∣p(x)

,

(3.4)

pour une constante M qui dépend pas de p(x).

Par conséquent, on déduit que F (un) demeure bornée dans W 1,p(x)
0 (Ω).

Ainsi, passant à une sous suite, on obtient

F (un) ⇀ v dans W
1,p(x)
0 (Ω). (3.5)

D’après la Proposition 1.1.2, F (un) → v dans Lp(x)(Ω),

F (un) → v p.p. dans Ω. (3.6)

Grâce aux relations (3.2), (3.5) et (3.6) on peut conclure que

v = F (u) ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Nous tournons maintenant notre attention vers le cas général.

Soit F : IR→ IR uniformément lipschitzienne. Considérons la convolution avec une

suite régularisante ρn dans IR, on a Fn = F ∗ ρn, Fn ∈ C1(IR) et F ′
n ∈ L∞(IR).

Par conséquent, selon le premier cas, on a Fn(u) ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Puisque Fn → F uniformément dans tout compact, on a Fn(u) → F (u) p.p. dans

Ω.
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Aussi, Fn(u) est bornée dans W 1,p(x)
0 (Ω) ; d’où Fn(u) ⇀ v dans W 1,p(x)

0 (Ω) et p.p.

dans Ω (en raison de la Proposition 1.1.2). Par conséquent,

v = F (u) ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Le résultat suivant découle du lemme ci-dessus.

Lemme 3.2.3 Soit u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω). Alors Tk(u) ∈ W

1,p(x)
0 (Ω), avec k > 0. Par

ailleurs, on a

Tk(u) → u dans W 1,p(x)
0 (Ω) lorsque k → +∞.

Preuve.

Comme Tk est une fonction uniformément lipschitzienne et Tk(0) = 0, on déduit par

le Lemme 3.2.2 que Tk(u) ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), et∫

Ω
|Tk(u)− u|p(x)dx+

∫
Ω
|∇Tk(u)−∇u|p(x)dx

=
∫
{|u|≤k}

|Tk(u)− u|p(x)dx+
∫
{|u|>k}

|Tk(u)− u|p(x)dx

+
∫
{|u|≤k}

|∇Tk(u)−∇u|p(x) +
∫
{|u|>k}

|∇Tk(u)−∇u|p(x)dx

=
∫
{|u|>k}

|Tk(u)− u|p(x)dx+
∫
{|u|>k}

|∇u|p(x)dx.

Or Tk(u) → u p.p. dans Ω lorsque k → +∞. On utilise le théorème de convergence

dominée de Lebesgue pour obtenir

∫
{|u|>k}

|Tk(u)− u|p(x)dx+
∫
{|u|>k}

|∇u|p(x)dx −→ 0 quand k → +∞.

Par conséquent, ‖Tk(u)− u‖
W

1,p(x)
0 (Ω)

−→ 0 lorsque k → +∞.

3.3 Existence de solutions entropiques

Tout au long de ce chapitre, nous supposons que p(x) ∈ C+(Ω̄) avec 1 < p− ≤

p+ < N , satisfait la condition de continuité Höldérienne et µ est une mesure signée

dans L1(Ω) +W−1,p′(x)(Ω) à savoir que

µ = f − divF, (3.7)
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où f ∈ L1(Ω) et F ∈ (Lp′(x)(Ω))N .

Une solution entropique du problème (3.1) est définie de la façon suivante :

Définition 3.3.1 Une fonction mesurable u ∈ T 1,p(x)
0 (Ω) est une solution entro-

pique du problème (3.1) si, |u|p(x)−2u ∈ L1(Ω) et pour tout k > 0,∫
Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇Tk(u− v) dx+

∫
Ω
|u|p(x)−2uTk(u− v) dx

≤
∫
Ω
fTk(u− v) dx+

∫
Ω
F∇Tk(u− v) dx,

(3.8)

pour tout v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Théorème 3.3.1 Sous l’hypothèse (3.7). Le problème (3.1) admet au moins une

solution entropique.

Preuve d’existence de la solution entropique

ETAPE 1. Problème Approché.

Soit (fn)n la suite de fonction définie par fn = Tn(f) pour tout n entier naturel

non nul.

Tn(f) =


−n si f < −n,

f si |f | ≤ n,

n si f > n.

(3.9)

Il est clair que fn ∈ L∞(Ω).

On a aussi

|fn| = |Tn(f)| ≤ |f | ∈ L1(Ω).

Par définition, (fn) converge presque partout vers f et d’après le théorème de conver-

gence dominée de Lebesgue, on a

‖fn − f‖L1(Ω) → 0, lorsque n→ +∞.

On a aussi

‖fn‖L1(Ω) =
∫
Ω
|fn|dx ≤

∫
Ω
|f |dx = ‖f‖L1(Ω).
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En récapitulant, on a construit une suite (fn) de fonctions dans L∞(Ω) convergeant

fortement vers f ∈ L1(Ω) et telle que

‖fn‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L1(Ω).

On considère maintenant le problème approché suivant
un ∈ W 1,p(x)

0 (Ω),∫
Ω
|∇un|p(x)−2∇un∇v dx+

∫
Ω
|un|p(x)−2unv dx =

∫
Ω
fnv dx+

∫
Ω
F∇v dx,

∀v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

(3.10)

On définit l’opérateur G : W
1,p(x)
0 (Ω) −→ W−1,p′(x)(Ω) par

〈Gu, v〉 =
∫
Ω
|u|p(x)−2uv dx

et l’opérateur p(x)-Laplacien −4p(x)(u) = −div(|∇u|p(x)−2∇u) qui est la dérivation

de la fonctionnelle J au sens faible définie par

J =
∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx, u ∈ W 1,p(x)

0 (Ω).

Par conséquent, nous notons L = J ′ : W
1,p(x)
0 (Ω) −→ W−1,p′(x)(Ω), alors

〈Lu, v〉 =
∫
Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇v dx, ∀u, v ∈ W 1,p(x)

0 (Ω).

Grâce à l’inégalité de type Hölder, on a pour tout u, v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω),∣∣∣∣ ∫

Ω
|u|p(x)−2uv dx

∣∣∣∣ ≤ (
1

p−
+

1

p′−
)‖|u|p(x)−1‖p′(x)‖v‖p(x),

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)(
∫
Ω
|u|p(x) dx+ 1)

1
p′− ‖v‖p(x),

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)(‖u‖γ

p(x) + 1)
1

p′− ‖v‖p(x),

≤ C‖v‖1,p(x),

(3.11)

avec

γ =

 p+ si ‖u‖p(x) > 1,

p− si ‖u‖p(x) ≤ 1.
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Lemme 3.3.1 L’opératuer B = L+G de W 1,p(x)
0 (Ω) dans W−1,p′(x)(Ω) est pseudo-

monotone. De plus, B est coércif, dans le sens suivant :

〈Bv, v〉
‖v‖1,p(x)

−→ +∞ si ‖v‖1,p(x) −→ +∞, ∀v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Démonstration du Lemme 3.3.1

Il est évident que L est un opérateur continu et borné et par (3.11) nous obtenons

que B est borné dans W 1,p(x)
0 (Ω).

Pour la coercivité, on a pour tout u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω)

〈Bu, u〉
‖u‖1,p(x)

=

∫
Ω
|∇u|p(x) dx+

∫
Ω
|u|p(x) dx

‖u‖1,p(x)

,

≥

∫
Ω
|∇u|p(x) dx

‖u‖1,p(x)

.

Comme lim
||u||1,p(x)→∞

∫
Ω
|∇u|p(x) dx

‖u‖1,p(x)

= +∞, alors

〈Bu, u〉
‖u‖1,p(x)

−→ +∞ lorsque ‖u‖1,p(x) −→ +∞,

Il reste à montrer que B est pseudo-monotone.

Soit (uk)k une suite dans W 1,p(x)
0 (Ω) telle que
uk ⇀ u dans W

1,p(x)
0 (Ω),

Buk ⇀ χ dans W−1,p′(x)(Ω),

lim sup
k→+∞

〈Buk, uk〉 ≤ 〈χ, u〉.

(3.12)

Nous allons montrer que

χ = Bu et 〈Buk, uk〉 −→ 〈χ, u〉 quand k → +∞.

Puisque W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→↪→ Lp(x)(Ω), alors

uk → u dans Lp(x)(Ω) pour une sous-suite extraite (uk)k. (3.13)

Or, (uk)k est une suite bornée dans W 1,p(x)
0 (Ω), par conséquent (|∇uk|p(x)−2∇uk)k

est bornée dans (Lp′(x)(Ω))N , et donc

|∇uk|p(x)−2∇uk ⇀ |∇u|p(x)−2∇u dans (Lp′(x)(Ω))N quand k → +∞. (3.14)
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Comme uk → u dans Lp(x)(Ω), alors

|uk|p(x)−2uk −→ |u|p(x)−2u dans Lp′(x)(Ω) quand k → +∞. (3.15)

Il est clair que, pour tout v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), on a

〈χ, v〉 = lim
k→+∞

〈Buk, v〉

= lim
k→+∞

∫
Ω
|∇uk|p(x)−2∇uk∇v dx+ lim

k→+∞

∫
Ω
|uk|p(x)−2ukv dx

=
∫
Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇v dx+

∫
Ω
|u|p(x)−2uv dx

= 〈Bu, v〉.

(3.16)

On conclut que χ = Bu.

D’une part, de (3.13) on déduit que

∫
Ω
|uk|p(x) dx −→

∫
Ω
|u|p(x) dx quand k → +∞, (3.17)

et en utilisant (3.12) et (3.16), on obtient

lim sup
k→+∞

〈B(uk), uk〉 = lim sup
k+→∞

{ ∫
Ω
|∇uk|p(x) dx+

∫
Ω
|uk|p(x) dx

}
≤
∫
Ω
|∇u|p(x) dx+

∫
Ω
|u|p(x) dx.

(3.18)

Par conséquent

lim sup
k→+∞

∫
Ω
|∇uk|p(x) dx ≤

∫
Ω
|∇u|p(x) dx. (3.19)

D’autre part, pour tout ξ, η ∈ IRN , les inégalités suivantes ont lieu (voir [44, 68]) :

[(|ξ|p−2ξ − |η|p−2η)(ξ − η)](|ξ|p + |η|p)
2−p

p ≥ (p− 1)|ξ − η|p, 1 < p < 2,

et

(|ξ|p−2ξ − |η|p−2η)(ξ − η) ≥
(

1

2

)p

|ξ − η|p, p ≥ 2.

Des deux inégalités ci-dessus, on déduit que

∫
Ω
(|∇uk|p(x)−2∇uk − |∇u|p(x)−2∇u)(∇uk −∇u) dx ≥ 0, (3.20)

alors

∫
Ω
|∇uk|p(x)dx ≥ −

∫
Ω
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω
|∇uk|p(x)−2∇uk∇udx+

∫
Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇ukdx.

- 58 -



CHAPITRE 3. ETUDE D’UN PROBLÈME ELLIPTIQUE AVEC SECOND MEMBRE
MESURE

Par (3.14), on obtient

lim inf
k→+∞

∫
Ω
|∇uk|p(x) dx ≥

∫
Ω
|∇u|p(x) dx,

ce qui donne en utilisant (3.19),

lim
k→+∞

∫
Ω
|∇uk|p(x) dx =

∫
Ω
|∇u|p(x) dx. (3.21)

Des relations (3.16), (3.17) et (3.21), il résulte que

〈Buk, uk〉 −→ 〈χ, u〉 lorsque k → +∞.

Enfin, d’après le théorème classique de Lions[48] (voir la section 1.3 ) et le Lemme

(3.3.1), il existe au moins une solution un ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) de (3.10).

ETAPE 2. Estimations sur les séquences {∇Tk(un)},{un}.

Assertion 1. ∇Tk(un) est bornée dans (Lp(x)(Ω))N .

Prenons Tk(un) comme une fonction test dans (3.10), pour obtenir

∫
Ω
|∇Tk(un)|p(x) dx+

∫
Ω
|un|p(x)−2unTk(un) dx =

∫
Ω
fnTk(un) dx+

∫
Ω
F∇Tk(un) dx.

Sachant que |un|p(x)−2unTk(un) ≥ 0 et en utilisant l’inégalité de Young, on obtient∫
Ω
|∇Tk(un)|p(x) dx ≤

∫
Ω
fnTk(un) dx+

∫
Ω
F∇Tk(un) dx

≤ k‖fn‖L1(Ω) +
∫
Ω

p(x)− 1

p(x)
|F |p′(x) dx+

∫
Ω

1

p(x)
|∇Tk(un)|p(x) dx

≤ k‖fn‖L1(Ω) +
∫
Ω

p+ − 1

p+
|F |p′(x) dx+

∫
Ω

1

p−
|∇Tk(un)|p(x) dx.

Par conséquent

p− − 1

p−

∫
Ω
|∇Tk(un)|p(x) dx ≤ k‖f‖L1(Ω) + C1.

La Proposition 1.1.1 entraîne que

p− − 1

p−
‖∇Tk(un)‖γ

p(x) ≤ k‖f‖L1(Ω) + C1

≤ C2k ∀k > 1,

(3.22)
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avec

γ =

 p+ si ‖∇Tk(un)‖p(x) ≤ 1,

p− si ‖∇Tk(un)‖p(x) > 1.

Assertion 2. un converge en mesure vers une fonction u. Cela consiste à montre

que (un)n∈IN∗ est une suite de Cauchy en mesure.

Soit k est assez grand. En utilisant l’inégalité de type Hölder, l’inégalité de Poincaré

et (3.22), on obtient

k mes({|un| > k}) =
∫
{|un|>k}

|Tk(un)| dx ≤
∫
Ω
|Tk(un)| dx

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)(mes(Ω) + 1)

1
p′− ‖Tk(un)‖p(x)

≤ C ′
2‖∇Tk(un)‖p(x)

≤ C3k
1
γ .

(3.23)

Ce qui donne,

mes({|un| > k}) ≤ C3

k1− 1
γ

∀k > 1. (3.24)

En outre, pour tout δ > 0, on a

mes ({|un − um| > δ}) ≤ mes ({|un| > k}) + mes ({|um| > k})

+mes ({|Tk(un)− Tk(um)| > δ}).
(3.25)

Comme (Tk(un))n∈IN∗ est bornée dans W 1,p(x)
0 (Ω), il existe vk ∈ W 1,p(x)

0 (Ω) telle que

Tk(un) ⇀ vk dans W 1,p(x)
0 (Ω)

et de l’injection compacte, on a

Tk(un) −→ vk dans Lp(x)(Ω) et p.p. dans Ω.

Par conséquent, on peut supposer que Tk(un) est une suite de Cauchy en mesure.

Soit ε > 0. D’après les relations (3.24) et (3.25), certaine constante k(ε) > 0 telle

que mes({|un − um| > δ}) < ε pour tout n,m ≥ n0(k(ε), δ).

Ce qui montre que (un)n est une suite de Cauchy en mesure, et converge donc presque

partout vers une fonction mesurable u. Par conséquent

Tk(un) ⇀ Tk(u) dans W 1,p(x)
0 (Ω),

Tk(un) → Tk(u) dans Lp(x)(Ω) et p.p. dans Ω.
(3.26)
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Etape 3. Convergence forte des tronquées.

Pour k > 0 fixé et pour h > k, on choisit

ωn = T2k(un − Th(un) + Tk(un)− Tk(u)), (3.27)

comme fonction test dans (3.10). Il s’ensuit que

∫
Ω
|∇un|p(x)−2∇un∇ωndx+

∫
Ω
|un|p(x)−2unωndx =

∫
Ω
fnωndx+

∫
Ω
F∇ωndx. (3.28)

Puisque un et ωn ont le même signe sur le sous-ensemble {x ∈ Ω, |un(x)| > k},

par (3.28), on déduit que,

∫
Ω
|∇un|p(x)−2∇un∇ωn dx+

∫
{|un|≤k}

|un|p(x)−2unωn dx ≤
∫
Ω
fnωn dx+

∫
Ω
F∇ωn dx.

(3.29)

Notons par ε1
h(n), ε2

h(n), ... les différentes séquences de nombres réels qui convergent

vers zéro lorsque n tend vers l’infini pour toute valeur fixée de h.

Observons que,

∫
Ω
fnωn dx =

∫
Ω
fT2k(u− Th(u)) dx+ ε1

h(n), (3.30)

et ∫
Ω
F∇ωn dx =

∫
Ω
F∇T2k(u− Th(u)) dx+ ε2

h(n). (3.31)

En séparant la première intégrale sur le côté gauche de (3.29), où |un| ≤ k et |un| > k

on peut écrire,∫
Ω
|∇un|p(x)−2∇un∇ωn dx =

∫
{|un|≤k}

|∇Tk(un)|p(x)−2∇Tk(un)[∇Tk(un)−∇Tk(u)] dx

+
∫
{|un|>k}

|∇un|p(x)−2∇un∇ωn dx.

(3.32)

En choisissant M = 4k+h, il est clair que ∇ωn = 0 sur l’ensemble {|un| > M}. Par

conséquent

∫
{|un|>k}

|∇un|p(x)−2∇un∇ωn dx ≥ −
∫
{|un|>k}

|∇TM(un)|p(x)−2∇TM(un)|∇Tk(u)| dx,

(3.33)
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et ∫
{|un|≤k}

|∇Tk(un)|p(x)−2∇Tk(un)[∇Tk(un)−∇Tk(u)] dx

=
∫
Ω
|∇Tk(un)|p(x)−2∇Tk(un)[∇Tk(un)−∇Tk(u)] dx.

(3.34)

En utilisant (3.33) et (3.34), nous obtenons∫
Ω
|∇un|p(x)−2∇un∇ωn dx ≥

∫
Ω
|∇Tk(un)|p(x)−2∇Tk(un)[∇Tk(un)−∇Tk(u)] dx

−
∫
{|un|>k}

|∇TM(un)|p(x)−2∇TM(un)|∇Tk(u)| dx.

(3.35)

Le deuxième terme de la partie droite de la dernière inégalité tend vers 0 lorsque n

tend vers l’infini.

En effet, puisque (|∇TM(un)|p(x)−2∇TM(un))n est bornée dans (Lp′(x)(Ω))N lorsque

∇Tk(u)χ|un|>k converge fortement vers 0 dans (Lp(x)(Ω))N , ceci donne

∫
Ω
|∇un|p(x)−2∇un∇ωndx ≥

∫
Ω
|∇Tk(un)|p(x)−2∇Tk(un)[∇Tk(un)−∇Tk(u)]dx+ε

3
h(n).

(3.36)

D’autre part, le terme de la partie droite de (3.36) peut être écrit comme,∫
Ω
|∇Tk(un)|p(x)−2∇Tk(un)[∇Tk(un)−∇Tk(u)] dx

=
∫
Ω
[|∇Tk(un)|p(x)−2∇Tk(un)− |∇Tk(u)|p(x)−2∇Tk(u)][∇Tk(un)−∇Tk(u)] dx

+
∫
Ω
|∇Tk(u)|p(x)−2∇Tk(u)(∇Tk(un)−∇Tk(u)) dx.

(3.37)

or ∇Tk(un) ⇀ ∇Tk(u) dans (Lp(x)(Ω))N , on obtient

∫
Ω
|∇Tk(u)|p(x)−2∇Tk(u)(∇Tk(un)−∇Tk(u)) dx −→ 0 lorsque n→ +∞.

alors, nous pouvons prendre

∫
Ω
|∇Tk(u)|p(x)−2∇Tk(u)(∇Tk(un)−∇Tk(u)) dx = ε4

h(n). (3.38)

De (3.36)-(3.38), il devient∫
Ω
|∇un|p(x)−2∇un∇ωn dx

≥
∫
Ω
[|∇Tk(un)|p(x)−2∇Tk(un)− |∇Tk(u)|p(x)−2∇Tk(u)][∇Tk(un)−∇Tk(u)] dx+ ε5

h(n).

(3.39)

- 62 -



CHAPITRE 3. ETUDE D’UN PROBLÈME ELLIPTIQUE AVEC SECOND MEMBRE
MESURE

Le second terme du membre de gauche de (3.29) peut être estimé comme suit,

∫
{|un|≤k}

|un|p(x)−2unωn dx =
∫
{|un|≤k}

|Tk(un)|p(x)−2Tk(un)(Tk(un)− Tk(u)) dx,

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)‖|Tk(un)|p(x)−1‖p′(x)‖Tk(un)− Tk(u)‖p(x).

(3.40)

Comme |Tk(un)|p(x)−1 est bornée dans Lp′(x)(Ω) et Tk(un) → Tk(u) dans Lp(x)(Ω),

on déduit que ∫
{|un|≤k}

|un|p(x)−2unωn dx = ε6
h(n). (3.41)

La combinaison de (3.29)− (3.31), (3.39) et (3.41), nous donne

∫
Ω
[|∇Tk(un)|p(x)−2∇Tk(un)− |∇Tk(u)|p(x)−2∇Tk(u)][∇Tk(un)−∇Tk(u)] dx

≤
∫
Ω
fT2k(u− Th(u)) dx+

∫
Ω
F∇T2k(u− Th(u)) dx+ ε7

h(n).

(3.42)

On passe ensuite à la limite lorsque n→ +∞ dans (3.42) pour obtenir,

lim sup
n→+∞

∫
Ω
[|∇Tk(un)|p(x)−2∇Tk(un)− |∇Tk(u)|p(x)−2∇Tk(u)][∇Tk(un)−∇Tk(u)] dx

≤
∫
Ω
fT2k(u− Th(u)) dx+

∫
Ω
F∇T2k(u− Th(u)) dx.

(3.43)

En appliquant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, le premier terme

du membre de droit de (3.43) converge vers 0 lorsque h tend vers l’infini.

Maintenant, nous prouvons que le deuxième terme du membre de droite tend vers

0 lorsque h tend vers l’infini, nous prenons (T2k(un − Th(un)) comme fonction test

dans (3.10), ceci devient

∫
Ω
|∇un|p(x)−2∇un∇T2k(un − Th(un)) dx+

∫
Ω
|un|p(x)−2unT2k(un − Th(un)) dx

≤
∫
Ω
fnT2k(un − Th(un)) dx+

∫
Ω
F∇T2k(un − Th(un)) dx,

(3.44)

et comme |un|p(x)−2unT2k(un − Th(un)) ≥ 0, alors

∫
{h≤|un|≤2k+h}

|∇un|p(x) dx ≤
∫
Ω
fnT2k(un − Th(un)) dx+

∫
{h≤|un|≤2k+h}

F∇un dx.

(3.45)
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En appliquant l’inégalité de Young, on obtient∫
{h≤|un|≤2k+h}

F∇un dx ≤ p(x)− 1

p(x)

∫
{h≤|un|}

|F |p′(x) dx+
1

p(x)

∫
{h≤|un|≤2k+h}

|∇un|p(x) dx,

≤ p+ − 1

p+

∫
{h≤|un|}

|F |p′(x) dx+
1

p−

∫
{h≤|un|≤2k+h}

|∇un|p(x) dx,

(3.46)

et de (3.45), on déduit

p− − 1

p−

∫
{h≤|un|≤2k+h}

|∇un|p(x)dx ≤
∫
Ω
fnT2k(un−Th(un))dx+

p+ − 1

p+

∫
{h≤|un|}

|F |p′(x)dx.

(3.47)

De plus,∫
Ω
|∇T2k(u− Th(u))|p(x) dx ≤ lim inf

n→+∞

∫
Ω
|∇T2k(un − Th(un))|p(x) dx,

≤ p−

p− − 1
lim inf
n→+∞

∫
Ω
fnT2k(un − Th(un)) dx

+
p−(p+ − 1)

p+(p− − 1)
lim inf
n→+∞

∫
{h≤|un|}

|F |p′(x) dx.

(3.48)

Comme fn → f dans L1(Ω), alors on fait tendre successivement n puis h vers l’infini

pour obtenir,

lim sup
h→+∞

∫
{h≤|u|≤2k+h}

|∇u|p(x) dx = 0.

Par conséquent, de (3.46), on déduit que

lim
h→+∞

∫
Ω
F∇T2k(u− Th(u)) dx = 0.

par conséquent, d’après (3.43), on fait tendre h vers l’infini, pour obtenir

lim
n→+∞

∫
Ω
[|∇Tk(un)|p(x)−2∇Tk(un)−|∇Tk(u)|p(x)−2∇Tk(u)][∇Tk(un)−∇Tk(u)]dx = 0.

Prenons a(x, u,∇u) = |∇u|p(x)−2∇u comme cas particulier du résultat de [19, Lemme

3.3], et en plus de (3.20), on déduit que

∇un −→ ∇u p.p. dans Ω. (3.49)

Par conséquent, on conclut que

∇Tk(un) −→ ∇Tk(u) p.p. dans Ω.

En outre,

Tk(un) −→ Tk(u) dans W 1,p(x)
0 (Ω) ∀k > 0. (3.50)
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ETAPE 4. Passage à la limite lorsque n→ +∞.

En prenant Tk(un − ψ) comme fonction test dans (3.10), avec ψ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) ∩

L∞(Ω), on obtient,∫
Ω
|∇TM(un)|p(x)−2∇TM(un)∇Tk(un − ψ) dx+

∫
Ω
|un|p(x)−2unTk(un − ψ) dx

=
∫
Ω
fnTk(un − ψ) dx+

∫
Ω
F∇Tk(un − ψ) dx,

(3.51)

où M = k + ||ψ||∞.

Comme,

|∇TM(un)|p(x)−2∇TM(un) ⇀ |∇TM(u)|p(x)−2∇TM(u) dans (Lp′(x)(Ω))N .

d’après le lemme de Fatou , on obtient∫
Ω
|∇TM(u)|p(x)−2∇TM(u)∇Tk(u− ψ) dx

≤ lim inf
n−→+∞

∫
Ω
|∇TM(un)|p(x)−2∇TM(un)∇Tk(un − ψ) dx.

(3.52)

Pour le deuxième terme de la partie droite de (3.51), on a

∫
Ω
F∇Tk(un − ψ) dx −→

∫
Ω
F∇Tk(u− ψ) dx lorsque n −→ +∞, (3.53)

or ∇Tk(un − ψ) ⇀ ∇Tk(u− ψ) dans (Lp(x)(Ω))N , pour F ∈ (Lp′(x)(Ω))N .

D’autre part, on a

∫
Ω
fnTk(un − ψ) dx −→

∫
Ω
fTk(u− ψ) dx lorsque n −→ +∞. (3.54)

Afin de passer à la limite dans le problème approché, nous allons montrer que

|un|p(x)−2un −→ |u|p(x)−2u dans L1(Ω). (3.55)

On a un → u dans Lp(x)(Ω), et par suite |un|p(x)−2un −→ |u|p(x)−2u dans Lp′(x)(Ω).

Grâce à l’injection continue, on déduit que |un|p(x)−2un −→ |u|p(x)−2u dans L1(Ω).

Grâce aux relations (3.52) − (3.55) on peut passer à la limite dans (3.51), ce qui

donne que u est une solution entropique de (3.1).
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Chapitre 4
Etude de problèmes elliptiques

fortement non linéaire avec second

membre mesure

4.1 Introduction

Ce chapitre 1 est consacré à l’étude des problèmes elliptiques de la forme :

 −div(a(x, u,∇u)) + g(x, u,∇u) = µ dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(4.1)

pour une certaine donnée mesure µ qui admet une décomposition dans L1(Ω) +

W−1,p′(x)(Ω) (voir [57]). Notons que g(x, s, ξ) est un terme non-linéaire qui satisfait

une condition de croissance par rapport à ξ et une condition de signe par rapport à

s.

Ce chapitre à pour objectif de généraliser le travail déjà fait dans le chapitre précé-

dent, pour de opérateurs plus généraux que |ξ|p(x)−2ξ.

1Ce chapitre est l’objet de l’article [14], publié à Afr. diaspora J. Math (ADJM).



4.2. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES

4.2 Préliminaires mathématiques

Les hypothèses ci-dessous sont nécessaires à l’étude du problème (4.1) :

a : Ω×IR×IRN → IRN est une fonction de Carathéodory satisfaisant des conditions

de coercitivité, de monotonie stricte et de croissance de type Leray-Lions [47]. Plus

précisement,

Il existe α > 0 tel que pour tout r et ξ et pour presque tout x ∈ Ω, on ait

a(x, r, ξ)ξ ≥ α|ξ|p(x). (4.2)

Pour tout s, ξ et η et presque tout x ∈ Ω, on a

[a(x, s, ξ)− a(x, s, η)](ξ − η) > 0 pour ξ 6= η ∈ IRN . (4.3)

Il existe k(x) ∈ Lp′(x)(Ω) et β > 0 tels que pour tout r et ξ et pour presque tout

x ∈ Ω, on ait

|a(x, r, ξ)| ≤ β[k(x) + |r|p(x)−1 + |ξ|p(x)−1]. (4.4)

Nous étudions le problème (4.1) avec une hypothèse supplémentaire qui portent sur

la non linéarité g.

Plus précisement, nous supposons que g : Ω × IR × IRN 7−→ IR est une fonction de

Carathéodory satisfaisant :

g(x, s, ξ).s ≥ 0 (4.5)

et

|g(x, s, ξ)| ≤ b(|s|)(c(x) + |ξ|p(x)) (4.6)

où b : IR+ → IR+ est une fonction positive croissante et c(.) est une fonction positive

qui appartient à L1(Ω).

En outre, nous supposons que

µ = f − divF, (4.7)

où f ∈ L1(Ω) et F ∈ (Lp′(x)(Ω))N .
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4.3 Existence de solutions entropiques

Définition 4.3.1 Une fonction mesurable u ∈ T 1,p(x)
0 (Ω) est une solution entro-

pique du problème (4.1) si,

(P ′)


u ∈ T 1,p(x)

0 (Ω), g(x, u,∇u) ∈ L1(Ω) et∫
Ω
a(x, u,∇u)∇Tk(u− v) dx+

∫
Ω
g(x, u,∇u)Tk(u− v) dx

≤
∫
Ω
fTk(u− v) dx+

∫
Ω
F∇Tk(u− v) dx

(4.8)

pour tout v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), tout k > 0.

Théorème 4.3.1 Si les hypothèses (4.2) − (4.4) et (4.7) ont lieu et si g(x, s, ξ)

satisfait (4.5)-(4.6), alors il existe au moins une solution entropique du problème

(4.1).

Preuve d’existence de la solution entropique

Soit (fn)n∈IN une suite de fonction telle que fn → f dans L1(Ω) et ‖fn‖L1(Ω) ≤

‖f‖L1(Ω).

On considère le problème approché suivant :
un ∈ W 1,p(x)

0 (Ω),∫
Ω
a(x, un,∇un)∇vdx+

∫
Ω
gn(x, un,∇un)vdx =

∫
Ω
fnvdx+

∫
Ω
F∇vdx,

∀v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω),

(4.9)

où gn(x, s, ξ) =
g(x, s, ξ)

1 + 1
n
|g(x, s, ξ)|

.

Notons que gn(x, s, ξ) satisfait les conditions suivantes :

gn(x, s, ξ).s ≥ 0, |gn(x, s, ξ)| ≤ |g(x, s, ξ)| et |gn(x, s, ξ)| ≤ n.

Nous définissons l’opérateur Gn : W
1,p(x)
0 (Ω) → W−1,p′(x)(Ω) par,

〈Gnu, v〉 =
∫
Ω
gn(x, u,∇u)v dx

et

〈Au, v〉 =
∫
Ω
a(x, u,∇u)∇v dx.
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De l’inégalité de type Hölder, pour tout u, v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) on a,∣∣∣∣ ∫

Ω
gn(x, u,∇u)v dx

∣∣∣∣ ≤ (
1

p−
+

1

p′−
)‖gn(x, u,∇u)‖p′(x)‖v‖p(x),

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)(
∫
Ω
gn(x, u,∇u)p′(x) dx+ 1)

1
p′− ‖v‖p(x),

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)n

p+

p− (mes(Ω) + 1)
1

p′− ‖v‖p(x),

≤ Cn‖v‖1,p(x),

(4.10)

pour tout n fixé.

Lemme 4.3.1 L’opérateur Bn = A+Gn de W 1,p(x)
0 (Ω) dans W−1,p′(x)(Ω) est pseudo-

monotone. De plus, Bn est coercif, c’est à dire :

〈Bnv, v〉
‖v‖1,p(x)

→ +∞ si ‖v‖1,p(x) → +∞.

Preuve du Lemme 4.3.1

En utilisant l’inégalité de Hölder et la condition de croissance (4.4), on déduit

que A est borné, et par (4.10), on a Bn est borné dans W 1,p(x)
0 (Ω). La coercivité

découle de (4.2) et (4.5). Il reste à montrer que Bn est pseudo-monotone.

Soit (uk)k une suite dans W 1,p(x)
0 (Ω) telle que
uk ⇀ u dans W

1,p(x)
0 (Ω),

Bnuk ⇀ χ dans W−1,p′(x)(Ω),

lim sup
k→∞

〈Bnuk, uk〉 ≤ 〈χ, u〉.

(4.11)

Nous allons montrer que

χ = Bnu et 〈Bnuk, uk〉 → 〈χ, u〉 quand k → +∞.

D’abord, comme W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→↪→ Lp(x)(Ω), alors

uk → u dans Lp(x)(Ω) (4.12)

pour une sous-suite encore notée (uk)k.

Puisque (uk)k est une suite bornée dans W 1,p(x)
0 (Ω), alors par (4.4) (a(x, uk,∇uk))k
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est bornée dans (Lp′(x)(Ω))N , donc il existe une fonction ϕ ∈ (Lp′(x)(Ω))N tel que

a(x, uk,∇uk) ⇀ ϕ dans (Lp′(x)(Ω))N lorsque k →∞. (4.13)

D’une manière analogue, il est facile de voir (gn(x, uk,∇uk))k est borné dans Lp′(x)(Ω)

par rapport à k, alors il existe une fonction ψn ∈ Lp′(x)(Ω) tel que

gn(x, uk,∇uk) ⇀ ψn dans Lp′(x)(Ω) quand k →∞. (4.14)

Il est clair que, pour tout v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), on a

〈χ, v〉 = lim
k→∞

〈Bnuk, v〉,

= lim
k→∞

∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇v dx+ lim

k→∞

∫
Ω
gn(x, uk,∇uk)v dx.

=
∫
Ω
ϕ∇v dx+

∫
Ω
ψnv dx.

(4.15)

D’autre part, de (4.12) on a∫
Ω
gn(x, uk,∇uk)uk dx→

∫
Ω
ψnu dx quand k →∞. (4.16)

et de (4.11) et (4.15), nous avons

lim sup
k→∞

〈Bn(uk), uk〉 = lim sup
k→∞

{ ∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇uk dx+

∫
Ω
gn(x, uk,∇uk)uk dx

}
,

≤
∫
Ω
ϕ∇u dx+

∫
Ω
ψnu dx.

(4.17)

Par conséquent

lim sup
k→∞

∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇uk dx ≤

∫
Ω
ϕ∇u dx. (4.18)

Grâce à (4.3), on aura∫
Ω
(a(x, uk,∇uk)− a(x, uk,∇u))(∇uk −∇u) dx ≥ 0. (4.19)

Par conséquent∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇uk dx ≥ −

∫
Ω
a(x, uk,∇u)∇u dx

+
∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇u dx+

∫
Ω
a(x, uk,∇u)∇uk dx.

De (4.13), on déduit que

lim inf
k→∞

∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇uk dx ≥

∫
Ω
ϕ∇u dx.
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Cela implique en utilisant (4.18)

lim
k→∞

∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇uk dx =

∫
Ω
ϕ∇u dx. (4.20)

Des relations (4.15), (4.16) et (4.20), on obtient

〈Bnuk, uk〉 → 〈χ, u〉 quand k → +∞.

D’autre part, de (4.20), on peut déduire que

lim
k→+∞

∫
Ω
(a(x, uk,∇uk)− a(x, uk,∇u))(∇uk −∇u) dx = 0,

et ainsi, grâce au Lemme 2.2.3, il s’ensuit que

∇un → ∇u p.p. dans Ω.

On conclut que

a(x, uk,∇uk) ⇀ a(x, u,∇u) dans (Lp′(x)(Ω))N

et

gn(x, uk,∇uk) ⇀ gn(x, u,∇u) dans Lp′(x)(Ω).

Ce qui donne χ = Bnu.

Enfin, en utilisant le théorème classique de Lions [48] (voir la section 1.3) et la base

du Lemme 4.3.1, il existe au moins une solution entropique un ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) du

problème (4.1).

ETAPE 2. Estimations a priori des suites {∇Tk(un)}, {un}.

Assertion 1. ∇Tk(un) est bornée dans Lp(x)(Ω).

En considérant Tk(un) comme fonction test dans (4.9), on a :

∫
Ω
a(x, un,∇un)∇Tk(un) dx+

∫
Ω
gn(x, un,∇un)Tk(un) dx

=
∫
Ω
fnTk(un) dx+

∫
Ω
F∇Tk(un) dx.
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Comme gn(x, un,∇un)Tk(un) ≥ 0, grâce à (4.2) et à l’inégalité de Young, on déduit

que

α
∫
Ω
|∇Tk(un)|p(x) dx ≤

∫
Ω
a(x, un,∇un)∇Tk(un) dx

≤
∫
Ω
fnTk(un) dx+

∫
Ω
F∇Tk(un) dx

≤ k
∫
Ω
|fn| dx+

∫
Ω

F

(α
2
p(x))

1
p(x)

((α
2
p(x)

) 1
p(x)∇Tk(un)

)
dx

≤ k‖fn‖L1(Ω) +
∫
Ω

|F |p′(x)

p′(x)(α
2
p(x))

p′(x)
p(x)

dx+
∫
Ω

α
2
p(x)|∇Tk(un)|p(x)

p(x)
dx

≤ k‖f‖L1(Ω) + C0

∫
Ω
|F |p′(x) dx+

α

2

∫
Ω
|∇Tk(un)|p(x) dx,

où C0 = p′+(α
2
p+)

p′+

p− = p′+ exp
(

p′+

p−
ln(α

2
p+)

)
,

par conséquent
α

2

∫
Ω
|∇Tk(un)|p(x) dx ≤ k‖f‖L1(Ω) + C1.

Ceci entraîne par la Proposition 1.1.1 que

α

2
‖∇Tk(un)‖γ

p(x) ≤ k‖f‖L1(Ω) + C1

≤ C2k ∀ k > 1
(4.21)

avec

γ =

 p+ si ‖∇Tk(un)‖p(x) ≤ 1,

p− si ‖∇Tk(un)‖p(x) > 1,

Assertion 2. un converge en mesure vers une fonction u.

Pour la prouver, nous montrons que un est une suite de Cauchy en mesure.

Soit k > 0 assez grand. Combinant l’inégalité de Poincaré et (4.21), on aura

k mes({|un| > k}) =
∫
{|un|>k}

|Tk(un)| dx ≤
∫
Ω
|Tk(un)| dx,

≤ C ′
2‖∇Tk(un)‖p(x)

≤ C3k
1
γ .

(4.22)

Ce qui donne,

mes({|un| > k}) ≤ C3

k1− 1
γ

∀k > 1. (4.23)

Par conséquent

mes({|un| > k}) → 0 quand k → +∞ puisque 1− 1

γ
> 1.
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De plus, pour chaque δ > 0 fixé et chaque réel k > 0, on sait que

{|un − um| > δ} ⊂ {|un| > k} ∪ {|um| > k} ∪ {|Tk(un)− Tk(um)| > δ}.

Donc

mes ({|un − um| > δ}) ≤ mes ({|un| > k}) + mes ({|um| > k})

+ mes ({|Tk(un)− Tk(um)| > δ}).
(4.24)

Comme (Tk(un))n est bornée dansW 1,p(x)
0 (Ω), par conséquent, il existe vk ∈ W 1,p(x)

0 (Ω)

tel que

Tk(un) ⇀ vk dans W
1,p(x)
0 (Ω)

et d’après l’injection compacte W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→↪→ Lp(x)(Ω), on a

Tk(un) → vk dans Lp(x)(Ω) et p.p. dans Ω.

Par conséquent, on peut supposer que Tk(un) est une suite de Cauchy en mesure

dans Ω.

Soit ε > 0 ; des relations (4.23) et (4.24), il existe une constante k(ε) > 0 telle que

pour tout n,m ≥ n0(k(ε), δ) on a mes({|un − um| > δ}) < ε. Ce qui montre que

(un)n est une suite de Cauchy en mesure, donc converge presque partout vers une

fonction mesurable u. Par conséquent

Tk(un) ⇀ Tk(u) dans W
1,p(x)
0 (Ω),

Tk(un) → Tk(u) dans Lp(x)(Ω) et p.p. dans Ω.
(4.25)

ETAPE 3. Convergence forte des tronquées.

Fixons k > 0 et soit h > k.

On choisit comme fonction test dans (4.9),

 vn = ϕ(ωn)

ωn = T2k(un − Th(un) + Tk(un)− Tk(u))
(4.26)
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avec ϕ(s) = seλs2 , λ = ( b(k)
α

)2.

Il est bien connu que ([26], lemme 1),

ϕ′(s)− b(k)

α
|ϕ(s)| ≥ 1

2
, ∀s ∈ IR. (4.27)

Il s’ensuit que,∫
Ω
a(x, un,∇un)∇ωnϕ

′(ωn) dx+
∫
Ω
gn(x, un,∇un)ϕ(ωn) dx

=
∫
Ω
fnϕ(ωn) dx+

∫
Ω
F∇ϕ(ωn) dx.

(4.28)

Comme gn(x, un,∇un)ϕ(ωn) > 0 sur le sous-ensemble {x ∈ Ω, |un(x)| > k}, alors

selon (4.28), on déduit que,∫
Ω
a(x, un,∇un)∇ωnϕ

′(ωn) dx+
∫
{|un|≤k}

gn(x, un,∇un)ϕ(ωn) dx

≤
∫
Ω
fnϕ(ωn) dx+

∫
Ω
F∇ϕ(ωn) dx.

(4.29)

Notons par ε1
h(n), ε2

h(n), ... les différentes suites de nombres réels qui convergent vers

zéro lorsque n tend vers l’infini pour toute valeur fixée de h.

Notons que, ∫
Ω
fnϕ(ωn) dx =

∫
Ω
fϕ(T2k(u− Th(u))) dx+ ε1

h(n), (4.30)

et ∫
Ω
F∇ϕ(ωn) dx =

∫
Ω
F∇T2k(u− Th(u))ϕ

′(T2k(u− Th(u))) dx+ ε2
h(n). (4.31)

En séparant la première intégrale sur le côté gauche de (4.29), où |un| ≤ k et |un| > k

il vient, ∫
Ω
a(x, un,∇un)∇ωnϕ

′(ωn) dx

=
∫
{|un|≤k}

a(x, Tk(un),∇Tk(un))[∇Tk(un)−∇Tk(u)]ϕ
′(ωn) dx

+
∫
{|un|>k}

a(x, un,∇un)∇ωnϕ
′(ωn) dx.

(4.32)

Prenons M = 4k + h, or a(x, s, ξ)ξ ≥ 0 et le fait que ∇ωn = 0 sur l’ensemble

{|un| > M}, on a∫
{|un|>k}

a(x, un,∇un)∇ωnϕ
′(ωn) dx

≥ −ϕ′(2k)
∫
{|un|>k}

|a(x, TM(un),∇TM(un))||∇Tk(u)| dx,

(4.33)
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et comme a(x, s, 0) = 0 ∀s ∈ IR, on a

∫
{|un|≤k}

a(x, Tk(un),∇Tk(un))[∇Tk(un)−∇Tk(u)]ϕ
′(ωn) dx

=
∫
Ω
a(x, Tk(un),∇Tk(un))[∇Tk(un)−∇Tk(u)]ϕ

′(ωn) dx.

(4.34)

Combinant (4.33) et (4.34), nous obtenons

∫
Ω
a(x, un,∇un)∇ωnϕ

′(ωn) dx ≥
∫
Ω
a(x, Tk(un),∇Tk(un))[∇Tk(un)−∇Tk(u)]ϕ

′(ωn) dx

−ϕ′(2k)
∫
{|un|>k}

|a(x, TM(un),∇TM(un))||∇Tk(u)| dx.

(4.35)

Le deuxième terme du membre de droite de (4.35) tend vers 0 lorsque n tend vers

l’infini.

En effet, puisque la suite (a(x, TM(un),∇TM(un)))n est bornée dans (Lp′(x)(Ω))N

lorsque ∇Tk(u)χ|un|>k tend vers 0 fortement dans (Lp(x)(Ω))N , alors

∫
Ω
a(x, un,∇un)∇ωnϕ

′(ωn) dx

≥
∫
Ω
a(x, Tk(un),∇Tk(un))[∇Tk(un)−∇Tk(u)]ϕ

′(ωn) dx+ ε3
h(n).

(4.36)

D’autre part, le terme de la partie droite de (4.36) se décompose comme suit,

∫
Ω
a(x, Tk(un),∇Tk(un))[∇Tk(un)−∇Tk(u)]ϕ

′(ωn) dx

=
∫
Ω
[a(x, Tk(un),∇Tk(un))− a(x, Tk(un),∇Tk(u))]

×[∇Tk(un)−∇Tk(u)]ϕ
′(ωn) dx

+
∫
Ω
a(x, Tk(un),∇Tk(u))∇Tk(un)ϕ′(Tk(un)− Tk(u)) dx

−
∫
Ω
a(x, Tk(un),∇Tk(u))∇Tk(u)ϕ

′(wn) dx.

(4.37)

Or, a(x, Tk(un),∇Tk(u))ϕ
′(Tk(un)−Tk(u)) → a(x, Tk(u),∇Tk(u))ϕ

′(0) dans (Lp′(x)(Ω))N

à l’aide de la continuité de l’opérateur Nemytskii, puisque ∇Tk(un) ⇀ ∇Tk(u) dans

(Lp(x)(Ω))N , on a

∫
Ω
a(x, Tk(un),∇Tk(u))∇Tk(un)ϕ′(Tk(un)− Tk(u)) dx

=
∫
Ω
a(x, Tk(u),∇Tk(u))∇Tk(u)ϕ

′(0) dx+ ε4
h(n).

(4.38)
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De manière analogue, on a

−
∫
Ω
a(x, Tk(un),∇Tk(u))∇Tk(u)ϕ

′(wn) dx

= −
∫
Ω
a(x, Tk(u),∇Tk(u))∇Tk(u)ϕ

′(0) dx+ ε5
h(n).

(4.39)

Combinant (4.36)-(4.39), nous obtenons∫
Ω
a(x, un,∇un)∇ωnϕ

′(ωn) dx

≥
∫
Ω
[a(x, Tk(un),∇Tk(un))− a(x, Tk(un),∇Tk(u))]

×[∇Tk(un)−∇Tk(u)]ϕ
′(ωn) dx+ ε6

h(n).

(4.40)

Le second terme du membre de gauche de (4.29), peut être estimé à l’aide des

relations (4.6) et (4.2) pour donner∣∣∣∣ ∫
{|un|≤k}

gn(x, un,∇un)ϕ(ωn) dx
∣∣∣∣ ≤ ∫

{|un|≤k}
b(k)(c(x) + |∇Tk(un)|p(x))|ϕ(ωn)| dx,

≤ b(k)
∫
Ω
c(x)|ϕ(ωn)| dx

+
b(k)

α

∫
Ω
a(x, Tk(un),∇Tk(un))∇Tk(un)|ϕ(ωn)| dx.

(4.41)

Comme c(x) appartient à L1(Ω), il est facile de voir que,

b(k)
∫
Ω
c(x)|ϕ(ωn)| dx = b(k)

∫
Ω
c(x)|ϕ(T2k(u− Th(u)))| dx+ ε7

h(n). (4.42)

D’un autre côté, nous avons∫
Ω
a(x, Tk(un),∇Tk(un))∇Tk(un)|ϕ(ωn)| dx

=
∫
Ω
[a(x, Tk(un),∇Tk(un))− a(x, Tk(un),∇Tk(u))]

×[∇Tk(un)−∇Tk(u)]|ϕ(ωn)| dx

+
∫
Ω
a(x, Tk(un),∇Tk(un))∇Tk(u)|ϕ(ωn)| dx

+
∫
Ω
a(x, Tk(un),∇Tk(u))[∇Tk(un)−∇Tk(u)]|ϕ(ωn)| dx.

(4.43)

On montre de même que les deux derniers termes du membre de droite de (4.43)

sont de la forme ε8
h(n).

Par conséquent,∣∣∣∣ ∫
{|un|≤k}

gn(x, un,∇un)ϕ(ωn) dx
∣∣∣∣ ≤ ∫

Ω
[a(x, Tk(un),∇Tk(un))− a(x, Tk(un),∇Tk(u))]

×[∇Tk(un)−∇Tk(u)]|ϕ(ωn)| dx

+b(k)
∫
Ω
c(x)|ϕ(T2k(u− Th(u)))| dx+ ε9

h(n)

(4.44)
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Des relations (4.29)− (4.31), (4.40) et (4.44), on déduit que

∫
Ω
[a(x, Tk(un),∇Tk(un))− a(x, Tk(un),∇Tk(u))]

×[∇Tk(un)−∇Tk(u)](ϕ
′(ωn)− b(k)

α
|ϕ(ωn)|) dx

≤ b(k)
∫
Ω
c(x)|ϕ(T2k(u− Th(u)))| dx+

∫
Ω
fϕ(T2k(u− Th(u))) dx

+
∫
Ω
F∇T2k(u− Th(u))ϕ

′(T2k(u− Th(u))) dx+ ε10
h (n).

(4.45)

qui, conjointement avec (4.27) implique que,

∫
Ω
[a(x, Tk(un),∇Tk(un))− a(x, Tk(un),∇Tk(u))][∇Tk(un)−∇Tk(u)] dx

≤ 2b(k)
∫
Ω
c(x)|ϕ(T2k(u− Th(u)))| dx+ 2

∫
Ω
fϕ(T2k(u− Tk(u))) dx

+2
∫
Ω
F∇T2k(u− Th(u))ϕ

′(T2k(u− Th(u))) dx+ ε11
h (n).

(4.46)

On passe à la limite lorsque n→ +∞ dans (4.46) pour obtenir,

lim sup
n→∞

∫
Ω
[a(x, Tk(un),∇Tk(un))− a(x, Tk(un),∇Tk(u))][∇Tk(un)−∇Tk(u)] dx

≤ 2b(k)
∫
Ω
c(x)|ϕ(T2k(u− Th(u)))| dx+ 2

∫
Ω
fϕ(T2k(u− Tk(u))) dx

+2
∫
Ω
F∇T2k(u− Th(u))ϕ

′(T2k(u− Th(u))) dx.

(4.47)

On prend ensuite ϕ(T2k(un−Th(un))) comme fonction test dans (4.9), ce qui donne

∫
Ω
a(x, un,∇un)∇ϕ(T2k(un − Th(un))) dx+

∫
Ω
gn(x, un,∇un)ϕ(T2k(un − Th(un))) dx

≤
∫
Ω
fnϕ(T2k(un − Th(un))) dx+

∫
{h≤|un|≤2k+h}

F∇unϕ
′(T2k(un − Th(un))) dx,

(4.48)

et d’après (4.2) et la condition de signe (4.5), on aura

α
∫
{h≤|un|≤2k+h}

|∇un|p(x)ϕ′(T2k(un − Th(un))) dx

≤
∫
Ω
fnϕ(T2k(un − Th(un))) dx

+
∫
{h≤|un|≤2k+h}

F∇unϕ
′(T2k(un − Th(un))) dx.

(4.49)
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En utilisant l’inégalité de Young, on a∫
{h≤|un|≤2k+h}

F∇unϕ
′(T2k(un − Th(un))) dx

=
∫
{h≤|un|≤2k+h}

(
F

(α
2
p(x))

1
p(x)

)(
∇un(

α

2
p(x))

1
p(x)

)
ϕ′(T2k(un − Th(un))) dx

≤
∫
{h≤|un|≤2k+h}

(
|F |p′(x)

p′(x)(α
2
p(x))

p′(x)
p(x)

+
α

2
|∇un|p(x)

)
ϕ′(T2k(un − Th(un))) dx

≤ C4

∫
{h≤|un|}

|F |p′(x) dx

+
α

2

∫
{h≤|un|≤2k+h}

|∇un|p(x)ϕ′(T2k(un − Th(un))) dx.

(4.50)

Par conséquent, de (4.49), on obtient,
α

2

∫
{h≤|un|≤2k+h}

|∇un|p(x)ϕ′(T2k(un − Th(un))) dx

≤
∫
Ω
fnϕ(T2k(un − Th(un))) dx+ C4

∫
{h≤|un|}

|F |p′(x) dx.
(4.51)

De plus, comme le modulaire est faiblement semi-continue inférieurement (voir le

Théorème 3.2.9 [35]) et ϕ′ ≥ 1, nous obtenons∫
Ω
|∇T2k(u− Th(u))|p(x)ϕ′(T2k(u− Th(u))) dx

≤ C5

∫
Ω
|∇T2k(u− Th(u))|p(x) dx

≤ C5 lim inf
n→∞

∫
Ω
|∇T2k(un − Th(un))|p(x) dx

≤ C5 lim inf
n→∞

∫
Ω
|∇T2k(un − Th(un))|p(x)ϕ′(T2k(un − Th(un))) dx

≤ 2

α
C5 lim inf

n→∞

∫
Ω
fnϕ(T2k(un − Th(un))) dx

+C6 lim inf
n→∞

∫
{h≤|un|}

|F |p′(x) dx.

(4.52)

Comme fn → f dans L1(Ω), alors

lim sup
h→∞

∫
{h≤|u|≤2k+h}

|∇u|p(x)ϕ′(T2k(u− Th(u))) dx = 0.

Donc

lim
h→∞

∫
Ω
F∇T2k(u− Th(u))ϕ

′(T2k(u− Th(u))) dx = 0.

Par conséquent, on utilise (4.47), pour déduire que

lim
n→∞

∫
Ω
[a(x, Tk(un),∇Tk(un))− a(x, Tk(un),∇Tk(u))][∇Tk(un)−∇Tk(u)] dx = 0.

En utilisant le Lemme 2.2.3, on conclut que

Tk(un) → Tk(u) dans W 1,p(x)
0 (Ω) ∀k > 0. (4.53)
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ETAPE 4. Passage à la limite lorsque n→∞.

En utilisant Tk(un − ψ) comme fonction test dans (4.9), avec ψ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) ∩

L∞(Ω), on obtient∫
Ω
a(x, TM(un),∇TM(un))∇Tk(un − ψ) dx+

∫
Ω
gn(x, un,∇un)Tk(un − ψ) dx

=
∫
Ω
fnTk(un − ψ) dx+

∫
Ω
F∇Tk(un − ψ) dx.

(4.54)

où M = k + ||ψ||∞. Comme

a(x, TM(un),∇TM(un)) ⇀ a(x, TM(u),∇TM(u)) dans (Lp′(x)(Ω))N .

et d’après le lemme de Fatou, on obtient∫
Ω
a(x, TM(u),∇TM(u))∇Tk(u− ψ) dx

≤ lim inf
n→∞

∫
Ω
a(x, TM(un),∇TM(un))∇Tk(un − ψ) dx.

(4.55)

Pour le deuxième terme du membre de droite de (4.54), on a∫
Ω
F∇Tk(un − ψ) dx→

∫
Ω
F∇Tk(u− ψ) dx quand n→∞, (4.56)

car ∇Tk(un − ψ) ⇀ ∇Tk(u− ψ) dans (Lp(x)(Ω))N , et F ∈ (Lp′(x)(Ω))N .

D’autre part, on a∫
Ω
fnTk(un − ψ) dx→

∫
Ω
fTk(u− ψ) dx lorsque n→∞. (4.57)

Afin de passer à la limite dans le problème approché, nous allons montrer que

gn(x, un,∇un) → g(x, u,∇u) dans L1(Ω). (4.58)

En particulier, il suffit de prouver l’équi-intégrabilité de la suite {|gn(x, un,∇un)|}.

Pour ce faire, nous prenons Tl+1(un) − Tl(un) comme fonction test dans (4.9), on

obtient alors ∫
{|un|>l+1}

|gn(x, un,∇un)| dx ≤
∫
{|un|>l}

|fn| dx.

Soit ε fixé. Alors il existe l(ε) ≥ 1 tel que∫
{|un|>l(ε)}

|gn(x, un,∇un)| dx < ε

2
. (4.59)
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Pour tout sous-ensemble mesurable E ⊂ Ω, on a∫
E
|gn(x, un,∇un)| dx ≤

∫
E
b(l(ε))(c(x) + |∇Tl(ε)(un)|p(x)) dx

+
∫
{|un|>l(ε)}

|gn(x, un,∇un)| dx.
(4.60)

De la relation (4.53), on déduit qu’il existe η(ε) > 0 tel que

∫
E
b(l(ε))(c(x) + |∇Tl(ε)(un)|p(x)) dx <

ε

2
pour tout E tel que mes(E) < η(ε).

(4.61)

Enfin, en combinant (4.59) et (4.61), on a facilement

∫
E
|gn(x, un,∇un)| dx < ε pour tout E tel que mes(E) < η(ε).

Par conséquent, on déduit que (gn(x, un,∇un))n est uniformément équi-integrable

dans Ω.

Grâce aux relations (4.55)-(4.58), on passe à la limite dans (4.54) afin d’obtenir que

u est solution du problème (4.1).
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Chapitre 5
Etude de problèmes d’obstacle liés à

un problème elliptique non linéaire

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous traitons le problème d’obstacle associé à l’équation ellip-

tique quasi-linéaire suivante :

− div(a(x, u,∇u)) + g(x, u,∇u) = f ∈ L1(Ω), (5.1)

dans des espaces de Lebesgue et Sobolev généralisés. Nous démontrons un résultat

d’existence de solutions entropiques sous l’hypothèse g de signe constant.

Récemment, certains travaux sont parus dans l’étude des problèmes d’obstacle dans

des espaces de Lebesgue et Sobolev généralisés (voir [36],[61],[64]).

L’étude du problème d’obstacle associé à (5.1) dans le cas des puissances fixes a

été fait par [16] où ils obtiennent pour une donnée f ∈ L1(Ω), des solutions dans

des espaces Orlicz-Sobolev. Nous nous intéressons, dans ce chapitre, au problème

d’obstacle associé à l’équation (5.1). La technique utilisée pour étudier ce problème

est une technique d’approximation du problème d’obstacle associé à (5.1) par le

problème suivant :

(Pε)

 −div(a(x, uε,∇uε)) + gε(x, uε,∇uε) = fε dans Ω

uε = 0 sur ∂Ω.



5.2. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES

où gε(x, s, ξ) =
g(x, s, ξ)

1 + ε|g(x, s, ξ)|
et fε est une suite de fonctions régulières.

Cependant, cette approximation ne nous permet pas d’obtenir des estimations a

priori souhaitées, cela est dû au fait que uεgε(x, uε,∇uε) n’a pas un signe constant.

Aussi pour surmonter cette difficulté, on ajoute un terme de pénalisation, ce qui

nous donne le problème suivant :

(Pσ
ε )


−div(a(x, uσ

ε ,∇uσ
ε )) + gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε ) − 1

ε2
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1 = fε dans Ω

uσ
ε = 0 sur ∂Ω.

,

où gσ
ε (x, s, ξ) = δσ(s)gε(x, s, ξ) avec δσ(s) est une fonction Lipschitzienne croissante.

Le chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2, nous présentons les hypo-

thèses et rappelons quelque lemmes fondamentaux. Dans la section 3, nous prouvons

l’existence de solutions entropiques au problème d’obstacle associé à (5.1) dans le

cas d’une nonlinéarité positive g. Enfin, dans la section 4, nous prouvons l’existence

de solutions entropiques du problème d’obstacle associé à (5.1) dans le cas d’une

non- linéarité négative g.

5.2 Préliminaires mathématiques

Tout comme dans le chapitre précédent, nous utilisons les conditions du type de

Leray- Lions, données ci-aprés :

Il existe α > 0 tel que pour tout r et ξ et pour presque tout x ∈ Ω, on ait

a(x, r, ξ)ξ ≥ α|ξ|p(x) (5.2)

Pour tout s, ξ et η et pour presque tout x ∈ Ω on a

[a(x, s, ξ)− a(x, s, η)](ξ − η) > 0 pour tout ξ 6= η ∈ IRN (5.3)

Il existe k(x) ∈ Lp′(x)(Ω) et β > 0 tels que pour tout r et ξ et presque tout x on ait

|a(x, r, ξ)| ≤ β[k(x) + |r|p(x)−1 + |ξ|p(x)−1] (5.4)

En outre, soit g : Ω× IR × IRN → IR une fonction de Carathéodory ayant un signe

constant de telle sorte que pour presque pour tout x dans Ω et pour tout s ∈ IR et
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ξ ∈ IRN ,

|g(x, s, ξ)| ≤ b(|s|)(c(x) + |ξ|p(x)) (5.5)

et

g(x, 0, ξ) = 0, (5.6)

où b : IR+ → IR+ est une fonction continue non décroissante et c(.) est une fonction

croissante appartenant à L1(Ω).

5.3 Cas où la nonlinéarité g est positive

Nous considérons tout d’abord l’ensemble convexe

K0 = {u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω);u ≥ 0 p.p. dans Ω}. (5.7)

Théorème 5.3.1 Supposons que (5.4)− (5.6) ont lieu et f ∈ L1(Ω). Alors, il existe

au moins une solution entropique du problème unilatérale suivant :

(P)



u ∈ T 1,p(x)
0 (Ω), u ≥ 0 p.p. dans Ω, g(x, u,∇u) ∈ L1(Ω),∫

Ω
a(x, u,∇u)∇Tk(u− v) dx+

∫
Ω
g(x, u,∇u)Tk(u− v) dx

≤
∫
Ω
fTk(u− v) dx,

∀v ∈ K0 ∩ L∞(Ω), ∀k > 0.

Preuve du Théorème 5.3.1

Nous considérons le problème approché suivant,

(Pε)

 −div(a(x, uε,∇uε)) + gε(x, uε,∇uε) = fε dans Ω

uε = 0 sur ∂Ω,
(5.8)

où gε(x, s, ξ) =
g(x, s, ξ)

1 + ε|g(x, s, ξ)|
, fε est une fonction régulière telle que fε −→ f dans

L1(Ω) et ‖fn‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L1(Ω).

Notons que gε(x, s, ξ) satisfait les conditions suivantes,

|gε(x, s, ξ)| ≤ |g(x, s, ξ)| ≤ b(|s|)(c(x) + |ξ|p(x)) et |gε(x, s, ξ)| ≤
1

ε
.
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Néanmoins, il semble un peu difficile d’obtenir des estimations a priori, compte tenu

du fait que uεgε(x, uε,∇uε) n’a pas de signe constant.

Afin d’éviter cet inconvénient, nous approchons la fonction sign par une fonction

Lipschitziènne croissante. En effet, on considère pour σ > 0 fixé,

δσ(s) =


s−σ

s
si s ≥ σ > 0

0 si |s| ≤ σ

−s−σ
s

si s < −σ < 0.

Maintenant, on pose

gσ
ε (x, s, ξ) = δσ(s)gε(x, s, ξ). (5.9)

Remarquons que gσ
ε (x, s, ξ) a le même signe que s.

On considère ensuite le problème pénalisé suivant :

(Pσ
ε )



uσ
ε ∈ W

1,p(x)
0 (Ω), tel que

〈Auσ
ε , u

σ
ε − v〉+

∫
Ω
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )(uσ
ε − v) dx− 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1(uσ
ε − v) dx

=
∫
Ω
fε(u

σ
ε − v) dx,

∀v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

(5.10)

On définit les opérateurs Gσ
ε et Rσ

ε : W
1,p(x)
0 (Ω) −→ W−1,p′(x)(Ω) par :

〈Gσ
ε u, v〉 =

∫
Ω
gσ

ε (x, u,∇u)v dx,

〈Rσ
ε u, v〉 = − 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(u−)|p(x)−1v dx.

On note aussi

〈Au, v〉 =
∫
Ω
a(x, u,∇u)∇v dx.

Grâce à l’inégailté de type Hölder, pour tout u, v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) on a∣∣∣∣ ∫

Ω
gσ

ε (x, u,∇u)v dx
∣∣∣∣ ≤ (

1

p−
+

1

p′−
)‖gσ

ε (x, u,∇u)‖p′(x)‖v‖p(x)

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)(
∫
Ω
gσ

ε (x, u,∇u)p′(x) dx+ 1)
1

p′− ‖v‖p(x)

≤ (
1

p−
+

1

p′−
)
((

1 +
1

ε

) p′+

p′−
(mes(Ω) + 1)

1
p′−

)
‖v‖p(x)

≤ C‖v‖1,p(x)

(5.11)
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et ∣∣∣∣− 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(u−)|p(x)−1v dx

∣∣∣∣ ≤ 1

ε2
(

1

p−
+

1

p′−
)‖T 1

ε
(u−)p(x)−1‖p′(x)‖v‖p(x)

≤ 1

ε2
(

1

p−
+

1

p′−
)
∥∥∥∥(1

ε

)p(x)−1∥∥∥∥
p′(x)

‖v‖p(x)

≤ C‖v‖1,p(x).

(5.12)

Nous avons besoin du résultat suivant :

Lemme 5.3.1 L’opérateur Bσ
ε = A+Gσ

ε +Rσ
ε de W 1,p(x)

0 (Ω) dans W−1,p′(x)(Ω) est

pseudo-monotone. De plus, Bσ
ε est coercif, c’est à dire :

〈Bσ
ε v, v〉

‖v‖1,p(x)

−→ +∞ si ‖v‖1,p(x) −→ +∞.

Preuve du lemme 5.3.1

En utilisant l’inégalité de type Hölder et la condition de croissance (5.4) on peut

facilement montrer que A est borné, et des relations (5.11) et (5.12), on déduit que

Bσ
ε est borné dans W 1,p(x)

0 (Ω).

La coercivité découle de (5.2) et du fait que

gσ
ε (x, s, ξ)s ≥ 0 et − 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(u−)|p(x)−1u dx ≥ 0.

Il reste à montrer que Bσ
ε est pseudo-monotone.

Soit (uk)k une suite dans W 1,p(x)
0 (Ω) telle que
uk ⇀ u dans W

1,p(x)
0 (Ω)

Bσ
ε uk ⇀ χ dans W−1,p′(x)(Ω)

lim sup
k→∞

〈Bσ
ε uk, uk〉 ≤ 〈χ, u〉.

(5.13)

Nous allons montrer que

χ = Bσ
ε u et 〈Bσ

ε uk, uk〉 −→ 〈χ, u〉 lorsque k → +∞.

D’abord, comme W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→↪→ Lp(x)(Ω), alors

uk → u dans Lp(x)(Ω) pour une sous-suite encore notée (uk)k. (5.14)
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Or, (uk)k est une suite bornée dansW 1,p(x)
0 (Ω), par conséquent d’après (5.4), (a(x, uk,∇uk))k

est bornée dans (Lp′(x)(Ω))N .

Ainsi, il existe une fonction ϕ ∈ (Lp′(x)(Ω))N telle que

a(x, uk,∇uk) ⇀ ϕ dans (Lp′(x)(Ω))N lorsque k →∞. (5.15)

De façon analogue, il est facile de voir que (gσ
ε (x, uk,∇uk))k est bornée dans Lp′(x)(Ω)

par rapport à k et donc, il existe une fonction ψσ
ε ∈ Lp′(x)(Ω) telle que

gσ
ε (x, uk,∇uk) ⇀ ψσ

ε dans Lp′(x)(Ω) lorsque k →∞. (5.16)

et comme
(
− 1

ε2
|T 1

ε
(uk)|p(x)−1

)
k

est bornée dans Lp′(x)(Ω), alors

− 1

ε2
|T 1

ε
(u−k )|p(x)−1 −→ − 1

ε2
|T 1

ε
(u−)|p(x)−1 dans Lp′(x)(Ω) lorsque k →∞. (5.17)

Il est clair que, pour tout v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), on a

〈χ, v〉 = lim
k→∞

〈Bσ
ε uk, v〉

= lim
k→∞

∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇v dx+ lim

k→∞

∫
Ω
gσ

ε (x, uk,∇uk)v dx

+ lim
k→∞

− 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(u−k )|p(x)−1v dx

=
∫
Ω
ϕ∇v dx+

∫
Ω
ψσ

ε v dx−
1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(u−)|p(x)−1v dx.

(5.18)

D’une part, de (5.14) on a

∫
Ω
gσ

ε (x, uk,∇uk)uk dx −→
∫
Ω
ψσ

ε u dx lorsque k →∞ (5.19)

et

− 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(u−k )|p(x)−1uk dx −→ − 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(u−)|p(x)−1u dx lorsque k →∞. (5.20)

Par conséquent, on a

lim sup
k→∞

〈Bσ
ε (uk), uk〉 = lim sup

k→∞

{ ∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇uk dx+

∫
Ω
gσ

ε (x, uk,∇uk)uk dx

− 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(u−k )|p(x)−1uk dx

}
,

≤
∫
Ω
ϕ∇u dx+

∫
Ω
ψσ

ε u dx−
1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(u−)|p(x)−1u dx.

(5.21)
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On déduit de ce qui précède que

lim sup
k→∞

∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇uk dx ≤

∫
Ω
ϕ∇u dx. (5.22)

Grâce à (5.3), on a

∫
Ω
(a(x, uk,∇uk)− a(x, uk,∇u))(∇uk −∇u) dx ≥ 0. (5.23)

Par conséquent∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇uk dx ≥ −

∫
Ω
a(x, uk,∇u)∇u dx

+
∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇u dx+

∫
Ω
a(x, uk,∇u)∇uk dx.

D’après (5.15), on obtient

lim inf
k→∞

∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇uk dx ≥

∫
Ω
ϕ∇u dx

ce qui implique en utilisant (5.22)

lim
k→∞

∫
Ω
a(x, uk,∇uk)∇uk dx =

∫
Ω
ϕ∇u dx. (5.24)

Au moyen de (5.18), (5.19), (5.20) et (5.24), on obtient

〈Bσ
ε uk, uk〉 −→ 〈χ, u〉 lorsque k → +∞.

D’autre part, de (5.24), et du fait que a(x, uk,∇u) −→ a(x, u,∇u) dans (Lp′(x)(Ω))N

on arrive à déduire que

lim
k→+∞

∫
Ω
(a(x, uk,∇uk)− a(x, uk,∇u))(∇uk −∇u) dx = 0.

Ainsi, en utilisant le Lemme 2.2.3

∇un −→ ∇u p.p. dans Ω.

On conclut que

a(x, uk,∇uk) ⇀ a(x, u,∇u) dans (Lp′(x)(Ω))N ,

gσ
ε (x, uk,∇uk) ⇀ gσ

ε (x, u,∇u) dans Lp′(x)(Ω)
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et

− 1

ε2
|T 1

ε
(u−k )|p(x)−1 ⇀ − 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(u−)|p(x)−1.

Par conséquent, χ = Bσ
ε u.

D’après le théorème classique de Lions [48] (voir la section 1.3) et le résultat du

Lemme 5.3.1, il existe donc au moins une solution uσ
ε ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) du problème

(5.10).

La suite de la démonstration du théorème 5.3.1 se fait en deux étapes.

5.3.1 Etude du problème approché par rapport à ε

Estimations a priori

Prenons v = uσ
ε − Tk(u

σ
ε ) comme fonction test dans (5.10), on obtient∫

Ω
a(x, uσ

ε ,∇uσ
ε )∇Tk(u

σ
ε ) dx

+
∫
Ω
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )Tk(u
σ
ε ) dx

− 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1Tk(u
σ
ε ) dx

=
∫
Ω
fεTk(u

σ
ε ) dx.

Ainsi, comme uσ
ε = uσ+

ε − uσ−
ε , alors

− 1

ε2
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1Tk(u
σ
ε ) = − 1

ε2
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1Tk(u
σ
ε )χ{uσ

ε ≤0}

=
1

ε2
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1Tk(u
σ−
ε ) ≥ 0.

(5.25)

En utilisant le fait que gσ
ε (x, uσ

ε ,∇uσ
ε )Tk(u

σ
ε ) ≥ 0 et de (5.25) nous obtenons

∫
Ω
a(x, uσ

ε ,∇uσ
ε )∇Tk(u

σ
ε ) dx ≤ k‖f‖L1(Ω). (5.26)

Aussi, de (5.2) on ait,

α‖∇Tk(u
σ
ε )‖γ

p(x) ≤ α
∫
Ω
|∇Tk(u

σ
ε )|p(x) dx

≤ k‖f‖L1(Ω)

(5.27)
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avec

γ =

 p+ si ‖∇Tk(u
σ
ε )‖p(x) ≤ 1,

p− si ‖∇Tk(u
σ
ε )‖p(x) > 1.

Grâce à l’inégalité de Poincaré, on trouve

‖Tk(u
σ
ε )‖1,p(x) ≤ Ck

1
γ , (5.28)

où C ne dépend pas de ε.

Par conséquent (Tk(u
σ
ε ))ε est bornée dans W 1,p(x)

0 (Ω) uniformément dans ε et σ.

Convergence en mesure de uσ
ε

uσ
ε converge vers une fonction uσ en mesure.

Pour le prouver, nous montrons que uσ
ε est une suite de Cauchy en mesure.

Soit k > 0 assez grand. On utilise les l’inégalités de type Hölder, de Poincaré et la

relation (5.28), pour obtenir

k mes({|uσ
ε | > k}) =

∫
{|uσ

ε |>k}
|Tk(u

σ
ε )| dx ≤

∫
Ω
|Tk(u

σ
ε )| dx

≤ ( 1
p−

+ 1
p′−

)(mes(Ω) + 1)
1

p′− ‖Tk(u
σ
ε )‖p(x)

≤ C1‖Tk(u
σ
ε )‖1,p(x)

≤ C2k
1
γ ;

(5.29)

ce qui entraîne que,

mes({|uσ
ε | > k}) ≤ C2

k1− 1
γ

∀ε > 0, ∀k > 0. (5.30)

Par conséquent

mes({|uσ
ε | > k}) −→ 0 lorsque k →∞ ( puisque 1− 1

γ
> 1), (5.31)

uniformément par rapport ε et k.

De plus, on a, pour tout δ > 0,

mes ({|uσ
n − uσ

m| > δ}) ≤ mes ({|uσ
n| > k}) + mes ({|uσ

m| > k})

+mes ({|Tk(u
σ
n)− Tk(u

σ
m)| > δ}).

(5.32)
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Comme (Tk(u
σ
ε ))n est bornée dans W 1,p(x)

0 (Ω), alors il existe pour σ > 0 fixé, vσ
ε ∈

W
1,p(x)
0 (Ω) telle que,

Tk(u
σ
ε ) ⇀ vσ

k dans W
1,p(x)
0 (Ω)

et l’injection compact W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→↪→ Lp(x)(Ω) nous donne,

Tk(u
σ
ε ) −→ vσ

k dans Lp(x)(Ω) et p.p. dans Ω. (5.33)

Par conséquent, on peut supposer que (Tk(u
σ
ε ))ε est une suite de Cauchy en mesure

dans Ω.

Soit η > 0. Alors de (5.30) et (5.32), il existe k(η) > 0 tel que mes({|uσ
n − uσ

m| >

δ}) < η pour tout n,m ≥ n0(k(η), δ).

Cela prouve que (uσ
ε )ε est une suite de Cauchy en mesure et par la suite, converge

presque partout vers une fonction uσ.

Ainsi
Tk(u

σ
ε ) ⇀ Tk(u

σ) dans W
1,p(x)
0 (Ω),

Tk(u
σ
ε ) → Tk(u

σ) dans Lp(x)(Ω) et p.p. dans Ω.
(5.34)

Positivité de uσ

On prend v = uσ
ε − T 1

ε
(uσ

ε ) comme fonction test dans (5.10), pour obtenir

∫
Ω
a(x, uσ

ε ,∇uσ
ε )∇T 1

ε
(uσ

ε ) dx

+
∫
Ω
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )T 1
ε
(uσ

ε ) dx

− 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1T 1
ε
(uσ

ε ) dx

=
∫
Ω
fεT 1

ε
(uσ

ε ) dx.

En utilisant le fait que
∫
Ω
a(x, uσ

ε ,∇uσ
ε )∇T 1

ε
(uσ

ε )dx ≥ 0 et gσ
ε (x, uσ

ε ,∇uσ
ε )T 1

ε
(uσ

ε ) ≥ 0,

on déduit que

− 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1T 1
ε
(uσ

ε ) dx ≤ 1

ε
‖f‖L1(Ω);

ce qui grâce à (5.25) est équivalent à dire que

1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1T 1
ε
(uσ−

ε ) dx ≤ 1

ε
‖f‖L1(Ω).
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Par conséquent ∫
Ω
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x) dx ≤ ε‖f‖L1(Ω).

Ainsi, comme uσ−
ε −→ uσ− p.p. dans Ω, on déduit que

|T 1
ε
(uσ−

ε )|p(x) −→ |uσ−|p(x) p.p. dans Ω.

D’après le lemme de Fatou, on peut conclure que∫
Ω
|uσ−|p(x) dx ≤ lim

ε→0

∫
Ω
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)dx

≤ lim
ε→0

ε‖f‖L1(Ω).

Par conséquent,

|uσ−
ε |p(x) → 0 lorsque ε→ 0,

ce qui implique que

uσ ≥ 0.

Convergence presque partout du gradient

Par soucis de simplicité, nous allons écrire η(ε, h) pour toute quantité telle que

lim
h→+∞

lim
ε→0

η(ε, h) = 0.

Puis, nous noterons ηh(ε) toute quantité qui dépend de ε et h et telle que

lim
ε→0

ηh(ε) = 0,

pour toute valeur fixée de h.

Soit k > 0, nous utilisons dans (5.10), la fonction test
vh,σ

ε = uσ
ε − ηϕk(ω

h,σ
ε )

ωh,σ
ε = T2k(u

σ
ε − Th(u

σ
ε ) + Tk(u

σ
ε )− Tk(u

σ))

ωh,σ = T2k(u
σ − Th(u

σ)),

(5.35)

où h > 2k > 0, avec ϕk(t) = teλt2 , λ =
(
b(k)

α

)2

.

Il est bien connu que ([26], lemme 1)

ϕ′k(t)−
b(k)

α
|ϕk(t)| ≥

1

2
, ∀t ∈ IR. (5.36)
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Il s’ensuit que

〈A(uσ
ε ), ϕk(ω

h,σ
ε )〉

+
∫
Ω
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )ϕk(ω
h,σ
ε ) dx

− 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1ϕk(ω
h,σ
ε ) dx

=
∫
Ω
fεϕk(ω

h,σ
ε ) dx,

ce qui est équivaut à dire que∫
Ω
a(x, uσ

ε ,∇uσ
ε )∇ωh,σ

ε ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

+
∫
Ω
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )ϕk(ω
h,σ
ε ) dx

− 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1 ϕk(ω
h,σ
ε ) dx

=
∫
Ω
fεϕk(ω

h,σ
ε ) dx.

(5.37)

∇ωh,σ
ε = 0 sur l’ensemble {|uσ

ε | > 4k+h}, par suite, en posant s = 4k+h on obtient

par (5.37), ∫
Ω
a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))∇ωh,σ

ε ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

+
∫
Ω
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )ϕk(ω
h,σ
ε ) dx

− 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1 ϕk(ω
h,σ
ε ) dx

=
∫
Ω
fεϕk(ω

h,σ
ε ) dx.

D’après (5.34), on a ϕk(ω
h,σ
ε ) ⇀ ϕk(ω

h,σ) faiblement* dans L∞(Ω) lorsque ε→ 0.

Par suite, ∫
Ω
fεϕk(ω

h,σ
ε ) dx −→

∫
Ω
fϕk(ω

h,σ) dx.

Finalement, en utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on déduit

que ∫
Ω
fϕk(ω

h,σ) dx −→ 0 lorsque h→ +∞.

Par conséquent, ∫
Ω
fϕk(ω

h,σ
ε ) dx = η(ε, h). (5.38)

Notons que le signe de ϕk(ω
h,σ
ε ) est le même que celui de uσ

ε dans l’ensemble {x ∈

Ω, |uσ
ε | > k}, alors, on a

gσ
ε (x, uσ

ε ,∇uσ
ε )ϕk(ω

h,σ
ε ) ≥ 0
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et

− 1

ε2
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1ϕk(ω
h,σ
ε ) ≥ 0.

De (5.37), on déduit que∫
Ω
a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))∇ωh,σ

ε ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

+
∫
{|uσ

ε |<k}
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )ϕk(ω
h,σ
ε ) dx

− 1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(uσ−

ε )|p(x)−1 (uσ
ε − Tk(u

σ)) exp(λ(ωh,σ
ε ))2 dx

≤ η(ε, h).

(5.39)

Comme uσ ≥ 0, le troisième terme du membre de gauche de l’inégalité ci-dessus est

positif. Par conséquent∫
Ω
a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))∇ωh,σ

ε ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

+
∫
{|uσ

ε |<k}
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )ϕk(ω
h,σ
ε ) dx

≤ η(ε, h).

(5.40)

Pour la première intégrale du membre de gauche de (5.40), on a∫
Ω
a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))∇ωh,σ

ε ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

=
∫
{|uσ

ε |≤k}
a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))[∇Tk(u

σ
ε )−∇Tk(u

σ)]ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

+
∫
{|uσ

ε |>k}
a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))∇ωh,σ

ε ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx.

(5.41)

Le premier terme du membre de droite de (5.41) donne∫
{|uσ

ε |≤k}
a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))[∇Tk(u

σ
ε )−∇Tk(u

σ)]ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

=
∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))[∇Tk(u

σ
ε )−∇Tk(u

σ)]ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx.

(5.42)

Pour le deuxième terme du membre de droite de (5.41), on applique (5.2) pour

obtenir, ∫
{|uσ

ε |>k}
a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))∇ωh,σ

ε ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

≥ −ϕ′(2k)
∫
{|uσ

ε |>k}
|a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))||∇Tk(u

σ)| dx.
(5.43)

Comme |a(x, Ts(u
σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε )| est bornée dans (Lp′(x)(Ω))N , on a, quitte à extraire

une sous-suite

|a(x, Ts(u
σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε )|⇀ lM,σ dans (Lp′(x)(Ω))N lorsque ε→ 0
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et puisque ∇Tk(u
σ)χ{|uσ

ε |>k} −→ ∇Tk(u
σ)χ{|uσ |>k} dans Lp(x)(Ω) lorsque ε → 0, on

obtient

−ϕ′(2k)
∫
{|uσ

ε |>k}
|a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))||∇Tk(u

σ)|dx −→ −ϕ′(2k)
∫
{|uσ |>k}

lM,σ|∇Tk(u
σ)|dx = 0,

lorsque ε→ 0.

Par conséquent

− ϕ′(2k)
∫
{|uσ

ε |>k}
|a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))||∇Tk(u

σ)| dx = ηh(ε). (5.44)

Combinant (5.41) et (5.44), on déduit que∫
Ω
a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))∇ωh,σ

ε ϕ′(ωh,σ
ε ) dx

≥
∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))[∇Tk(u

σ
ε )−∇Tk(u

σ)]ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx+ ηh(ε).

(5.45)

D’où ∫
Ω
a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))∇ωh,σ

ε ϕ′(ωh,σ
ε ) dx

≥
∫
Ω
[a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))− a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))]

×[∇Tk(u
σ
ε )−∇Tk(u

σ)]ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

+
∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))[∇Tk(u
σ
ε )−∇Tk(u

σ)]ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

+ηh(ε).

(5.46)

En ce qui concerne le seconde terme du membre de droite de (5.46), on peut l’écrire

comme suit∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))[∇Tk(u
σ
ε )−∇Tk(u

σ)]ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

=
∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))∇Tk(u
σ
ε )ϕ′k(Tk(u

σ
ε )− Tk(u

σ)) dx

−
∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))∇Tk(u
σ)ϕ′k(ω

h,σ
ε ) dx.

(5.47)

De la continuité de l’opérateur Nemytskii, on déduit que

a(x, Tk(u
σ
ε ),∇Tk(u

σ))ϕ′k(Tk(u
σ
ε )− Tk(u

σ)) −→ a(x, Tk(u
σ),∇Tk(u

σ))ϕ′k(0)

et a(x, Tk(u
σ
ε ),∇Tk(u

σ)) → a(x, Tk(u
σ),∇Tk(u

σ)) fortement dans (Lp′(x)(Ω))N , car

∇Tk(u
σ
ε ) ⇀ ∇Tk(u

σ) faiblement dans (Lp(x)(Ω))N et∇Tk(u
σ
ε )ϕ′k(ω

h,σ
ε ) → ∇Tk(u

σ)ϕ′k(0)

fortement dans (Lp(x)(Ω))N .
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Ensuite, le premier et le deuxième terme du membre de droite de (5.47) tendent

respectivement vers

∫
Ω
a(x, Tk(u

σ),∇Tk(u
σ))∇Tk(u

σ)ϕ′k(0) dx lorsque ε→ 0

et

−
∫
Ω
a(x, Tk(u

σ),∇Tk(u
σ))∇Tk(u

σ)ϕ′k(ω
h,σ) dx lorsque ε→ 0.

Par conséquent∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))[∇Tk(u
σ
ε )−∇Tk(u

σ)]ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

= ηh(ε).
(5.48)

Combinant (5.46) et (5.48), cela donne∫
Ω
a(x, Ts(u

σ
ε ),∇Ts(u

σ
ε ))∇ωh,σ

ε ϕ′(ωh,σ
ε ) dx

≥
∫
Ω
[a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))− a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))]

×[∇Tk(u
σ
ε )−∇Tk(u

σ)]ϕ′k(ω
h,σ
ε ) dx

+η(ε, h).

(5.49)

En revenant au deuxième terme du membre de gauche de (5.40), on a∣∣∣∣ ∫
{|uσ

ε |<k}
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )ϕk(ω
h,σ
ε ) dx

∣∣∣∣
≤ b(k)

∫
Ω
c(x)|ϕk(ω

h,σ
ε )| dx+

b(k)

α

∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))∇Tk(u

σ
ε )|ϕk(ω

h,σ
ε )| dx

≤ η(ε, h) +
b(k)

α

∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))∇Tk(u

σ
ε )|ϕk(ω

h,σ
ε )| dx.

(5.50)

Le dernier terme du membre de droite de (5.50) donne

b(k)

α

∫
Ω
[a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))− a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))]

×[∇Tk(u
σ
ε )−∇Tk(u

σ)]|ϕk(ω
h,σ
ε )| dx

+
b(k)

α

∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))[∇Tk(u
σ
ε )−∇Tk(u

σ)]|ϕk(ω
h,σ
ε )| dx

+
b(k)

α

∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))∇Tk(u

σ)|ϕk(ω
h,σ
ε )| dx.

(5.51)

Par un raisonnement analogue au précédent, on déduit que

b(k)

α

∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))[∇Tk(u
σ
ε )−∇Tk(u

σ)]|ϕk(ω
h,σ
ε )| dx = ηh(ε)
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et
b(k)

α

∫
Ω
a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))∇Tk(u

σ)|ϕk(ω
h,σ
ε )| dx = η(ε, h).

D’où ∣∣∣∣ ∫
{|uσ

ε |<k}
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )ϕk(ω
h,σ
ε ) dx

∣∣∣∣
≤ b(k)

α

∫
Ω
[a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))− a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))]

×[∇Tk(u
σ
ε )−∇Tk(u

σ)]|ϕk(ω
h,σ
ε )| dx+ η(ε, h).

(5.52)

On Combine ensuite (5.40), (5.51) et (5.52), pour obtenir∫
Ω
[a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))− a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))]

×[∇Tk(u
σ
ε )−∇Tk(u

σ)](ϕ′k(ω
h,σ
ε )− b(k)

α
|ϕk(ω

h,σ
ε )|) dx

≤ η(ε, h),

(5.53)

ce qui implique gràce à (5.36) que∫
Ω
[a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))− a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))]

×[∇Tk(u
σ
ε )−∇Tk(u

σ)] dx

≤ η(ε, h).

(5.54)

Faisons maintenant tendre ε vers 0 et h vers l’infini, on a

∫
Ω
[a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ
ε ))− a(x, Tk(u

σ
ε ),∇Tk(u

σ))][∇Tk(u
σ
ε )−∇Tk(u

σ)] dx→ 0.

En appliquant le Lemme 2.2.3, on obtient de la convergence ci-dessus,

Tk(u
σ
ε ) −→ Tk(u

σ) dans W 1,p(x)
0 (Ω). (5.55)

Par conséquent,

∇uσ
ε −→ ∇uσ p.p. dans Ω. (5.56)

Equi-integrabilité de la nonlinéarité gσ
ε

Afin de passer à la limite dans le problème approché, nous allons montrer que

gσ
ε (x, uσ

ε ,∇uσ
ε ) −→ gσ(x, uσ,∇uσ) dans L1(Ω). (5.57)
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En particulier, Il est suffisant de prouver l’équi-integrabilité de la suite {|gσ
ε (x, uσ

ε ,∇uσ
ε )|}.

Pour ce faire, nous prenons uσ
ε−T1(u

σ
ε−Th(u

σ
ε )) ≥ 0 comme fonction test dans (5.10),

pour obtenir ∫
{|uσ

ε |≥h+1}
|gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )| dx ≤
∫
{|uσ

ε |>h}
|fn| dx.

Fixons η > 0. Alors, il existe h(η) ≥ 1 tel que

∫
{|uσ

ε |≥h(η)}
|gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )| dx < η

2
. (5.58)

Pour tout sous-ensemble mesurable E ⊂ Ω, on a∫
E
|gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )| dx ≤
∫

E
b(l(ε))(c(x) + |∇Th(η)(u

σ
ε )|p(x)) dx

+
∫
{|uσ

ε |≥h(η)}
|gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )| dx.
(5.59)

De (5.55), on déduit qu’il existe β(η) > 0 tel que

∫
E
b(h(η))(c(x) + |∇Th(η)(u

σ
ε )|p(x)) dx ≤ η

2
pour tout E tel que mes(E) < β(η).

(5.60)

Finalement, en combinant (5.58) et (5.60), on déduit que

∫
E
|gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )| dx ≤ η pour tout E tel que mes(E) < β(η).

Passage à la limite par rapport à ε

Soit v ∈ K0 ∩L∞(Ω), on prend uσ
ε − Tk(u

σ
ε − v) comme fonction test dans (5.10)

pour obtenir ∫
Ω
a(x, uσ

ε ,∇uσ
ε )∇Tk(u

σ
ε − v) dx

+
∫
Ω
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )Tk(u
σ
ε − v) dx

≤
∫
Ω
fεTk(u

σ
ε − v) dx.

(5.61)

On déduit que ∫
{|uσ

ε −v|≤k}
a(x, uσ

ε ,∇uσ
ε )∇(uσ

ε − v) dx

+
∫
Ω
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )Tk(u
σ
ε − v) dx

≤
∫
Ω
fεTk(u

σ
ε − v) dx.

(5.62)
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Ce qui équivaut∫
{|uσ

ε −v|≤k}
a(x, uσ

ε ,∇uσ
ε )∇uσ

ε dx−
∫
{|uσ

ε −v|≤k}
a(x, uσ

ε ,∇uσ
ε )∇v dx

+
∫
Ω
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )Tk(u
σ
ε − v) dx

≤
∫
Ω
fεTk(u

σ
ε − v) dx.

(5.63)

En appliquant le lemme de Fatou et le fait que

a(x, Tk+‖v‖∞(uσ
ε ),∇Tk+‖v‖∞(uσ

ε )) ⇀ a(x, Tk+‖v‖∞(uσ),∇Tk+‖v‖∞(uσ)) dans (Lp′(x)(Ω))N ,

on obtient∫
{|uσ−v|≤k}

a(x, uσ,∇uσ)∇uσ dx−
∫
{|uσ−v|≤k}

a(x, Tk+‖v‖∞(uσ),∇Tk+‖v‖∞(uσ))∇v dx

+
∫
Ω
gσ(x, uσ,∇uσ)Tk(u

σ − v) dx

≤
∫
Ω
fTk(u

σ − v) dx.

(5.64)

D’où, ∫
Ω
a(x, uσ,∇uσ)∇Tk(u

σ − v) dx

+
∫
Ω
gσ(x, uσ,∇uσ)Tk(u

σ − v) dx

≤
∫
Ω
fTk(u

σ − v) dx ∀v ∈ K0 ∩ L∞(Ω), ∀k > 0.

(5.65)

5.3.2 Etude du problème approché par rapport à σ

Estimations par rapport à σ

Nous allons donner quelques estimations sur la suite (uσ)σ identique à (5.27).

Pour ce faire, nous prenons v = Ts(u
σ−Tk(u

σ)) dans (5.65) et nous laissons s→∞ ;

alors, de la même manière que dans la section (5.3.1) nous pouvons prouver que

α‖∇Tk(u
σ)‖γ

p(x) ≤ α
∫
Ω
|∇Tk(u

σ)|p(x) dx

≤ k‖f‖L1(Ω) pour tout k > 1.
(5.66)

Par conséquent, comme dans la section 5.3.1, il existe u tel que Tk(u) ∈ W 1,p(x)
0 (Ω)

et  Tk(u
σ) ⇀ Tk(u) dans W 1,p(x)

0 (Ω),

Tk(u
σ) → Tk(u) dans Lp(x)(Ω) et p.p. dans Ω.

(5.67)

D’où, uσ ≥ 0 p.p. dans Ω, par conséquent, u ≥ 0 p.p. dans Ω.
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Convergence forte des tronquées par rapport à σ

On prend comme fonction test dans (5.65)
v = Ts(u

σ − ϕk(ω
h,σ))

ωh,σ = T2k(u
σ − Th(u

σ) + Tk(u
σ)− Tk(u))

ωh = T2k(u− Th(u)),

(5.68)

où h > 2k > 0.

Il s’ensuit que pour tout l > 0,∫
Ω
a(x, uσ,∇uσ)∇Tl(u

σ − Ts(u
σ − ϕk(ω

h,σ))) dx

+
∫
Ω
gσ(x, uσ,∇uσ)Tl(u

σ − Ts(u
σ − ϕk(ω

h,σ))) dx

≤
∫
Ω
fTl(u

σ − Ts(u
σ − ϕk(ω

h,σ))) dx.

Par conséquent, ∫
{|uσ−ϕk(ωh,σ)|≤s}

a(x, uσ,∇uσ)∇Tl(ϕk(ω
h,σ)) dx

+
∫
Ω
gσ(x, uσ,∇uσ)Tl(u

σ − Ts(u
σ − ϕk(ω

h,σ))) dx

≤
∫
Ω
fTl(u

σ − Ts(u
σ − ϕk(ω

h,σ))) dx.

On fait tendre s→∞ en choisissant l assez grand (l ≥ |ϕk(2k)|), pour obtenir∫
Ω
a(x, uσ,∇uσ)∇ϕk(ω

h,σ) dx

+
∫
Ω
gσ(x, uσ,∇uσ)ϕk(ω

h,σ) dx

≤
∫
Ω
fϕk(ω

h,σ) dx.

(5.69)

Par conséquent, en utilisant les mêmes techniques que celle de la section 5.3.1, nous

déduisons que

Tk(u
σ) −→ Tk(u) dans W 1,p(x)

0 (Ω) (5.70)

et

∇uσ −→ ∇u p.p. dans Ω. (5.71)

Equi-integrabilité de la non-linéarité g par rapport à σ

Comme g est une fonction de Carathéodory, il est facile de voir que

g(x, uσ,∇uσ) −→ g(x, u,∇u) p.p. dans Ω lorsque σ → 0.
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Par conséquent, d’après l’hypothèse (5.6) (noter que cette hypothèse n’est utilisée

que ici),

gσ(x, uσ,∇uσ) = δσg(x, u
σ,∇uσ) → g(x, u,∇u) p.p. dans {x ∈ Ω, u(x) ≥ 0}.

De la même façon, nous montrons que

gσ(x, uσ,∇uσ) → g(x, u,∇u) dans L1(Ω).

en effet, prenons uσ − T1(u
σ − Tl(u

σ)) ≥ 0 comme fonction test dans (5.65), nous

obtenons ∫
{|uσ |≥l+1}

|gσ(x, uσ,∇uσ)| dx ≤
∫
{|uσ |>l}

|f | dx.

Fixons β > 0. Alors, il existe l(β) ≥ 1 tel que

∫
{|uσ |≥l(β)}

|gσ(x, uσ,∇uσ)| dx < β

2
. (5.72)

Pour tout sous-ensemble mesurable E ⊂ Ω, on a

∫
E
|gσ(x, uσ,∇uσ)| dx ≤

∫
E
b(l(β))(c(x) + |∇Tl(β)(u

σ)|p(x)) dx

+
∫
{|uσ |≥l(β)}

|gσ(x, uσ,∇uσ)| dx.
(5.73)

De (5.70), on déduit qu’il existe α(β) > 0 tel que

∫
E
b(l(β))(c(x) + |∇Tl(β)(u

σ)|p(x)) dx ≤ β

2
pour tout E tel que mes(E) < α(β).

(5.74)

Finalement, en combinant (5.72) et (5.74), on a

∫
E
|gσ(x, uσ,∇uσ)| dx ≤ β pour tout E tel que mes(E) ≤ α(β).

Par conséquent, on déduit que gσ(x, uσ,∇uσ) est uniformément équi-integrable.

Ainsi, comme dans la section 5.3.1, on passe à la limite par rapport à σ pour conclure.

Cela permet d’obtenir la preuve du théorme 5.3.1.
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5.4 Cas où la nonlinéarité g est négative

Nous considérons l’ensemble convexe

K0 = {u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω);u ≤ 0 p.p. dans Ω}.

Théorème 5.4.1 supposons que (5.4)-(5.6) ont lieu et que f ∈ L1(Ω). Alors, il

existe au moins une solution entropique pour du problème unilaterale suivant :

(P)



u ∈ T 1,p(x)
0 (Ω), u ≤ 0 p.p. dans Ω, g(x, u,∇u) ∈ L1(Ω)∫

Ω
a(x, u,∇u)∇Tk(u− v) dx+

∫
Ω
g(x, u,∇u)Tk(u− v) dx

≤
∫
Ω
fTk(u− v) dx,

∀v ∈ K0 ∩ L∞(Ω), ∀k > 0.

Preuve. La preuve du théorème 5.3.1 s’applique moyennant les modifications sui-

vantes :

i) Nous approchons la fonction sign par une fonction Lipschitziènne croissante.

ii) La fonction Lipschitzienne δσ(s) est remplacée par :

δσ(s) =


−s−σ

s
si s ≥ σ > 0

0 si |s| ≤ σ

s+σ
s

si s < −σ < 0.

iii) Le problème approché devient :

(Pσ
ε )



uσ
ε ∈ W

1,p(x)
0 (Ω)

〈Auσ
ε , u

σ
ε − v〉+

∫
Ω
gσ

ε (x, uσ
ε ,∇uσ

ε )(uσ
ε − v) dx+

1

ε2

∫
Ω
|T 1

ε
(uσ+

ε )|p(x)−1(uσ
ε − v) dx

=
∫
Ω
fε(u

σ
ε − v) dx,

∀v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

(5.75)

iv) L’ensemble K0 est remplacé par :

K0 = {u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω);u ≤ 0 p.p. dans Ω}.
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Chapitre 6
Etude de problèmes elliptiques

nonlinéaires avec des conditions au

bord de Neumann

6.1 Introduction

Dans ce chapitre 1, nous étudions une classe de problèmes p(x)-Laplace non-

linéaires avec des conditions de Neumann non homogènes sur le bord et des données

L1 de la forme :
−div(Φ(∇u−Θ(u))) + |u|p(x)−2u+ α(u) = f dans Ω

(Φ(∇u−Θ(u)).η + γ(u) = g sur ∂Ω,

(6.1)

avec

Φ(ξ) = |ξ|p(x)−2ξ, ∀ξ ∈ IRN ,

où Ω ⊆ IRN(N ≥ 3) est un domaine borné de frontière lipschitzienne ∂Ω, η est la

normale unitaire à ∂Ω, α, γ et Θ sont des fonctions réelles définies sur IR ou IRN ,

f ∈ L1(Ω) et g ∈ L1(∂Ω).

Les problèmes avec conditions de Neumann et avec second membre dans L1 ont été
1Le chapitre 6 est l’objet de l’article [13], publié à J. Appl. Anal. Comput (JAAC).



6.2. RÉSULTAT D’EXISTENCE

étudiés par plusieurs auteurs dans le cas des puissances variables (voir [59, 58, 60]).

Dans ces papiers, les auteurs ont considéré un opérateur de type Leray-Lions, ce qui

leur permet d’exploiter la condition de croissance, de coercité et de monotonie pour

montrer l’existence et l’unicité de solutions entropiques. Par contre, dans notre cas,

compte tenu de la nature du terme Θ, nous n’avons pas ces conditions et nous ne

pouvons pas faire appel aux principales techniques utilisées dans [59, 58, 60] pour

montrer l’existence de solutions entropiques. Par conséquent, nous ne pouvons pas

avoir l’unicité de cette solution. Pour surmonter ce soucis, nous supposons que Θ

est une fonction lipschitzienne de constante de Lipschitz satisfaisant une condition

reliée à l’exposant (voir hypothèse (H3)).

Ce chapitre est organisé comme suit : Après avoir énoncé quelques hypothèses et

propriétés de base, nous prouvons l’existence de solutions entropiques du problème

(6.1).

6.2 Résultat d’existence

Dans cette partie, nous étudions l’existence de la solution entropique de (6.1).

Nouc commençons par énoncer les hypothèses suivantes :

(H1) α et γ sont des fonctions continues définies sur IR telle que α(x).x ≥ 0 et

γ(x).x ≥ 0 pour tout x ∈ IR.

(H2) f ∈ L1(Ω) et g ∈ L1(∂Ω).

(H3) Θ : IR → IRN est une fonction continue telle que Θ(0) = 0 et |Θ(x) −

Θ(y)| ≤ C|x − y|, pour tout x, y ∈ IR, où C est une constante positive telle que

C < min
((

p−

2

) 1
p−
,
(
p−

2

) 1
p+
)
.

Avant d’énoncer la notion de solution entropique du problème (6.1), nous rappelons

tout d’abord quelques notations.

Pour tout u ∈ W 1,p(x)(Ω), on note τ(u) la trace de u sur ∂Ω au sens usuel.

Soit

T 1,p(x)(Ω) = {u : Ω → IR, mesurable : Tk(u) ∈ W 1,p(x)(Ω), ∀k > 0}.
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Comme dans [21], on a le résultat suivant :

Proposition 6.2.1 Soit u ∈ T 1,p(x)(Ω). Alors il existe une unique fonction mesu-

rable v : Ω → IRN telle que ∇Tk(u) = vχ{|u|<k}, pour tout k > 0. La fonction v est

notée ∇u.

De plus, si u ∈ W 1,p(x)(Ω) alors v ∈ (Lp(x)(Ω))N et v = ∇u au sens usuel.

Suivant [8, 9, 58, 59, 60], nous définissons T 1,p(x)
tr (Ω) comme l’ensemble des fonctions

u ∈ T 1,p(x)(Ω) telle qu’il existe une suite (un)n∈IN ⊂ W 1,p(x)(Ω) satisfait les condi-

tions suivantes :

(C1) un → u p.p. dans Ω.

(C2) ∇Tk(un) → ∇Tk(u) dans (L1(Ω))N pour chaque k > 0.

(C3) Il existe une fonction mesurable v sur ∂Ω, telle que un → v p.p. sur ∂Ω.

La fonction v est la trace de u au sens généralisé introduit dans [8, 9].

Dans la suite, la trace de u ∈ T 1,p(x)
tr (Ω) sur ∂Ω est notée tr(u). Si u ∈ W 1,p(x)(Ω),

tr(u) coincide avec τ(u) au sens usuel.

De plus pour tout u ∈ T 1,p(x)
tr (Ω) et pour tout k > 0, τ(Tk(u)) = Tk(tr(u)) et si

ϕ ∈ W 1,p(x)(Ω) ∩ L∞(Ω) alors (u− ϕ) ∈ T 1,p(x)
tr (Ω) et tr(u− ϕ) = tr(u)− tr(ϕ).

Lemme 6.2.1 ([67], lemme 5.4) Soit (vn)n une suite de fonctions mesurables sur

Ω. Si vn converge en mesure vers v et est uniformément bornée dans Lp(x)(Ω) pour

un certain 1 � p(x) ∈ L∞(Ω) alors vn → v fortement dans L1(Ω).

Nous pouvons maintenant introduire la notion de solution entropique du problème

(6.1).

Définition 6.2.1 Une fonction mesurable u : Ω → IR est une solution entropique

du problème elliptique (6.1), si u ∈ T 1,p(x)
tr (Ω), |u|p(x)−2u ∈ L1(Ω), α(u) ∈ L1(Ω),

γ(u) ∈ L1(∂Ω) et∫
Ω

Φ(∇u−Θ(u))∇Tk(u− ϕ)dx+
∫
Ω
|u|p(x)−2uTk(u− ϕ)dx+

∫
Ω
α(u)Tk(u− ϕ)dx

+
∫

∂Ω
γ(u)Tk(u− ϕ)dσ ≤

∫
Ω
fTk(u− ϕ) dx+

∫
∂Ω
gTk(u− ϕ)dσ,

(6.2)

pour tout ϕ ∈ W 1,p(x)(Ω) ∩ L∞(Ω) et pour tout k > 0.
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Remarque 6.2.1 Chaque intégrale dans la définition précédente est bien définie. En

effet, puisque ϕ ∈ W 1,p(x)(Ω)∩L∞(Ω) alors u− ϕ ∈ T 1,p(x)
tr (Ω) et donc Tk(u− ϕ) ∈

W 1,p(x)(Ω) ∩ L∞(Ω). Par conséquent, la première, la deuxième, la troisième et la

cinquième intégrale de (6.2) sont bien définies. Par ailleurs, pour la quatrième et la

sixième intégrale, nous pouvons utiliser le fait que la trace de g ∈ W 1,p(x)(Ω) sur ∂Ω

est bien définie dans Lp(x)(∂Ω) (voir la Proposition 1.1.3).

Maintenant nous annonçons le résultat principal de cette section

Théorème 6.2.1 Supposons que les hypothèses (H1)-(H3) sont satisfaites. Alors il

existe au moins une solution entropique du problème(6.1).

Preuve. La preuve du théorème 6.2.1 se compose de deux étapes.

ETAPE 1. Problème Approché

Nous considérons le problème∫
Ω

Φ(∇un −Θ(un))∇v dx+
∫
Ω
|un|p(x)−2unvdx+

∫
Ω
Tn(α(un))v dx+

∫
∂Ω
Tn(γ(un))vdσ

=
∫
Ω
Tn(f)vdx+

∫
∂Ω
Tn(g)vdσ.

(6.3)

Nous définissons l’espace réflexif suivant

E = W 1,p(x)(Ω)× Lp(x)(∂Ω).

Soit X0 le sous-espace de E définit par

X0 = {(u, v) ∈ E : v = τ(u)}.

Dans la suite, nous identifierons un élément (u, v) ∈ X0 avec son représentant u ∈

W 1,p(x)(Ω).

On définit l’opérateur An par

〈Anu, v〉 = 〈Au, v〉+
∫
Ω
Tn(α(u))v dx+

∫
∂Ω
Tn(γ(u))v dσ ∀ u, v ∈ X0,
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où

〈Au, v〉 =
∫
Ω

Φ(∇u−Θ(u))∇v dx+
∫
Ω
|u|p(x)−2uvdx.

Assertion 1. L’opérateur An est de type (M).

En effet, soit (uk)k∈IN une suite d’éléments X0 telle que :
uk ⇀ u faiblement dans X0,

Anuk ⇀ χ faiblement dans X ′
0,

lim sup
k→∞

〈Anuk, uk〉 ≤ 〈χ, u〉.

(6.4)

D’après (H1), on a

Tn(α(u))u ≥ 0 et Tn(γ(u))u ≥ 0.

Le lemme de Fatou implique que

lim inf
k→∞

(∫
Ω
Tn(α(uk))ukdx+

∫
∂Ω
Tn(γ(uk))ukdσ

)
≥
∫
Ω
Tn(α(u))udx+

∫
∂Ω
Tn(γ(u))udσ.

D’autre part, grâce au théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a

lim
k→∞

(∫
Ω
Tn(α(uk))vdx+

∫
∂Ω
Tn(γ(uk))vdσ

)
=
∫
Ω
Tn(α(u))vdx+

∫
∂Ω
Tn(γ(u))vdσ,∀v ∈ X0.

Par conséquent, nous déduisons

Tn(α(uk)) + Tn(γ(uk)) ⇀ Tn(α(u)) + Tn(γ(u)) faiblement dans X ′
0.

Ceci implique que

Auk ⇀ χ− (Tn(α(u)) + Tn(γ(u))) faiblement dans X ′
0.

Comme l’opérateur A est de type (M), nous avons donc immédiatement

Au = χ− (Tn(α(u)) + Tn(γ(u))).

Par conséquent, nous en déduisons que Anu = χ.

D’où, l’opérateur An est de type (M).

Assertion 2. L’opérateur An est coercif.

D’après l’hypothèse (H1), on a∫
Ω
Tn(α(u))u dx+

∫
∂Ω
Tn(γ(u))udσ ≥ 0.
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Par conséquent, 〈Anu, u〉 ≥ 〈Au, u〉.

D’autre part, en utilisant le lemme 1.4.2, nous obtenons

〈Au, u〉 =
∫
Ω

Φ(∇u−Θ(u))∇udx+
∫
Ω
|u|p(x)dx

=
∫
Ω
|∇u−Θ(u)|p(x)−2(∇u−Θ(u))∇udx+

∫
Ω
|u|p(x)dx

≥
∫
Ω

1

p(x)
|∇u−Θ(u)|p(x)dx−

∫
Ω

1

p(x)
|Θ(u)|p(x)dx+

∫
Ω
|u|p(x)dx.

(6.5)

Puisque

(a+ b)p ≤ 2p−1(|a|p + |b|p),

on a
1

2p+−1
|∇u|p(x) =

1

2p+−1
|∇u−Θ(u) + Θ(u)|p(x)

≤ |∇u−Θ(u)|p(x) + |Θ(u)|p(x);
(6.6)

alors
1

2p+−1
|∇u|p(x) − |Θ(u)|p(x) ≤ |∇u−Θ(u)|p(x).

Par conséquent

〈Au, u〉 ≥
∫
Ω

1

p(x)

[
1

2p+−1
|∇u|p(x) − |Θ(u)|p(x)

]
dx−

∫
Ω

1

p(x)
|Θ(u)|p(x)dx+

∫
Ω
|u|p(x)dx

≥
∫
Ω

1

p(x)

1

2p+−1
|∇u|p(x)dx−

∫
Ω

2

p(x)
|Θ(u)|p(x)dx+

∫
Ω
|u|p(x)dx

≥
∫
Ω

1

p(x)

1

2p+−1
|∇u|p(x)dx−

∫
Ω

2

p(x)
Cp(x)|u|p(x)dx+

∫
Ω
|u|p(x)dx

≥
∫
Ω

1

p(x)

1

2p+−1
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

(
1− 2

p(x)
Cp(x)

)
|u|p(x)dx

≥
∫
Ω

1

p+

1

2p+−1
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

(
1− 2

p−
Cp(x)

)
|u|p(x)dx.

(6.7)

Ainsi, le choix de la constante C dans (H3) donne l’existence d’une constante positive

C0 telle que

〈Au, u〉 ≥ 1

p+

1

2p+−1

∫
Ω
|∇u|p(x)dx+ C0

∫
Ω
|u|p(x)

≥ min{ 1

p+

1

2p+−1
, C0}(

∫
Ω
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω
|u|p(x))

≥ min{ 1

p+

1

2p+−1
, C0}ρ1,p(x)(u).

(6.8)

D’où
〈Au, u〉
‖u‖1,p(x)

→ +∞ lorsque ‖u‖1,p(x) → +∞.

Par conséquence, A est coercif.
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Par ailleurs, l’opérateurAn est borné et hemi-continu, donc pour Fn = (Tn(f), Tn(g)) ∈

E ′ ⊂ X ′
0, on peut appliquer la Remarque 1.3.1, pour en déduire l’existence d’une

fonction un ∈ X0 telle que :

〈Anun, v〉 = 〈Fn, v〉 pour tout v ∈ X0

i.e.∫
Ω

Φ(∇un −Θ(un))∇v dx+
∫
Ω
|un|p(x)−2unvdx +

∫
Ω
Tn(α(un))v dx+

∫
∂Ω
Tn(γ(un))v dσ

=
∫
Ω
Tn(f)vdx+

∫
∂Ω
Tn(g)vdσ.

(6.9)

ETAPE 2. Estimations a priori

Assertion 1. (∇Tk(un))n∈IN est bornée dans (Lp−(Ω))N .

Soit fn = Tn(f) et gn = Tn(g) pour tout n ∈ IN , alors (fn)n∈IN et (gn)n∈IN sont des

suites de fonctions bornées qui converge fortement vers f ∈ L1(Ω) et vers g ∈ L1(∂Ω)

respectivement.

De plus,

‖fn‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L1(Ω) et ‖gn‖L1(∂Ω) ≤ ‖g‖L1(∂Ω) pour tout n ∈ IN.

On prend v = Tk(un) comme fonction test dans (6.9) pour obtenir∫
Ω

Φ(∇un −Θ(un))∇Tk(un) dx+
∫
Ω
|un|p(x)−2unTk(un)dx+

∫
Ω
Tn(α(un))Tk(un) dx

+
∫

∂Ω
Tn(γ(un))Tk(un) dσ =

∫
Ω
Tn(f)Tk(un)dx+

∫
∂Ω
Tn(g)Tk(un)dσ.

(6.10)

Les troisième et quatrième termes du membre de gauche de (6.10) positifs, ce qui

entraîne∫
Ω

Φ(∇un−Θ(un))∇Tk(un) dx+
∫
Ω
|un|p(x)−2unTk(un)dx ≤ k(‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)).

(6.11)

Comme
∫
Ω
|un|p(x)−2unTk(un) ≥

∫
Ω
|Tk(un)|p(x)dx, alors nous déduisons de (6.11),∫

Ω
Φ(∇Tk(un)−Θ(un))∇Tk(un) dx+

∫
Ω
|Tk(un)|p(x)dx ≤ k(‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)).

(6.12)
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D’une façon analogue que celle dans la preuve de la coercivité de An, on montre que

ρ1,p(x)(Tk(un)) ≤ kC1(‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω))

≤ kC2,
(6.13)

où C2 = const(f, g, p−, p+).

D’où,

‖Tk(un)‖1,p(x) ≤ 1 + (kC2)
1

p− . (6.14)

On déduit que pour tout k > 0, la suite (Tk(un))n∈IN est uniformément bornée dans

W 1,p(x)(Ω) et donc dans W 1,p−(Ω).

Par conséquent, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que pour tout

k > 0,

Tk(un) ⇀ vk dans W 1,p−(Ω)

et par l’injection compacte W 1,p−

0 (Ω) ↪→↪→ Lp−(Ω), nous avons

Tk(un) → vk dans Lp−(Ω) et p.p. dans Ω.

Assertion 2. (un)n∈IN converge en mesure vers une fonction u.

Pour cela, nous montrons que un est une suite de Cauchy en mesure.

Soit k > 0 assez grand.

Dans (6.9) on prend Tk(un) comme fonction test, pour obtenir

ρ1,p(.)(Tk(un)) ≤ k(‖f‖L1(Ω)) + ‖g‖L1(∂Ω)),

ce qui implique que,

∫
{|un|>k}

kp(x)dx ≤ k(‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)).

Il s’ensuit que

mes{|un| > k} ≤ k1−p−(‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)).

Par conséquent,

mes{|un| > k} → 0 lorsque k → +∞ puisque 1− p− < 0. (6.15)
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De plus, pour chaque t > 0 fixé et pour chaque nombre k > 0, on sait que

{|un − um| > t} ⊂ {|un| > k} ∪ {|um| > k} ∪ {|Tk(un)− Tk(um)| > t}

et donc

mes ({|un − um| > t}) ≤ mes ({|un| > k}) + mes ({|um| > k})

+mes ({|Tk(un)− Tk(um)| > t}).
(6.16)

Soit ε > 0. En nous référant à (6.15), nous choisissant k = k(ε) tel que

mes({|un| > k}) ≤ ε

3
et mes({|um| > k}) ≤ ε

3
. (6.17)

Puisque Tk(un) converge fortement dans Lp−(Ω), alors elle est une suite de Cauchy

dans Lp−(Ω).

Donc

mes ({|Tk(un)− Tk(um)| > t}) ≤ 1

tp−

∫
Ω
|Tk(un)− Tk(um)|p−dx ≤ ε

3
, (6.18)

pour tout n,m ≥ n0(t, ε).

Finalement, de (6.16), (6.17) et (6.18) nous déduisons que

mes({|un − um| > t}) ≤ ε ∀n,m ≥ n0(t, ε). (6.19)

Ce qui prouve que la suite (un)n∈IN est de Cauchy en mesure et alors converge

presque partout vers une fonction u.

Par conséquent,

Tk(un) ⇀ Tk(u) dans W 1,p−(Ω),

Tk(un) → Tk(u) dans Lp−(Ω) et p.p. dans Ω.
(6.20)

Assertion 3. (∇un)n∈IN converge en mesure vers le gradient faible de u.

En effet, soient ε, t, k, ν des nombres réels positifs (on suppose que ν < 1) et soit

n ∈ IN .

Nous avons l’inclusion suivante

{|∇un−∇u| > t} ⊂ {{|un| > k}∪{|u| > k}∪{|∇Tk(un)| > k}∪{|∇Tk(u)| > k}∪{|un−u| > ν}∪G},
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où

G = {|∇un −∇u| > t, |un| ≤ k, |u| ≤ k, |∇Tk(un)| ≤ k, |∇Tk(u)| ≤ k, |un − u| ≤ ν}.

La même méthode utilisée dans la preuve de l’Assertion 2 nous permet d’obtenir

pour k suffisamment grand,

mes({|un| > k} ∪ {|u| > k} ∪ {|∇Tk(un)| > k} ∪ {|∇Tk(u)| > k}) ≤ ε

3
. (6.21)

D’autre part, l’application

A : (s, ξ1, ξ2) 7→ (Φ(ξ1 −Θ(s))− Φ(ξ2 −Θ(s)))(ξ1 − ξ2)

est continue, l’ensemble

K := {(s, ξ1, ξ2) ∈ IR× IRN × IRN , |s| ≤ k, |ξ1| ≤ k, |ξ2| ≤ k, |ξ1 − ξ2| > t}

est compact et

(Φ(ξ1 −Θ(s))− Φ(ξ2 −Θ(s)))(ξ1 − ξ2) > 0, ∀ξ1 6= ξ2.

Par conséquent, l’application A atteint son minimum sur K, que nous noterons par

β.

Nous avons donc β > 0 et∫
G
βdx ≤

∫
G
[Φ(∇un −Θ(un))− Φ(∇u−Θ(un))][∇un −∇u]dx

≤
∫
Ω
[Φ(∇un −Θ(un))− Φ(∇Tk(u)−Θ(Tk+ν(un)))]∇Tν(Tk+ν(un)− Tk(u))dx.

On prend ensuite v = Tν(Tk+ν(un)− Tk(u)) dans (6.9) pour obtenir∫
Ω

Φ(∇un −Θ(un))∇Tν(Tk+ν(un)− Tk(u))dx+
∫
Ω
|un|p(x)−2unTν(Tk+ν(un)− Tk(u))dx

= −
∫
Ω
Tn(α(un))Tν(Tk+ν(un)− Tk(u))dx−

∫
∂Ω
Tn(γ(un))Tν(Tk+ν(un)− Tk(u))dσ

+
∫
Ω
Tn(f)Tν(Tk+ν(un)− Tk(u))dx+

∫
∂Ω
Tn(g)Tν(Tk+ν(un)− Tk(u))dσ

≤ ν(‖Tn(α(un))‖L1(Ω) + ‖Tn(γ(un))‖L1(∂Ω) + ‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω)).

Ainsi, ∫
Ω

Φ(∇un −Θ(un))∇Tν(Tk+ν(un)− Tk(u))dx

≤ ν(‖Tn(α(un))‖L1(Ω) + ‖Tn(γ(un))‖L1(∂Ω) + ‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω))

−
∫
Ω
|un|p(x)−2unTν(Tk+ν(un)− Tk(u)).

- 114 -



CHAPITRE 6. ETUDE DE PROBLÈMES ELLIPTIQUES NONLINÉAIRES AVEC
DES CONDITIONS AU BORD DE NEUMANN

Maintenant, prenons v = 1
k
Tk(un) dans (6.9), on obtient∫

Ω
Tn(α(un))

1

k
Tk(un)dx+

∫
∂Ω
Tn(γ(un))

1

k
Tk(un)dσ ≤ ‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω). (6.22)

Puisque

lim
k→0

1

k
Tk(un) = sign0(un)

et

sign0(un) = sign0(Tn(α(un))) = sign0(Tn(γ(un))),

donc, en passant à la limite lorsque k → +∞, on obtient

‖Tn(α(un))‖L1(Ω) + ‖Tn(γ(un))‖L1(∂Ω) ≤ ‖f‖L1(Ω) + ‖g‖L1(∂Ω).

Par conséquent, on a∣∣∣∣ ∫
Ω
(Φ(∇un−Θ(un))∇Tν(Tk+ν(un)−Tk(u))dx

∣∣∣∣ ≤ νC3+
∫
Ω
|un|p(x)−1 |Tν(Tk+ν(un)− Tk(u))| dx.

(6.23)

D’autre part, puisque

|un|p(x)−1 → |u|p(x)−1 dans Lp′(x)(Ω)

et

Tk+ν(un) → Tk+ν(u) dans Lp(x)(Ω),

alors, d’après l’hypothèse (H3), on obtient

Θ(Tk+ν(un)) → Θ(Tk+ν(u)) dans Lp(x)(Ω). (6.24)

Par conséquent,

Φ(∇Tk(u)−Θ(Tk+ν(un))) → Φ(∇Tk(u)−Θ(Tk+ν(u)) dans Lp′(x)(Ω) (6.25)

et comme

∇Tν(Tk+ν(un)− Tk(u)) ⇀ ∇Tν(Tk+ν(u)− Tk(u)) dans Lp(x)(Ω), (6.26)

nous déduisons alors que

lim
n→∞

∫
Ω

Φ(∇Tk(u)−Θ(Tk+ν(un)))∇Tν(Tk+ν(un)− Tk(u))dx

=
∫
Ω

Φ(∇Tk(u)−Θ(Tk+ν(u)))∇Tν(Tk+ν(u)− Tk(u))dx.
(6.27)
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Maintenant,

lim
ν→0

∇Tν(Tk+ν(u)− Tk(u)) = 0,

et pour ν < 1, nous utilisons (H3), pour obtenir

Φ(∇Tk(u)−Θ(Tk+ν(u)))∇Tν(Tk+ν(u)− Tk(u))

≤ C4(|Tk+1(u)|p(x)−1 + |∇Tk(u)|p(x)−1)|∇T1(Tk+1(u)− Tk(u))|.

Or,

(|Tk+1(u)|p(x)−1 + |∇Tk(u)|p(x)−1)|∇T1(Tk+1(u)− Tk(u))| ∈ L1(Ω),

par conséquent, on utilise le théorème de la convergence dominée de Lebesgue pour

obtenir

lim
ν→0

∫
Ω

Φ(∇Tk(u)−Θ(Tk+ν(u)))∇Tν(Tk+ν(u)− Tk(u))dx = 0.

Ensuite, soit δ > 0 tel que ν = δ
4C

. il existe donc un entier n1 > 0 tel que

∫
Ω

Φ(∇Tk(u)−Θ(Tk+ν(un)))∇Tν(Tk+ν(un)− Tk(u))dx ≤
δ

2
∀n > n1 (6.28)

et comme

∫
Ω
|un|p(x)−1 |Tν(Tk+ν(un)− Tk(u))| dx→ 0 lorsque ν → 0,

alors

νC3 +
∫
Ω
|un|p(x)−1 |Tν(Tk+ν(un)− Tk(u))| dx ≤

δ

2
. (6.29)

Par conséquent, les deux inégalités (6.23) et (6.29) impliquent que

∫
G
β ≤ δ.

En utilisant le Lemme 1.2.1, il s’en suit que

mes(G) ≤ ε

3
. (6.30)

Finalement, l’assertion 2 donne l’existence d’un entier n2 ∈ IN , tel que

mes({|un − u| > ν}) ≤ ε

3
,∀n ≥ n2. (6.31)
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Par conséquent, les résultats précédents assurent l’existence d’un entier n0 = max(n1, n2),

tel que

mes({|∇un −∇u| > t}) ≤ ε, ∀n ≥ n0.

D’où, ∇un converge vers ∇u en mesure.

Assertion 4. (un)n∈IN converge p.p. sur ∂Ω vers une certaine fonction v.

Nous savons que l’opérateur de trace est compact de W 1,1(Ω) à valeurs dans L1(∂Ω),

il existe donc une constante C5 > 0 tel que

‖Tk(un)− Tk(u)‖L1(∂Ω) ≤ C5‖Tk(un)− Tk(u)‖W 1,1(Ω).

Par conséquent, on a

Tk(un) → Tk(u) dans L1(∂Ω) et p.p. sur ∂Ω.

D’où, il existe un ensemble A ⊂ ∂Ω tel que Tk(un) converge vers Tk(u) sur ∂Ω\A

avec µ(A) = 0, où µ est une mesure sur ∂Ω.

Pour tout k > 0, on considère maintenant les ensembles suivants : Ak = {x ∈ ∂Ω :

|Tk(u(x))| < k} et B = ∂Ω \
⋃
k>0

Ak.

On a
µ(B) =

1

k

∫
B
|Tk(u)|dσ ≤ C4

k
‖Tk(u)‖W 1,1(Ω)

≤ C6

k
‖Tk(u)‖1,p(x).

(6.32)

On sait que ρ1,p(.)(Tk(un)) ≤ kM où M est une constante positive qui ne dépend

pas de n. Alors, ∫
Ω
|Tk(un)|p(x) dx+

∫
Ω
|∇Tk(un)|p(x) dx ≤ kM. (6.33)

On applique le Lemme de Fatou dans (6.33) pour obtenir∫
Ω
|Tk(u)|p(x) dx+

∫
Ω
|∇Tk(u)|p(x) dx ≤ kM,

ce qui est équivalent à

ρ1,p(.)(Tk(u)) ≤ kM. (6.34)

D’après (6.34), on en déduit que

‖Tk(u)‖W 1,p(x)(Ω) ≤ C7

(
k

1
p− + k

1
p+

)
.
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D’où, pour k → +∞ dans (6.32) on a µ(B) = 0.

Ainsi, nous définissons maitenant la fonction v sur ∂Ω par

v(x) = Tk(u(x)) si x ∈ Ak.

On prend x ∈ ∂Ω\ (A ∪B) ; alors il existe k > 0 tel que x ∈ Ak et on a

un(x)− v(x) = (un(x)− Tk(un(x))) + (Tk(un(x))− Tk(u(x))) .

Puisque x ∈ Ak, on a |Tk(u(x))| < k ainsi |Tk(un(x))| < k, d’où |un(x)| < k.

Par conséquent,

un(x)− v(x) = (Tk(un(x))− Tk(u(x))) → 0, lorsque n→ +∞.

D’où un converge vers v p.p. sur ∂Ω.

Assertion 5. u est une solution entropique du problème (6.1).

Puisque la suite (∇Tk(un))n∈IN converge vers ∇Tk(u) en mesure, alors de (6.14) et

du Lemme 6.2.1, on déduit que

∇Tk(un) → ∇Tk(u) dans
(
L1(Ω)

)N
. (6.35)

Par conséquent, les assertions 2, 4 et le résultat (6.35) donnent u ∈ T 1,p(x)
tr (Ω).

Soit ϕ ∈ W 1,p(x)(Ω) ∩ L∞(Ω), on prend v = Tk(un − ϕ) comme fonction test dans

(6.9), ce qui donne∫
Ω

Φ(∇un −Θ(un))∇Tk(un − ϕ) dx+
∫
Ω
|un|p(x)−2unTk(un − ϕ)dx

+
∫
Ω
Tn(α(un))Tk(un − ϕ) dx+

∫
∂Ω
Tn(γ(un))Tk(un − ϕ) dσ

=
∫
Ω
Tn(f)Tk(un − ϕ) dx+

∫
∂Ω
Tn(g)Tk(un − ϕ) dσ.

(6.36)

Soit k = k + ‖ϕ‖∞, on a∫
Ω

Φ(∇un −Θ(un))∇Tk(un − ϕ) dx =
∫
Ω

Φ(∇Tk(un)−Θ(Tk(un)))∇Tk(Tk(un)− ϕ) dx

=
∫
Ω

Φ(∇Tk(un)−Θ(un))∇Tk(un)χΩ(n,k) dx

−
∫
Ω

Φ(∇Tk(un)−Θ(un))∇ϕχΩ(n,k) dx,

où Ω(n, k) = {|Tk(un) − ϕ| ≤ k} et χB la fonction caractéristique de la partie

mesurable B ∈ IRd.
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L’inégalité (6.36) s’écrit

∫
Ω

(
Φ(∇Tk(un)−Θ(Tk(un)))∇Tk(un) +

1

p(x)
|Θ(Tk(un))|p(x)

)
χΩ(n,k) dx

−
∫
Ω

Φ(∇Tk(un)−Θ(Tk(un)))∇ϕχΩ(n,k) dx+
∫
Ω
|un|p(x)−2unTk(un − ϕ)dx

+
∫
Ω
Tn(α(un))Tk(un − ϕ) dx+

∫
∂Ω
Tn(γ(un))Tk(un − ϕ) dσ

=
∫
Ω
Tn(f)Tk(un − ϕ) dx+

∫
∂Ω
Tn(g)Tk(un − ϕ) dσ +

∫
Ω

1

p(x)
|Θ(Tk(un))|p(x)χΩ(n,k) dx.

(6.37)

Comme

∇Tk(un) ⇀ ∇Tk(u) dans Lp(x)(Ω)

et

Θ(Tk(un)) −→ Θ(Tk(u)) dans Lp(x)(Ω), (6.38)

donc

∇Tk(un)−Θ(Tk(un)) ⇀ ∇Tk(u)−Θ(Tk(u)) dans Lp(x)(Ω).

Il s’en suit que,

Φ(∇Tk(un)−Θ(Tk(un))) ⇀ Φ(∇Tk(u)−Θ(Tk(u))) dans Lp′(x)(Ω). (6.39)

En outre, on a

∇ϕχΩ(n,k) −→ ∇ϕχΩ(k) dans Lp(x)(Ω)

avec Ω(k) = {|Tk(u)− ϕ| ≤ k}.

Par conséquent,

∫
Ω

Φ(∇Tk(un)−Θ(Tk(un)))∇ϕχΩ(n,k) dx −→
∫
Ω

Φ(∇Tk(u)−Θ(Tk(u)))∇ϕχΩ(k) dx.

(6.40)

D’après (H3) et les propriétés de la fonction troncature, on déduit que

|Θ(Tk(un))|p(x) ≤ (Ck)p(x).

De (6.38) et par application du théorème de convergence dominée de Lebesgue,

∫
Ω

1

p(x)
|Θ(Tk(un))|p(x)χΩ(n,k) dx −→

∫
Ω

1

p(x)
|Θ(Tk(u))|

p(x)χΩ(k) dx.
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6.2. RÉSULTAT D’EXISTENCE

Comme

(
Φ(∇Tk(un)−Θ(Tk(un)))∇Tk(un) +

1

p(x)
|Θ(Tk(un))|p(x)

)
χΩ(n,k) ≥ 0 p.p. dans Ω,

on obtient grâce au lemme de Fatou,∫
Ω

(
Φ(∇Tk(u)−Θ(Tk(u)))∇Tk(u) +

1

p(x)
|Θ(Tk(u))|

p(x)
)
χΩ(k) dx

≤ lim inf
n→∞

( ∫
Ω

(
Φ(∇Tk(un)−Θ(Tk(un)))∇Tk(un) +

1

p(x)
|Θ(Tk(un))|p(x)

)
χΩ(n,k) dx

)
.

(6.41)

On passe ensuite à la limite lorsque n → +∞ dans (6.37) pour obtenir le résultat

recherché.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié des questions d’existence de solutions pour

des problèmes de type elliptique faisant intervenir des données peu régulières (L1 ou

mesure). Pour ces problèmes, la nécessité de travailler dans des espaces de Lebesgue

et de Sobolev à exposants variables est motivée par l’apparition de ces espaces dans

la modélisation de fluides électrorhéologiques et thermorhéologiques [66] et dans la

restauration d’image [30]. A travers ce mémoire de thèse, l’originalité de l’ensemble

des travaux présentés s’est marquée par les techniques développées pour montrer

l’existence de solutions entropiques des problèmes des chapitre 3 et 4, qui sont non

classiques en montrant la convergence forte des tronquées dansW 1,p(.)
0 (Ω) par l’adap-

tation des fonctions tests très appropriés. Dans le chapitre 5, les résultats obtenus

sont qualifiés par l’introduction d’une méthode de pénalisation car la difficulté à ce

niveau et qui reste toujours un problème ouvert dans le sens qu’aucune hypothèse

n’est supposée sur le signe de g. Dans le chapitre 6, les difficultés principales pour

prouver l’existence de solutions proviennent du terme θ(u) et l’opérateur principal

qui ne vérifie pas les hypothèses classiques de Leray-Lions.

Actuellement, ce travail soulève un certain nombre de questions qui méritent d’être

approfondies par la suite. Par exemple, il serait judicieux de penser à la notion de

solution qui assurerait l’unicité et qui introduit un nouveau cadre fonctionnel qui

améliorerait aussi l’hypothèse de contrôle de l’exposant p(.) (négliger la condition

p+), généraliser le travail du chapitre 6, en utilisant le théorème de décomposition

de mesure de Radon sur Ω qui ne charge pas les ensembles de p(.)-capacité nulle,



Conclusion et perspectives

comme introduit par Nyanquini et als [57].

Enfin, notons que dans la littérature, très peu de problèmes paraboliques ont été

traités. Il semble que cette difficulté soit liée à la compréhension et à la définition

d’espaces fonctionnels adaptés. Par conséquent, des questions intéressantes ouvrent

des pistes de recherche dans ce volet.
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