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Notations

Q : ouvert de RN, N € IN*.
0} : frontiére topologique de €.
x = (11, 2y, ...,zy) : point générique de RN,
dx = dxidx,...dxy : mesure de Lebesgue sur (2.
do : mesure de surface sur 92, notée aussi H™ 1.
Vu : gradient de u.
supp(f) : support d’une fonction f.
ft:max(f,0), f~ : min(f,0).
D(Q) : espace des fonctions différentiables et a support compact dans €.
D, () : espace des fonctions positives de D.
Co(2) : espace des fonctions continues nulles au bord de .
C>(2) : espace des fonctions indéfiniment dérivables sur €.
M,(§2) : espace des mesures de Radon bornées.
ML) : espace des mesures de Radon bornées ne chargeant pas les ensembles de
capacité nulle.
T}, : fonction troncature de niveau k > 0.

LP(92) : espace des fonctions de puissance p-éme intégrables sur 2 pour la mesure
dzx.

£l = (] 1f@)da)>.

Whr(Q) = {u € LP(Q); Vu € (LP(Q))V}.

lllsp = (el + [ V2ll)

WyP(Q) : adhérence de D(Q) dans WP(Q).

W17 (Q) : espace dual de W, ().

Wi’p((?Q) : espace de traces de fonctions dans WP(Q).
T'P(Q) = {u: Q — IR mesurable : Ty(u) € W'P(Q),Vk > 0}.
T,7P(Q) = {u: @ — IR mesurable : Tj,(u) € W, ?(Q),Vk > 0}.
Soit p(.) : 2 — [1, +00] une fonction mesurable.

LPO(Q) = {u : Q — IR mesurable : /Q \u|p(x)dﬂc < 400}



Notations

||py == inf{A >0: /Q ’)\ dr < 1}.
WhrO(Q) = {u € LPO(Q); Vu € (LPO(Q))N}.

[llpey == llellpey + 1V allpe)-

Pp()(u) = /Q lu[P®dz : module convexe.

prp() (1) = /Q‘u’p(x)dw-i- /Q |Vl dz.

WaPY(Q) : fermeture de C3°(€) dans W20(Q).

TO(Q) = {u : Q@ — IR mesurable : Tj,(u) € W0 (Q), Yk > 0}.
7,7"9(Q) = {u: Q — IR mesurable : Tj,(u) € Wy (Q), Vk > 0}.



Sur certains problémes elliptiques quasilinéaires non

homogeénes de type Dirichlet ou Neumann

Résumeé : Les travaux présentés dans cette thése, portent sur I’étude de quelques
équations aux dérivées partielles quasilinéaires de type Dirichlet et Neumann. L’ori-
ginalité dans ce travail, consiste en la présence d’une classe d’opérateurs étudiés,
permettant de mettre en apparence le cadre fonctionnel des espaces de Lebesgue et
Sobolev a exposant variable. La premiére partie concerne 1’étude des problémes de
Dirichlet associés a des opérateurs elliptiques de type Leray-Lions. La seconde partie
concerne I’étude des problémes aux limites de Neumann impliquant un type d’opéra-
teur p-Laplacien plus généralisé. Aprés une introduction, un bref exposé de quelques
définitions et résultats nécessaires pour la suite de ce travail, nous établissons dans
le chapitre 2 un résultat d’existence de solutions pour un probléme quasilinéaire
elliptique en utilisant la théorie classique de Lions sur les opérateurs du type calcul
des variations. Dans les chapitres 3 et 4, nous étudions les questions d’existence de
solutions entropiques pour deux problémes elliptiques. Dans le chapitre 5 nous nous
intéressons a lI’étude d’un probléme d’obstacle en nous basant sur une approxima-
tion double afin de prouver le résultat d’existence. Dans la deuxiéme partie, le type
de probléme que nous abordons est un probléme avec condition de Neumann sur le
bord. Dans cet axe, nous présentons un résultat d’existence de solutions entropiques

pour un probléme elliptique.
Mots clés : Espaces de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable, probléme

elliptique, donnée mesure, solution entropique, probléme de Dirichlet, probléme de

Neumann.

AMS classification : 35D35, 35J60, 35J62, 35J65, 46E35.



On Some Quasilinear Elliptic Nonhomogeneous Pro-

blems of Dirichlet or Neumann Type

Abstract. The work presented in this thesis focuses on the study of some quasi-
linear partial differential equations with Dirichlet and Neumann type. The originality
of this work consists of the presence of a class of studied operators allowing to look
the importance of the functional framework involves Lebesgue and Sobolev spaces
with variable exponent. The first part concerns the study of Dirichlet problems asso-
ciated with Leray-Lions type elliptic operators. The second part concerns the study
of Neumann boundary value problems involving a more generalized p-Laplacian ope-
rator. After the introduction and a brief presentation of some definitions and results
necessary for the continuation of this work, we establish in Chapter 2 an existence
result for a quasilinear elliptic problem by using a classical theorem of Lions on
operators of the calculus of variations. In Chapters 3 and 4, we study the existence
of an entropy solution for two elliptic problems. In Chapter 5 we are interested on
the study of an obstacle problem based on a dual approximation to prove the exis-
tence result. The second part of problems that we discuss in this thesis are problems
with Neumann boundary conditions. In this axis, we present an existence result of

entropy solution for an elliptic problem.

Keywors : Lebesgue and Sobolev Spaces with variable exponent, elliptic problem,

measure data, entropy solution, Dirichlet problem, Neumann problem.

AMS classification : 35D35, 35J60, 35J62, 35J65, 46E35.
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Introduction Générale

Les mathématiques consistent d’abord en un langage, qui permet de transcrire
des problémes de nature quantitative : C’est la modélisation. Une fois cette trans-
cription faite, des outils sont disponibles pour comprendre et résoudre les problémes
issus des phénomeénes du monde réel qui utilise les lois de la physique (mécanique,
thermodynamique, électromagnétisme, etc.), ces lois sont, généralement, écrites sous
la forme de bilans qui se traduisent mathématiquement par des Equations Différen-

tielles Ordinaires ou par des Equations aux Dérivées Partielles.

Les équations aux dérivées partielles (EDPs) interviennent aussi dans beaucoup
d’autres domaines : en chimie pour modéliser les réactions, en économie pour étudier
le comportement des marchés, en finance pour étudier les produits dérivés et en

traitement d’images pour restaurer les dégradations.

Les EDPs sont probablement apparues pour la premiére fois lors de la naissance
de la mécanique rationnelle au cours du 17éme siécle (Newton, Leibniz...). Ensuite
le "catalogue" des EDPs s’est enrichi au fur et & mesure du développement des
sciences et en particulier de la physique. S’il ne faut retenir que quelques noms, on
se doit citer celui d’Euler, puis ceux de Navier et Stokes, pour les équations de la
mécanique des fluides, ceux de Fourier pour ’équation de la chaleur, de Maxwell
pour celles de I’électromagnétisme, de Schrodinger et Heisenberg pour les équations
de la mécanique quantique, et bien str de Einstein pour les EDPs de la théorie de

la relativité.

Cependant, 1’étude systématique des EDPs est bien plus récente, et c’est seule-
ment au cours du 20éme siécle que les mathématiciens ont commencé a développer
I’arsenal nécessaire. Un pas de géant a été accompli par Schwartz lorsqu’il a fait
naitre la théorie des distributions (autour des années 1950), et un progrés au moins
comparable est di & Hormander pour la mise au point du calcul pseudodifférentiel
(au début des années 1970). 11 est certainement bon d’avoir a 'esprit que ’étude
des EDPs reste un domaine de recherche trés actif en ce début de 21éme siécle.

D’ailleurs, ces recherches n’ont pas seulement un retentissement dans les sciences
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appliquées, mais jouent aussi un role trés important dans le développement actuel

des mathématiques elles-mémes, a la fois en géométrie et en analyse.

L’analyse mathématique de ces équations aux dérivées partielles nécessite un
choix approprié des espaces fonctionnels et une définition claire de la notion de

solution (l'existence et parfois I'unicité).

Par ailleurs, les travaux présentés dans cette thése concernent quelques équations

aux dérivées partielles du type elliptique faisant intervenir ’opérateur divergentiel
Au = —div a(x,u, Vu),

oua: QxR xRN — RN est une fonction de Carathéodory, c’est a dire que pour
tout (z,s,&) appartenant & Q x R x RN, a(x,s,£) est mesurable en x € IRY pour
tout s € IR et £ € IRY et continue en £ € IRN et s € IR pour presque tout = € Q et

a vérifie aussi les hypothéses de type Leray-Lions [47].

[llustrons tout d’abord quelques difficultés qui peuvent apparaitre lors de I’étude

de ces équations en considérant le probléme modéle suivant :

—div a(x,Vu) = f dans Q,
u=20 sur 0,

ot 2 est un ouvert borné de RN (N > 2).

On se limite au cas ou 1 < p < N car dans le cas p > N, on a l'inclusion W, ?(Q) C
C%(Q) qui donne (C°(Q))" C (WyP(Q2))". Comme (C°(Q))" = M(R), les mesures sont
alors des éléments de W~'#'(Q) et on est alors dans le cadre variationnel habituel.

1

Dans le cas p > 2 —  avec f une mesure de Radon, Boccardo et Gallouét

[23] montrent que la solution faible du probléme (|1) est dans l'espace de Sobolev
Wyl oul < g < p* = %. Or, quand p est proche de 1, précisement pour
l<p<2- %, p* est inférieur ou égal a 1. Il est donc hors de question que la solution

appartienne a l’espace VV;S(Q), puisque le gradient de u au sens usuel n’existe pas

et il n’est plus clair dans quel sens il faut résoudre le probléme (|1)).

Pour surmonter cette difficulté, Bénilan, Boccardo, Gallouét, Gariepy, Pierre et

Vazquez ont introduit dans [21] un nouvel espace ’];icl(Q) (qui est une extension

_12-
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de l'espace de Sobolev W, (€2)) dans lequel on peut donner un sens au gradient
de u, qui n’est pas en général localement intégrable. L’idée consiste & considérer
la troncature Ty (u) de la solution u et & travailler avec la dérivée VT (u) (qui est

localement intégrable) au lieu de Vu.

Une autre difficulté concerne 'unicité des solutions. Prignet [63] montre que,
méme dans le cas linéaire a(x, Vu) = A(z)Vu ot A(z) est une matrice uniformément
coercive et bornée, il n’y a pas en général unicité des solutions faibles du probléme

dans 'espace W, ().

La notion de solution faible ne suffit donc pas a déterminer la solution physique
observée car elle n’est pas unique. Il apparait alors nécessaire de trouver un critére
d’origine physique qui permet de sélectionner parmi toutes les solutions faibles, la
solution physiquement admissible (celle qui est la plus proche de la solution phy-
sique) et qui permet d’obtenir des résultats d’existence et d’unicité. Pour remédier

a cela, trois approches ont été utilisées :

Dall’Aglio [3T] a montré que, méme pour un probléme non-linéaire, la méthode
par approximation conduit & une unique solution appelée SOLA (Solution Obtenue

comme Limite d’Approximations).

Bénilan, Boccardo, Gallouét, Gariepy, Pierre et Vazquez [21] définissent la notion
de solution entropique (ici p > 2 — 1/N pour simplifier) : Par exemple, pour le
probléme elliptique la solution entropique u est une fonction mesurable sur €}

vérifiant

Ti(u) € WyP(Q) Yk > 0 et
/Qa(x, V) VTi(u — ¢) < /Qka(u — ) Ve e WEP(Q) N LE(Q),

oll T}, est la fonction troncature au niveau k.
Enfin, Lions et Murat [50, 53] ont introduit une autre notion : celle de solution
renormalisée (suite aux solutions du méme nom, dies a DiPerna et Lions, pour

I'équation de Boltzmann). Elle vérifie (ici aussi, p > 2 — 1/N pour simplifier) : la

- 13-
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solution renormalisée du probléme est définie par

Ti(u) € WyP(Q), lim IVul? =0 VE >0 et

" h—+00 J{h<|u|<h+k}

/QS(u)a(:c, Vu)Ve —i—/QS’(u)goa(:c, Vu)Vu = /QfS(u)go Vo € WaP(Q) N L¥(Q),
pour toute fonction réguliére S a support compact.

D’autre part, en supposant vraies les hypothéses de Leray-Lions classiques sur
a dans une partie €21 de 2 avec un exposant p; et sur le complémentaire de (2;
avec un exposant po, ’étude devient tres délicate pour définir ’espace dans lequel

se trouvera la solution lorsque p; # ps.

D’ou la nécessité d’avoir une puissance variable dans les hypothéses de type

Leray-Lions et donc de définir des espaces fonctionnels s’adaptant a cette situation

(ct. [45]).

Sur ces espaces [35] il a été publié environ 15 articles avant 2000, environ 30
entre 2000 et 2004, environ 200 entre 2005 et 2010. Ces chiffres illustrent bien un
regain d’intérét pour ces types d’espaces dont 1’étude avait été initiée en 1931 par

Orlicz (cf. [62]).

Cette these qui a pour objectif de contribuer a I’étude de problémes elliptiques
avec des conditions au bord de type Dirichlet ou Neumann dans les espaces de
Sobolev généralisés avec des données L' ou mesure, est composée de six chapitres.
Nous allons présenter ici des résultats d’existence de solutions pour cing problémes
non linéaires. Apreés avoir construit le point clé de notre étude "la motivation", nous

allons présenter ici d’'une maniére détaillée le contenu de chacun d’eux.

14 -
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Motivation

Les équations aux dérivées partielles (EDPs) ont été largement utilisées dans le
traitement des images dans ces derniéres années. Des exemples incluent la morpho-
logie mathématique, la segmentation d’images et la restauration d’images. D’oti on
assiste depuis quelques temps a un regain d’intérét pour un certain nombre de pro-
blémes liés au domaine du traitement d’images. Ce regain d’intérét s’accompagne
d’un renouveau de la problématique et se trouve concrétisé par I’émergence d’'un
nombre croissant de conférences internationales de qualité et a fort taux de partici-

pation dans ce domaine.

En étudiant les articles les plus récents qui illustrent cette nouvelle tendance,
il s’avere qu'une grande partie de ces techniques nécessite 'utilisation d’équations
aux dérivées partielles (EDPs). Si les scientifiques numériciens de la discipline de la
mécanique des fluides, qui en font largement usage, connaissent déja la puissance de
tels outils, il faut dire toutefois que ce n’est que trés récemment que 'emploi des

EDPs en traitement d’image et en vision par ordinateur s’est concrétisé.

Les approches a base d’EDPs ont, en effet, pour intérét qu’elles permettent d’ob-
tenir dans de nombreux cas, des résultats d’existence et d’unicité pour la solution
recherchée, et qu’elles peuvent se mettre en oeuvre a ’aide de puissants schémas

numériques trés étudiés a ce jour dans le domaine de la mécanique des fluides.

Classiquement, en restauration d’images a travers les EDPs; une image plane est
modélisée par une surface constituée d’'un ensemble discret de points (pixels). En
considérant I'intensité en niveaux de gris (la luminance) comme une fonction des
coordonnées spatiales (x,y) et du temps t, les propriétés de 'image restaurée que
I’'on cherche & obtenir sont obtenues par l'intermédiaire d’'une EDP ayant comme
arguments la fonction luminance et ses dérivées partielles ; la solution de cette EDP,

a un certain instant ¢, représente I'image restaurée.

Ce chapitre constitut un état de I'art sur 'utilisation des EDPs dans le domaine
du traitement des images. Nous allons présenter le modéle récemment proposé par

Chen, Levine et Rao [30] ou ils montrent l'intérét dans la restauration d’images par
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les EDPs avec des puissances variables dans I'intervalle [1,2].

Pour comprendre le role de 'exposant variable dans le probléme de la restaura-
tion d’images, nous rappelons briévement certaines idées classiques des formulations
variationnelles du lissage isotrope et de la variation totale impliquant des intégrales

variationnelles de la forme :

min/Q F(x,u, Vu). (2)

Chambolle et Lions [29] ont proposé un modéle pour récupérer une image u, a

partir d’'une image observée I corrompue par un bruit additif I = u + bruit par
. A 9
mm/ F(Vu) + §(u—I) :
Q

ou

1,12 :
=|r si|r| <0,
F(r) = el o I (3)
Irl =35 silr|>p.
La diffusion de ce modéle de minimisation est strictement perpendiculaire au gra-
dient lorsque |Vu| > 3, ot les contours sont susceptibles d’étre présents et isotrope

lorsque |Vu| < 5. D’ow, le modeéle conserve les contours et élimine le bruit.

En outre, pour 'approche de la variation totale (TV) introduite par Rudin, Osher

et Fatemi [65], on minimise ’énergie
: A 9
mln/ |Vul|P + §(u — 1), (4)
Q

avec p = 1, o A\ est un paramétre indiquant la force du lissage. Cette méthode
fait un bon travail de préservation des contours, mais malheureusement, elle ne
conserve pas que les contours, elle crée également des faux contours ou il n’y avait
aucun dans I'image d’origine (que 1'on appelle staircasing effect ou effet d’escalier).
Une autre méthode est celle du lissage isotrope pour p = 2, il résout le probleme de
staircasing, mais malheureusement, ce lissage ne préserve ni les contours ni les petits
détails de 'image. L’image restaurée perd certes son aspect bruitée, mais parait trés
floue. Cette procédure n’est pas trés utile. Le premier probléme de minimisation est

résolu dans l'espace de fonctions & variation bornée BV (2), tandis que le second

- 16 -
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est naturellement résolu dans I'espace de Sobolev W12(2). Comme nous souhaitons
exploiter les avantages de ces deux approches, il est naturel d’améliorer le probléme
de minimisation pour un exposant p = p(z) qui varie dans I'intervalle [1, 2.

C’est le point de départ du modeéle proposé dans [30] par Chen, Levine et Rao
mln/ [Tl + S — 1) (5)
Q

En particulier, ils ont considéré le probléme de minimisation avec

_1 r q(z) Si r < ,
F(m,r) = q(a:)l ’ a(x) ‘ ‘ B 6 (6)
R ey

ou 3> 0estfixtet 1 <a<qg(x) <2

On peut choisir

1
=1
g(z) =1+ TING. A 1P
ou G,(x) = %exp(—%) est le filtre Gaussien et k, o > 0 sont fixés.

Ce modéle utilise plus de souplesse, certes la modification de la puissance du Vu
pour une fonction p(x) qui dépend de Vu nous permet de mieux controler le type de
diffusion a chaque endroit dans 'image. Par exemple, il assure 'approche variation
totale ot le gradient est élevé (préservant ainsi les contours) et le lissage L? ot le
gradient est faible (ce qui élimine le bruit), et de maniére anisotrope (1 < p < 2)
dans les régions qui peuvent étre lissées par morceaux ou dans lesquelles la différence

entre le bruit et les contours est difficile & distinguer.

Rappels et Définitions

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats
nécessaires pour la suite de ce travail. Aprés avoir rappelé quelques résultats de
base sur les espaces de Lebesgue et de Sobolev classiques, nous abordons I’étude de
quelques propriétés des espaces de Lebesgue et de Sobolev généralisés. La premiére
étude fut 'oeuvre de Orlicz (cf. [62]) qui a introduit dés 1931 les espaces de Lebesgue

généralisés LP(®). Dans les années 1950, I'étude de tels espaces prend de 'ampleur

- 17 -



avec les travaux de Nakano (cf. [56]). Par la suite, Kovacik et Rakosnik (cf. [45]) en
1991 ont approfondi I'analyse fonctionnelle des espaces de Lebesgue et de Sobolev
a puissances variables. Ils montrent dans leurs travaux que les espaces de Lebesgue
et de Sobolev & puissances constantes et ceux & puissances variables ont plusieurs
propriétés communes, exceptée une : la notion de continuité. En effet 'espace LP(®)
(p(z) non constant) n’est pas stable par translation.

Nous présentons également d’autres types d’espaces fonctionnels : ce sont les espaces
TP (z)(Q) qui sont d’'une grande utilité dans I’étude des solutions dites entropiques.
Nous terminons ce chapitre en énnoncant quelques résultats classiques d’intégrations
(Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, Lemme de Fatou, Théoréme de

Vitali,...), et quelques propriétés des opérateurs monotones.

Etude de problémes elliptiques quasilinéaires

Ce chapitre concerne I'étude d’existence de solutions du probléme :

Au = f(z,u,Vu) dans D'(Q),
u=>0 sur 0f),

ot ) est un ouvert borné de RN (N >2),pe Ci(Q) et 1 <p~ < p(z) < pt < N.
A est un opérateur de type Leray-Lions défini de W, *™ () dans son dual W~1#'@)(Q)

par la formule :

Au = —div(a(z,u, Vu)); (7)

f:Q xR xRY — IR une fonction de Carathéodory satisfaisant la condition de

croissance :
[f (2, &) < gla) + [r["@ + (€@, (8)

ou 0 <nx) <plx)—1let0<o(x) < (plx)—1)/p(x).
Ce probléme a été étudié dans le cas de I'exposant classique par Boccardo, Murat

et Puel dans [25], ou f satisfait la condition

|f (z,r, O < A(IrD (A +[€17), (9)
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et h est une fonction croissante de IRt — IRT.

Kao et Tsai [42], ont montré I'existence de solutions sous la condition de croissance
[f,r, )] < CA+[r] + 7).

Cependant, on peut méme citer la travail de Fan et Zhang [37], ou ils ont étudié le

cas particulier
—div (|[Vu[f®=2Vu) = f(r,u) z€Q
u =0 sur 0f),

ou f satisfait la condition de croissance
|f(z,7)] < Cy + Cofr| 7,

avec 1 < 3 < p~ :=essinf p(x).

zeN
Rappelons que dans ce chapitre, le travail présenté peut étre vu comme une géné-
ralisation de [37], [42] et [25] dans le sens que dans le ler travail les auteurs ont
considéré Au = —Apyu , f = f(r,u), par la suite dans les deux derniers travaux
ils ont pris p = p(x). En outre, les résultats sont obtenus en utilisant un théoréme

classique de J. L. Lions [48] sur les opérateurs du type calcul des variations.

Etude d’un probléme elliptique avec second membre

mesure

Dans ce chapitre nous nous intéressons a 1I’étude de l’existence de solutions en-

tropiques du probléme suivant :

—div (|VulP® "2 Vu) + |uf® 0 = dans Q,
w=0 sur 0,

(10)

ot 2 est un domaine borné de RN (N > 2), la donnée u est une mesure qui se
décompose dans L'(Q) + W1 @)(Q).
En outre, la notion de donnée mesure pouvant étre décomposée dans L'(Q2) +

W=7 (Q) est vérifice par Boccardo, Gallouét et Orsina dans le cas de p constant
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(voir|27]). Dans ce contexte ils ont considéré comme une mesure signée p qui ne
charge pas les ensembles de p-capacité nulle, plus precisément toute mesure qui
ne charge pas les ensembles de p-capacité nulle peut étre décomposée comme une
fonction de L'(€) et un élément dans W=7 (Q) (I'espace dual de W,”(Q)), et in-
versement, toute mesure signée dans L'(Q) + W1 (Q) est de mesure zéro pour les
ensembles de p-capacité nulle. Dans le cas de l'exposant variable, en utilisant les
mémes arguments que dans [27], nous nous basons sur le résultat de décomposition
fait par Nyanquini, Ouaro et Soma [57]. En ce qui concerne les capacités a puissance
variable, (voir [41], 57]).

Dans ce chapitre, on montre 1'existence de la solution entropique du probleme

dans le cas d’une puissance variable et d’une donnée mesure.

Etude de problémes elliptiques fortement non linéaire

avec second membre mesure

Ce chapitre est consacré a I’étude du probléme elliptique suivant :

—div(a(z,u, Vu)) + g(z,u, Vu) = p  dans €,
u=20 sur 0f),

pour une donnée mesure z qui admet une décomposition dans L*(2) + W17 @)(Q).
Notons que g(z, s,€) est un terme non-linéaire qui satisfait une condition de crois-
sance par rapport a £ et non par rapport a s, mais il satisfait une condition de signe
par rapport a s.

Dans ce méme axe, le probléeme étudié dans ce chapitre est une généralisation du pro-
bléme étudié au chapitre 2, plus précisément étendre les résultats pour a(x,s,§) =

£[P@=2¢ et g(x,u, Vu) = [u[PE) 2y,
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Etude de problémes d’obstacle liés & un probléme

elliptique non linéaire

Dans ce chapitre, nous traitons le probléme d’obstacle associé a I’équation ellip-

tique quasi-linéaire suivante :
— div(a(z,u, Vu)) + g(z,u, Vu) = f € L'(Q), (12)

Nous démontrons le résultat d’existence de la solution entropique sous ’hypothése
ol g est de signe constant.
Récemment, certains travaux sont parus dans le cas de problémes d’obstacle avec un
exposant variable. Voir ([61],[64]) pour 'existence et I'unicité de la solution entro-
pique, dans le cadre de I'inégalité de Lewy-Stampacchia et [36] pour le traitement
des problémes d’obstacle simple ou double associés aux équations elliptiques quasi-
linéaires de la forme
—div(a(z, Vu)) =0, (13)
avec des conditions non standard. L’étude du probléeme d’obstacle dans le cas
p constant a été fait dans [I6] ou les auteurs obtiennent dans le cadre des espaces
de Orlicz-Sobolev une solution pour une donnée f € L'(2) . Nous nous intéressons,
dans ce chapitre, au probléme d’obstacle associé a I’équation , ou les techniques
utilisées pour étudier ce probléme sont basées sur le problémes approché suivant,
—div(a(z, ue, Vue)) + ge(x, ue, Vu,) = fe dans Q
ue = 0 sur 0f2.

(Pe)

g(,s,§)

1+ elg(z, s, )]
Cependant, cette approximation ne nous permet pas d’obtenir des estimations a

ou g(x,s,§) = et f. est une suite de fonctions réguliéres.

priori pour notre cas, cela est di au fait que u.g(z,u., Vu.) n’a pas un signe
constant.

Pour surmonter cette difficulté, on introduit une approximation double; c’est ainsi

que nous pénalisons le probléme (P,) par,
1 _
—diV(CL(SL" ug? VU?)) + gg(:lf, ug7 VUS) - 7’T1 (U? )’p(z)il = fE dans ©

(P7) e
u? =0 sur 0f2.
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ot g%(x,8,&) = 95(8)ge(x, s,€) et d,(s), est une fonction Lipschitzienne croissante.

Etude de problémes elliptiques nonlinéaires avec des

conditions au bord de Neumann

Dans ce chapitre, nous étudions une classe de problémes p(z)-Laplace non-
linéaires avec des conditions de Neumann non homogénes sur le bord et des données

L' de la forme

—div ®(Vu — O(u)) + |u[f2u+ a(u) = f  dans Q,

(P(Vu—0(u)n+~yu)=g sur 052,

D(¢) = |¢[P2¢, Ve e RY,

ot @ C RY(N > 3) est un domaine borné de frontiére lipschitzienne 99, 1 est la
normale unitaire a 0, o, v,© sont des fonctions réelles définies sur IR ou IR,
feL' Q) et ge LY(0Q).

Les problémes avec conditions au bord de Neumann et avec second membre dans L'
été étudiés dans [59, 58, 60] ou les différents auteurs montrent 1’existence et I'unicité
de la solution entropique. Dans ces papiers, ils ont considéré un opérateur de type
Leray- lions, qui leur permet d’exploiter la condition de croissance, de coercivité et
de monotonie de 'opérateur pour obtenir leur résultats. Par contre, dans notre cas,
en raison du terme ©, nous n’avons pas ces conditions et nous ne pouvons pas faire
appel aux techniques dans [59, [58, [60] pour montrer I'existence de solutions. Aussi,
nous ne pouvons pas avoir l'unicité de cette solution. Pour surmonter cette difficulté,
nous supposons que O est une fonction lipschitzienne de constante de Lipschitz sa-

tisfait une condition reliée a 1’exposant.
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Chapitre

Rappels et Définitions

Dans ce chapitre, nous collectons plusieurs outils de base qui seront nécessaires
tout au long de ce travail. Le lien commun entre tous les résultats de ce chapitre,
, . , : - ) .
c’est qu’ils sont préparatoires pour les principaux résultats, qui sont contenues dans
les chapitres suivants. Dans la suite §2 sera un ouvert borné de IRY et nous utiliserons

la mesure de Lesbegue.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Lebesgue et Sobolev classiques

Les espaces de Sobolev sont omniprésents dans ’étude des équations aux déri-
vées partielles elliptiques. Il s’avére donc judicieux d’en faire une bréve présentation
avant d’aborder ces équations. Nous reprenons dans cette section certains énoncés
de Kavian [43] et de Brezis [28], pour une présentation plus compléte des espaces de
Sobolev, on pourra aussi voir Adams [2].

Soit © un domaine ouvert de IRY, D(§) désigne I'ensemble des fonctions de classe
C*™ et a support compact dans 2.

Pour 1 < p < 400, l'espace de Lebesgue LP(£2) est défini par :

LP(Q2) = {u : @ — IR mesurable; / lulPdz < +oo}.
v



1.1. ESPACES FONCTIONNELS

muni de la norme

full, = ( |u|P)’1Z

pour en faire un espace de Banach.

Pour p = oo, on note
L>(Q) = {u : 2 — IR mesurable; ess-sup |u] < +oo},
Q

avec

ess-sup |u| = inf{C > 0; |u(x)| < C p.p. dans Q}.
Q

L>(Q) est muni de la norme suivante : ||u||, = ess-sup |ul.
Q
LP(Q) est reflexif et séparable pour 1 < p < 400 et son dual est isomorphe a L¥ ()
avec — + — = L.
p p
LY(Q) est séparable mais pas réflexif, son dual est L>(f2) par contre le dual de
L>=(Q) contient strictement L!().

Pour 1 < p < +00, l'espace de Sobolev WP(Q) est défini par :
WHP(Q) = {u € LP(Q); Vu € (L7(Q))V},

qui, munit de la norme

1
lullip = (lully + [[Vullp)?,

est un espace de Banach.

Si p = oo, on munit WH*(Q) de la norme

[l1.00 = max([Jullse, [[Vtrlloo).

On note pour 1 < p < 400, W, ?(Q) = mw @)

Comme pour 1 < p < 400, l'espace D(f2) est par définition dense dans Wol’p(Q),
on peut identifier le dual de W, () & un sous-espace de 'espace des distributions
D'(Q2) par :

W) = (W) (= ).

Dans la manipulation des espaces de Sobolev, trés souvent on fait appel a certaines

injections dites de Sobolev. Nous rappelons une de ces injections donnée par le

Théoréme de Rellich-Kondrachov.
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Théoréme 1.1.1 Rellich-Kondrachov [28]

On suppose ) de classe C* et p < N. Alors

WHP(Q) <= LI1(Q) , Vg € [1,p[ ou p" = N_p

En particulier, W?(Q) << LP(Q) pour tout p € [1,+00).

Traces des fonctions W7 (Q)

On peut mentionner le résultat suivant sur les traces des fonctions WP ().

Théoréme 1.1.2 Soient Q un owvert régulier de RN 1 < p < oo. Il existe un

opérateur linéaire continu 7 : WHP(Q) — LP(99Q), appelé opérateur trace, tel que
7 WP(Q) — LP(0S2) est compact.
Pour 1 < p < oo on définit l’espace vectoriel Wi’p(aQ) comme suit :
W P(00) = {7(u);u € W(Q)}
que [’on munit de la norme
£ p = mE{l[ullips () = f}.

Les premiéres propriétés les plus remarquables et tres utiles pour nous sont les sui-
vantes :

o siu € WHP(Q), alors 7: WP(Q) — Wﬁ’p(aﬂ) est linéaire surjectif et
IT (Wl < Cllullip-

1
o Comme ) est régulier, toute fonction u € W *(0Q) est la trace d’une fonction
ueWyP(G), ie. Ujgo = u ot G est un ouvert de RN contenant €.
Pour plus de détails concernant les espaces traces, voir C. B. Jr. Morrey [52], J.

Necas [54|], J. L. Lions et E. Magenes [49].

1.1.2 Espaces de Lebesgue et de Sobolev généralisés

Nous rappelons dans cette partie quelques définitions et propriétés des espaces

de Lebesgue et Sobolev & exposant variable (voir par exemple [45], [38] , [39], [33],
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[34] pour les démonstrations et plus de détails et [55] pour la théorie générale des
espaces d’Orlicz).
Pour un ouvert Q C IR, soit p(x) : Q — [1, +00] une fonction mesurable, appelée

I’exposant variable. Dans toute la suite, nous adoptons les notations suivantes :
C.(Q) = {plp € C(Q), p(z) > 1 pour tout x € O},

et

* = esssupp(x).

o esint
p~ = ess inf p(z), p Sup

Pour deux fonctions mesurables bornées p(.),¢(.) : @ — IR, on a

q(.) <p(.) si(p—q)~ >0.

On définit 'espace de Lebesgue généralisé LP(*)(€)), appelé aussi espace de Lebesque
a exposant variable, comme l’ensemble des fonctions mesurables u : 2 — IR pour

lesquelles le module convexe

ooty () = [ ul"da
Q

est fini.
Si p™ < +o00, alors I'expression

p(z)

lullp) = inf{r>0: [

Y

définit une norme dans LP®) (), appelée la norme de Luxembourg.
L’espace (LP®(Q), ||u||p()) est un espace de Banach et D(Q2) est dense dans LP(®)(Q).

De plus, si p~ > 1, LP@)(Q) est uniformément convexe donc réflexif et son dual est
/ 1 1
isomorphe & LP'®(Q) | ot —— +

p(x)  plr)

On a aussi I'inégalité suivante appelée inégalité de type Holder :

1 1
wvd x| < (— + —) |ullpa) ||Vl (2
J ] < (= + Dllulhis ol

pour tous u € LP@)(Q) et v € LV ®(Q).
On définit & présent I'espace de Sobolev généralisé aussi appelé espace de Sobolev &

exposant variable
WH(Q) = {u € LP(Q); Vu € (179(2) "}
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qui, munit de la norme
[ull1p@) = lullp@) + [[Vtllpe)

est un espace de Banach.
L'espace Wy ™™ (Q) désigne la fermeture de C3°(€2) dans W1r()(().
Soit p € C. (), p~ > 1 et u € W™ (), on a I'inégalité de Poincaré

[ullp) < CIVullpe

ou C' dépend de p(x) et Q.

En particulier, si p~ > 1, 'espace W, Lp(@)

() est un espace de Banach séparable et
réflexif. Son espace dual est noté par W12 @)(Q).
Dans I’écriture des formulations variationnelles apparait en général le module convexe

Pp(z), Ce qui nous amene & énoncer le résultat important suivant (cf. [39]) :

Proposition 1.1.1 Si u,,u € LP®(Q) et p™ < +oo, les relations suivantes sont
vraies :

(i) ||ullpz) <1 (resp,=1,>1) & p(u) <1 (resp, =1,>1),

(@) lullpe) > 1= HUHP_ < pl(u) < [lull?,),

(i5i) Nullpe) < 1= Jull’ < pw) < [lull%y,.

p(z)

(1) ||unllp@) — O (respectivement — +o00) < p(u,) — 0 ( respectivement —
+00),
(v) o) (/ ||unllp@) = 1.

Proposition 1.1.2 (c¢f [39])

Siq € C(Q) et si pour tout x € Q, q(z) < p*(x) alors WHPE)(Q) s LI@(Q) est
continue et compacte, ot

si p(x) < N,

00 si p(x) > N.

En particulier, on a Wol’p(x)(Q) < LP@)(Q) est continue et compacte (pour plus

de détails, voir Théoréeme 8.4.2 [35]).
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Proposition 1.1.3 (¢f [71))

On note (N — Dp(a)
) = N = () si p(x) < N,
00 si p(x) > N.

Soit q € C(09Q). Si pour tout x € 9, q(x) < p°(x) alors W@ (Q) — LI®)(9Q)

est continue et compacte.

Définition 1.1.1 La fonction continue p(x) : Q — [1,+00) satisfait la condition

de continuité Holdérienne, s’il existe une constante C' tel que

C — 1
Ve, y € Q avec |z —y| < =.

Ip(z) — p(y)| < 5

~ —loglx —y|

Remarque 1.1.1 Bien que cette condition de régularité n’est pas nécessaire pour
définir les espaces de Lebesque et Sobolev a exposant variable, elle s’avére étre tres

utile pour ces espaces pour introduire quelques propriétés, telle que C*(S)) est dense
dans Wr@ (Q) et WP (Q) = Wir@)(Q)nWEY(Q). De plus sil < p~ < pt < N,
alors Uingection de Sobolev reste vraie pour q(x) = p*(z) (pour plus de détails voir

[33)).

Remarque 1.1.2 D’aprés linégalité de Poincaré, il est évident que les normes

IVullpe) et |[ullpe sont équivalentes sur Wy ™™ ().

1.1.3 Autres espaces fonctionnels

Pour tout £ > 0, la fonction troncature de niveau k est la fonction définie sur IR

par :
s si|s| <k,
Ti(s) ==
ksign(s) si|s| >k,
ou
1 si s>0,
sign(s):=4¢ 0 si s=0,

-1 s1 s<0.
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Il est clair que :

1) Tp(—s) = —=Tx(s),

2) [Ty(s)] = mins, kY,

3) ]}LIgOTk(s) =s,

4) ]1613% ;Tk(s) = sign(s).

Soit p € C4(Q), on définit 7" (m)(Q) comme l’ensemble des fonctions mesurables
u: Q) — IR, tel que la fonction troncature T (u) € Wy™ pour tout k > 0.

Par la suite nous avons besoin de définir la notion du gradient au sens faible de la

fonction mesurable u € 7,7 ().
Proposition 1.1.4 Pour toutu € ’ZBLP(JC)(Q), il existe une fonction mesurable unique
v:Q — RN tel que,
VT (u) = vX{juj<k}, p-p- dans Q, pour tout k > 0,
ol xg est la fonction caractéristique de l’ensemble mesurable E. De plus, si u €

WOLI(Q), alors v coincide avec le gradient classique de u et on la note par v = Vu.

Preuve
Le résultat provient de ([21], Lemme 2.1) di au fait que
Te(u) € WoP™(Q) ¢ WP (Q), pour tout k > 0.

Lemme 1.1.1 Soient A € IR, u et v finies presque partout et appartenant %l’p(m) (Q)
introduits,

V(u+ Av) = Vu+ AV p.p. dans €,

ot Vu, Vv et V(u-+ M) sont respectivement les gradients de u, v et u+ Av introduit

dans la propostion [1.1.4.

1.2 Reésultats d’intégration

Lemme de Fatou

Soit f,, une suite de fonctions mesurables positives. Alors

/ (lim inf fn)dx < lim inf (/ fnda:>
Q n—oo n—oo Q
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Théoréme de convergence dominée de Lebesgue :
Soit f,, une suite de fonctions de L*(£2) convergeant presque partout vers une fonction
mesurable f. On suppose qu'il existe g € LY(Q) telle que pour tout n > 1, on ait
|fn(2)| < g(z) presque partout sur Q. Alors f € L*(Q) et

lim / \f — fldz =0, lim/fndx:/fdx.
Q n—0o0 JO) Q

n—oo
Définition de I’équi-intégrabilité :
On dit qu’une suite f, de fonctions de L*(£2) est équi-intégrable si : pour tout & > 0,

il existe § > 0 tel que VE C 2 mesurable avec mes(E) < ¢ on ait

/ | fold < &,
Q

Un théoréme important permettant de montrer la convergence forte d’une suite a
partir d'une convergence presque partout est le Théoréme de Vitali.

Théoréme de Vitali :

Soit 1 < p < 400, Q C RN mesurable et (f,),en une suite de LP(£2) convergeant

presque partout vers une fonction f. Alors
fn — [ fortement dans LP(Q2) <= (fn)n est p — équi-intégrable.

Théoréme de Stampacchia
Soit  un ouvert borné de RN et 1 < p < +o0. Soit u € WyP(Q) et ¢ : R — R
une fonction continue, C'! par morceaux telle que ¢(0) = 0 et ¢’ est borné sur IR.

Alors p(u) € Wy P(Q) et Vip(u) = ¢ (u)Vu presque partout dans €.

Définition 1.2.1 Soient Q un ouwvert de RN, u : Q@ — IR et f € C(Q x IR).
L’opérateur Ny défini par
Nyu(z) = f(z,u(z))

est appelé opérateur de Nemuytskii relatif a f.

Lemme 1.2.1 Soit (X, M, u) un espace mesuré tel que pu(X) < +o00. On considére

la fonction mesurable v : X — [0, +00]| telle que

u({z € X :y(z) = 0}) = 0.
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Alors, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

u(A) <e VAe M avec /Avdu<5.

Proposition 1.2.1 [28] Soit V' un espace de Banach uniformément conveze.

Soit (x,,) une suite dans V' telle que x,, — x pour la topologie faible o(V, V') et
lim sup [za]) < ]|

Alors x,, — x fortement.

1.3 Opérateurs monotones

Dans ce qui suit, V est un espace de Banach réflexif et séparable et A une

application de V dans V.

Définition 1.3.1 On dit que

i) A est monotone si :
Vu,v eV, (A(u) — A(v),u —v) > 0.
ii) A est hémicontinue si : pour tous u,v,w € V, lapplication
t— (A(u+ tv),w) est continue de IR dans IR.

iii) A est coercif si :
{(A(u),v)

= +400.
lully—+oo  ||ul|v

Théoréme 1.3.1 ([48]) Soit A un opérateur vérifiant :

1. A est borné,

2. A est hémi-continu,

3. A est monotone,

4. A est coercif.

Alors A est surjectif de V- — V' i.e. pour f € V', il existe u € V tel que A(u) = f.
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Remarque 1.3.1 ([48]) Le résultat du Théoréme reste vrai si l’on remplace
I’hypotheése de monotonie par la Propriété de type (M) :
5. A est de type (M) si :

U, — u dans V faible
A(uy,) = x dans V' faible = x = A(u).
lim sup(A(un), un) < (x, )

Définition 1.3.2 i) On dit que A est pseudo-monotone (au sens 1) si :

U, — u dans V' faible
A(u,) — x dans V' faible = x = Au et (A(uy), u,) — (A(u), u).
lim sup (A(un), un) < (X, u)

n—oo

it) On dit que A est pseudo-monotone (au sens 2) si :

Uy, — u dans V' faible
= Yo eV, liminf(A(u,), u, —v) > (A(u), u—v).
lim sup(A(uy,), u, —u) <0

Les deux définitions de pseudo-monotonie sont essentiellement équivalentes. Plus

précisément :

Proposition 1.3.1 Si A est borné, alors A est pseudo-monotone au sens 1 si et

seulement si il est pseudo-monotone au sens 2.

Remarque 1.3.2 Si A est pseudo-monotone au sens 1, alors A est trivialement de

type (M). De plus, la pseudo-monotonie est une généralisation de la monotonie.

Définition 1.3.3 Soit V' un espace de Banach séparable réflexif. Un opérateur A
de V' — V"’ est dit du type du "Calcul des Variations", s’il est borné et si on peut le
représenter par

A(v) = A(v,v), (1.1)
ou (u,v) — A(u,v) est un opérateur défini de V- x V' — V' ayant les propriétés
suivantes :

VueV,v— A(u,v) est hémicontinue bornée de V- — V7,

et (A(u,u) — A(u,v),u —v) >0,

(1.2)
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Vv € V,ur A(u,v) est borné hémicontinue de V- — V",

si u, — w dans V faible et si (A(up,un) — A(tpn, w), uy —u) — 0

(1.3)
alors, Vv € V, A(u,,v) — A(u,v) dans V"' faible,

si u, — u dans V faible et si A(u,,v) — 1 dans V' faible, (1.4)
alors (A(up,v),u,) — (¥, u). -

Le symbole — désigne la convergence faible.

Proposition 1.3.2 [/§/

A est du calcul des variations = A pseudo-monotone.

Théoréme 1.3.2 [/§] Soit A un opérateur pseudo-monotone coercif. Alors¥f € V',

léquation A(u)=f admet au moins une solution.

1.4 Résultats Fondamentaux

Lemme 1.4.1 Soit f: Q x IR — IR une fonction de Carathéodory vérifiant
|f(z,5)] < a(z) + blsPr@/P2@): Yz € Qets € IR, pi,ps sont dans C4(Q), a €
Lr2@(Q), a(x) > 0 et b > 0, alors lopérateur de Nemytskii de LP*®)(Q) wvers

LP2@)(Q) est un opérateur continu et borné.

Lemme 1.4.2 Soit £,n € RY et soit 1 <p<oo. Ona
1 1 _
—efP = =[nlP < [ePP2e(E — ).
p p

Preuve
On considére la fonction f : RT™ — IR définie par x — 2P — px + (p — 1).
On a

F(@) > min f(y) = f(1) =0 Ve € R'.

yeRt

_ Il
€]

obtenir le résultat du lemme en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

On prend x (si|¢] =0, le résultat est trivial) dans la fonction ci-dessus pour
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Lemme 1.4.3 Soienta > 0,b> 0 et soit 1 <p < 400. On a

(a+Db)P < 2071 (aP 4 bP).

Preuve
Si a = 0, le résultat est trivial.

Si a > 0, on peut écrire I'inégalité sous la forme
(1+2) <27 1(1 4 a7),

b
avec 0 <z = —.

a
la fonction
B (1+x)P
satisfait
F0)=1= lm_f(a)
et

f(z) >0, pour tout 0 < x < +o0.

Donc, pour = > 0, f atteint son maximum seulement au point z = 1.

Comme
f)y =271
le résultat s’ensuit.

Remarque 1.4.1 Il est clair de voir que sous la condition 1 < p~ < pt < 400,

on a

(a4 b)P@ < 2p+—1(ap(w) + ),
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Chapitre 2

Etude de problémes elliptiques

quasilinéaires

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre E] est I'étude de 'existence de solutions du probléme

elliptique suivant :

{ Au = f(z,u,Vu) dans D'(Q), (2.1)

u=>0 sur 0f),

oil  est un ouvert borné de RN (N >2), p e Ci(Q) et 1 <p~ < p(z) < pt < N.
A est un opérateur de type Leray-Lions définie de Wy ?') (€2) dans son dual W12 (Q2)
par la formule :

Au = —div(a(z,u, Vu)). (2.2)

f:Qx Rx RN — IR est une fonction de Carathéodory satisfaisant la condition de

croissance :

[f 2, )] < gla) + |77 + €, (2.3)

ou 0 < n(z) <p(x) —1et 0 <d(x) < (p(x) —1)/p(2).

Ce probléeme a été étudié dans le cas d’un exposant constant par Boccardo, Murat

LCe chapitre est I'objet de I'article [19], publié¢ a Elec. J. Diff. Equ (EJDE).



2.2. HYPOTHESES DE BASE ET QUELQUES LEMMES

et Puel dans [25], on f satisfait la condition :

[ (7, )] < h(lr[)(1 + [€]7), (2.4)

et h est une fonction croissante de Rt — IR™T.

Kao et Tsai [42], ont montré Pexistence du résultat sous la condition de croissance :
[f (2, O < CA+ ] + []). (2.5)

Cependant, on peut aussi citer la travail de Fan et Zhang [37], ou ils ont étudié le

cas particulier

—div (|Vuf®=2Vu) = f(z,u) z€Q

(2.6)
u =0 sur 0f2,
avec f satisfaisant la condition de croissance :
[f(z,7)] < Cr + Cofr| O, (2.7)

oul<pB<p .
Le taravail de ce chapitre peut étre vu comme une généralisation [25], car dans [37]

les auteurs ont considéré f = f(z,u) et dans [25, [42], ils ont pris p(z) = p.

Le plan de ce chapitre est comme suit : A la section 2, nous introduisons les
hypothéses de base et nous démontrons quelques lemmes. Dans la section 3, on fait

la démonstration du résultat d’existence de solutions.

2.2 Hypothéses de base et quelques lemmes

Pour exposer nos résultats, on rappelle en premier lieu les hypothéses et les
lemmes de base dont on va faire usage dans ce chapitre. Pour p € C,(Q) tel que

1 <p <p(x) <p' <N, on note
Au = —div(a(z, u, Vu)),

ot a : 2 x R x RN — IRN est une fonction de Carathéodory qui satisfait les

hypothéses suivantes :
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(H1) 1l existe k(z) € LP®)(Q) et 3 > 0 tels que pour tout 7 et £ et pour presque
tout z on ait

la(z,r,€)| < Blk(x) + [P + g

(H2) Pour tout r,& et n et pour presque tout x on a

[a(z, 7, &) — alz,r,n)](€ —n) >0 pour £ #n e RY

(H3) 11 existe a > 0 tel que pour tout r € RN, £ € RN et pour presque tout
x € () on ait
a(z,7,€)€ > algP)
soit f est une fonction de Carathéodory définie sur € x IR x IRY telle que

(H4) Pour presque tout = € Q et tout (r,&) € R x RY, on a

|f(x,r, )] < glz)+ |r|n(x) + |§|5(x)

oug:Q— R, ge LP@(Q) et 0 < p(w) < plw) — 1,0 < 6(x) < B

Lemme 2.2.1 Supposons que (H1)—(H4) sont satisfaits et soient (up)nen une suite

de Wo™(Q) et u € Wo™™(Q). Si wy = u dans Wy™™(Q), alors

a(z, up, Vo) — a(z,u, Vo) dans (L7 @ Q)N Vo € Wol’p(m)(Q).

Preuve

D’aprés (H1), il s’ensuit que

la(x, uy,, Vv) |p/(‘”)

IN

B O[k(x) 4 |, [P@) 1 4+ | Vo p@) 1] (@)

IN

< (B PRI R(2)P ) o+ fuy P 4 Vol ],
(2.8)

Dans la seconde inégalité ci-dessus, nous avons utilisé la Remarque [[.4.1] Puisque

(8+ 1721 [K(a)?® + 21 (Ju, [P D @) 4 |90[ 0

—1)p’(x)) ]

Uy — u dans Wy P (2) et comme d’aprés la Proposition , 'injection Wol’p(x)(Q) e

LP®) est continue et compacte alors, il existe une suite qui sera encore notée (uy,)

tel que, u, — u dans LP®(Q), et p.p. dans €. Par conséquent,
la(z, Uy, VO)|P'@ = |a(z,u, Vo)[P@  p.p. dans Q (2.9)
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et

(B + 1)p'+22(p’+—1)[ k(x)p’(:r) + |11, [P@) 4 [V @) ]

— (B + 1P 220 D [g(2)P' @) 4 Julp® 4 | Vo] p.p dans Q.
(2.10)

Pour tout sous-ensemble mesurable £/, on a

/ |a(m,un,Vv)|p’(m)dx < (ﬁ+1)p/+22(p'+_1)[/ kx(m)p’(l’)da«;_}_/ |un|p(f"’)dx+/ |Vv|p($)d$}.
E E E E

(2.11)
De ([2.10) et (2.11)), on déduit qu’il existe n(e) tel que

/ |a(z, ty, V)P @dz < ¢,
E

pour tout £ avec mes(E) < n(e) ; ce qui implique 'équi-integrabilité de a(z, u,, Vv).

Finallement, d’aprés le théoréme de Vitali on aura,

a(z, un, Vo) — a(z,u, Vu) dans (L@ Q)Y (2.12)

Lemme 2.2.2 Pour 1 < r(z) < oo, soient g € L"®(Q) et g, € L"™(Q) avec
190l Lror ) < C. Si gn(x) — g(a) p.p. dans Q, alors g, — g dans L"®(Q).

Preuve
Soit

E(N)={z€Q:|gu(z) —g(x)] <1,Vn > N}.
mes(E(N)) — mes(Q2) quand N — oo.

Posons

F={ony € L"@(Q): oy =0 p.p. dans Q\E(N)}.

Montrons que F est dense dans L") (€).
Soit f € L"@(Q), on prend

f(z) si x€ E(N),

fylx) = _
0 si x € Q\E(N).
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Alors
/ |fN< )1 <>l da [Fyl@) = f(@)" D da
E(N)

_ (@) g
AN

= [ 5@ X g

Si on prend ¥y (z) = |f(2)[" (@ )XQ\E(N) pour presque tout x dans €2, on obtient
Yy — 0 p.p. dans Qet  |y] < |f]7@.

Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit p,y(fxv — f) — 0
quand N — co; par la suite fy — f dans L"(®)(Q).
Aussi F est dense dans L' ®)(0Q).

Maintenant, montrons que

lim [ ¢(z)(gn(x) —g(x))dx =0, Ve F.

n—oo (9]

Puisque ¢ = 0 dans Q \ E(N), il suffit de prouver que

0, #0)(0n() = gla))ds — 0 quand 0 — o

On pose ¢, = ©(gn — 9g)-
Comme |¢(x)||gn(z)—g(z)| < |¢(x)| p.p. dans E(N) et ¢, — 0 p.p. dans 2, grace au
théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que ¢,, — 0 dans L(€).

Ce qui implique que
lim | o(z)(gn(z) — g(x))dz =0, VeoeF

n—oo [9)

Par la densité de F dans L ®)(Q), on peut conclure que

lim / gpgnd:c:/wgda:, VngLT/(x)(Q).
9)

n—oo JO

Finalement, g, — g dans L"®(Q).

Lemme 2.2.3 Supposons que (H1)—-(H4) ont lieu et soit (uy)nen une suite dans

Wo P (Q) telle que u, — u dans Wy (Q) et
/ la(z, up, Vuy,) — a(x, u,, Vu)|V(u, —u)dx — 0. (2.13)
Q
Alors, u, — u dans W, p(x)(Q).
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Preuve

Soit D,, = [a(x, uy,, Vu,) — a(z, uy, Vu)|V(u, — u).

D’apres (H2), D,, est une fonction positive et selon (2.13) D,, — 0 dans L'(2). On
peut extraire une sous-suite, encore notée wu, qui converge faiblement vers u dans
Wol’p(m)(Q), ce qui donne u,, — u p.p. dans Q. De méme, D,, — 0 p.p. dans Q.
Alors, il existe un sous-ensemble B de €2, de mesure nulle, tel que pour = € Q\ B,
lu(z)] < oo, |[Vu(z)] < oo, k(x) < 0o, u,(z) — u(x), Dy(z) — 0.

Définissons &, = Vu,(z) et £ = Vu(z), on a

Dy(x) = la(z,un, &) = al@, up, €)1 — §)
= A, tn, §)&n + A, Un, )€ — a2, 1, §)E — a2, 1, )én
&P + afg P
—Bk(@) + [ua" O + €07 I¢]
—B(k(@) + |un [+ [P |6
al&ulP™ = Coll + 67D + 1],

Vv

(2.14)

ou (', est une constante qui ne dépend que de .
Or, u,(z) — u(x), et on a |u,(z)| < M,, ot M, est une constante positive.

Par conséquent par un argument standard, |,| est uniformément bornée par rapport

a n. En effet (2.14) devient
Cy Cy Cy

D, WP — —2 — T 2.15
(@) = [€al™ (e G @ ) |€n|p(x)_1) (2.15)

Si |€,] — oo (pour une sous-suite), alors D,,(z) — oo ce qui est absurde. Posons &*

un point d’adhérence de &,. On a |£*| < oo et par la continuité de a, on obtient

la(z, u(x), £7) — alz, u(z), OI(E" =€) = 0. (2.16)

Gréce a 'hypothése (H2), on a £ = ¢&.
L’unicité du point d’adhérence implique que

Vu,(z) — Vu(z) p.p. dans Q. (2.17)
Puisque la suite a(, u,, Vu,) est bornée dans (L” (@) (Q))N

et a(z, up, Vu,) — a(x,u, Vu) p.p. dans 2, le Lemme donne
a(z, Uy, Vu,) = a(z,u, Vu) dans (L7 @ (Q))Y p.p. dans Q. (2.18)
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Posons 4, = a(z, up, Vu,)Vu, et § = a(z,u, Vu)Vu.

Comme dans [25], on peut écrire
Un — § dans L'(€).

D’aprés (H3), on a

| Vu, |P®) < a(z, un, Vi) Vi,

Soient 2, = [Vu, [P, z = [VulP®), y, = L et y = L.

Alors, d’aprés le lemme de Fatou,
/ 2ydr < liminf/ (y + yn) — |20 — 2| dx;
Q n—oo Jq

ie., 0 < —limsup [ |z, — z|dz.
n—o00 Q
Alors

0< liminf/ |2n — z|dx < limsup/ |zn — z|dx <0,
Q n—00 Q

n—oo
cela implique que

Vu, — Vu dans (LP@(Q))V.

Ainsi u, — u dans Wy (9), ce qui achéve la démonstration.

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Pour v € Wol’p(x)(Q), on définit 'opérateur de Nemytskii F' par rapport a f, par

F(v,Vv)(x) = f(z,v,Vv); p.p. x dans Q.

(2.22)

Lemme 2.2.4 L’opérateur v — F(v, Vv) est continu de Wol’p(z)(Q) dans L' @) ().

Preuve
D’aprés (H4), on a

[f (2, )] < gla) + |7 + €2,
ainsi, d’aprés la remarque [1.4.1
|f(x,r, €)@ < 220" =1 (g(x)p’(w) + || @) 4 |§|p’(af)5(x))‘
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Soit E un sous-ensemble mesurable de 2. Alors

[ 1#@o, Vo @de < o( [ gley @dz+ [ ol @@z + [ |90 @),
E E E E

(2.25)
avec 0 < n(x) < p(x) — 1,0 < p'(x)n(z) < p(x) et
0 < d(z) < 1[)(;)(;)1 = 0 < p(@)8(z) < plz) — 1. (2.26)

Pour toute suite (v;,)nemw telle que v, — v dans W, P (Q), démontrons que F(v,, Vuv,) —
F(v, Vv) dans Wy (Q).

On a v, — v dans W,” (I)(Q), ce qui implique que

v, — v p.p. dans €,

Vv, — Vv p.p. dans Q.

Comme f est une fonction de Carathéodory vérifiant I'inégalité ([2.3)), alors
|f(:v,vn,an)\pl("”) — |f(z,v, Vv)|pl(x) p.p. dans Q, (2.27)

(@00, Vo) '@ < C (g(0)@ + 0,1 4 [T, [P@50) - (2.8)

et

C (g(x)p/($)+|vn|p,($) 1) 4 |, [P 5(%)) . C (g(x)p’(fv) + [p]P @) @) 4 |y @) 5(06))'

(2.29)
Par conséquent, en utilisant le théoréme de Vitali, on déduit que
f(xz,v,, Vv,) — f(xz,v,Vv) dans Lpl(x)(ﬂ); (2.30)
i.e., v— F(v,Vv) est continu.
2.3 Reésultats d’existence
Considérons le probléme
—div a(z,u, Vu) = f(x,u, Vu) dans D'(Q),
(2,0, V) = J(,u, V) @ -

u=">0 sur 0f),

Le résultat principal du chapitre est le suivant.

40 -



CHAPITRE 2. ETUDE DE PROBLEMES ELLIPTIQUES QUASILINEAIRES

Théoréme 2.3.1 Sous les hypothéses (H1)-(H4), il existe au moins une solution
u € Wol’p(x)(Q) du probléme (M)
Preuve d’existence de la solution

Cette preuve se fait en deux étapes.

Etape 1 L’opérateur B : Wol’p(x)(Q) — WL @(Q) défini par
B(v) := A(v) — f(z,v, Vv)

est du type du Calcul des Variations.

Assertion 1. Soit

(z,u, Vo) — f(z,u, Vu).

\\Mz

Alors B(v) = B(v,v) Vo € W&’p(’”)(Q).
Assertion 2. L'opérateur v — B(u, v) est borné pour tout u € W’ () ().
Soit ¢ € Wol’p(x)(Q), on a

(Blu.v).v) = /Q as /Q o, u, Va)o(z)d. (2.32)

D’aprés U'inégalité de type Holder, la condition de croissance (H1) et comme dans

(2.8), on déduit que

N
i_l/ﬂai(m,u,VU) g;i dex = /Qa(m,u,Vv)V@bda:
(

IN

1
+ ) e, V) oy 199 e
1 x ;
=+ =) (], |a<x,u,w>\“>dx) ||w\|1,p<x>
1 - z)— (z %
(= ]7)( [ [B0k(@) + 7+ [T D) [
k

([ @y do+ [ Jul do+ [ 0 42) " 1 e

1
=

IA

1
=

IN

IN

ou
p si HCL(I,U, vv)H(LP’(x)(Q))N > 1,

si ”a(x7u7 VU)H(LP’(Z')(Q))N <1
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Rappelons que [|1)||1p(z) €st une norme équivalente & la norme || V|| () sur WP @) (02)
(voir remarque [1.1.2]).
On a, k € LY@ (Q), u € Wi (Q) et v € WP ().

Par conséquent,

9

N
De méme,
1 1
7w Ve vde < (ot ) 1w V) o 4001
1 1 a
< Gt ) W TP de) [0l

ou
post | f(@u, Vo)l e ) > 1,
pH_ si Hf(l‘,u, VU)HLP'(Z)(Q) <1

Alors, (H4) entraine

1 1 ’ 1
/Qf(x,u,Vu)wdx < (p_+p/—)||¢||1vp($)[/ﬂ(g<$)+|“|n(’”)+]Vu|5(a’))p($) dz]=
1 1 / 1 /
= Gl 22@**”5[/9(9/@)“@+|u|”<x 94 [Vul e ) s
1
< (ot >||w||1p T gy [ furr
+ \w >da:]
1 2(p" 1) 1
< ot w2 L 0@y o+l + [Vl
ou
o ) sl 1
')~ il <1
et
o) s Vule >

@) s [Vaull s < 1
Puisque 0 < n(z) < p(z) — 1, cela implique que 0 < n(z)p'(x) < p(x).

Par conséquent il existe une constance C > 0 tel que
HUHLP’n < CIHUHLP(GE)(Q) (2.34)

et de méme 0 < 6(z) < (p(x) — 1)/p'(z), implique que 0 < 6(z)p'(z) < p(z) — 1 <
p(z).
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Ainsi il existe une constante Cy > 0 telle que
IVull s < Col[Vull o g - (2.35)
Comme u € W™ (z)(Q), il existe une constante C5 > 0 telle que
| f(au, Vupide < Gyl e, (2:36)
Par conséquent, il existe une constante Cy > 0 telle que
(B, 0), 0] < Colld i Va0 € Wo™2(); (2.37)

ie., (B(u,v),1) est borné dans Wo "™ (Q) x Wi *™(Q).

Pour tout u € Wol’p(x)(Q), v — B(u,v) est hemicontinu.
i.e., opérateur A — (B(u,v; + Avg), 1) est continu pour tout vy, v, 1) € W1 p(m)(Q).

Par la suite nous avons besoin du lemme 2.2.21

a;(z,u, V(vy + Avg)) — a;(x,u, Vuy) p.p. dans Q lorsque A — 0. (2.38)
et, d’apres (H1),

la(z, u, V(vy 4+ M))| < B(k(z) + [ulf® ™ 4+ |V (v; + Avg) PO (2.39)

De plus, (a(z,u, V(v; + Avg)))s est bornée dans (L7 (Q))V ; donc, le lemme [2.2.2]

entraine
a(z,u, V(v + Avg)) = a(z,u, Vo) dans (L7 @ (Q))Y lorsque A — 0. (2.40)

Do,

N
;%<B(u,v1+)\v2),w> = ;\1{%2/ (x,u, V(v1 + Avg) )

_ Z/ /Qf(x,u,Vu)@/)dx

= < B(U,Ul> v > Yoy, v, Y eW, lp(w)(Q).

0
S = [ 7.0, V) ¥ ds

(2.41)
De la méme facon, nous montrons que pour tout v € W™ (Q), u — B(u,v) est

bornée et hemicontinue.
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En effet, en utilisant (H4), on a (f(z,u1 + Aug, V(u1 + Aug)))s est bornée dans
LP(®)(Q) et puisque f est une fonction de Carathéodory,

f(z,ug + Aug, V(ug + Aug)) — f(z,u1, Vug)  lorsque A — 0, (2.42)

Par conséquent, le Lemme donne
f(@,up + Aug, V(uy + Aug)) — f(z,uy, Vuy) dans LP @ (Q) lorsque A — 0. (2.43)

D’autre part, comme dans , on a
a(z,uy + Mg, Vo) = a(z,uy, Vo) dans LP@(Q) quand A — 0. (2.44)

La combinaison ([2.43)) et (2.44]), nous permet de conclure que u — B(u, v) est bornée
et hemicontinue.
Assertion 3.

(B(u,u) — B(u,v),u —v) = ;/Q(ai(x,u,Vu) — ai(x,u,Vv))(;Z - g;jl)dx >0

(2.45)

En effet, le résultat est une conséquence de I'hypothése (H2).

Assertion 4. Supposons que u,, — u dans Wol’p(z)(Q), et (B(tn, un) — B(tp, u), ty, —
u) — 0 quand n — oo.

Prouvons que B(u,,v) — B(u,v) dans W~1#'(®)(Q).

On a (B(up, u,) — B(uy, u),u, —u) — 0 quand n — oo,

<i —[aaai(x, Un,y V) + a;(z, Uy, V)], u, — u)

i=1 Li
N

=) / [a;(x, up, Vu,) — a;j(x, u,, Vu)] (21;” - gs )dxr — 0 quand n — oo.
i=1 79 i i

Par_conséquent du Lemme on déduit que u, — u dans W™ (Q) et grace au
Lemme 2.2.4]

f (@, tn, V) — fz,u, Vu) dans L7 ®(Q). (2.46)
Puisque w,, — u dans Wol’p(m)(Q) et v € Wol’p(x)(Q), par le Lemme , on a
ai (2, Up, V) — a;(x, u, Vo) dans LV ()(Q).
Par conséquent,

oY o
/Qai(x,un,Vv)axida: — /Qai(x,u,Vv)axidx. (2.47)
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D’autre part, on a f(z,u,, Vu,) — f(z,u, Vu) dans L? @ (Q), donc faiblement.
Puisque ¢ € Wol’p(x)(Q), on a1 € LP@(Q). Alors,

/Qf(x,un,Vun)wdx — /Qf(:c,u,Vu)z/de quand n — oo.

Par conséquent,

lim (B(u,,v),v) = lim <§:/ﬂa,~(z,un,Vz}) % dx—/ng(x,un,an)@bdx)
i=1

N
= izl/gai(ac,u, Vo) g;z: dx —/Qf(x,u, Vu) ¢ dx

= (B(u,v),v) pour tout 1 € W@ (Q).

Assertion 5. Supposons que u, — u dans Wol’p(x)(ﬂ) et B(u,,v) — ¢ dans
W=7 @)(Q). Montrons que (B(uy,, v), u,) — (1, u).

Comme u,, — u dans Wol’p(x)(Q), le Lemme [2.2.1] entraine que,
a; (2, Uy, V) — a;(z,u, Vv) dans LF'@(Q) quand n — co. (2.48)

Par conséquent,

Oy, I
/Qai(x’u"’vv) or; dx — /Qa’i(xau, Vo) oz, dzx. (2.49)
Ainsi
al ou
;/Qai(x,un,Vv)axidx—/Qf(x,un,Vun)udx — (1, u), (2.50)
on obtient
al ou
(B(un, v), un) = i_zl/ﬂai(x,un,Vv) 89:? dif—/gf(%un,Vun)un du

N Ouy, ou ou
= S0 s, Vo) (G = 55 det [ (e, Vo) 5 dal

=1

—/ f(z, up, Vu,) ude — / f(x, un, Vuy) (u, —u) de.
Q 0
Au regard de (22.48)) et (2.49)), on déduit que

N
ou ou
(2, u,, V G d 0. 2.51
,Zl/n“(” DG~ g e = (2.51)
D’autre part, l'inégalité de type Holder nous amene,
1 1
J 1 T, =)l de < (= D Vo) i = o)

< Clun — | o) — 0 quand n — oo.
(2.52)
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ie.,

/ f(z, up, Vuy,)(u, —u)de — 0 quand n — oo.
Q

Tenant compte de ([2.50]), (2.51]) et (2.53]), on conclut que

lim (B(tn, v), u,) = (¥, u).

ETAPE 2 L’opérateur B satisfait la condition de coercivité :

(B(v),v)

im = +00.
1oy —o0 ||V]|1pe)

En effet,

(B(v),v) = ;/Qai(x,v,Vv) gv

dx—/f(x,v,Vv)vdx.
Q

T
Alors de (H3), on a
(B(v).v) = alloll5,) — [ o0 Vo de

D’aprés (H4), on a

/f(x,v,Vv)vdxg/g(x)|v|dm—|—/ |v|’7($)+1dx—|—/ IVo|*@|v|d.
Q Q Q Q

Gréace a I'inégalité de Holder, on obtient

1 1
/Qg(%)lvldﬂj < =+ oglro@lvlie @ < Collvlhpe-

D’autre part, on a

nt 41
Ln(@)+1(Q)
1017 gy SE 10l gy < 1.

/ 1@+ g <
Q

Par conséquent,
LIl < ol g

ol

n- + 1 s1 ||’U||Ln(x)+1(Q) < 1.
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Comme 0 < n(z) < p(x) — 1 alors 1 <n(z)+1 < p(z)
et par conséquent, de (2.60)), on déduit que

/Q|U’n(z)+1 dr < C “/U”/ip(x)(ﬂ) < Hva’p(x) avec 3 <p~.

En outre, tenant compte de I'inégalité de type Holder,

11 .
=+ 57) VP ooy 101l oy

1 1

IN

/ |Vo?@ || dz
Q

IN

)
(*1 +1)(/| 1 dx)7 |lo]

Vol” dx)> ||v|| 1e@ s

_ T 0 Lp(2)(Q)

IN

ou
P osi H‘VUP(I)HLP’(Z)(Q) > 1,
P st [Vl e ) <1
et
St pt st Vol > 1,
0~ p'™ st |V < 1

0=
Par conséquent,

6
L1901 fo] de < € (ollyaoey)? el s

puisque 0 < 6(z) < (p(z) —1)/p'(z) = 0 < 0(z) p'(z) <p(z) -1,

—1 -1
0§6+<(p/ )*:p o — 0<6pT<p —1,
p p
et
-1
0§5‘p"<<pp,+)p"§p —1
Il en résulte que, 0<60<p™ —1<p(x).
D’autre part,
0 =1 0 =1
O§f+<p,+ et OST<p/_
p p p p

donc,

A
L1900 o] do < o [0l 0 1ol e

De (2.57)), (2.59), (2.61) et (2.63), on déduit que
(B(v),v)

0] ]1,p(a)

[
1 - v
>« ||U||11)’(;()$) - C’O - Cl ||U||f,p(1$) - C2 HUH;’P(QU)
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alors,

<p -1 (2.65)
De plus pour § —1 < p~ — 1, on conclut que

(B(v), v)

p(x [
||1) . ( ) > aHUHL( ()x) _CC —CIHUHLP( )—C ||U||1,p( ) E— —|—<>() lorsqu ||’U||1,p(;) — +OO
,p(x L x 2 x €

Finalement, en appliquant le théoréme classique de Lions [48] (voir la section [1.3),
le probléme (2.31]) admet une solution.

- 50 -



Chapitre

Etude d’un probléme elliptique avec

second membre mesure

3.1 Introduction

Dans ce chapitre [[| nous nous intéressons a I'étude d’existence le la solution

entropique du probléme suivant :

—div (|Vu|f”("”)*2vu) + |U|p($)*2u = dans §,
u=0 sur 052,

(3.1)

ot © est un domaine borné¢ de IRY (N > 2), la donnée y est une mesure qui se
décompose dans L*(Q) + W1 @)(Q).

En outre, la notion de donnée mesure pouvant étre décomposée dans L'(2) +
W*Lp,(Q) est vérifiée par Boccardo, Gallouét et Orsina dans le cas de p constant
(voir|27]). Dans ce contexte ils ont considéré comme une mesure signée p qui ne
charge pas les ensembles de p-capacité nulle, plus precisément toute mesure qui
ne charge pas les ensembles de p-capacité nulle peut étre décomposée comme une
fonction de L'(Q) et un élément dans W1 () (Pespace dual de W,”(Q)), et in-
versement, toute mesure signée dans L'(Q) + W‘l’p/(Q) est de mesure zéro pour les

ensembles de p-capacité nulle. Dans le cas de ’exposant variable, en utilisant les

1Ce chapitre est I'objet de I'article [15], accepté pour publication 4 Math. Comput. Simul.



3.2. LEMMES DE BASE

mémes arguments que dans [27], nous nous basons sur le résultat de décomposition
fait par Nyanquini, Ouaro et Soma [57]. En ce qui concerne les propriétés relatives
aux p(z)-capacité, (voir |41 [57]).

Dans ce chapitre, on montre I'existence de la solution entropique du probléme (3.1
dans le cas d’une puissance variable et d’'une donnée mesure. Le plan est le suivant :
A la section 2, nous rappelons et définissons quelques résultats et lemmes prépara-
toires pour la présentation de nos résultats. A la section 3, on définit la notion de
solution entropique et on montre que le probléme admet au moins une solution

entropique.

3.2 Lemmes de base

Lemme 3.2.1 (voir [19]) Pour 1 < r(z) < oo, soient g € L"™(Q) et g, € L"®(Q)

avec |gn|pr@ ) < C . Si gn(z) — g(z) p.p. dans Q, alors g, — g dans L'@)(Q).

Lemme 3.2.2 Soit F' : IR — IR une fonction uniformément lipschitzienne avec
F(0) = 0. Soit p € Co(Q) et u € Wy™™(Q). Alors F(u) € Wy (Q). De plus, si

I’ensemble D des points de discontinuité de F' est fini, alors

F() ou
OF(u) 0z;
8%-

p.p. dans {x € Q: u(x) ¢ D},

0 p.p. dans {x € Q: u(x) € D}.

Remarque 3.2.1 Le lemme ci-dessus est une généralisation de celui cité dans ([40],
pp. 151-152), ot p(x) = p = cte, F € C}(R) et F' € L°(IR), et son analogue dans
[22], ot p(x) = p =cte, w = w) = wy = -+ = wy = 1 est une fonction poids,
F e CHIR) et F' € L™(IR). A noter également que le lemme précédent implique que

les fonctions de WoP™(Q) peuvent étre tronquées.

Preuve.

Rappelons que la preuve de la deuxiéme partie du lemme est identique a sa
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correspondante dans le cas d’exposant classique cité dans [40]. Maintenant on consi-
dere le cas ou F' € C}(R) et F' € L™(IR).

Soit u dans Wy ™™ (€2). Comme Wy "' () est la fermeture de C°(Q2) dans W) (),
il existe alors une suite u, € C(12), tel que u, — u dans W, (x)(Q). Passant a une
sous-suite, on suppose que u, — u p.p. dans 2 et Vu,, — Vu p.p. dans €.

Par conséquent,

F(u,) — F(u) p.p. dans 2. (3.2)
Aussi, par la relation
|F(un)| = [F(un) = F(O)] < [ F"[oc]tin, (3.3)
on obtient
F(u,)|P™ < (14| F')| )P |, [P@) et . — |F'(y,) 22 | 28n
P )P < (L F ) et |22 () ()5 < a5
(3.4)
pour une constante M qui dépend pas de p(z).
Par conséquent, on déduit que F(u,) demeure bornée dans W, (I)(Q).
Ainsi, passant & une sous suite, on obtient
F(u,) — v dans WgP™(Q). (3.5)
D’aprés la Proposition [1.1.2 F(u,) — v dans LP®)(Q),
F(u,) — v p.p. dans Q. (3.6)

Gréace aux relations (3.2)), (3.5)) et (3.6) on peut conclure que
v = F(u) € Wg"(Q).

Nous tournons maintenant notre attention vers le cas général.

Soit F': IR — IR uniformément lipschitzienne. Considérons la convolution avec une
suite régularisante p, dans IR, on a F,, = F x p,, F,, € C'(R) et F! € L*(IR).

Par conséquent, selon le premier cas, on a F,(u) € Wol P (I)(Q).

Puisque F,, — F uniformément dans tout compact, on a F,(u) — F(u) p.p. dans

Q.
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Aussi, F,(u) est bornée dans W™ (Q): d’out F,(u) — © dans W™ (Q) et p.p.
dans Q (en raison de la Proposition |1.1.2)). Par conséquent,
_ 1,p(z)
U= F(u) e W™ (Q).

Le résultat suivant découle du lemme ci-dessus.

Lemme 3.2.3 Soit u € Wo"(Q). Alors Tp,(u) € WoP'™(Q), avec k > 0. Par
ailleurs, on a

Ti(u) — u dans Wol’p(x)(Q) lorsque k — 400.

Preuve.

Comme T}, est une fonction uniformément lipschitzienne et 7;(0) = 0, on déduit par

le Lemme que Ti(u) € WoP™(Q), et

/ ITe(u) — u@dz + / VT, (1) — ValP®de
Q Q

= Ty (u) — u|P®dz + Ty (u) — ulP'™dx
{lul<k} {lul>k}
+ VT (1) — Vulf® + / VT, (1) — ValP® de
{lu|<k} {|u|>k}
= Ty (u) — ufP@dx + / |Vul|P@ dz.
{lu|>k} {lul>k}

Or Ty(u) — w p.p. dans €2 lorsque k — +o0. On utilise le théoréme de convergence

dominée de Lebesgue pour obtenir

/ Ty (u) — u[P@dx + |Vu[P®dez — 0 quand k — +oo.
{lul>k} {lu|>k}

Par conséquent, [Ty (u) — ul| ;100 o, — 0 lorsque k — +oc.
0

()

3.3 Existence de solutions entropiques

Tout au long de ce chapitre, nous supposons que p(z) € C4(2) avec 1 < p~ <
pt < N, satisfait la condition de continuité Holdérienne et p est une mesure signée

dans L'(Q) + W12 @)(Q) a savoir que
4= f—divF, (3.7)
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otl f € L) et F e (LF®(Q))VN.
Une solution entropique du probléme (3.1]) est définie de la fagon suivante :

Définition 3.3.1 Une fonction mesurable u & %l’p(m)(Q) est une solution entro-

pique du probléme si, |ulP® =2y € LY(Q) et pour tout k > 0,

/ |Vu|P D2V uV Ty (u — v) da + / [u[P@ =2y T (v — v) dz

Q Q (3.8)

< / [T (u —v) d:r—i—/ FVTi(u—v)dx,
Q Q

pour tout v € Wy (Q) N L®(Q).

Théoréme 3.3.1 Sous [’hypothése . Le probléme admet au moins une

solution entropique.

Preuve d’existence de la solution entropique
ETAPE 1. Probléme Approché.

Soit (fy)n la suite de fonction définie par f,, = T,,(f) pour tout n entier naturel

non nul.

—nsi f < —n,
T.(f) =9 fsilfl <n, (3.9)

nsif>n.

Il est clair que f,, € L>(Q).

On a aussi
|ful = 1T () < |f] € LN(Q).

Par définition, (f,,) converge presque partout vers f et d’aprés le théoréme de conver-

gence dominée de Lebesgue, on a
|fo = fllLr@) — 0, lorsque n — +o0.

On a aussi

Ifalloy = [ Ifalde < [ 1flde = 1l
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En récapitulant, on a construit une suite (f,,) de fonctions dans L>(2) convergeant

fortement vers f € L'(Q) et telle que

[ fullzr@) < I fllzr -
On considére maintenant le probléme approché suivant

un € Wy (),
/ |Vun\p("”)*2Vuan dx +/ \un\p(m)’Qunv dr = / fov dx +/ FYVoudz,
Q Q Q Q

Yo € Wy ().
(3.10)

On définit Popérateur G : Wo"'™ () — W=17'@)(Q) par

et I'opérateur p(z)-Laplacien —A ;) (u) = —div(|Vul|P®=2Vu) qui est la dérivation
de la fonctionnelle J au sens faible définie par
1

Vulf@de, ue WP ().
Qp(x)l | 0 ()

J:

Par conséquent, nous notons L = J' : W, (x)(Q) — W@(Q), alors

(Luv) = [ [VuP2VuVode, Va,v € WiPP(@)
Q

Grace a I'inégalité de type Holder, on a pour tout u,v € Wol’p(x)(Q),

1 1
ulP@® 20 dw' < (— 4+ =Ml o [0l ,
At < (= PO o el

1

1 1
< (=) ([ [P o+ )7 o,
p- P 1 - (3.11)
¥ =
< (= ) el + 17 ol
< Cl|v]l1p)
avec
p* i fullpe) > 1,

P siflulle < 1
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Lemme 3.3.1 L’opératuer B = L+ G de Wol’p(x)(Q) dans W12 @) (Q) est pseudo-
monotone. De plus, B est coércif, dans le sens suivant :
(Bv,v)

— 400 si ||l p@) — +oo, Yv € Wol’p(z)(Q).
[v][1,p()

Démonstration du Lemme

Il est évident que L est un opérateur continu et borné et par (3.11]) nous obtenons
que B est borné dans W, "™ (Q).

Pour la coercivité, on a pour tout u € Wy *™(Q)

VulP® 4 / p(@) g
<Bu,u> _/Q’ u] T+ Q]u\ X

Y

[l p(z) Jull1p)
/ |VulP®) dx
Q

wl]1p(a)
/ ’vu’p(w) dx
Comme lim 22— — 450, alors
ullipey =00 ||ull1pe)
{Bu,u)

— 400 lorsque ||u||1 pgz) — +00,
[ell1.pe)

Il reste & montrer que B est pseudo-monotone.

Soit (ug), une suite dans Wy ™ (Q) telle que

we —u dans W™ (Q),
Buy — x dans Wb @(Q), (3.12)

lim sup(Bug, ug) < (x, u).
k—+o0

Nous allons montrer que
X = Bu et (Buy,ur) — (x,u) quand k — +oc.
Puisque Wol’p(x)(Q) s LP@)(Q), alors
u, — u dans LP¥ () pour une sous-suite extraite (uy)p. (3.13)

Or, (ux)s est une suite bornée dans W™ (Q), par conséquent (|Vuy,[P®~2Vuy),

est bornée dans (LP @) (Q))N, et donc
Vg [P 2V, — |VufP® 2V dans  (LP@(Q)Y quand k — +o00. (3.14)
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Comme u;, — u dans LP(®)(Q)), alors
g |PD 20y, — |uP@ 2y dans P @(Q) quand k — +oc.

I1 est clair que, pour tout v € Wol’p(m)(Q), on a

(x,v) :khm (Buyg, v)

= lim ]Vuk\p(’“")’QVuva dr + lim /\uk\p(x)’Qukv dx
k—+o00 JO k—400 JO

:/ VP2V uV d:B~|—/ |u[P@ 2y da
Q Q

= (Bu,v).

On conclut que y = Bu.
D’une part, de (3.13) on déduit que

/ g [P da —>/ |u[P® dz quand k — 400,
Q Q
et en utilisant (| et (3.16]), on obtient

timsup(Blur), ur) = limsup{ [ (Vo) do+ [ u* do}
Q Q

k—+o00 k+—o00

§/ | V[P d:zc—i—/ lulP@® dz
Q Q

Par conséquent

lim sup |Vuk]p dx§/|Vu|p("”) dx
Q

k—-4o00

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

D’autre part, pour tout &, € IRY, les inégalités suivantes ont lieu (voir [44] [68]) :

(€172 = nlP2n) (€ = mI(EP + ") " > (= Dlg =l 1<p<2,

et
1\P
(72 ~ lnP=*n)(e —m) = (5) e =" p=2.

Des deux inégalités ci-dessus, on déduit que

/Q (V" =2V — VPO -2V 0) (Vg — V) d > 0,
alors
/Q|Vuk]p(m)dx > —/Q|Vu]p(m)dx+/Q |Vuk\p(’”)*2VukVudI+/Q |Vu|P@
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Par (3.14]), on obtient

liminf/ |V, [P da 2/ |VulP@ dz,
Q Q

k——+o0

ce qui donne en utilisant (3.19)),

lim / Vg [P day = / VulP@ da. (3.21)
Q

k——+oo JO

Des relations (3.16]), (3.17)) et (3.21)), il résulte que

(Bug, ug) — (x,u) lorsque k — +o0.
Enfin, d’aprés le théoréme classique de Lions[48] (voir la section ) et le Lemme

1) il existe au moins une solution u,, € W, (Z)(Q) de (3.10]).

ETAPE 2. Estimations sur les séquences {VT}(u,)},{un}-

Assertion 1. VTj(u,) est bornée dans (LP@)(Q))V.

Prenons T} (u,) comme une fonction test dans (3.10)), pour obtenir

/ (VT (1) [P dac —|—/ | [P 200, T () di = / foTk(uy,) do +/ FVTi(uy,) dz.
Q Q Q Q

Sachant que |u, [P®)~2u, T} (u,) > 0 et en utilisant I'inégalité de Young, on obtient

/ VT (1) P dz < / FuTi(un) d + / FVTk(un)d

<k fullzo +/ p( x Pa) =1 b g +/ ka(un), p@) gy

< Hlfallo + [, 7 Pl ppe Vot [ —|VTk( P de.
Par conséquent

)P dz < k| |l 1) + Ch-

La Proposition [1.1.1| entraine que

p

1
”VTk(un)HZ(x) <kl fller @) + Ch (3.22)

< Cok VE > 1,
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avec
pt st (IVT(un)lp@) <1,

s VT e > 1.

’y:

Assertion 2. u, converge en mesure vers une fonction u. Cela consiste a montre
que (uy)nen+ est une suite de Cauchy en mesure.
Soit k est assez grand. En utilisant I'inégalité de type Holder, 'inégalité de Poincaré

et (3.22), on obtient

k mes({|un| > k}) :/

To(u,)| d </T d
{|1Un|>k}| k(un)| dz < Q| k(un)| dx

< (— 4 — mesQ—l—lp’%Tun *
< Got P mes@ + DF Il o
< Gyl VT ()l pa
< Cak.
Ce qui donne,
C
mes({|u,| > k}) < k:li vk > 1. (3.24)
En outre, pour tout § > 0, on a
mes ({|u, — | > 0}) < mes ({|u,| > k}) +mes ({|un| > k}) (3.25)

+mes ({|Tx(un) — Ti(wm)| > 0}).
Comme (T (tn))nen- est bornée dans Wy '™ (Q), il existe vy, € Wy "™ (Q) telle que
Ti(un) — v, dans Wy ™(Q)
et de l'injection compacte, on a
Ti(tp) — v dans LP@(Q) et p.p. dans Q.

Par conséquent, on peut supposer que T (u,) est une suite de Cauchy en mesure.
Soit € > 0. D’aprés les relations et ([3.25), certaine constante k() > 0 telle
que mes({|u, — uy| > 0}) < € pour tout n,m > ny(k(e),9).

Ce qui montre que (u,,), est une suite de Cauchy en mesure, et converge donc presque

partout vers une fonction mesurable u. Par conséquent

Tio(up) — Ti(u) dans W@ (),

(3.26)
Ti(un) — Ti(u) dans LP@ () et p.p. dans €.
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Etape 3. Convergence forte des tronquées.
Pour k£ > 0 fixé et pour h > k, on choisit
wp = Top(un — Th(uy) + Tk(uy) — T (w)), (3.27)
comme fonction test dans . Il s’ensuit que
/Q \Vun|p(x)_2Vuanndaz+/ﬂ ]un|p(x)_2unwnd:c = /anwn dw—l—/Q FYVuw,dx. (3.28)

Puisque u,, et w, ont le méme signe sur le sous-ensemble {z € Q. |u,(z)| > k},

par (3.28]), on déduit que,

/ |Vun]p(m)_2Vuann dr + |un|p(m)_2unwn dr < / Jnwn dz + / FYVw, dz.
Q Q 0

(3.29)

{lun|<k}

Notons par ¢} (n),e7(n), ... les différentes séquences de nombres réels qui convergent
vers zéro lorsque n tend vers I'infini pour toute valeur fixée de h.

Observons que,

/ Fiom dit = / FTon(u — T(w)) dz + €L (n), (3.30)
Q Q
et
/Q FVw, dr = /Q FVTo(u — Ti(w)) dz + £2(n). (3.31)
En séparant la premiére intégrale sur le coté gauche de (3.29), ou |u,| < ket |u,| > k
on peut écrire,
/Q VPO -2V, Ve, dz = /{ o VL) POV T (0, (VT ) = VT ()] da
un|<

|V, P2V, Vw, dz.
{lunl>k}

(3.32)
En choisissant M = 4k + h, il est clair que Vw,, = 0 sur l’ensemble {|u,| > M}. Par
conséquent
/ Vit [P 2V, Ve, die > — IV Tar (1) P92 Ty () [V T ()|
{lun|>k} {lun|>k}

(3.33)
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et

/{ | }|VTk(un)|P<w>*2wk(un)[wk(un)—vmu)] dr
— /Q VT (1) PO 2V T (1) [V T (1) — VT (w)] di.

En utilisant (3.33]) et (3.34)), nous obtenons

/Q |V, P9V, Vw, dr > /Q IV T (1) [P 2V T () [V T () — V()] dz

~ oo IV T (1) PO 2V T (1) [V Ty (1) da.
(3.35)
Le deuxieme terme de la partie droite de la derniére inégalité tend vers 0 lorsque n
tend vers l'infini.
En effet, puisque (|VTas(un)[P® 2V Tas(un))n est bornée dans (L@ (Q))N lorsque

VT (W) Xjup >k converge fortement vers 0 dans (LP@(Q))V, ceci donne

[ Va2V, Vanda = [ VT (02) 29 T () [V T () ~ VT (w)] -+, ()
Q Q

(3.36)
D’autre part, le terme de la partie droite de (3.36]) peut étre écrit comme,

/Q VT (1) P® =2 T (1) [V T () — V()] dt
- /Q[|VTk(un)|p(w)_2VTk(un) — |VTk(u)|p(“;)_2VTk(u)][VTk(un) — VTi(u)] dzx
+ /Q VT (1) P 2V T () (VT () — VT(w)) da.
(3.37)

or VT (u,) — VTi(u) dans (LP® ()N, on obtient
/Q VT3 (0) PO -2V T3 () (VT (1) — VT(w)) dz — 0 lorsque 1 — 400,
alors, nous pouvons prendre
/Q VT, (w) PO 2V T (u) (VT (1) — V() dz = €5 (n). (3.38)

De ([3.36)-(3.38)), il devient

/Q \Vun|p(x)_2Vuann dx

> /Q [V T3 (1) PO 2V T () — |V Tk () [P 2V T ()] [V Tk (1) — VT (w)] dzz + €5 (n).
(3.39)

- 62 -



CHAPITRE 3. ETUDE D’UN PROBLEME ELLIPTIQUE AVEC SECOND MEMBRE
MESURE

Le second terme du membre de gauche de (3.29) peut étre estimé comme suit,

[ el e de = [ T PO T () (Ti() = Te(w) do,
{lun|<k} {un|<k}

< (= TP o1 Tilom) = Tl
(3.40)
Comme |Tj(uy,)|[P® =" est bornée dans LP @) (Q) et Ty(u,) — Ti(u) dans LP®) (),

on déduit que

/{Iu <k} [P Pt dz = €5 (n). (3.41)

La combinaison de (3.29)) — (3.31)), (3.39) et (3.41]), nous donne

/QHVTk(un)]p(z)ﬂVTk(un) — VT (w) PP 2T (0)] [V Tk () — VTk(w)] da
< [ fTolu=Th(w) do + | FVT(u =T (w)) do+ <] (n).
(3.42)
On passe ensuite a la limite lorsque n — 400 dans (3.42)) pour obtenir,

lim sup Q[|VT;€(un)|p(9”)_2VTk,(un) — |V T (u) P@ 2V T (0)] [V Tk (1) — VTi(u)] da

n—-+oo

< /Q FTo(u — Ty (w)) di + /Q FVTy(u — Th(u)) de.
(3.43)

En appliquant le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, le premier terme
du membre de droit de (3.43|) converge vers 0 lorsque h tend vers I'infini.
Maintenant, nous prouvons que le deuxiéme terme du membre de droite tend vers

0 lorsque h tend vers l'infini, nous prenons (7o (u, — Th(u,)) comme fonction test

dans (3.10)), ceci devient

/Q IVt [P =25 00, T (0 — T (1)) di + /Q e [P 200,, T (11, — Th (1))
< /Q FuTon(ttn — Th(un)) d + /Q FV Ty — T(u)) da,

(3.44)
et comme  |u, [P 2w, Tor (u, — Tp(uy)) > 0, alors
/ ]Vun|p(z) dr < / FoTok(un — Th(uy,)) do + FYu, dz.
{h<|un| <2k-+h} Q {h<|un|<2k+h}
(3.45)
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En appliquant I'inégalité de Young, on obtient

—1 , 1
/ FYu,de < 201 / [P dy + —— / |V, [P da,
{h<|un|<2k+R} p(z) {h<|unl} () J{h<|un|<2k-+h}
- 1 / 1
<P / |FIP'@ d + f/ V[P d,
p {h<lunl} P J{h<|un|<2k+h}
(3.46)
et de (3.45]), on déduit
- v ,
L Ve < [ fuTulnTuw))det D22 [ PP @,
P~ J{n<junl<2k+0) Q Pt J{h<lualy
(3.47)
De plus,
/ |V ok (e = Ty (w))[P™ da < hm}rnf/ |V Tk (wr, — T ()P di,
Q n—+o00 JO
< p_p_ 1 17111_13{.1;/9 foaTor(un — Th(un)) dz (3.48)
p (" -1)

lim inf |FP'@) dg,
pT(p~ — 1) n=+00 J{h<lunl}

+
Comme f,, — f dans L'(Q), alors on fait tendre successivement n puis h vers l'infini
pour obtenir,
|VulP® dz = 0.

lim sup /
h—+oo J{h<|u|<2k+h}

Par conséquent, de (3.46)), on déduit que

lim [ FVTy(u—T 0.
Jm V1o (uw—Th(u)) de =0

par conséquent, d’aprés (3.43), on fait tendre h vers l'infini, pour obtenir

Jim Q[|VTk(un)|p(z)_2VTk(un)— VT (w) P2V T (w)) [V T () — VT (u)] dz = 0.

Prenons a(z, u, Vu) = |Vu[P®)~2Vy comme cas particulier du résultat de [19, Lemme

3.3, et en plus de (3.20]), on déduit que

Vu, — Vu p.p. dans Q. (3.49)
Par conséquent, on conclut que
VTi(u,) — VTi(u) p.p. dans .

En outre,

Ti(un) — Ti(u) dans Wy P™(Q) Vk > 0. (3.50)
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ETAPE 4. Passage a la limite lorsque n — +o0.

En prenant T} (u,, — 1) comme fonction test dans 1) avec ¢ € I/VO1 P (I)(Q) N
L>(£2), on obtient,

19T ) P92V T (0 VT (0, = ) o+ / [un "2t T (e — ) dv

. / FuTe(uy — ) do + / FVT(up — ) d,
(3.51)
ot M =k + |[{]| -
Comme,
VT s (1) PO 72V Ty (1) — |V T (0) P2V T (u) dans (P @ (Q))V.
d’apreés le lemme de Fatou , on obtient
[ VT (@)= Ty () V(0 — ) de
Q (3.52)

< liminf /Q |VTM(Un)|p(x)_2VTM(un)VTk<un — ) dz.

n—--—+o00

Pour le deuxiéme terme de la partie droite de (3.51)), on a
/ FVT(u, — ) de — / FVTi(u—1)dx lorsque n — +00, (3.53)
Q Q

or VTi(u, — 1) = VTi(u — 1) dans (LP@(Q))N, pour F € (LF'@(Q))N.

D’autre part, on a
/ foTr(up — ) de — / fTi(u— 1) dx lorsque n — +o0. (3.54)
Afin de passer a la limite dans le probléeme approché, nous allons montrer que
|t [P 20, — [ufP® 2y dans L'(9). (3.55)

On a u, — u dans LP®)(Q), et par suite |u, [P®) 2y, — |u[P®~2u dans LP®) ().
Grace a l'injection continue, on déduit que |u, [P =2y, — |u|P®~2u dans L'(Q).

Grace aux relations ([3.52) — (3.55) on peut passer a la limite dans (3.51)), ce qui

donne que u est une solution entropique de (3.1)).
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Chapitre I

Etude de problémes elliptiques

fortement non linéaire avec second

membre mesure

4.1 Introduction

Ce chapitre E] est consacré a 1’étude des problémes elliptiques de la forme :

—div(a(z,u, Vu)) + g(z,u, Vu) = p  dans €,
u =0 sur 0f),

(4.1)

pour une certaine donnée mesure p qui admet une décomposition dans L'(€Q) +
W=7 @) (Q) (voir [57]). Notons que g(z, s,£) est un terme non-linéaire qui satisfait
une condition de croissance par rapport a £ et une condition de signe par rapport a
S.

Ce chapitre a pour objectif de généraliser le travail déja fait dans le chapitre précé-

dent, pour de opérateurs plus généraux que |£[P(®)~2¢.

1Ce chapitre est 1'objet de I'article [I4], publié¢ & Afr. diaspora J. Math (ADJM).



4.2. PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES
4.2 Préliminaires mathématiques

Les hypothéses ci-dessous sont nécessaires a 1’étude du probléme :
a:QxIRxRY — IRY est une fonction de Carathéodory satisfaisant des conditions
de coercitivité, de monotonie stricte et de croissance de type Leray-Lions [47]|. Plus
précisement,

Il existe o > 0 tel que pour tout r et £ et pour presque tout x € €2, on ait
a(w,r,€)€ > ale". (4.2)
Pour tout s,£ et n et presque tout = € €2, on a

la(@,5,€) — al(w,s,m)](€ —n) >0 pour § #n € R". (4.3)

Il existe k(x) € LY@ (Q) et B > 0 tels que pour tout 7 et ¢ et pour presque tout

x € (), on ait

la(z,r,&)| < Blk(x) + |r|P@71 4 £, (4.4)

Nous étudions le probléme (4.1]) avec une hypothése supplémentaire qui portent sur
la non linéarité g.
Plus précisement, nous supposons que ¢ : € x IR x IRY —— IR est une fonction de

Carathéodory satisfaisant :

g(x,s,&).s >0 (4.5)

et

|9, 5,6)| < b(|s])(c(2) + [€]") (4.6)

oub: IR™ — IR" est une fonction positive croissante et ¢(.) est une fonction positive
qui appartient a L*(€).

En outre, nous supposons que
w=f—divF, (4.7)

oi f € L) et F € (LF®(Q))N.
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4.3 Existence de solutions entropiques

Définition 4.3.1 Une fonction mesurable u € Tlp x)(Q) est une solution entro-
pique du probleme si
u e Ty"(Q), g(z,u, Vu) € L*(Q) et
P){ [ alew Vo)VTiu =) di + [ gle,u Vo Tilu =) da m
< / fTi(u—v) dx—i—/ FVTi(u—v)dz
Q Q

pour tout v € W™ (Q) N L=(Q), tout k > 0.

Théoréme 4.3.1 Si les hypothéses (4.2) — (4.4) et ont lieu et si g(x,s,§)

satisfait —@, alors il existe au moins une solution entropique du probleme

.

Preuve d’existence de la solution entropique

Soit (fn)nen une suite de fonction telle que f,, — f dans L'(Q) et || full 1) <
[/l @-

On considére le probléme approché suivant :

up € Wi (Q),
/a(x,un,Vun)Vvdx+/gn(m,un,Vun)vda::/fnvdm+/ FYudzx,
Q Q Q Q

Yo € W ™(Q),
(4.9)
9(z,,§)

L+ lg(z,s,6)]
Notons que g,(z, s 5) Satlsfalt les conditions suivantes :

ou g,(z,s,&) =

gn(x,8,6).5 20, |gn(z,5,8) <g(x,5,8)] et [gn(z,s )] <n.
Nous définissons opérateur G, : Wy *™(Q) — W17 ®(Q) par,
(Gru,v) = / gn(z,u, Vu)v dx
Q

A 9 - a J?, 9 C C d .
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De l'inégalité de type Holder, pour tout u,v € Wol’p(m)(Q) on a,

1 1
’/an(fc,wVU)v dr| < (; + F)Hgn(%%VU)Hp’(w)HUHp(r)a

1 1 / =

< ) ol V) de 4 )7 ol
11 2 =

< (—+ 5=)nr (mes(Q) + 1)7" [|[v]| @),
PP

(4.10)

pour tout n fixé.

Lemme 4.3.1 L'opérateur B, = A+G,, de Wy (Q) dans W=7 @ (Q) est pseudo-
monotone. De plus, B,, est coercif, c’est a dire :

(Bnv,v)

— 400 si ||v||1p@) — +oo.
[0]]1,p)

Preuve du Lemme [4.3.1]

En utilisant I'inégalité de Holder et la condition de croissance , on déduit
que A est borné, et par (4.10), on a B, est borné dans W, * (x)(Q). La coercivité
découle de (4.2) et . Il reste & montrer que B,, est pseudo-monotone.

Soit (uy)r une suite dans W™ (Q) telle que

we —u  dans Wy (),
Bpup — x dans W=hP'@(Q), (4.11)
lim sup (B, ug, ug) < {x,u).

k—o0
Nous allons montrer que
X = Buou et (Bpug,ug) — (x,u) quand k — +o0.
D’abord, comme Wy *™(Q) s LF@(Q), alors

uy, — u dans LP®(Q) (4.12)

pour une sous-suite encore notée (uy)g.

Puisque (uy)x est une suite bornée dans Wol’p(x)(Q), alors par (4.4) (a(x,ug, Vug))k
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est bornée dans (L” *)(Q))V, donc il existe une fonction ¢ € (LP'@(Q))N tel que
a(z,up, V) — ¢ dans  (LP@ Q)N lorsque k — oo. (4.13)

D’une maniére analogue, il est facile de voir (g, (x, ux, Vuz))x est borné dans L¥ (*)(Q)

par rapport a k, alors il existe une fonction v, € Lp'(‘”)(Q) tel que
Gn(@, up, V) — 10, dans  LP@(Q) quand k — oo. (4.14)
Il est clair que, pour tout v € Wol’p(w)(ﬂ), on a

(x,v) = klim (Bnug, v),

= klim A a(x, ug, Vug) Vo dx + klirn /an(:r, ug, Vug)v dz. (4.15)
= / Vv dz +/ Vv do.
0 0

D’autre part, de (4.12) on a
/gn(x,uk,Vuk)uk dx — / Ypou dr quand k — oo. (4.16)
Q Q

et de (4.11) et (4.15)), nous avons
limsup(By,(ug),ur) = limsup{/ a(x, ug, Vug)Vuy dx +/ Gn (2, up, Vug)ug dx},
Q Q

k—oo k—o0
S/(qud:c—l—/wnudx.
Q Q

(4.17)
Par conséquent
liirisogp A a(x, ug, Vug)Vug, de < /QgOVu dx. (4.18)
Grace a (4.3), on aura
/Q(a(x,uk, Vug) — a(x, ug, Vu))(Vu,, — Vu) de > 0. (4.19)

Par conséquent

/ a(x, ug, Vug)Vug de > —/ a(x, ug, Vu)Vu dx
Q Q
—I—/ a(z, ug, Vug) Vu dx—i—/ a(z, uy, Vu)Vuy, dx.
Q Q

De (4.13)), on déduit que

liminf [ a(x,ug, Vug)Vug de > / oVu dx.
Q Q

k—o0
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Cela implique en utilisant (4.18))

lim | a(z,us, Vug)Vug, de = / oVu dx. (4.20)
Q

k—oo JO

Des relations (4.15)), (4.16) et (4.20)), on obtient

(Buug, ur) — (x,u) quand k — +oo.
D’autre part, de (4.20)), on peut déduire que

lim | (a(z,ug, Vug) — a(z, ug, Vu))(Vug — Vu) de = 0,

k——+oc0 JO

et ainsi, grace au Lemme [2.2.3] il s’ensuit que
Vu, — Vu p.p. dans .
On conclut que
az, uy, Vug) — a(z,u, Vu) dans (LP @ Q)N

et

gn(x, ug, Vug) = gn(z,u, Vu) dans Lp,(x)(Q).

Ce qui donne y = B,u.

Enfin, en utilisant le théoréme classique de Lions [48] (voir la section et la base
du Lemme , il existe au moins une solution entropique u, € Wy (Q) du
probléme (|4.1)).

ETAPE 2. Estimations a priori des suites {VTj(u,)}, {u,}.

Assertion 1. VTj(u,) est bornée dans LP®)(Q).
En considérant Ty (u,) comme fonction test dans (4.9)), on a :

/Qa(x,un,Vun)VTk(un) dx + /an(ac,un,Vun)Tk(un) dx
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Comme g, (x, u,, Vu,)Ti(u,) > 0, grace a (4.2)) et a 'inégalité de Young, on déduit
que
a/ IV T (1) [P da g/a(a:,un,Vun)VTk(un) dx
Q Q
< / FuTi(un) di + / FVTi(uy) de
Q Q
F o 1
<k [faldz+ [ ————((5p@))" VTi(w)) do
0 o Gt (27 )

P (@) 2 (2) |V Ty (uy, p(z)
< k||fn||L1(Q)+/Q |7 - der/Q 5p(2)] (;)( )|
P'(z) p

< bl + Co [ 1FP do+ S [ 19T do,

dx

(gp(x)) 7

. [ It
ot Co =p(5p7)»" =pTexp <§’,_ ln(3p+)),
par conséquent

e}
S /Q VT (1) @ de < K[| f ]| 110y + Ch

Ceci entraine par la Proposition que

«
S IVTe(ua) 5y < Kl fllre) + Cr

(4.21)
<Cok Vk>1
avec
e s VT e < 1,
pm st (VT (un)lp@) > 1,
Assertion 2. u, converge en mesure vers une fonction w.
Pour la prouver, nous montrons que u,, est une suite de Cauchy en mesure.
Soit k > 0 assez grand. Combinant I'inégalité de Poincaré et , on aura
kmes({ual > k) = [ [Tiw) do < [ [Ti(un)| de,
{lun|>k} Q
< Gyl VTk(un) o (4.22)
< Csk™.
Ce qui donne,
mes({|u,| > k}) < k;%l Vk > 1. (4.23)
5

Par conséquent
) 1
mes({|u,| > k}) — 0 quand k — +oo puisque 1 — — > 1.
v
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De plus, pour chaque § > 0 fixé et chaque réel k£ > 0, on sait que
{|tn, — wpm| > 0} CA{Jun| >k} U{|um| >k} U{|Tr(u,) — T (um)| >}

Donc

mes ({|u, — up| > 0}) < mes ({|u,| > k}) + mes ({|un| > k})

(4.24)
+ mes ({|Tx(un) — Ti(um)| > 0}).

Comme (T (uy))n est bornée dans W ") (), par conséquent, il existe v, € Wy (Q)

tel que
Te(un) = vy dans  WP™(Q)

et d’aprés l'injection compacte Wy ™ () < LP@(Q), on a
Tio(uy) — v dans LP@(Q) et p.p. dans €.

Par conséquent, on peut supposer que Ty(u,) est une suite de Cauchy en mesure
dans 2.

Soit € > 0; des relations et (1.24)), il existe une constante k() > 0 telle que
pour tout n,m > ng(k(e),0) on a mes({|u, — un| > 6}) < e. Ce qui montre que
(un)n est une suite de Cauchy en mesure, donc converge presque partout vers une

fonction mesurable u. Par conséquent

Ti(un) — Ty(u) dans WEP™(Q),

(4.25)
Ti(uy) — Ti(uw) dans LP®(Q) et p.p. dans €.
ETAPE 3. Convergence forte des tronquées.
Fixons k > 0 et soit h > k.
On choisit comme fonction test dans (4.9),
v, = W,
plen) (4.26)

Wy = Top(tn — Th(un) + T(tn) — Ti(uw))
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avec p(s) = se?’, \ = (@)2

I1 est bien connu que ([26], lemme 1),
Vs € R. (4.27)
Il s’ensuit que,

[l wn, V) Veond! (@n) do+ [ gal, un, Van)o(wn) da

Q Q

:/ fnp(wy) dx —I—/ FYVp(wy,) dz.
Q Q
Comme g, (z, u,, Vu,)p(w,) > 0 sur le sous-ensemble {z € Q, |u,(z)| > k}, alors
selon (4.28)), on déduit que,
/ a(x, up, Vu,)Vw, @' (w,) de + Gn (T, Uy, Vuy ) p(wy,) do
Q

{Junl<k) (4.29)
< /ango(wn) da:Jr/QFVgo(wn)dx.

(4.28)

Notons par €} (n), &7 (n), ... les différentes suites de nombres réels qui convergent vers
zéro lorsque n tend vers I'infini pour toute valeur fixée de h.

Notons que,

) el de = [ fio(Tawlu = Tu(w))) da + & (m), (4:30)

et

/Q FVo(w,) da = /Q FVTo(u — Ty (u)) ' (Ton(u — Ty () die + €2 (n).  (4.31)

En séparant la premiére intégrale sur le coté gauche de (4.29), ou |u,| < ket |u,| > k

il vient,

/Q a(z, up, Vu,)Vw,@' (wy,) de
= a(z, T (un), VT (un) [VTi(un) — VTi(0)]¢ (W) d (4.32)

— J{junl <k}

a(z, un, V) Vw,@' (wy,) dz.
{Jun| >k}

Prenons M = 4k + h, or a(z,s,£)§ > 0 et le fait que Vw, = 0 sur I'ensemble
{lun| > M}, on a
a(z, Uy, Vu,)Vwne (wy) da
A ) Vesn' (wn)
> —¢'(2k) /{| - |a(z, Tar (un), VI (un)) ||V Tk (u)| da,
(4.33)
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et comme a(x,s,0) =0 Vs € IR, on a

/{|Un|<k} a(@, Ty (un), VT (un)) [V Tk (un) — VT (u))¢ (wn) da

- /Q a(x, To(ttn), V(1)) [V T () — V()] (wy) da.
(4.34)

Combinant (4.33]) et (4.34]), nous obtenons

[ alwswn, V) Vong' @) de > [ a(e, Tu(un), V() [VTk(n) = VT(0)]i! (@) do
/) [ ol TarCn), VT )] [V Tiw)] da.
(4.35)
Le deuxiéme terme du membre de droite de tend vers 0 lorsque n tend vers
I'infini.
En effet, puisque la suite (a(z, Ths(un), VT (un)))n est bornée dans (LP'®)(Q))N

lorsque VT (1) Xju, >k tend vers 0 fortement dans (LP®(£2))V, alors

/ a(z, up, V) Vw, o' (w,) dx
Q

> /Qa(x, Ti(n), V() [V Tk (un) — VT ()]0 (wy) dx + €3 (n).
(4.36)

D’autre part, le terme de la partie droite de (4.36)) se décompose comme suit,

/Q a(x, To(n), V(1)) [V T () — V()] (w) dt
— /Q la(z, Tio(tn), V(1)) — a(x, To(tun), Vi (u))]
X[VTi(un) = VT (u)l¢' (wn) dz
+ /Q a(z, To(n), V(1)) VT (1)@ (T (1) — To(w)) dz

— [ 4l Th(u), VIL(w) V()¢ (w,) da.
(4.37)

Or, a(x, Ty (un ), VT (w)) ' (T (un)—Ti(w)) — a(z, T(u), VIi(u))¢'(0) dans (L' @) (Q))N
a 'aide de la continuité de 'opérateur Nemytskii, puisque V7T (u,) — VTi(u) dans

(LP@(Q))N, on a

/Qa(x, T (wn), VI (w)) VT (un) @' (T (uy) — Ti(w)) da

(4.38)
= /Qa(ac,Tk(U),VTk(U))VTk(U)SOI(()) dz + €;,(n).

- 76 -



CHAPITRE 4. ETUDE DE PROBLEMES ELLIPTIQUES FORTEMENT NON
LINEAIRE AVEC SECOND MEMBRE MESURE

De maniére analogue, on a
— [ ol Tulun), VTi(u)) VTi(u) ' (00)
= — | alw, Tu(w), VI() VIL(w)2 (0) d + &} (n)
Combinant —, nous obtenons
/Q a(z, un, V) Vwng' (wy) do
> [ o, Tu(ua), VIk(w)) = a(a, Ti(un), VTL(w))] - (440)
X [VTi(u,) — VT (u)]@ (W) do + 8 (n).
Le second terme du membre de gauche de , peut étre estimé a l'aide des
relations et pour donner
[ oy 0ol Vgl de] < [ b (elo) + 9T ) )] i
< b(k) [ e(@)lolwn)] da

(4.39)

+bak> /Q a(z, Ti(un), VI (un)) VT (un)|o(wy)| dz.
(4.41)

Comme c(z) appartient a L'(£2), il est facile de voir que,

b(k) [ cl@)lplwn)| dz = b(k) [ e(@)lo(Tonlu = Ty(w)] do+efn).  (4.42)
D’un autre co6té, nous avons

[ ale, Tuluwn), V() Vi) ()] de
— /Q la(w, T (wn), VT3 () — a(z, To(tn), VTi(w))]
X [VT4(t) — VTl p(en)| da (4.43)
+ /Q a(z, T (wn), VT (1)) VT (1) | p(wn)| da
+ /Q a(z, T (), V() [V T (tn) — VTi(w)][(wn)] da.
On montre de méme que les deux derniers termes du membre de droite de (E43)

sont de la forme &% (n).

Par conséquent,

< /Q[a(x,Tk(un),VTk(un)) — a(z, Tp(uy,), VIi(u))]
X[VTi(up) — VT (u)o(wy)] dz

+b(k) [ e@)lp(Ton(u = Th(w))| dr +23,(n)
(4.44)

(2, Uy, Vug)p(w,) do
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Des relations (4.29) — (4.31)), (4.40) et (4.44)), on déduit que

[ fale, Tu(u), VT (ua) = ale, Ti(u,), VIi(w)]
X[VTe(utr) = VI (¢! () — @) d
< (k) [ ela)le(Ton(u = Th(u)| d + | fo(Top(u — Ty (u))) d

+ /Q FV To(u — Ty ()@ (Tor (u — Ti(w))) dz + e2(n).
(4.45)

qui, conjointement avec (4.27)) implique que,

/Q[a(x,Tk(un), VT (uy)) — alz, Tp(uy), VIe(u)][VTk(u,) — VIk(u)] dz

< 20(k) [ el (Tos( — Tu(u)l i +2 [ Fip(Toplu — Ty(u))) da
+2 /Q FVTop(u — Ty (u)) (Ton(u — Th(w))) dz + 1 (n).
(4.46)
On passe a la limite lorsque n — 400 dans (4.46|) pour obtenir,

lim sup Q[a(%Tk(Un)a VTi(un)) — a(@, Ti(un), VI (w)][VTi(un) — VTi(u)] dx

< 20(k) [ e(w)le(Tonlu = Ta()) do+2 [ fo(Talu = Tulw))) do

+2 /Q FV T (u — Th(w))¢ (Top(u — Th(u))) da.
(4.47)

On prend ensuite ¢(Tox(u, — Th(uy,))) comme fonction test dans (4.9), ce qui donne

/Qa(x, U, VU )\ Vo(Torp(un — Th(uy))) de + /an(x,un, V) p(Tok(t, — Th(uy,))) dx

< / oo (Ton(tn — Th(un))) da + FVung (To(ttn, — Ty () de,
Q {h<|un|<2k+h}
(4.48)

et d’apreés (4.2)) et la condition de signe (4.5]), on aura

’vun|p(x)90/(T2k(un - Th(un))) dx

< [ BT, = Ti(,)) de

FYVu, o' (Tor(uy, — Th(uy))) de.
(h<|un|<2k-+h}
(4.49)

)
{h<|un|<2k+h}
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En utilisant I'inégalité de Young, on a

Fvunwl(TQkOLn - Th(“ﬂ))) dx

F Q ,
B {h<|un|<2k+h} <W> (Vun<§p($))p(” )SD (Tor(un — Th(uy))) dz

/{hsun|§2k+h}

— J{h<|un|<2k+h}

Fr' @) o
< ( ( >| ot Qrv%\p“))so%m% — Ti(un))) do
P (x

<c B da
gélél%\}

5 |Vun|p($)90'(T2k(Un — Th(uy))) da.
{h<|un|<2k+h}

(4.50)
Par conséquent, de (4.49)), on obtient,
@ |Vt [P (Tope (i, — T (1)) d
2 J{h<|un|<2k+h} (4.51)

< [ Jop(Tarlin = Ta(wa))) da+Cy [ PP da.
¢ {h<lunl}

De plus, comme le modulaire est faiblement semi-continue inférieurement (voir le

Théoréme 3.2.9 [35]) et ¢’ > 1, nous obtenons

/Q IV o (1 — Tj, (w) [P@ @ (Top(u — T (w))) da

< Cs [ IVToelu = Th(w) ") da

< G liminf [ [T (= Ti(1n)) ") do
n—oo Q

(4.52)
< Cs 1i711rriioglf/Q |V Tor(u, — Th(un))|p($)go'(T2k(un — Th(uy))) dx

2 .
< 505 lim mf/Q Jrnsp(Tor(un — Th(un))) dx

n—oo

+Cg lim inf |F|P'@) dg.

oo J{h<lun|}
Comme f, — f dans L'(f2), alors
msup [ (VU (T = Th(w)) da

Donc

lim /Q FVTop(u — Th(u))¢ (Ton(u — Th(w))) dz = 0.

h—o0

Par conséquent, on utilise (4.47)), pour déduire que
lim Q[a(:r, Ti(un), VIi(uy,)) — alx, Ty (uyn), VI (w))][VTk(un) — VTi(u)] dz = 0.

En utilisant le Lemme [2.2.3} on conclut que

Ti(un) — Ti(u) dans Wy P (Q) Vk > 0. (4.53)
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ETAPE 4. Passage a la limite lorsque n — oc.

En utilisant T} (u, — 1) comme fonction test dans (4.9), avec ¢ € W™ (Q) N
L>(Q2), on obtient
/QCL(I, TM(un)7 VTM(un>>VTk<un - 7,@) dx + /an(xa U, vun)Tk(un - ¢) dx
_ /anTk(un _ ) dz + /Q FVT,(uy — ) da.

(4.54)
ot M =k + |[{)||oo. Comme
a(z, Tog (un), VI (up)) = a(x, Tag(w), VT (u)) dans (LP@(Q))N.
et d’apres le lemme de Fatou, on obtient
[ o, Tas(w), 9Ty () Vil — ) d
Q (4.55)
<liminf | a(x, Th(un), VT (un))VTi(u, — ) de.
n—oo (9]
Pour le deuxiéme terme du membre de droite de (4.54)), on a
/ FVT(u, — ) do — / FVTi(u—1)dx quand n — oo, (4.56)
Q Q
car VT (u, — ) = VTi(u — 1) dans (LP@(Q))N, et [ € (LP'@(Q))N.
D’autre part, on a
/ fali(u, — ) doe — / fTr(u— ) dz lorsque n — oo. (4.57)
Q Q

Afin de passer a la limite dans le probléme approché, nous allons montrer que
Gn (T, U, V) — g(x,u, Vu) dans LY(Q). (4.58)

En particulier, il suffit de prouver 1’équi-intégrabilité de la suite {|g,(x, u,, Vu,)|}.
Pour ce faire, nous prenons T}, (u,) — Tj(u,) comme fonction test dans (4.9)), on

obtient alors

[ 1galwun, V)| de < £l d.
{|un|>1+1} {Jun|>1}

Soit ¢ fixé. Alors il existe [(g) > 1 tel que

I
n 9 n;v n d <*' 459
/{|un>,<€>}'9 (2, tny V)| da < (4.59)
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Pour tout sous-ensemble mesurable £ C €2, on a

/E 190 (2, tn, Vn)| d < /E b(l(e))(c(x) + |VT1(5)(un)|p(“)) dx

(4.60)
: \gn (2, Up, Vuy,)| d.

{lunl>1(e)

De la relation (4.53), on déduit qu’il existe n(e) > 0 tel que

/ b(1(2))(c(x) + [V Ty (un) [P da < g pour tout E tel que mes(E) < n(e).
E

(4.61)
Enfin, en combinant (4.59)) et (4.61]), on a facilement

/ |gn (2, U, Vuy,)| dx < e pour tout E tel que mes(E) < n(e).
E

Par conséquent, on déduit que (g,(x, u,, Vuy,)), est uniformément équi-integrable

dans 2.

Gréace aux relations (4.55)-(4.58), on passe a la limite dans (4.54) afin d’obtenir que
u est solution du probléme (4.1).
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Chapitre

Etude de problémes d’obstacle liés a

un probléme elliptique non linéaire

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous traitons le probléme d’obstacle associé a I’équation ellip-

tique quasi-linéaire suivante :
—div(a(z,u, Vu)) + g(x,u, Vu) = f € L'(), (5.1)

dans des espaces de Lebesgue et Sobolev généralisés. Nous démontrons un résultat
d’existence de solutions entropiques sous I’hypothése g de signe constant.
Récemment, certains travaux sont parus dans I’étude des problémes d’obstacle dans
des espaces de Lebesgue et Sobolev généralisés (voir [36],[61],[64]).
L’étude du probléme d’obstacle associé a dans le cas des puissances fixes a
été fait par [16] ou ils obtiennent pour une donnée f € L'(Q), des solutions dans
des espaces Orlicz-Sobolev. Nous nous intéressons, dans ce chapitre, au probléme
d’obstacle associé a ’équation . La technique utilisée pour étudier ce probléme
est une technique d’approximation du probléme d’obstacle associé a par le
probléme suivant :

—div(a(z, ue, Vue)) + ge(x, ue, Vu.) = fo dans Q

u. = 0 sur of).

(Pe)



5.2. PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES

g9(z,s,§)

ou g.(x,s,&) = et f. est une suite de fonctions réguliéres.
ge( ) 75) 1+€‘g(l‘, S,f)‘ fE g
Cependant, cette approximation ne nous permet pas d’obtenir des estimations a

priori souhaitées, cela est di au fait que u.g.(z, u., Vu,) n’a pas un signe constant.
Aussi pour surmonter cette difficulté, on ajoute un terme de pénalisation, ce qui

nous donne le probléme suivant :

1 _
(P ) —diV(CL(LE”U,g, VU?)) + gg<x7ug7 VUZ) o 72’Tl (U? )’p(z)il = fe dans ©
g € €
u’ =0 sur 0f).

€

ou g7 (z,8,8) = 05(5)ge(x, s, &) avec d,(s) est une fonction Lipschitzienne croissante.
Le chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2, nous présentons les hypo-
theses et rappelons quelque lemmes fondamentaux. Dans la section 3, nous prouvons
I’existence de solutions entropiques au probléme d’obstacle associé a dans le
cas d’une nonlinéarité positive g. Enfin, dans la section 4, nous prouvons l’existence
de solutions entropiques du probléme d’obstacle associé a dans le cas d’une

non- linéarité négative g.

5.2 Préliminaires mathématiques

Tout comme dans le chapitre précédent, nous utilisons les conditions du type de
Leray- Lions, données ci-aprés :

Il existe a > 0 tel que pour tout r et £ et pour presque tout z € €2, on ait
a(z,r,€)¢ > algP® (5.2)
Pour tout s,£ et n et pour presque tout z € 2 on a
[a(z,s,€) — a(z,s,n)](€ —n) > 0 pour tout & #n € RN (5.3)
Il existe k(z) € LP'®(Q) et B > 0 tels que pour tout r et & et presque tout 2 on ait
la(z,r, )| < Blk(z) + [r[P@ " 4 g1 (5.4)

En outre, soit ¢ : Q x IR x IRY — IR une fonction de Carathéodory ayant un signe

constant de telle sorte que pour presque pour tout x dans {2 et pour tout s € IR et
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£ € RV,
l9(,s,)] < b(|s])(c(x) + [€[P) (5.5)
et
9(,0,8) =0, (5.6)

oub: R" — IR' est une fonction continue non décroissante et ¢(.) est une fonction

croissante appartenant a L'(Q).

5.3 Cas ou la nonlinéarité g est positive

Nous considérons tout d’abord ’ensemble convexe

Ky={ue Wol’p(x)(Q); u > 0 p.p. dans Q}. (5.7)

Théoréme 5.3.1 Supposons que — ont lieu et f € L'(Q). Alors, il existe
au moins une solution entropique du probleme unilatérale suivant :
u € 761’1’(@(9), u >0 p.p. dans Q, g(x,u,Vu) € L*(Q),
/Qa(x, u, Vu)VTi(u — v) do + /Qg(a:, u, Vu)Ty(u —v) dx
< [ fTitu— o) da,

Yo e KogNL®(Q), Vk>O0.

Preuve du Théoréme [5.3.1]

Nous considérons le probléeme approché suivant,

—diV(CL(J], Ue, Vue)) + ge($, Ue, vug) = fe dans 2
(Pe) (5.8)
ue =0 sur 09,

N _ g(x,s,{)
O 95 8) = 1 0 5,0)
LX) et [fulloren < 1 o

Notons que g.(z, s, ) satisfait les conditions suivantes,

, fe est une fonction réguliére telle que f, — f dans

9e(2,5,€)] < lg(x,5,6)] < b(|s[)(c(x) + [E[")) et |ge(x,s,€)] < 1
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Néanmoins, il semble un peu difficile d’obtenir des estimations a priori, compte tenu
du fait que ucge(z,u., Vu,) n’a pas de signe constant.
Afin d’éviter cet inconvénient, nous approchons la fonction sign par une fonction

Lipschitziénne croissante. En effet, on considére pour o > 0 fixé,

=2 sis>o0>0

do(s) = 0 sifs| <o

—=2 sis<—0<0.
Maintenant, on pose
9¢ (x,5,8) = 05(5)ge(w, 5, ). (5.9)
Remarquons que ¢7(z, s,€) a le méme signe que s.

On considére ensuite le probléme pénalisé suivant :

u’ € WyP™(Q), tel que
(Au ,ul — v —{—/QgE z,ul, Vul)(ul —v) x——/ \Tl PO (e —v) da
= € i da
| fuz o) do
Yo € WP ().

€

(5.10)
On définit les opérateurs G? et R? : Wol’p(m)(Q) — W@(Q) par

(Gru,v) = [ 97,0, Vuyo da,

(RZu,v) = ——/ Ty (u POy da.

On note aussi

(Au,v) :/Qa(aj,u,Vu)Vv dx.

Grace a l'inégailté de type Holder, pour tout u,v € W, P x)(Q) on a

‘ /Qgg(x, u, Vu)v dx

11,
< (1? + F)HQE (2, u, Vu) [l @) 10] p(e)

1 1 . / L
<(—+ p’—)(/g 9 (z,u, VU@ da 4+ 1) 7 (|| e

D
< (b (14 1) st + 107 ) o
s =t e ; mes V||p(z)
< Clloll1 pia

(5.11)
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et
1 ) — 1 1 1
o IO é;(; T (@) oy 10l
1 1 p(x)—1
<G+ o)D) | e G2
< CHUHLP(I)

Nous avons besoin du résultat suivant :

Lemme 5.3.1 L'opérateur B” = A+ G? + R de Wy "™ (Q) dans W17 @) (Q) est

pseudo-monotone. De plus, B? est coercif, c’est a dire :

(BZv,v)

— 400 si ||v]l1p@) — +oo.
[v]11,p2)

Preuve du lemme [5.3.1

En utilisant 'inégalité de type Holder et la condition de croissance on peut
facilement montrer que A est borné, et des relations et , on déduit que
B est borné dans Wy ().

La coercivité découle de et du fait que

1
g2 (x,s,§)s > 0et — —2/ T (™) POy da > 0.
eJo -

Il reste a montrer que BY est pseudo-monotone.

Soit (uy)y, une suite dans Wy ™™ () telle que

up, —u  dans Wol’p(m)(Q)
By — x dans W12 (@)(Q) (5.13)
lim sup(B7ug, ur) < (X, u).

k—oo

Nous allons montrer que
X = Blu et (BZug,ur) — (x,u) lorsque k — +o0.
D’abord, comme W017p(x)(§2) e LP@)(Q), alors

u, — w dans LP®(Q) pour une sous-suite encore notée (uy ). (5.14)
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Or, (uy,)x est une suite bornée dans Wy *™(Q), par conséquent d’apres (5.4), (a(z, ug, Vug))
est bornée dans (LP' @) (Q))V.

Ainsi, il existe une fonction ¢ € (LP@(Q))V telle que
a(z, up, V) — ¢ dans  (LP@ Q)N lorsque k — oo. (5.15)

De fagon analogue, il est facile de voir que (g7 (x, ug, Vuy))y est bornée dans L@ (Q)

par rapport a k et donc, il existe une fonction ¢ € Lp'(”")(Q) telle que
9% (z,up, Vug,) — 7 dans  LP@(Q) lorsque k — oco. (5.16)

1 /
et comme ( — [T (uk)|p(“)1> est bornée dans L” (*)((2), alors
€« k

1 1 /
- 6—2|T% (uy )P~ — —6—2|T% (u™)P®~1 dans LP'@(Q) lorsque k — oo. (5.17)

I1 est clair que, pour tout v € Wol’p(m)(Q), on a

(x,v) = klirn (BZuy, v)

= lim | a(x,ug, Vug)Vo der + lim / 9% (x, ug, Vug)v dz
ooy koo Ja (5.18)
+ hm ——/ |T1 (uy ) [P~y da

—/@Vde—l-/w"vdx——/ﬁl =Ly da.

D’une part, de (5.14) on a

/gf(m,uk,Vuk)uk dex — / Yu dx lorsque k — oo (5.19)

0 Q

Par conséquent, on a

lim sup(B? (ug), ug) = limsup{/ (x g, Vug) Vuy, dx—i—/ 97 (z, ug, Vug )ug, de

k—o0 k—o0
/|T1 wy, ) [P@ gy, da:},

S/goVu dx—l—/wgudm——2/ T (u”) PO~y da.
Q Q e o«
(5.21)
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On déduit de ce qui précede que

limsup [ a(x,ug, Vug)Vuyg de/qu dx. (5.22)
Q Q

k—o0

Grace a , on a
/Q(@(%ulm Vug) — a(x, ug, Vu))(Vu,, — Vu) dz > 0. (5.23)
Par conséquent
/Qa(x,uk, Vug)Vuy, de > —/Qa(x,uk, Vu)Vu dz
+/Qa(x,uk,Vuk)Vu dx—l—/ga(x,uk,Vu)Vuk dx.

D’aprés ((5.15]), on obtient

liminf [ a(x,ug, Vug)Vuyg da:Z/goVu dx
Q

k—oco JO

ce qui implique en utilisant ((5.22)

lim [ a(z,ux, Vug)Vuy, de = / eVudz. (5.24)
Q

k—oo JO

Au moyen de (5.18]), (5.19), (5.20]) et ((5.24]), on obtient

(BZug, u) — (x,u) lorsque k — +o0.

D’autre part, de ((5.24)), et du fait que a(z, ug, Vu) — a(z, u, Vu) dans (L7 @) (Q))V

on arrive a déduire que
kEToo Q(a(:v,u;w Vug) — a(z, ug, Vu))(Vu,, — Vu) dz = 0.
Ainsi, en utilisant le Lemme [2.2.3]
Vu, — Vu p.p. dans (2.
On conclut que
ax, up, Vug) — a(z,u, Vu) dans (LP@(Q))V,
9% (x, up, Vug,) — ¢° (x,u, Vu) dans LF@(Q)
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et
1 pa)-1 -1,
~ ST )Pt = =5 [ 7))
Par conséquent, y = BZu.
D’aprés le théoréme classique de Lions [48] (voir la section [1.3]) et le résultat du
Lemme m il existe donc au moins une solution u? € Wol P (I)(Q) du probléme

(5.10).

La suite de la démonstration du théoréme se fait en deux étapes.

5.3.1 Etude du probléme approché par rapport a ¢
Estimations a priori

Prenons v = u? — Tj,(u?) comme fonction test dans (5.10]), on obtient

/Qa(a:,ue,Vu VWTi(u?) dz
+ [ 7@ ul V) Ti(u) do
— [ Ta(u )P T (uf) da

e Jo
= | fTe(u?)dx.
| £Tu) da
Ainsi, comme uZ = u?t — uZ~, alors
1 o—\|p(z)—1 o 1 o—\|p(z)—1 o
LT WP T () = — ST ) P T <o
1 o () - (5.25)
= L )P ) 2
En utilisant le fait que ¢7(x, uZ, Vu?)T)(u?) > 0 et de (5.25) nous obtenons
/Qa(x,ug, VUV T(u) dz < k|l f |- (5.26)
Aussi, de (5.2)) on ait,
ol||VT; o < 04/ VT (ul P@) dg
VT (u) e | )l (5.27)

<kl flle
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avec
pt si VT3 (u?)||p@) <1,

s VTl > 1

f)/ et
Grace a 'inégalité de Poincaré, on trouve
1
[T (ud)1,p() < Ck7,

ou C' ne dépend pas de e.

(5.28)

Par conséquent (Ty(uZ)). est bornée dans Wy '™ () uniformément dans € et .

Convergence en mesure de u/

u? converge vers une fonction u? en mesure.

Pour le prouver, nous montrons que u? est une suite de Cauchy en mesure.

Soit k£ > 0 assez grand. On utilise les I'inégalités de type Holder, de Poincaré et la

relation ([5.28)), pour obtenir

kmes({lug| > 1)) = [ )l de < [ |Ti(uD)] de
{lug|>k} Q

1
< (p% + p,%)(mes(ﬂ) + 1) || Tk (uf) || p(a)
< Cul| Tk (ud) 11 p(a)

< O2k%§

ce qui entraine que,

C:
mes({|u?| > k}) < kli Ve >0, Vk > 0.

Par conséquent
. 1
mes({|ul| > k}) — 0 lorsque k — oo ( puisque 1 — — > 1),
~

uniformément par rapport € et k.

De plus, on a, pour tout § > 0,

mes ({lug —uf,| > 6}) < mes ({|u7]| > k}) +mes ({|u7,| > k})
+mes ({|Tk(uz) — T(uy,)| > 0}).
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Comme (T (u?)), est bornée dans W, """ @ (), alors il existe pour o > 0 fixé, v7 €
Wol’p(m)(Q) telle que,
Ti(u?) — vy dans Wol’p(:c)(ﬂ)

et I'injection compact Wy (Q) << LP@) () nous donne,

Ti(u®) — v dans LP@(Q) et p.p. dans Q. (5.33)

€

Par conséquent, on peut supposer que (7% (u?))e est une suite de Cauchy en mesure
dans €.

Soit n > 0. Alors de et (5.32), il existe k(n) > 0 tel que mes({|ug — uf,| >
d}) < n pour tout n,m > no(k:(n),é).

Cela prouve que (u?), est une suite de Cauchy en mesure et par la suite, converge
presque partout vers une fonction u?.

Ainsi

Ti(u7) = Ty(u7) dans Wo™(Q), (5,30
Te(u?) — Ti(u?) dans LP@(Q) et p.p. dans (. .

Positivité de u”
On prend v = uZ — T1(u?) comme fonction test dans 1' pour obtenir
/ a(z,u?, VUS)VT; (u?) dx
Q
+/g6(x,u€,Vu )T1( %) dx

5 [ T P T () da
:/QfeT%( u?) da.

) e » e

En utilisant le fait que/ﬁa(:v u?, Vu? )VTI( Ndx > 0et g7 (x,u?, Vul)T' (ug) >0,

on déduit que

. 1
5 [T @ PO Ty () dr < f e

ce qui grace a (5.25)) est équivalent a dire que

3 [ TP Ty (g dr < e
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Par conséquent
LT @) da < ell .

Ainsi, comme u?~ — u~ p.p. dans (2, on déduit que

T (u? )P — |[u”~ P p.p. dans Q.

D’apres le lemme de Fatou, on peut conclure que
/ WP de < lim / T (™) P di
Q e—0 (9] €
< lim e[| f[| 21 ()

Par conséquent,

lu?~|P®) — 0 lorsque € — 0,

ce qui implique que

u’ > 0.

Convergence presque partout du gradient

Par soucis de simplicité, nous allons écrire n(e, h) pour toute quantité telle que

lim limn(e, h) = 0.

h— 400 e—0

Puis, nous noterons 7,(€) toute quantité qui dépend de € et h et telle que
lim 7,(¢) = 0,

pour toute valeur fixée de h.

Soit k > 0, nous utilisons dans (5.10)), la fonction test

vl = ug — npR(w!)
wh? = Top(uZ — Tp(ug) + Tip(ug) — Ti(u”)) (5.35)
who = Tor(u” — Ty (u”)),

2
o h > 2k > 0, axee pi(1) = 10, 3 = (1)

Il est bien connu que ([26], lemme 1)

Vvt € IR. (5.36)
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Il s’ensuit que
(A7), pr(w))
+/gE z,u?, Vu (W) da
5 [ T ) PO ()
/ fepn(wl) da.

ce qui est équivaut a dire que

/Qa($,ue,Vu )V o (W) dx
+ [ 9@, V) pu () da

1 -1

(5.37)
= [ T ()P gy (W) da

Vwh? = 0 sur 'ensemble {|u?| > 4k + h}, par suite, en posant s = 4k +h on obtient

par (537,

| ae, Tu(ud), VI (u0) Vel o} () d
—I—/ 97 (x,u?, Vu? ) (w™?) da
3 [ IO () da
/ fepr(w? )dx
D’apres ,on a g (wh) — pp(wh?) faiblement* dans L>(€) lorsque € — 0.

Par suite,
|ttty de — [ for()

Finalement, en utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit
que

/ for(W"?) dz — 0 lorsque h — -+oo0.
Q
Par conséquent,
| fertel) do = (e, ). (539)

Notons que le signe de ¢ (w™7) est le méme que celui de u? dans I'ensemble {z €

Q, |u?| > k}, alors, on a

g¢ (@, uf, Vg Jpr(we ) 2 0

Y €)
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et

De ((5.37)), on déduit que
/a(x,TS(uZ),VTS( )V (W) da
Q

+ J(x,ul, Vu? oy da

(i< % Jorlwe) (5.39)
—5 | T PO (@ = L)) exp(A(wE))? da
< n(e h).

Comme u? > 0, le troisiéme terme du membre de gauche de I'inégalité ci-dessus est
positif. Par conséquent
/ a(z, T,(u), VT (u?)) Vel gl () dx
Q
Ge (.’13‘, ue ) Vu? )gpk( U) dx (540)
{lug|<k}
< (e, h).
Pour la premiére intégrale du membre de gauche de ([5.40)), on a

[ 4l 7o), VT () Vil 1) da
= oo g 4 T2, VEED VT () = VT () de - (5.41)

a(x, Ts(u?), VTs(u ))th” (W i“’) dx.
{lug[>k}

Le premier terme du membre de droite de donne
/ alw, Ty(uf), VL)V Ti(ug) = VTi(u”)lph () da
{lug|<k} (5.42)
|, 4@, Ti(ug), VI (ug)) [V Tk (ug) — VTi(u”)]pp(wi) da.

Pour le deuxiéme terme du membre de droite de ((5.41)), on applique (5.2) pour

obtenir,

/ a(z, Ty(u), VT (u?)) Vel g () da
{lug|>k}

> —g/(k) [l T00), VI @)V T)]| da.

(5.43)

Comme |a(z, Ty(u?), VTs(u?)| est bornée dans (L7 ®(Q))V, on a, quitte & extraire

une sous-suite
la(z, Ty(u?), VT,(u?)| = Iy dans (L7 @ (Q))Y lorsque € — 0
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et puisque VT (u”)X{ue>k} — V(U)X {jur|>k} dans LP@)(Q) lorsque € — 0, on
obtient

—f@R) [ ale, (), VIOV Ta()lde — ~@'(2k) [ o VT(u)]dz =0,
{lug|>k} {

lu7|>k}
lorsque € — 0.

Par conséquent
—ER) [l T), V@) VO] de = m(e). (5.4)

Combinant (5.41)) et ((5.44)), on déduit que

/Qa(x,Ts(u;'),VTS( NV (W) da

(5.45)
> [ ae, Tu(ud), VILWE)[VIL(E) = VI ) (@) do + ().
D’ou
/Qa(x,Ts(u;'),VTS( M)\ Vwh o (W) da
> [ fale, Tu(u?), VIL(u)) = ala, (), VT (u"))
<[V Ti(ug) - VTk(u")]%( 1) da (5.46)
+ [ ale, Th(u?), VI )[VT(g) = V()| gh () da
+nn(€).

En ce qui concerne le seconde terme du membre de droite de (5.46)), on peut I’écrire

comme suit

| ae, Tud), V() [VT(wf) = VT () da
- / a(x, To(u®), VT3 (u®)) VT(u®) gl (To (u?) — Ti(u)) da (5.47)
—/ a(x, Tr(u VTk(u”))VTk(u”)wﬁg(w?’”) dx.

De la continuité de 'opérateur Nemytskii, on déduit que
a(x, Ty(u), VTi(u”))pp (Tho(ug) = Ti(u”)) — alz, Ti(u”), VT (7))} (0)

et a(z, Tp(u?), VTi(u)) — a(z, Tr(u’), VTi(u®)) fortement dans (L@ (Q))N, car
VT (u?) — VT (u?) faiblement dans (LP®(Q))N et VT, (u?)p, (W) — VTi(u?) ), (0)
fortement dans (LP(®)(Q))V.
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Ensuite, le premier et le deuxiéme terme du membre de droite de ((5.47)) tendent

respectivement vers
/ a(z, T(u”), VT (u”)) VT (u”) e, (0) dz lorsque € — 0
Q

et
—/ a(z, Tp(u®), VTi(u®)) VT (u”) @}, (w™) dx lorsque € — 0.

Par conséquent

[ o, 1), VI ) [V T(wg) = VT )i (@) da

(5.48)
= np(e).
Combinant - et (5.48)), cela donne
/Qa(:v,TS(uf),VTs( 7))Vl (W) da
> [ ol Tl ). VIGE) — ol Tl VGO

X[VTi(ug) = VTi(u?)]p) (W) dx
+n(e, h).

En revenant au deuxiéme terme du membre de gauche de ([5.40)), on a

oy 80T VU)ol d
{Jug|<k} ( )

<b(k) [ el de+ =2 [ ala Tuwd), VI () VI |pn(wh) | de
< (e, h) + (a/ a(x, To(u®), VT3 (u?)) VT (1) | o (w7)| da.
(5.50)
Le dernier terme du membre de droite de donne
") [ ot Tuuz), VIL0)) ~ aer Tu(u), VT ()
X[VTi(u?) = VTi(u”)]| (W) da
b(k) (5.51)

0 [ o D), VI [VT07) — VTG0l da
A o, i), VIO VI ()] e

Par un raisonnement analogue au précédent, on déduit que

b(k’)/Q a(z, T(u?), VT (u ) [V T(u?) — VTe(u”)]|op(w)| dz =€)

«
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et

bak)/g (z, Te(u?), VT (u?))VTi(u) | or ()| dz = n(e, h).
D’ou
‘/|u°’|<k} 9¢ (x, ug, Vu? )@k(w?’g) dx

= /Q[ a(e, T (ug), VIi(ug)) — az, T(ud), VT;,(u))] (5.52)

«

x[VTi(ug) = VT (u?)]lor(we?)| dx + (e, h).

On Combine ensuite (5.40)), (5.51)) et (5.52)), pour obtenir

[ fole, Tuu), VT (u)) — ala, Tu(u), V)]
< (VT(u?) — V()b 7) — " () da (5.53)
< n(e, h),

ce qui implique grace a (5.36)) que

/Q[ (@, T (u), VTi(u?)) — a(z, Tr(u?), Vi (u”))]
X [VT(u?) — VT (u?)] da (5.54)
< (e h).

Faisons maintenant tendre € vers 0 et h vers I'infini, on a
/Q[ (@, Te(u?), VTi(u?)) — alx, T(u?), VI (u”)][[VT(uf) — VT (u”)] dz — 0.
En appliquant le Lemme [2.2.3] on obtient de la convergence ci-dessus,

Ti(u?) — Ty(u®) dans Wy P (). (5.55)

€

Par conséquent,
Vu? — Vu’ p.p. dans Q. (5.56)
Equi-integrabilité de la nonlinéarité g7
Afin de passer a la limite dans le probléeme approché, nous allons montrer que

¢ (z,u?, Vu?) — ¢°(z,u’, Vu?) dans L'(Q). (5.57)

Y €
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En particulier, Il est suffisant de prouver I’équi-integrabilité de la suite {|g? (z, uZ, Vu?)|}.

Pour ce faire, nous prenons u? — 1} (uZ =T} (uZ)) > 0 comme fonction test dans (5.10)),

pour obtenir

gc (z,ul, Vul)| dx < fn| dz.
/{u22h+1}‘ < ) {Iu"|>h}’ |

Fixons n > 0. Alors, il existe h(n) > 1 tel que

/th 19 (2,4, Vuo)| dz < g (5.58)

Pour tout sous-ensemble mesurable £ C {2, on a

Jo e v ’d“/ 7) + [V T ()P da
E
\96 (x,ul, Vu?)| dz.

y Yes
{lug|=h(n)}

De (5.55]), on déduit qu’il existe 3(n) > 0 tel que

(5.59)

|, ba(n)(e(@) + VT (uf) ) da <

N3

pour tout E tel que mes(E) < 5(n).
(5.60)
Finalement, en combinant (5.58)) et (5.60)), on déduit que

/ |97 (z,ul, Vu?l)| de <n pour tout E tel que mes(E) < ((n).
E

Passage a la limite par rapport a e

Soit v € KoN L>*(2), on prend u? — T}, (u? — v) comme fonction test dans ([5.10))
pour obtenir
/ a(z,ul, Vul )VT(ul —v) dx
Q
+/ g2 (z,ul , Vul ) T (ul — v) dz (5.61)
Q
< / feTp(ul —v) dz.
Q
On déduit que
a(x,ul, Vu? )V (ul —v) dx
/{uz—v<k} ( VI )
—i—/ 9% (z,ul, Vul ) Ty (ul — v) dx (5.62)
Q

) €

< /QfeTk(uZ — ) dz.
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Ce qui équivaut
/ a(z,ul, Vu?)Vu? do — / a(z,ul, Vul)Vu dz
{lug —v[<k} {lug —v|<k}
—|—/ g% (z,ul , Vul )Ty (ul — v) dz (5.63)
Q

) €

< /QfETk(ug — ) dz.

En appliquant le lemme de Fatou et le fait que

a(, T (W0)s VTt ol (07)) = a(@, T (W), Vg o (u7)) - dans (L@,

on obtient
/ a(z,u’, Vu’)Vu’ dx — / a(, T ijo]|oe (U7), Vg o) (u7)) Vv da
{lu —o|<k} {lu —o|<k}
+/ g7 (x,u”, Vu?) Ty, (u® —v) dz
9)
< /Qka(u" — ) dx.
(5.64)

Do,

/ a(x,u”, Vu?)VTi(u” —v) dx

Q

+/ & (2,0, Vo) T (u° — v) da (5.65)
Q

< /Qka(u” —w)dr Yo e KonIL®(Q), Wk > 0.

5.3.2 Etude du probléme approché par rapport a o
Estimations par rapport a o

Nous allons donner quelques estimations sur la suite (u?), identique & (5.27)).
Pour ce faire, nous prenons v = T,(u? —T)(u”)) dans (5.65)) et nous laissons s — 00 ;

alors, de la méme maniére que dans la section ([5.3.1]) nous pouvons prouver que

A V), <o [ VTP do 566
< k|| fllzr pour tout k> 1.

Par conséquent, comme dans la section m, il existe u tel que Ty(u) € W, (QE)(Q)

et
Ti(u?) = Ty, (u) dans Wy (Q),

(5.67)
Ty (u®) — Ti(u) dans LP@(Q) et p.p. dans €.

D’ou, u? > 0 p.p. dans 2, par conséquent, u > 0 p.p. dans €.
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Convergence forte des tronquées par rapport a o

On prend comme fonction test dans
vo= T — gr(w"))
W = Top(u® — Tp(u®) + Tp(u®) — Ti(u))
W = Top(u—Ty(u)),
ou h > 2k > 0.
Il s’ensuit que pour tout [ > 0,
/Qa(x, u?, Vu’)VTi(u” — Ty(u” — grp(w™?))) da
- /Q ¢° (z,u”, Vu)Ti(u” — Ty(u” — pp(w™))) da
< [ FT = T = i) do.
Par conséquent,

/{I e }a(x,u",Vu")Vﬂ(gok(wh"’)) dzx
u® —pp (Wwho)|<s

+ [ 7@, VT~ T = i) da

< [ FT = T = i) do.

(5.68)

On fait tendre s — oo en choisissant [ assez grand (I > |¢x(2k)|), pour obtenir

/Qa(x, u’, Vu® )V (wh?) dx
—|—/Qg”(a:,u",VuU)gpk(wh"’) dx
S/wak(wh’a) dz.

(5.69)

Par conséquent, en utilisant les mémes techniques que celle de la section [5.3.1} nous

déduisons que

Ti(u”) —> Ty(u) dans Wo P ()

et
Vu® — Vu p.p. dans €.
Equi-integrabilité de la non-linéarité g par rapport a o
Comme g est une fonction de Carathéodory, il est facile de voir que
g(xz,u’, Vu’) — g(x,u, Vu) p.p. dans € lorsque o — 0.
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Par conséquent, d’aprés 'hypothése (5.6) (noter que cette hypothése n’est utilisée

que ici),

¢ (x,u?,Vu’) = d,9(x,u’, Vu’) — g(x,u, Vu) p.p. dans {x € Q,u(z) > 0}.

De la méme facon, nous montrons que
¢ (z,u’, Vu’) — g(x,u, Vu) dans L*(Q).

en effet, prenons u? — T} (u” — T)(u”)) > 0 comme fonction test dans (5.65)), nous

obtenons

9% (x,u?, Vu?)| dx < fldzx.
/{|u0|2l+1}| ( ) {lu"|>l}| |

Fixons > 0. Alors, il existe {(5) > 1 tel que

s
(z,u’, Vu?)| de < —=. 5.72
/{lu"lzl(ﬁ)} 97 ) 2 ( )
Pour tout sous-ensemble mesurable £ C {2, on a
/ 197 (z,u”, Vu’)| do < / + VT ()P da

|g (x,u’, Vu?)| dz. (5:73)

{lue|>l(B

De (5.70), on déduit qu'’il existe a(3) > 0 tel que

pour tout E tel que mes(E) < a(f).
(5.74)

e

[ BB (ela) + VT () dar <

Finalement, en combinant (5.72)) et (5.74)), on a
/ |67 (z,u”, Vu?)| de < pour tout F tel que mes(E) < a(f).
E

Par conséquent, on déduit que ¢7(x,u’, Vu) est uniformément équi-integrable.
Ainsi, comme dans la section[5.3.1] on passe a la limite par rapport & o pour conclure.

Cela permet d’obtenir la preuve du théorme [5.3.1]
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ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

5.4 Cas ou la nonlinéarité g est négative

Nous considérons ’ensemble convexe

Ko={ue Wol’p(x)(Q); u < 0 p.p. dans Q}.

Théoréme 5.4.1 supposons que — ont lieu et que f € L' (). Alors, il

existe au moins une solution entropique pour du probleme unilaterale suivant :
u € ,]61,;;(3;)(9)7 u <0 p.p. dans Q, g(x,u,Vu) € L'(Q)
/ a(x,u, Vu)VTi(u —v) dx + / g(x,u, Vu)Ti(u — v) dx
Q Q
< [ ITilu=v) de,
Q

Yo € Ko NL¥(Q), Yk > 0.

Preuve. La preuve du théoréme [5.3.1]| s’applique moyennant les modifications sui-
vantes :
i) Nous approchons la fonction sign par une fonction Lipschitziénne croissante.

ii) La fonction Lipschitzienne d,(s) est remplacée par :
% sis>o>0

0o(8) = 0 sifs| <o

o gis < —0 <0,
iii) Le probléme approché devient :
ue € Wy ()
1
(Auf,uf = v) + [ g7 (ool Vue)(uf = v) do+ = [ 1) @ = v) do

= / fe(u? —v) dx,
Q
Yo e Wy (Q).

(5.75)

iv) L’ensemble K est remplacé par :

Ko={ue Wol’p(x)(Q); u < 0 p.p. dans Q}.

- 103 -



5.4. CAS OU LA NONLINEARITE G EST NEGATIVE

- 104 -



Chapitre 6

Etude de problémes elliptiques

nonlinéaires avec des conditions au

bord de Neumann

6.1 Introduction

Dans ce chapitre E], nous étudions une classe de problémes p(x)-Laplace non-
linéaires avec des conditions de Neumann non homogénes sur le bord et des données
L' de la forme :

—div(®(Vu — O(u))) + [ulf@2u+ a(u) = f  dans Q
(6.1)
(®(Vu—0O(u)n+vu)=g sur 02,
avec

®(¢) = €%, v e RY,

ot Q C RY(N > 3) est un domaine borné de frontiére lipschitzienne 99, n est la
normale unitaire & 99, o, v et © sont des fonctions réelles définies sur IR ou IRY,
feL' () et ge LY(09N).

Les problémes avec conditions de Neumann et avec second membre dans L' ont été

Le chapitre 6 est 'objet de I’article [13], publié & J. Appl. Anal. Comput (JAAC).
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étudiés par plusieurs auteurs dans le cas des puissances variables (voir [59, 58], 60]).
Dans ces papiers, les auteurs ont considéré un opérateur de type Leray-Lions, ce qui
leur permet d’exploiter la condition de croissance, de coercité et de monotonie pour
montrer 'existence et 'unicité de solutions entropiques. Par contre, dans notre cas,
compte tenu de la nature du terme ©, nous n’avons pas ces conditions et nous ne
pouvons pas faire appel aux principales techniques utilisées dans [59] 58, [60] pour
montrer 'existence de solutions entropiques. Par conséquent, nous ne pouvons pas
avoir 'unicité de cette solution. Pour surmonter ce soucis, nous supposons que ©
est une fonction lipschitzienne de constante de Lipschitz satisfaisant une condition
reliée & I'exposant (voir hypothése (Hs)).

Ce chapitre est organisé comme suit : Aprés avoir énoncé quelques hypothéses et

propriétés de base, nous prouvons ’existence de solutions entropiques du probléme

(6.

6.2 Résultat d’existence

Dans cette partie, nous étudions l'existence de la solution entropique de (6.1)).

Nouc commencons par énoncer les hypothéses suivantes :

(H1) a et v sont des fonctions continues définies sur IR telle que a(z).z > 0 et

v(z).z > 0 pour tout z € IR.

(H2) f € L} (Q) et g € L'(99).

(H3) © : IR — IRYN est une fonction continue telle que ©(0) = 0 et |O(x) —

Oy)| < Clz — yl, pour tolut x,y € IR, ou C est une constante positive telle que
“No= /P \oF

o< ((5) (5)")

Avant d’énoncer la notion de solution entropique du probléme , nous rappelons

tout d’abord quelques notations.

Pour tout u € W@ (Q), on note 7(u) la trace de u sur 9§ au sens usuel.

Soit

THE(Q) = {u: Q — IR, mesurable : Ty(u) € WY@ (Q), Vk > 0}.

- 106 -



CHAPITRE 6. ETUDE DE PROBLEMES ELLIPTIQUES NONLINEAIRES AVEC
DES CONDITIONS AU BORD DE NEUMANN

Comme dans [21], on a le résultat suivant :

Proposition 6.2.1 Soit u € T'?®)(Q). Alors il existe une unique fonction mesu-
rable v : Q — RN telle que VTi(u) = VX {ju|<k}, pour tout k > 0. La fonction v est
notée Vu.

De plus, si u € WH@(Q) alors v € (LP®(Q))N et v = Vu au sens usuel.

Suivant [8], @, 58, 59] [60], nous définissons ’];i’p (x)(Q) comme ’ensemble des fonctions
u € TP (Q) telle qu'il existe une suite (u,)pery € WHP@(Q) satisfait les condi-
tions suivantes :

(Cy) uy, — u p.p. dans Q.

(Cy) VTi(uy,) — VTi(u) dans (L*(2))Y pour chaque k > 0.

(C3) 11 existe une fonction mesurable v sur 0€2, telle que w,, — v p.p. sur Of2.

La fonction v est la trace de u au sens généralisé introduit dans [8] 9.

Dans la suite, la trace de u € T;-7" (Q) sur 09 est notée tr(u). Si u € WP (Q),
tr(u) coincide avec 7(u) au sens usuel.

De plus pour tout u € T-"(Q) et pour tout k > 0, 7(Tp(u)) = Ti(tr(u)) et si
p € W@ (Q) N Le(Q) alors (u — @) € TP ™(Q) et tr(u — ) = tr(u) — tr(p).

Lemme 6.2.1 ([67], lemme 5.4) Soit (v,), une suite de fonctions mesurables sur
Q. Si v, converge en mesure vers v et est uniformément bornée dans LP®) () pour

un certain 1 < p(x) € L*(Q) alors v, — v fortement dans L*(2).

Nous pouvons maintenant introduire la notion de solution entropique du probléme

[61).

Définition 6.2.1 Une fonction mesurable u : € — IR est une solution entropique
du probleme elliptique . siu € TP(Q), [uP®-2u e LYQ), a(u) € LY(Q),
v(u) € LY00) et

/Q (Vu—0(u))VT(u— ¢ dm+/ |u|P @20 T (u — ) dm+/ )Ty (u — @)dx

+ [ AT =)o < [ [Tw—g)do+ [ gT(u =)o
Q o0
(6.2)
pour tout o € WHP@(Q) N L®(Q) et pour tout k > 0.
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Remarque 6.2.1 Chaque intégrale dans la définition précédente est bien définie. En
effet, puisque o € W@ (Q) N L2(Q) alors u— ¢ € T (Q) et done Typ(u—¢) €
We@)(Q) N L>®(Q). Par conséquent, la premicre, la deuzieme, la troisiéme et la
cinquieme intégrale de sont bien définies. Par ailleurs, pour la quatrieme et la
sizieme intégrale, nous pouvons utiliser le fait que la trace de g € W@ (Q) sur 09

est bien définie dans LP®)(9Q) (voir la Proposition .

Maintenant nous annoncons le résultat principal de cette section

Théoréme 6.2.1 Supposons que les hypothéses (H1)-(H3) sont satisfaites. Alors il

existe au moins une solution entropique du probléme.

Preuve. La preuve du théoréme se compose de deux étapes.

ETAPE 1. Probléme Approché

Nous considérons le probléeme

L@WM—@m@wmm+4mwwﬂmeyénmm@wm+égnwmmma

:/g)T"(f)Ud$+/é)ﬂ T, (g)vdo.
(6.3)

Nous définissons 1’espace réflexif suivant

E = WP@(Q) x LP@(99).
Soit Xy le sous-espace de F définit par

Xo={(u,v) € E:v=r1(u)}.

Dans la suite, nous identifierons un élément (u,v) € X, avec son représentant u €
Whe@) ().
On définit 'opérateur A, par

(Apu,v) = (Au,v) + /Q To(a(u))v dz + /(‘jQ T.(v(u))vdoe Y u,ve X,
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ou

(Au,v) = /Q@(Vu — O(u))Vu dx+/ﬂ\u|p(x)’2uvdx.

Assertion 1. L'opérateur A, est de type (M).

En effet, soit (ux)reny une suite d’éléments X, telle que :

up — u  faiblement dans X,

Apuy, — x faiblement dans X, (6.4)
lim sup (A, ug, ur) < {x,u).

k—o0
D’aprés (H1), on a
To(a(u)u >0 et T,(v(u))u > 0.

Le lemme de Fatou implique que

hmmf (/ T, (a(ug) ukdx—F/ de0'> /T Nudx+ | Th(v(u))udo.
o9

D’autre part, grace au théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a
l}LIrolo (/QTn(a(uk))vdx—k/m T (y( vda) / T ( vda:—l—/ ))vdo, Vo € X.
Par conséquent, nous déduisons

To(a(ug)) + Th(y(ug)) = Tola(uw)) + T, (y(u)) faiblement dans XJ).
Ceci implique que

Auy, — x — (T (a(u)) + T, (y(u))) faiblement dans X).
Comme 'opérateur A est de type (M), nous avons donc immédiatement
Au = x = (To(a(u) + Ty ().

Par conséquent, nous en déduisons que A,u = Y.
D’ot, opérateur A, est de type (M).
Assertion 2. L’opérateur A,, est coercif.

D’aprés 'hypothése (H1), on a
/ Tu( Ju dx +/ ))udo > 0.
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Par conséquent, (A,u,u) > (Au,u).

D’autre part, en utilisant le lemme [1.4.2] nous obtenons

(Au,u) = /Q O(Vu — O(u))Vuds + /Q P dae

-/ MC P 2(Vu — O(w)) Vuda + [ [u™ (6.5)
> Vu — Ow)|[P@dx — O(w)|P@dz + [ |ulf®
2|V — 0w |, 57100 /| |
Puisque
(a+ by <277 (af? + o),
on a
S|P = V- O(u) + O ()P 60
< |V — O(u)P + [O(u) )
alors

[Vul"® — [0 < |Vu — 6 (u)[P

211’+ 1

Par conséquent

(Auu) > [ é”[ \@(u)]p(af)}da:— / (1)]@(u)|p(x)dx+ [l
> [ s £ Vule da:—/ﬂg)\@( w) O+ | Jup
2/(} = 1|Vu|p dx—/ﬂp(m)Cp(’””uW dx+/ |u[P@
2/< d:c—l—/ (1—(>Cp x)>]u\p(”‘" dx

/p+2p+ 1|Vu|p(‘” dx+/ <1—p Cre >|u|p$)da:
(6.7)

Ainsi, le choix de la constante C' dans (H3) donne 'existence d’une constante positive

Cy telle que

11 i
(Au, ) 2p+2p+1/ VP dm—l—C’o/ P
Zmin{ +2p+ - C /]Vu|1’ dx—i—/ ) (6.8)
) 1
me{p+2p+ = Co}p1p() (1)
A
D’ou (Au, v) — o0 lorsque ||ul[q p@) — +00.
[el1 ()

Par conséquence, A est coercif.
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Par ailleurs, 'opérateur A,, est borné et hemi-continu, donc pour F,, = (T,,(f),T,.(g)) €
E' C X{, on peut appliquer la Remarque [1.3.1 pour en déduire Uexistence d’une

fonction u,, € X, telle que :
(Apun,v) = (F,,v) pour tout v € Xj

le.
— p(z)—2
/QCID(Vun O(u,))Vo da:—i—/Q|un| upvdr  + /QTn(oz(un))v dx+/an(7(un))v do

= /QTn(f)vd:E+/an(g)vda.
(6.9)

ETAPE 2. Estimations a priori

Assertion 1. (VT;(uy)), v st bornée dans (LP (Q))V.
Soit f, = T,,(f) et g, = T,,(g) pour tout n € IN, alors (f,.)new €t (gn)nen sont des
suites de fonctions bornées qui converge fortement vers f € L'(Q) et vers g € L'(99)
respectivement.

De plus,

I fallzr) < 1 fllzi@) et llgnllzi @) < llgllzioq) pour tout n € IV.

On prend v = Ty (u,) comme fonction test dans pour obtenir

[ @Vt = O V() d+ [ fun P2, Tiwa) o+ [ Tolan) Tl da

+ /8 T (y(10) T dor = /Q T ()T (wn)dz + /a  To(g)Ti(un)do .

Les troisiéme et quatriéme termes du membre de gauche de (6.10) positifs, ce qui

entraine

/Q BVt — O (1)) VT (1) di + /Q [t P20, T () < (| F |z + 19l 0)-

(6.11)

Comme/ |un\p(x)’2unTk(un) 2/ ]Tk(un)]p(x)d:v, alors nous déduisons de (6.11)),
Q Q

[ @(VT(n) = ©(u)) V() de + [ T3 () e < k(i) + 191000
(6.12)
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D’une fagon analogue que celle dans la preuve de la coercivité de A,,, on montre que

P1p() (Th(un)) < ECL(|fllr@) + 9l o0)
S k:CQa

(6.13)

ou 02 - CODSt(f,g,p_,p+>.

D’onu,
B

[T ()l pay < 1+ (RC2)7 (6.14)

On déduit que pour tout k > 0, la suite (Tx(uy))nenv est uniformément bornée dans
WP#)(Q) et donc dans WP~ ().
Par conséquent, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que pour tout

k>0,
Ty(u,) — v, dans WP (Q)

et par l'injection compacte Wy* (Q) << LP (Q), nous avons
Ty(u,) — v dans LP (Q) et p.p. dans €.

Assertion 2. (uy), .,y converge en mesure vers une fonction u.
Pour cela, nous montrons que u,, est une suite de Cauchy en mesure.
Soit k& > 0 assez grand.

Dans on prend T} (u,) comme fonction test, pour obtenir

P10 (Ti(un)) < E(f l2r@)) + lgllroa),

ce qui implique que,

[ k9de < (Il + lglloion)
{unl >k}

Il s’ensuit que

mes{|u,| >k} <EP ([ flloye) + 9]l o0)-

Par conséquent,

mes{|u,| > k} — 0 lorsque k — +o0 puisque 1 —p~ < 0. (6.15)
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De plus, pour chaque t > 0 fixé et pour chaque nombre k£ > 0, on sait que
{lun = um| >t} C {|un| >k} U{|um| >k} U{|Tk(un) = Th(um)| > t}

et donc

mes ({|u, — up| > t}) < mes ({Ju,| > k}) + mes ({|un| > k})

(6.16)
+mes ({|Tk(un) — Th(unm)| > t}).
Soit € > 0. En nous référant a (6.15]), nous choisissant k = k(e) tel que
mes({|un| > k}) < g et mes({|un| > k}) < % (6.17)

Puisque Ty (u,) converge fortement dans LP (), alors elle est une suite de Cauchy

dans LP ().

Donc
mes ({|Tk(un) — Ti(un)| > t}) < tl';l /Q Tk (un) — Ti(up) P dz < %, (6.18)
pour tout n,m > ng(t, €).
Finalement, de (6.16)), (6.17)) et (6.18) nous déduisons que
mes({|u, — up| > t}) <e Vn,m > ng(t,e). (6.19)

Ce qui prouve que la suite (u,)nen est de Cauchy en mesure et alors converge
presque partout vers une fonction w.

Par conséquent,

Ti(un) = Ti(u) dans WP (Q),
Ti(up) — Tr(u) dans LP (£2) et p.p. dans Q.

(6.20)

Assertion 3. (Vu,), .,y converge en mesure vers le gradient faible de w.

En effet, soient €, ¢, k,v des nombres réels positifs (on suppose que v < 1) et soit
n e IN.

Nous avons 'inclusion suivante

(IVun—Vau| >t} € {{Jun] > EYU{Ju| > k}O{|V T} (un)| > EIO{|VTi(w)| > kYU{up—u| > v}UG)
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ou

La méme méthode utilisée dans la preuve de 1’Assertion 2 nous permet d’obtenir

pour k suffisamment grand,

mes({[un| >k} U{lul >k} U{|VT}(un)| > k} U{|VTi(u)| > k}) < (6.21)

w\m

D’autre part, Papplication
A (5,61,8) = (2(& — O(s)) — (& — O(5))) (& — &)
est continue, 'ensemble
K= {(5,6,&) € Rx RY x RY,[s| <k, [&| <k, |&] <k [& —&| >t}
est compact et
(P(&1 = O(s)) = B(& — O(s)))(&1 — &) > 0, V& # &

Par conséquent, I'application A atteint son minimum sur C, que nous noterons par

3.

Nous avons donc 3 > 0 et

/ Bdr < / (Vu, — O(uy)) — ®(Vu — O(uy))|[Vu, — Vuldz
/Q[cmwn O (1)) — D(VT(1) — O Tk (1) )]V Ty (Tht (1) — Th(w))da.

On prend ensuite v = T,,(Ty4, (uy) — Tx(u)) dans pour obtenir

/ (it = O ))VT (T () = T+ | un" =2, T, (Tis () = Te(w))
/ T, <a<un>>T (T ota) = Tiw))dz — || T, (4, )) T (Tics ) = Ti())dor
+ [ TN LT (a) = Tulw)de + | T(g) T3 (Tirs () = Ti(w))do
< u(ITu(a <un>>um> 1T () oo + 1o + lgllcvcomy)
Ainsi,
[ @Vt = O VT Tesun) = Tilw))da

< v (@)l ) + |70 (Y (W) 10 + 1 Fllice + 9]t 0m)
R T (T (1) = Ti().
Q
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Maintenant, prenons v = %Tk(un) dans 1@) on obtient

[ Tuatun)) Tewdde + [ Tor))y Telw)do < 1 fllsay + lgllsn- (622

Puisque
.1 )
lim =T (1) = signg (1)
et
Signo(un) = SignO(Tn(a(un>>) = SignO(Tn<7(un)))a

donc, en passant a la limite lorsque k£ — 400, on obtient

1T (eCun)) |t ) + 1 Tn (v (un)) |1 00) < [[fllzr@) + l9llzr@0)-

Par conséquent, on a

/Q (D(Vitn—O (1n)) VT (Ti 1 (1) —Ti () e

< I/Cg—i-/ﬂ ’Un|p(x)_l ‘Tu(Tk’JrV(un) - Tk(“))’ dx.

(6.23)
D’autre part, puisque
|un’p(r)—1 BN |u|p(m)—1 dans Lp/(r)(Q)
et
Tt (1) — Thopo () dans LP(Q),
alors, d’aprés ’hypothése (H3), on obtient
O(Tigw(tn)) — O(Thp () dans LPO (). (6.24)

Par conséquent,
O(VTi(1) = O(Ths (1)) — ®(VTi(u) — O(Thp, () dans ZFO(Q)  (6.25)

et comme
VT(Ths () — Ti(u)) — VT, (Tis (1) — Ti(w)) dans LP@(9), (6.26)

nous déduisons alors que

Jin, [ (VT0) = OTors VT T on) = Tewhds
— [ (VTi(w) — O(Thss () VT Ticr (1) — Te(w)da
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Maintenant,

liI% VT,(Tytr(u) — Tr(u)) =0,
et pour v < 1, nous utilisons (Hj), pour obtenir

O(VTi(u) = O(Thr (W) VT (Tht (u) — Ti(u))
< Col| T (w) PO + VT () PO~ VT (T () — Ti(w))].

Or,
(|1 (@) P71 4 VT () PO [V T (T (w) — Ti(w))| € L),

par conséquent, on utilise le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue pour

obtenir

lim | &(VTi(u) — O(Thrr(w))VT, (Tisr(u) — Ti(u))dx = 0.

v—0.JQ

Ensuite, soit 6 > 0 tel que v = %. il existe donc un entier n; > 0 tel que

[ (VL) — O () VT Tico ) ~ T < 5 ¥y
et comme
/g|zh4p@0*1|7;(1;+y(un)-— Ti,(w))| dz — 0 lorsque v — 0,
alors

|

vCy + [ P T (T () — ()| d <
Q

Par conséquent, les deux inégalités (6.23]) et (6.29) impliquent que

[s=<o

En utilisant le Lemme il ’en suit que

mes(G) <

Wl ™

Finalement, ’assertion 2 donne l'existence d’un entier ny € IN, tel que
€
mes({|u, —u| > v}) < g,Vn > ng.
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Par conséquent, les résultats précédents assurent I’existence d’un entier ny = max(ny, ns),
tel que

mes({|Vu, — Vu| > t}) <€, Vn > ny.

D’ou, Vu, converge vers Vu en mesure.
Assertion 4. (uy), .,y converge p.p. sur J€2 vers une certaine fonction v.
Nous savons que I'opérateur de trace est compact de W1 (Q) a valeurs dans L'(99),

il existe donc une constante Cs > 0 tel que

HTk(un) - Tk(“)HLl(aQ) < C5||Tk(un) - Tk(u)|’W1»1(Q)-

Par conséquent, on a
Ty (un) — Ti(u) dans L'(9Q) et p.p. sur 9.

D’ou, il existe un ensemble A C 99 tel que Ty(u,) converge vers Ti(u) sur 0\ A
avec ((A) =0, ot p est une mesure sur 0.
Pour tout k£ > 0, on considére maintenant les ensembles suivants : Ay = {z € 00 :
Th(u(z))| < k} et B=0Q\ | A
k>0

On a . o

4

u(B) = - [ ITw)lde < ZITwllwiao
6
< SO )

On sait que pyp0)(Tk(un)) < kM ot M est une constante positive qui ne dépend

(6.32)

pas de n. Alors,

/Q (T ()P d + /Q IV T () P@ die < kM. (6.33)
On applique le Lemme de Fatou dans pour obtenir

/Q ITe(w)|P da + /Q VT ()P dar < kM,

ce qui est équivalent a
P1p() (Th(u)) < kM. (6.34)
D’apreés (6.34]), on en déduit que

1

1
1T () lyrmcer gy < Cr (k + k> |
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D’ot, pour k — +oo dans (6.32]) on a u(B) = 0.

Ainsi, nous définissons maitenant la fonction v sur 9€) par
v(x) = Tp(u(x)) siz € Ag.
On prend z € 09\ (AU B); alors il existe k > 0 tel que z € A et on a

un(2) = 0(2) = (un(z) = Ti(un(2))) + (T (un(z)) = Ti(u(z))) -

Puisque x € Ay, on a |Ty(u(z))| < k ainsi |[Ti(u,(z))| < k, d’ou |u,(z)| < k.

Par conséquent,
un(z) — v(z) = (Ti(un(z)) = Te(u(z))) — 0, lorsque n — +oc.

D’ou u,, converge vers v p.p. sur 0f).

Assertion 5. u est une solution entropique du probléme (6.1)).

Puisque la suite (V71 (uy)),cn converge vers V1 (u) en mesure, alors de et
du Lemme [6.2.T], on déduit que

VTi(un) — VTi(w) dans (L'(2)". (6.35)

Par conséquent, les assertions 2, 4 et le résultat (6.35) donnent u € 7,+" (m)(Q).
Soit ¢ € WP (Q) N L>®(Q), on prend v = Tj(u, — ) comme fonction test dans

, ce qui donne
/QCD(Vun — O(up))VTi(u, — @) dx + /Q |t [P 20, T (1, — 0)d
+ /Q T (a(wn))Ti(un — ) d + /6 Ty () Tt = 0) do (6.36)

— /QTn(f)Tk<un — @) dr + /89 T,.(9) T (un — ) do.

Soit k =k + ||¢]|o, o0 a

<
=

E\

N
|

® O (T (un))) VT (T (un) — @) d
‘P(VT (tn) = O (un)) VT (Un) Xy iy 4
(I)<VT (un) — @(un))vSOXQ(n,E) dz,

/Qq)(Vun — O(u,)) VT (u, — @) dx =

o Qn, k) = {|T(un) — ¢| < k} et xp la fonction caractéristique de la partie
mesurable B € IR%.
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CHAPITRE 6. ETUDE DE PROBLEMES ELLIPTIQUES NONLINEAIRES AVEC
DES CONDITIONS AU BORD DE NEUMANN

L’inégalité (6.36) s’écrit

(99 7(0) = O(T5(0,)) Vi) + 2105w ) ey s
~ [ (T Te(un) — OT5(u)) VX do+ [ a2 Ti(un — )
+/QTn(a(un))Tk(un—g0) dx+/mT (y () T (1 — )do
:/QTn(f)Tk(un—@) da:+/mT( VT (u — @ da+/ (1)) P Xy ) -
(6.37)
Comme
VT (uy) — VT;(u) dans LP™(Q)
et
O(T(un)) — O(Tx(u)) dans LP® (), (6.38)
donc

VTi(uy) — O(T(un)) = VTi(u) — O(T5(u)) dans LP@(Q).
Il s’en suit que,
O(VTe(uy) — O(Tr(uy))) = ®(VT(u) — O(T(u))) dans LP@(Q).  (6.39)
En outre, on a
VoXomm — VeXag dans LPO(Q)

avec Q(k) = {|T(u) — ¢| < k}.

Par conséquent,

[ (T T(1) = () Veoxagpy da — | €V Tx(u) = O(T(w) Vipxogy da-
(6.40)

D’aprés (Hs) et les propriétés de la fonction troncature, on déduit que
O(T(un)) P < (CRP
De (6.38)) et par application du théoréme de convergence dominée de Lebesgue,

/. @IG(Tk(un))!”(m)an,m de — ﬁ O(Tr(w)"xag) do-
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6.2. RESULTAT D'EXISTENCE

Comme

1

(@(VTx(00) — OTxu)))VT() + S 1O ) )Xoy = 0 pp- dans €

on obtient grace au lemme de Fatou,

[, (#9750 = BT () TTi) + = O(Te(w) " ) vy de
<timinf ([ ((VTx(u,) = O(Tx(w)) V() + ~<10(Te(ua) P Jxog d).

N—00 ( )
(6.41)
On passe ensuite a la limite lorsque n — +oo dans ([6.37) pour obtenir le résultat

recherché.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié des questions d’existence de solutions pour
des problémes de type elliptique faisant intervenir des données peu régulieres (L ou
mesure). Pour ces problémes, la nécessité de travailler dans des espaces de Lebesgue
et de Sobolev a exposants variables est motivée par 'apparition de ces espaces dans
la modélisation de fluides électrorhéologiques et thermorhéologiques [66] et dans la
restauration d’image [30]. A travers ce mémoire de thése, l'originalité de I'ensemble
des travaux présentés s’est marquée par les techniques développées pour montrer
I'existence de solutions entropiques des problémes des chapitre 3 et 4, qui sont non
classiques en montrant la convergence forte des tronquées dans I/VO1 #() (Q) par 'adap-
tation des fonctions tests trés appropriés. Dans le chapitre 5, les résultats obtenus
sont qualifiés par I'introduction d’une méthode de pénalisation car la difficulté a ce
niveau et qui reste toujours un probléme ouvert dans le sens qu’aucune hypothése
n’est supposée sur le signe de g. Dans le chapitre 6, les difficultés principales pour
prouver 'existence de solutions proviennent du terme 6(u) et 'opérateur principal
qui ne vérifie pas les hypothéses classiques de Leray-Lions.

Actuellement, ce travail souléve un certain nombre de questions qui méritent d’étre
approfondies par la suite. Par exemple, il serait judicieux de penser & la notion de
solution qui assurerait I'unicité et qui introduit un nouveau cadre fonctionnel qui
améliorerait aussi I'hypothése de controle de I'exposant p(.) (négliger la condition
pt), généraliser le travail du chapitre 6, en utilisant le théoréme de décomposition

de mesure de Radon sur 2 qui ne charge pas les ensembles de p(.)-capacité nulle,



Conclusion et perspectives

comme introduit par Nyanquini et als [57].

Enfin, notons que dans la littérature, trés peu de problémes paraboliques ont été
traités. Il semble que cette difficulté soit liée a la compréhension et & la définition
d’espaces fonctionnels adaptés. Par conséquent, des questions intéressantes ouvrent

des pistes de recherche dans ce volet.
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