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Introduction

Dans le présent travail, on se propose d’étudier quelques problemes étroitement liés aux

équations elliptiques de la forme:

(1.1)

Au+ g(z,u,Vu) = f dans ,
u = 0 sur 0f2

ou A est un opérateur de type Leray-Lions standard et g est une non-linéarité ayant une
croissance naturelle par rapport au |Vu| et vérifiant une condition classique du signe par
rapport a u.

On s’intéressera aussi a quelques applications utilisant les problemes paraboliques associés a
(1.1). On rappelle que les problemes de type (1.1) ont été initialement étudiés par Leray-
Lions ([48] ou [49]) dans le cadre variationnel et avec g = 0. Le cas ot g = g(z,u) a été traité
par Browder [35], Hess [44] et Webb [58]. Si f € L1(Q) ou f est une mesure bornée on peut
consulter [57], [33], [21, 22, 23, 17], [50, 52, 53].

Nous divisons ce travail en deux parties principales:

- La premiere est consacrée aux problemes unilatéraux dans le cadre des espaces de Sobolev
dans L' et aux problémes de type (1.1) ainsi que d’autres applications dans le cadre des
espaces d’Orlicz-Sobolev.

- La deuxiéme partie fera 'objet d’une étude variée de certains problémes a obstacles via une
technique de pénalisation faisant intervenir des puissances croissantes.

Dans un apercu général, on donnera dans un chapitre préliminaire les ingrédients nécessaires
pour aborder les autres parties.

Dans le deuxieme chapitre, on étudiera un probleme unilatéral associé a (1.1) (voir [15]), de

type suivant:

u > p.p

g(z,u, Vu) € L1(Q),
Ti(u) € WyP(2),Vk > 0

(Au, Ti(u — v)) + /Qg(a:, u, Vu) Ty (u — v)dz (1.2)

< / fTk(u —v)dx
Q
Vo € Ky N L™(Q).

avec f € L'(Q), Ky, ={v € Wol’p(Q) :v>1 p.p. }ety:Q— IR est une fonction mesurable
telle que ¥ € Wy () N L=(Q).

Pour le cas ¢ = 0, on peut se référer a [20, 24]. Lorsque f = 0, on peut consulter [30].
Dans [8], A. Benkirane et A. Elmahi ont étudié (1.2) en supposant en outre la condition de

coercivité suivante:
l9(x, s, ¢)| = /¢ pour |s| = p, pp=0,7>0 (1.3)
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Dans ce chapitre, on donnera un résultat d’existence des solutions de (1.2) sans supposer
I’hypothese (1.3).

Dans le troisieme chapitre, on étudiera (1.1) dans le cadre des espaces d’Orlicz-Sobolev avec
second membre dans L![13].

On s’intéressera plus précisément a la formulation entropique suivante:
ue Ty (9),
g(a,u, Vu) € L'(Q),
/ a(xz,u, Vu)VTi(u — v)dr + / g(x,u, Vu)Ti(u — v)dx (1.4)
Q Q ’
g/ fTi(u —v)dx
Q
Yo € WL (Q) N L2 (9).

ou Tol’M(Q) = {v : Q — IR mesurable , Tj(v) € WLy (Q)}, f € LY(Q), et M est une
N-fonction vérifiant la condition As.

Dans le cadre variationnel, on rappelle que (1.1) a été étudié, dans le cas ou g = 0 ou
g(x,s,¢) = g(x,s), par J. P. Gossez [40, 39, 42], et par J. P. Gossez-A. Benkirane [6]. Si g
dépend aussi de (, on peut se référer aux travaux de A. Benkirane et A. Elmahi [7, 9]. Pour
d’autres applications, on peut consulter [4].

Dans le cas L!, Benkirane et Elmahi ont résolu (1.1) en supposant une hypotheése de type
suivante

l9(, s, Q) Z’YM(‘S) pour |s| >y, 1> 0,7 >0,A>0 (1.5)

(voir [10]).

On se propose de donner un résultat d’existence des solutions pour (1.4) sans supposer (1.5).
Ce résultat est étendu facilement aux problémes unilatéraux.

La technique utilisée, ici, est aussi adaptée pour montrer I'existence des solutions du probleme

suivant
ue Ty™M(Q),
g(z,u,Vu) € L'(Q),

/ a(x,u, Vu)VTi(u — v)dr + / g(x,u, Vu)Ti(u — v)dx
Q Q
—1—/ d(u)VT(u —v)dx
< . fTip(u —v)dx
Vv € Wi Ly (Q) N L®(Q).

ot $ € C(IR, IRN) et f est toujours dans L'(£2). Ainsi, nous généralisons un résultat obtenu
_ e

par Benkirane et Bennouna ([5]). Dans le cas ou M (t) +,-, on peut consulter [18, 32, 51, 50].

Dans la deuxieme partie, on se base sur une méthode de pénalisation diie a Boccardo et

Murat [26] et qui consiste a introduire des puissances croissantes. Ainsi, ils ont approché
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I'inéquation variationnelle:

(Au,v —u) > (f,v —u), Yve K
ue K={ve Wol’p(Q) s Jv(x)] <1 p.p. dans Q},

ou f € W‘l’p/(Q), par la suite des équations:

Aug + Jup " tu, = f dans D'(Q)
u, € Wy () N L™ ().

Dans [36], A. Dall’aglio et L. Orsina ont généralisé ce résultat en considérant des puissances
croissantes dépendant de certaine fonction de Carathéodory g satisfaisant la condition du
signe et une hypothese d’intégrabilité . C’est dans ce sens qu’on introduit la suite générale

des problemes:

{ Aup + |g(z, un) " gz, un)|G (2, un, Vuy,)| = f dans D'(£2) (P)

Un € Wy (), 19(2, un)|"G(x, tn, Vup) € L'(RQ)

ou G est une fonction de Carathéodory satisfaisant une condition de croissance. On s’intéressera
au comportement de la limite de la suite u,, [11]; on montre que cette limite est solution du

probleme bilatéral suivant:

(Au,v —u) > (f,v—u), Yv e K (1.6)
ueK={veW;?(Q):q-<v<gs pp. }, '
oll
¢+(z) =inf{s > 0: g(x,s) > 1}
et

q—(x) =sup{s < 0:g(z,s) < —1}.
On envisagera les deux cas f € W*Lpl(Q) et f € L'(Q). Dans ce dernier cas, on suppose de
plus que

|G (x,s,¢)| = BIC[" pour [s] = 7, (1.7)

ou 3 >0,v>0.

Lorsque g(x,s) = s et G(x,s,() = |(|P, on peut consulter [19].

Pour illustrer I'importance des résultats obtenus, on donnera quelques applications.

Dans le cinquieéme chapitre, on s’intéressera & la limite des problemes (P,) dans le cas L!

mais sans supposer (1.7) [12].

Afin de trouver un résultat similaire au précédent, on aura besoin du concept fort des solutions

7



d’entropie. On étudiera plus précisément la suite des problémes:

Up € T()lyp(Q% 9(z, un)["G (2, un, Vuy,) € L Q)
a(z, Vup)VTi(u, —v)dz
Q

n— 1.8
+ [ lot )P g e, Gl i, V) T~ ) e
< / FTi(un — v)dz, Yo € WIP(Q) 1 L&(Q), ¥k > 0
Q
ot Ty() = {v : @ — R mesurable , Tj,(v) € Wy*(Q)}.
On montre que
Ty (un) — Ti(u) fortement dans W, (€2)
ol u est I'unique solution de I'inéquation:
u € T "(),
- <u<gqy pp., (1.9)

(Au, Ti(v —u)) > (f, Tk (v — u)), Yv € K N L>®(Q),Vk > 0,

ou K est défini comme dans (1.6).

On notera l'aspect régulateur du terme en puissance dans (1.8) lorsque g_ et g4 sont dans

L>(Q) (voir [19]). Ceci est bien illustré lorsque p > 2 — %, on remarque que u, appartient

seulement a Wol’q(Q) avec 1 < ¢ < N]Sf’:ll), tandis que u € Wol’p(Q) N L>°(2). Dans le dernier

chapitre, on étend les résultats précédents au cas parabolique [14]. On étudiera, ainsi, la suite

des équations paraboliques:

G+ Aun + g, wn) " g (2, 10) |G (2, t 0, V)| = f dans D'(Q % (0, 7))
up € LP(0,T; Wy (), (0) = 0, (1.10)
|g(z,un)|"G (2, t, up, Vu,) € LH(Q x (0,T)).

On montrera que la suite u,, solution du probleme (1.10) converge fortement dans L?(0, T’ VVO1 P(Q))

vers une fonction u solution de I'inéquation parabolique:

T Hv T T
{/0<8t,v—u>dt—|—/0 <141U»U—U>dt2/0 (fiv—w)dt, Vv e KN D (P)
ue K ={vell0,T;Wy"(Q)): v(t) € K p.p.},

olt D = {v € LP(0,T; Wy () : v(0) = 0, % € LP' (0, T; W17 (Q))} et K = {v € WP () :
g— <v < gy p.p. dans Q}.
On achevera ce travail par approcher le probléme (1.6) par une suite d’équations paraboliques

de type (1.10). On montrera que @, — @ fortement dans Wy (€2) ot @ est I'unique solution

1 T
de (1.6), avec u,(z) = T/ Up(z,t)dt.
0



Chapter 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle quelques résultats d’existence liés aux problemes elliptiques et

paraboliques non linéaires. On fait aussi un apercu sur les espaces d’Orlicz.

1.1 Résultats d’existence pour les problemes elliptiques
1.1.1 Existence des solutions: le cas ou le second membre dans le dual

Soient © un ouvert borné de RN, N > 1 et A un opérateur de type Leray-Lions défini par:
Au = —div(a(z,u, Vu)) ol
a:QxRx RV — RN est une fonction de Carathéodory vérifiant pour tous ¢, ¢’ € RN :

¢ # (', s € IR et presque tout x € Q:

ja(z, s, Q) < B(h(x) + s~ + [¢[P7H) (1.1)
(a(LU,S,C) _a’(xvs)cl))(g_g/) >0 (12)
a(z,s,C)¢ = alc]? (1.3)

ota>0,1<p<+oo, >0ethell”(Q).
Soit g(z,s,¢) : 2 x IR x RN — IR est une fonction de Carathéodory vérifiant pour tous
(5,¢) € R x IRV et presque tout = € Q:

9(x,5,¢)s 20 (1.4)
l9(, 5, Q) < b(]s[)(e(2) +[CP) (1.5)
avec b : IRt — IR™ est une fonction croissante continue et c(x) est une fonction donnée dans

LY(Q).

On considere le probleme suivant:

Au + g(xz,u,Vu) = f dans Q,
u = 0 sur 0f2.

On commence par un résultat di a Boccardo-Benssoussan-Murat (voir [16, 27] ):
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Théoréme 1.1 Soit f € WL (Q). Alors sous les hypothéses (1.1) — (1.5), il existe au

moins une solution du probléme faible suivant associé a (P)

ue WyP(Q), g(z,u, Vu) € LY(Q), g(z,u, Vu)u € L}(Q),
(Au,v) +/ g(x,u, Vu)vdz = (f,v),
Y € W(?’p(Q) N L>(82) et pour v = u.

1.1.2 Existence des solutions: le cas L!

Récemment, ce cas a été intensivement étudié par plusieurs auteurs. On entame cette section
par ce résultat dia a Boccardo et Gallouét ( voir [23, 27, 29]) et qui est semblable au cas

variationnel mais sous I'ajout de I’hypothese:

lg(z,5,¢)| = v[CP pour |s| > p. (1.6)

Théoréme 1.2 Soit f € LY(Q). Alors sous les hypothéses (1.1) — (1.6), il existe au moins

une solution du probléme faible suivant associé a (Py)

u € WoP(Q), glw,u, Vu) € LY(Q),
(Au,v) —i—/ g(z,u, Vu)vdx = / fudz,
Vo € W[?’p(ﬂ) N L>®(Q) N

Dans [53], A. Porretta a obtenu un résultat sans la condition (1.6), mais dans ce cas la
sommabilité des gradients des solutions n’atteint pas I'ordre p. Ainsi, il généralise les résultats

obtenus par Boccardo et Gallouét dans les cas g =0 et g = g(z, s) ( voir [21, 22, 17].

Théoréme 1.3 Supposons que f € LY(Q) etp €]1, N]. Alors sous les hypothéses (1.1)—(1.5),

le probleme

N({p-1
/ |Vulldz < oo, Vg < ]801)’ g(x,u, Vu) € L1(Q),
0 _

<Au,v>—|—/ g(x,u, Vu)vdx:/ fudz,
Q Q
Vv € D(Q),

admet au moins une solution.

% > 1 ce qui assure que Vu € L'().

- Pour p > N on a LY(Q) ¢ WL (Q) et on est donc dans le cas variationnel (voir le
théoréeme (1.1)).

Remarque 1.1 - Lorsque p > 2 — % alors

1.1.3 Existence des solutions pour des probléemes unilatéraux

Soit 1) : 2 — IR une fonction mesurable telle que
W e WP (Q) N L2(Q). (1.7)
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Considérons Ky, un sous-ensemble convexe de T/VO1 P(Q) défini par:
Ky ={veWyP(Q): v>1 p.p. dans Q}.
On donne maintenant ce théoréme qu’on peut trouver dans [16].
Théoréme 1.4 Soit f € W2 (Q). Alors sous les hypothéses (1.1) — (1.5) et (1.7), il existe

au moins une solution au probléme unilatéral suivant:

u € Ky, g(z,u,Vu) € LY(Q), g(z,u, Vu)u € L(Q),
(Au,v — u) —i—/ g(x,u, Vu)(v —u)dz > (f,v — u),
Q
Vo € Ky N L>(Q).
Pour f =0, on peut consulter [30].

Dans le cas L', on présente un résultat di & A.Benkirane et A. Elmahi (voir [8]).
Théoréme 1.5 Soit f € L' (). Alors sous les hypothéses (1.1) — (1.6) et (1.7), il existe au

moins une solution au probléme unilatéral suivant:

u € Ky, g(z,u,Vu) € L1(Q),
(Au, Tp(v — u)) + /Qg(a:,u, Vu)Ti(v —u)dx > (f, Tk (v — u)),
Yv € K¢.

1.2 Existence des solutions dans le cas parabolique

1.2.1 le cas variationnel

Soit © un ouvert borné de RY, N > 2. Soit T > 0 fixé, on désigne par Qr le cylindre
Q2 x (0,T) et par I' la surface latérale 02 x (0,T).
Soit a(z,t,5,¢): Q2 x (0,T) x IR x RN — IRYN une fonction de Carathéodory telle que:

la(@,t,5,¢)] < BllsP~ + ¢~ + k(z, 1)), (2.1)
a(z,t,5,0)¢ > alCP, (2.2)
(a(x,t, S, C) - a($7tv S’U))(C - 7]) > Oa (2'3)

pour presque tout (z,t) € Qr, tout s € IR, tous ¢,n dans IRY, ¢ # 7, avec a > 0 ,
B > 0 et k est une fonction positive appartenant a L”/(QT). Soit A l'opérateur défini par
Au = —div(a(z,t,u, Vu)). 1l est facile de voir que A opere LP(0,T; Wol’p(Q)) dans son dual
LY (0, T; W12 (Q)) .

Soit g : 2 x (0,T) x IR x IRN — IR est une fonction de carathéodory vérifiant pour presque
tout (x,t) € Q7 et pour tous s € IR et ( € RY:

g(x,t,5,0)s >0, (2.4)
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l9(z, 2,5, Q) < hlls])e(x, 1) + [C]7], (2.5)
ou h: IRT — IR" est une fonction continue croissante et c(x,t) est une fonction positive dans

LY(Qr).

Considérons maintenant le probleme de Dirichlet:

% +Au+g(iv,t,u,Vu) = f dans QT7
u(z,0) =0 sur Q, (Py)
u(z,t) =0 sur T

Enongons le théoréme d’existence suivant, di premierement & Mustonen-Landes [47], et en-
suite par Dall’Aglio et Orsina [37].

Théoréme 1.6 Soit f € LV (0,T; W1 (Q)). Alors sous les conditions (2.1) — (2.5), le

probléme (P2) admet au moins une solution faible dans le sens suivant:

e LP(0,T; Wy "(9)), g(x,t,u,Vu) € L'(Qr),

—/ u% + / a(x,t,u, Vu)Vodrdt —i—/ g(x,t,u, Vu)pdxdt = (f, $),
Qr Ot Qr  _ Qr

pour tout ¢ € C®(Qr), avec ¢p(t) =0 dans un voisinage de T'r U (Q x T).

De plus, u € C°(0,T; L*(Q)) et, si 0 : IR — IR est une fonction liptchitzienne croissante telle
que 6(0) = 0, on a alors, pour tout T € (0,T]

/ O(u)(r)dz + a(z,t,u, Vu)Vo(u)dzdt
9 Q-

v /Q gz, t,u, Vu)d(u)dzdt = (f,0(u)).

ot O(s) = /08 O(o)do.

1.2.2 le cas L!

Dans [37], Dall’aglio et Orsina ont obtenu un résultat presque similaire au cas variationnel si

la non-linéarité g vérifie de plus, pour presque tout (z,t) € Qr, la condition:

l9(x,,5,Q)| = ~|C[” pour |s| > p, (2.6)
avec v > 0, u > 0. Consulter aussi [54].

Théoréme 1.7 Soit f € LY (Qr). Alors sous les conditions (2.1) — (2.6), le probléme (Py)
admet au moins une solution faible dans le sens suivant:
€ LP(0,T; Wy "(9)), g(x,t,u, Vu) € L'(Qr),
—/ uaé+/ a(x,t,u, Vu)Vqﬁda:dt—i—/ g(x,t,u, Vu)pdzdt = (f, $),
Qr Ot Qr  _ Qr
pour tout ¢ € C(Qr), avec ¢p(t) =0 dans un voisinage de I'r U (Q x T)).
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De plus, si 0 : IR — IR est une fonction liptchitzienne, bornée, croissante telle que 0(0) = 0
et lim|g 4 o0 0'(s) =0 on a alors, pour tout 7 € (0,T], O(u(.,7)) € LY(Q) , et

/ o) (P)dr + [ ale,t,u, Vu)VO(u)dedt
o Q-

+ / g, t, u, Vu)B(u)dzdt = (f,0(u)).

T

0l O(s) = /Ose(a)da.

Pour le cas ou g = 0, on peut consulter par exemple [3, 31, 55].

1.3 Rappel sur les espaces d’Orlicz
1.3.1 Les N-fonctions

On dit que M : IR™ — IR" est une N-fonction si M est continue, convexe avec M (t) > 0

pourt>O,M—(t)—>Oquandt—>0etMT(t)

n — 00 quand t — oo.

t
Ou d’une maniere équivalente, M admet la représentation: M(t) = / a(s)ds ou, a :

IR™ — IR" est une fonction croissante, continue a droite avec a(0) = 0, a(t) > 0 pour ¢t >
0 et a(t) tend vers oo quand t — oc.
Comme exemples de N-fonctions on peut citer les suivantes:
—M(t)—w1< < ua(t)=t""!
p(t) =" p < oooua(t)= .

—M(t)=¢e" —t—1, otta(t) =e" —1.
t

Soit M une N-fonction de représentation M (t) = / a(s)ds. La N-fonction M conjugué de M
0

t
est définie par M (t) = / a(s)ds, ot a : Rt — IR" est donnée par a(t) = sup{s : a(s) <t} (
0

voir [1]). Elle vérifie (M) = M.

De plus on a l'inégalité de Young:
Vs,t >0 on a st < M(s)+ M(t).

L’égalité a lieu si et seulement si t = a(s) ou s = a(t).

On en déduit facilement les inégalités suivantes:
— M(t
Vit > O’M(t()) < M(t).

Vt >0, ML) () < 2t.
t

i <7 v oo
Pour le cas M)y(t) = %,1 <p<ooona Mpy(t)= ‘IL, ou p’ est défini par %—I—I% =1

On dit que la N-fonction M satisfait la condition Ay, on note M € Ao, 8’il existe k > 0 tel

que:
M(2t) < kM(t) ¥t >0, (3.1)
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quand (3.1) a lieu seulement pour ¢ > & un certain ¢ty > 0 on dit que M satisfait la condition
Ao au voisinage de l'infini.

Comme on peut aisément le voir, une N-fonction M satisfait la condition As (resp. la
condition Ay au voisinage de l'infini) si et seulement si, pour tout r > 0, il existe une

constante k = k(r) > 0 (resp. deux constantes k = k(r) et to = to(r) > 0) telle que:

M(rt) < kM(t) ¥Vt >0 (resp. Vt > tp)
t
Aussi, il est facile de vérifier que M (t) = / a(s)ds satisfait la condition Ay (resp. la condition

Ay au voisinage de l'infini) si et seulement s’il existe une constante ¢ > 0 telle que:
cta(t) < M(t) <ta(t) Vt > 0 (resp. Vi > to).

Lorsque M satisfait la condition Ay (resp. la condition Ay au voisinage de I'infini) on ne
peut rien dire sur sa N-fonction conjuguée comme le montrent les exemples suivants:
—M,(1 < p < 00) satisfait la condition Ay et M, = M, satisfait aussi la condition As.
—M(t) = (t+1)log(t + 1) — ¢ satisfait la condition Ay mais M (t) = e! —t — 1 ne satisfait pas
la condition Ay ( ni méme au voisinage de U'infini).

Soient P et () deux N-fonctions.

On dit que @ domine P s’il existe k > 0 telle que:

P(t) < Q(kt), Yt > 0. (P)

De fagon similaire, ) domine P au voisinage de U'infini s’il existe k > 0 et to > 0 tels que (P)

ait lieu seulement pour ¢ > ¢y3. Dans ce cas, il existe K > 0 telle que:
P(t) < Q(kt) + K, Vvt > 0.

Les deux N-fonctions P et @ sont dites équivalentes ( resp. équivalentes au voisinage de
I'infini) si chacune domine I’autre ( resp. au voisinage de l'infini).

P et @ sont dites équivalentes si et seulement si P et @) sont équivalentes.

Si @ domine P au voisinage de l'infini et ne sont pas équivalentes au voisinage de l'infini on
dit que P croit essentiellement moins vite que @ et 'on écrit P < Q.

C’est le cas si et seulement si, pour tout € > 0, % — 0 quand t — oo et il est facile de voir

L . Q)
ue c’est aussi équivalent a dire que lim =
q q R )

De plus, on a I’équivalence suivante:

P< Q<<= Q<P (voir [1, 45]).
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1.3.2 Les espaces d’Orlicz et d’Orlicz-Sobolev

Soit © un ouvert borné de IRY. la classe d’Orlicz K () ( resp. la classe d’Orlicz L(9)
est définie comme étant 'ensemble ( des classes d’équivalence modulo 1’égalité p.p. sur €2 )

de fonctions réelles mesurables u sur €2 telles que:

(z)

/ M(u(x))dx < +oo( resp. / M( )dx < 400 pour un certain A > 0).

L (2) est un espace de Banach pour la norme de Luxemburg:
lullare = inf{A >0 / M ))d <1}

et Kj7(€2) est un sous-ensemble convexe de Ly (€2).

Si @ domine P ( au voisinage de I'infini seulement lorsque €2 est de mesure finie) alors Lg(2)
s’injecte continiiment dans Lp(£2).

La fermeture dans Ljs(£2) de Pensemble des fonctions bornées & support borné dans ) est
notée Ejr(2). On a toujours Ep(2) C Kp(2) C Lag(2).

L’égalité Ep(2) = Lp(Q2) a lieu si et seulement si M satisfait la condition Ag ( au voisinage

de P'infini seulement lorsque 2 est de mesure finie).

Rappelons que I'inégalité de Young appliquée avec IIuIIM et IIvIIM ottu € Ly (Q) et v e Ly;(Q)
donne ’analogue de 'inégalité de Holder:
| u@)o@)dal < 2l lolg

L’espace dual de Ej/(£2) peut étre identifié a L3;(€2) au moyen du produit / u(x)v(x)dz, et
Q

la norme duale sur L77(€2) est équivalente a ||.||57 -

L’espace L (Q) est réflexif si et seulement si M et M satisfont la condition As ( au voisinage

de l'infini seulement lorsque € est de mesure finie).
L’espace de Schwartz D() est dense dans Ej;(€2)
Lys(2) n’est jamais séparable sauf lorsque Ly (2)
Lorsque M = M, on a Ly, (Q) = En, () = LP(Q).

Dans la suite on aura besoin des lemmes suivants ( voir les lemme 4.4 et 5.7 de [40]).

et Fy(Q) est séparable.

coincide avec Ejr(92).

Lemme 1.1 Soit (uy) C L (2) une suite bornée dans Ly (S2) telle que u, — uw p.p. dans .
Alors, uw € Lp(2) et up, — u faiblement dans Lyr(€2) pour o(Ly (), E57(€)).

Lemme 1.2 Soit Q un owvert borné de RYN . Alors, il existe deux constantes c¢1 et ¢y telles

que
/M(|v\)dm§/clM(02\V1}])dx
Q Q

pour tout v € Wi Ly ().
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L’espace d’Orlicz-Sobolev d’ordre 1 noté WLy (Q)[resp. WLEy(Q)] est défini comme étant
I’ensemble des u telles que u et ses dérivées, au sens des distributions, d’ordre < 1, apparti-
ennent a Ls(Q) [resp. En(2)].

Ce sont des espaces de Banach pour la norme:

lulliae = D I1D%ullar.

o] <1

Ainsi, WLy (Q) et WIEL () peuvent étre identifiés avec des sous-espaces du produit de
N + 1 copies de Lj/(£2). En notant ce produit par IILjs, on utilisera les topologies faibles
oLy, TTEy;) et o(TILyy, TLyy).

L’espace Wi Ep(Q) est défini comme étant la fermeture pour la norme de espace D(£2) dans
WEn(Q) et Wi La(Q2) comme étant la fermeture pour la topologie o (ILL s, [1E7) de D(£)
dans WLy (Q).

On dit que u, converge vers u pour la convergence modulaire dans W'L;(Q) si pour un
certain A >0

D — D«
/ M(%)dm — 0 pour tout multi-indice « tel que |a| < 1.
Q

Ceci implique la convergence pour o (IILys, IIL;).
Si M satisfait la condition Ay sur IRT ( au voisinage de I'infini seulement lorsque € est de

mesure finie), alors la convergence modulaire coincide avec la convergence en norme.

1.3.3 Théoreme d’injection des espaces d’Orlicz-Sobolev

On dit que Q C RYN possede la propriété du segment s’il existe un recouvrement localement
fini {U;} de la frontiere 092 de €2 et une suite correspondante de vecteurs, {y;} tels que pour
tout € QN U; et tout ¢ €]0, 1], = + ty; € Q.

Soit M une N-fonction et supposons que

%) M—l
/ ﬁds = +00.
1 gittw

Soit M une N-fonction égale a M au voisinage de I'infini et telle que:

/lj\md8<+oo
0

1
R

( voir [2] pour la construction d’une telle N-fonction).

Définissons la N-fonction M par la formule:

V(1) = /Ot M)

1
S+ x
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et soit My une N-fonction égale & M au voisinage de 0 et a M, au voisinage de I'infini.
En répétant ce procédé, on obtient une suite finie de N-fonctions: M, My = (M), ..., M,
ou ¢ = q(M,N) est tel que:

/00 M (s) /00 M (s)
1 1

ds = +00 mais ds < +o0.
st st
Si
0o Mq_l(s)
/ ————ds < +0
1 31+W

on pose q(M,N) = 0.
On dit qu'un ouvert Q de RN vérifie la propriété du cone s’il existe un cone fixe C tel que
pour tout z € 2, on peut trouver un cone C, C €2, de sommet x et isométrique a C'. On a le

lemme suivant( voir [1, 2, 38)):

Lemme 1.3 Soit Q un ouvert de RN vérifiant la propriété du cone.
Sim < q(M,N) alors WLy () C Ly, () avec injection continue.
Sim > q(M,N) alors WYLy () € C(Q) N L>(Q) avec injection continue.

Ainsi dans les deux cas, il existe une N-fonction @ telle que M < Q et WLy (Q) C Lg(Q)
avec injection continue ( voir [1, 39]).

On sait, aussi, qu’il existe une N-fonction @ telle que
M < Q et W Ly () C Eg(Q)

avec injection compacte (voir [1, 38]).

En particulier, on a WLy () C Ep(Q) avec injection compacte.

Lorsque 2 est un ouvert quelconque, les injections du lemme précédent restent aussi valables
pour WLy () & la place de WL ().

Et 'on déduit, alors, qu’il existe une N-fonction @ telle que
M < Q et W)Ly () C Eg(Q)
avec injection continue ( et méme, elle peut étre supposée, compacte). De plus, on a:
Wa Ly (Q) C Ep(Q) avec injection compacte.

Une deuxieme application du lemme précédent permet de voir que, lorsque €2 est aussi ouvert

quelconque, il existe une N-fonction @) telle que
M < Q et W'Ly(Q) C ES(Q)

avec injection continue ( et méme compacte). Ainsi, WLy () C EY¢(Q) avec injection

continue et compacte.
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On désigne par W—'L77(Q) [resp. W1 E7(2)] l'espace des distributions sur € qui peuvent
s’écrire comme somme des dérivées d’ordre < 1 de fonctions dans L; [resp. Eq7(2)]. Ce
sont des espaces de Banach pour la norme quotient.

Si Pouvert €2 possede la propriété du segment, alors 'espace D(£2) est dense dans Wi Ly ()
pour la convergence modulaire et pour la topologie o(IILys,IIL7;) (voir [40, 41]). Par
conséquent, la valeur d'une distribution S dans W~ L7(2) sur un élément u de Wi L (€2)
est bien définie, elle est notée (S,u). On rappelle quelques lemmes qui seront appliqués aux

opérateurs de troncature ( voir [9]).

Lemme 1.4 Soit F': IR — IR une application uniformément lipschitzienne, avec F(0) =0 et

soit M une N-function. Alors, F': X — X est une application dans chacun des cas suivants:

(i) X = WLy ()
" = M et () veértfiant la proprieté du segment.
1) X WolL Q Q vérifi l iété d

De plus, si l’ensemble D ’ensemble de discontinuité de F' est fini on a:

0 Flu) = { F’(u)a%lu p.p. dans {x € Q:u(zx) ¢ D},
Ox; 0 p.p. dans {x € Q:u(zx) ¢ D}

et F': X — X est continue pour la norme et séquentiellement continue pour la topologie
faible xo ((I1Lyr, 1 E;).

on donne, maintenant, un lemme concernant les opérateurs de Nemytskii dans les espaces
d’Orlicz ( voir [9, 10]).

Lemme 1.5 Let Q un ouvert borné de RN et soient M, P et Q des N-fonctions telles que
Q < P, et soit f:Qx IR — IR une fonction de Carathéodory telle que pour p.p. x € § et
tout s € IR:

|f (2, 8)| < c(@) + ka P™" M (kals),

avec ki, ka sont des réels positifs et c(x) € Eg(L).

Alors, Uopérateur de Nemytskii Ny défini par N¢(u)(x) = f(x,u(x)), est fortement continue
de P(En(£2), é) ={ue Ly(Q):du, Ep(2)) < %} muni de la topologie forte de Lps(2)
dans Eg(Q) muni de la topologie forte.
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Part 1

Existence des solutions pour des
problemes elliptiques fortement non
linéaires
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Chapter 2

Probléeme unilatéral a croissance
naturelle et & donnée dans !

Considérons ’équation non linéaire de type Dirichlet suivant:
Au+ g(z,u,Vu) = f (P)

olt A est un opérateur de type Leray-Lions, f € L1(Q2) et g est une perturbation & croissance
naturelle par rapport au |Vu| et qui vérifie une condition de signe classique.
On se propose d’étudier le probleme unilatéral associé a (P). Pour le cas d’équation, on peut

consulter [53].

2.1 Résultat principal

Soient € un ouvert borné de RN, N > 2, et 2 — % <p<N.
Soit A(u) = —div(a(z,u, Vu)) un opérateur de type Leray-Lions défini sur W, () dans son
dual W= (Q), ott a : Q x R x RN — IRY est une fonction de Carathéodory vérifiant pour
presque tout x € €, tous ¢, ¢’ € RN, (¢ # ¢') et tout s € IR :

(@, 5,¢)| < h(a) + kalslP ™ + ka|¢[P™ (2.1)
(a(z,5,¢) —a(z,5,¢ )¢ =) >0 (2.2)
a(z,s,¢)¢ = ([P (2.3)

with @« >0, k1 >0, ko >0et h € Lp/(Q).( On désigne par p’ le conjugué de p).
De plus, soit g : Q x IR x RN — IR une fonction de Carathéodory vérifiant pour presque tout
x € Q, tout s € IR et tout ¢ € IRV:

9(x,5,()s 2 0 (2.4)

l9(, 5, Q) < b(|s[)(e(2) + [C]7) (2.5)
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ou b: IRy — IR est une fonction croissante continue et ¢(z) est une fonction positive appar-
tenant a LY(Q).
Soit

Ky={ve Wol’p(Q) :v > p.p. dans Q}

ol ¥ : Q — IR est une fonction mesurable sur 2 telle que
W e WP (Q) N L2(Q). (2.6)

Finalement, supposons que
feLy(n). (2.7)

On définit, pour s et k dans IR, k > 0, Ty(s) = max(—k, min(k, s)).

On se propose de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 Supposons que les hypothéses (2.1)-(2.7) ont lieu. Alors il existe au moins

une solution du probleme unilatéral suivant:

u > p.p. dans

u e I/V()LQ(Q)7v 1<g< st,p__ll), g(z,u, Vu) € L1(Q),

Ti(u) € Wy (Q),Vk > 0

/Qa(m, u, Vu)VT(u — v)dx + /Qg(x, u, Vu) Ty, (u — v)dz (Py)

< / fTk(u—v)dx
Q
Vo € Ky N L®(Q).

Remarque 2.1 -Le méme résultat reste vrai si on suppose que la condition du signe (2.4)
est vérifiée seulement a linfini, ou si le second membre est de la forme f — div(F), avec
fe LY Q) et Fe(L()N.

Remarque 2.2 Si on suppose que a ne dépend pas de s: a(x,s,() = a(x,() et

[a(z,¢) —a(z,{N[¢ 1> al¢ =P si p>2

c-¢P
(h(x) + I+ 1™
avec o > 0 et h € LP(§2). On peut remplacer dans (Py), Ky N L) par Ky.

[a(z,¢) — a(z, )¢ ¢ > a

stop <2

Preuve de la remarque 2.2.
Soit v € K¢.

En prenant T, (v),n > ||t /oo, comme fonction test dans (P,), on obtient

/Qa(:n, Vu)VTi(u— Ty (v))dr + /Q g(x,u, Vu)Ti(u — T, (v))dx < /Q fTi(u—Th(v))dz (%)
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alors, sip>2ona

/ VT4 (u — To(v))Pda <
S/Q(a(m,Vu) —a(z,VT,(v)))VT(u — Tp(v))dz
< Ch+ Ch 4+ C( [ [VT(u = Tu(v)Pda) 7
ce qui implique
/ IV Ty (1 — To(0))|Pde <

ou (', est une constante dépendante de k mais non de n.

Sip<2, ona

/ VT (u — Ty, (v))[Pda <
VT (u — Ty, (v))]P ) ) .
S/Q(h(fL’)JrIVu!HV:r’n(U)D@p)p/z(h( )+ [Vul + VT (v)]) d

et par I'inégalité de Holder, on obtient

/ VT (1 — Ty (0)) Pl <
Q

VT (1 = T (0)) o Pde
= [/ (h(z) + |Vu| + |VT, (v))*~ 5] (/{|u T (v)| <k} (h(z) +[Vul + [VIn(v)])dx)
)

|
= [/Q(a(fv, Vu) — a(z, VT;,(0))) VT (u — T (v))da)?*[C + C||[ VT (u — Ty (v)) |53/

(2—-p)/2

ce qui donne, grace a (x) et I'inégalité de Holder de nouveau,
/ VT (u — Ty, (v))[Pdx <
< [2Ck + C’||VTk(u — T (W) |[,JP/2[C + C|V i (u — Tn(v))||£(2_p)/2]

ainsi

/ VT3u(u — To(0))Pdz < Cr, V.
On déduit donc, dans tous les cas, que
VTi(u — Tp(v)) = VTi(u — v) faiblement dans (LP(Q))Y

(pour une sous-suite).
On va passer, maintenant & la limite dans (x).

Remarquons que,

/ x, Vu)VTi(u — T, (v))dx
/ a(z, Vu) — a(z, VTn(0)))VTi(u — Tp(v))da
/; a(z, VT, (v))VT(u — Ty(v))dx
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alors, par utilisation du lemme de Fatou dans le deuxieme terme et le théoreme de Lebesgue

dans le troisieme, on aura

liminf [ a(z, Vu)VTi(u—T,(v))dz

n—+oo JO

> /Qa(a:,Vu)VTk(u—v)dm.

Finalement, en appliquant le théoréme de Lebesgue dans les autres termes de (), on complete

la preuve de la remarque. [

Preuve du Théoréme 2.1:
Etape 1: Estimations a priori.

Considérons la suite approchée des problemes unilatéraux:
un € Ky, g(z,upn, Vuy) € LY, g(x,un, Vuy)u, € LY(Q)
(A(up), up —v) + /Qg(ac, Up, Vug) (uy, — v)dz < /an(un —v)dz (2.8)
Vo € Ky N L®(Q),
otl f, est une suite de fonctions régulieres qui converge fortement vers f dans L(Q).
Par le théoreme 1.4 du chapitre 1, il existe au moins une solution u, de (2.8).
Prenons v € Ky, et choisissons h > k + || 1] de telle fagon que w = T (up) — Ti(uy, —v) €
Ky N L*>®(Q). En utilisant w comme fonction test dans (2.8) et en tendant h — 400, nous

obtenons:
(A(un), T (un, — v)) + / 9(, un, Vup) T (uy, — v)de,
Q
< / foTi(up —v)dx (Pn)
Q
Yv € qu/,, Vk > 0.

En choisissant v = 1™ comme fonction test dans (P,), on obtient

/Qa(a:,un,Vun)VTk(un—wﬂdx + /Qg(:x,un,Vun)Tk(un—z/J*)dx
< | fiTiun e
Q

et en tenant compte du fait que g(x, uy, Vu, )T (u, — ") > 0, il en découle
/ a(z, un, V)V (uy, — ¢ )dr < Ok
{lun—yt|<k}

Et par I'inégalité de Young, on aura
«
/ a(x, un, Vup)Vu, < Ci+ = |Vuy, [Pdx
{lun—wt|<k} 2 J{lun—wt|<k)
ol C; est une constante indépendante de n ( mais peut dépendre de k, ™, c(z), k1, k2, @).
Dongc, en utilisant (2.3), on obtient
a

— |Vu, |[Pde < Cy.
2 Jun—v+|<k}
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Finalement, on a pour tout h > 0

/ |Vuy,|[Pde < / |Vu,[Pdx < Cf. (2.9)
{lun|<h} {lun—y+|<h+l9F oo}

Le choix de v = Ty (un), h > ||t "]|oc comme fonction test dans (P,) avec k = 1, donne

/ |Vu,|Pde < C
{(h<|un|<h+1}

et / l9(z, up, Vuy,)|de < C.
{lun|>h+1}

Par conséquent, comme dans [21], on a pour tout ¢ tel que 1 < ¢ < Njg,p__ll) :
/ Vaug|tdz < C,. (2.10)
Q
Notons qu’on a aussi
/ lg(z, up, Vuy,)|de < C. (2.11)
Q

Grace & (2.10), il existe u € W,9() telle que
U, — u faiblement dans W,4(2)

et par (2.9)
Tie(tn) — Ti(u) faiblement dans Wy (), Vk > 0.

Etape 2: Convergence presque partout des gradients.

Fixons ¢ tel que 1 < g < q. Et considérons
I, = / {la(z, up, Vuy,) — a(x, upn, V)|V (u, — u)}edx
Q

avec 0 < 0 < %. Soit k > [|"|lee. L’utilisation de Ty (u) comme fonction test dans (P,),
donne, pour tout n > 0:

(Alwn). Ty = Tilw)) + [ 90t Vtn) Ty, — Te(w)
< o fnTn(un - Tk(u))dx

(2.12)

Grace a (2.11) et (2.12), on montre , comme dans [18], que I,, converge vers zéro et que

Vu, — Vu p.p. dans Q. (2.13)
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Etape 3: Convergence forte des troncatures.

Soit, maintenant, k tel que k > || || et soient v = (M)2 et ¢(s) = sexp(ys?).

(67

Il est bien connu que

6 (s) — 509 > % Vs € R. (2.14)

Considérons la fonction h,,, m > 0 définie par:

1 s ft|<m
hm(t) =4 —Lsgn(t)+2 si m<|t] <2m
0 si[t|>2m.

Soit Vpm = Un — Nhin (un)P(2n), avec n = exp(—4vk?), 2, = Tj(un) — Tk (u).
Le choix de vy, ,, comme fonction test dans (P,), donne pour tout h > 0,

(Aln). Db (1)) + [ 9010, V) Th o ()6 )
< [ BTl o),
Q
et en prenant h > ¢(2k), on obtient
<A(un),hm(un)¢)(zn)>—l—/Qg(fmun,Vun)hm(un)qb(zn)daz§ /anhm(“n)ﬁb(zn)d$-
Ce qui entraine
/Q (2, Vi) [V T (1) — VT ()] ()& (20)
4 /Q (@, Uy Vi)Vttt (1)) dit (2.15)
+/g(x,un,Vun)hm(un)¢(zn)dx§/fnhm(un)g{)(zn)dx.
Q Q

Notons par €., (n), €2,(n), ... des différentes suites de nombres réels qui convergent vers 0 quand

r m
n tend vers oo, pour toute valeur fixée de m.
En tenant compte du fait que g(x, un, Vy)hm (un)@(z,) > 0 sur le sous-ensemble {z € Q :

lun(z)| > k}, on déduit de (2.15), que
/Q (2, tn, Vit ) [V T (1) — VT ()] (1) ()l
—|—/Qa(x,un,Vun)Vunh;ﬂ(un)qb(zn)dx (2.16)
_ 1
+ /{ oy 90t V()9 (2) < /Q Fahum (1) d(z)dz = €L (n).

Le premier terme de I'inégalité précédente peut étre écrit comme suit:

/Q (2, tn, Viin) [V Ty (1) — V()] ()& (20)
= e a(, tn, Vi ) [V T (un) — VT () i () (2)dz (2.17)

- a(x, Up, Vi) VI (w) hy (un) @ (2n)dx.
{lun|>k}
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Or, on a

| (@, U, Vi )V T (W) () @ (2 ) de|
{|un|>k}

< O | fo(a, Ton (). VT (0) VT 51y d

ou Cj, = ¢/(2k). Le second terme de l'inégalité précédente tend vers 0 quand n tend vers
Iinfini. En effet, la suite (a(z, Tom (un), Vam(tn)))n est bornée dans (L¥ ()N tandis que
VT3 () X{jun|>k} tend vers 0 fortement dans (LP(€2))".

Le deuxiéme terme de (2.17) peut étre écrit comme suit
/ a(a; U, Vun)[VTk(un) - VTk(u)]hm(un)Qb/(zn)dx
{lun|<k}

= /Q[a(x,Tk(un),VTk(un)) —a(z, T (up), VTi(u))] %

/ (2.18)
X [VTi(un) — VTg(u)] b (un)d (2n)dx
+/Qa(:z,Tk(un),VTk(u))[VTk(un) — VT ()] han (1) § (2 dz.
Le troisieme terme de (2.18) tend vers 0 puisque
a(z, Ty(un), VIk(w)) — a(z, Ti(u), V) (u)) fortement dans (L¥ (Q))N
et
VT (tn) — V()] A (n)d (20) — 0 faiblement dans (LP(2))".
Par conséquent, via (2.16), on a
/Q a2,y V) [V Tk () — VT () T (1) ()l
= | e, Tilun), 9T () = ae, Tilun), TT(w)] x (2.19)
X[V T (tn) — V()] B () $ (2 dz
+€2,(n).

D’autre part, on a

2¢0(2k) /
m {m<Jun|<2m}

a(z, Up, Vi) Vuydz

|/Qa(:c,un,Vun)Vunh;n(un)gb(zn)dﬂ <

et par utilisation de Ty, (uy), m > || ||oo, comme fonction test dans (P,) (avec k = m), on

obtient
| /Q (2, i, Vitn ) Vtnh (un)b(2n)d| < 26(2k) / | fode. (2.20)

Unp |>m

Si on note par Jy, n,, le troisieme terme de (2.16), on aura
/ b(k)(c(x) + V[ hm (un))|¢(2n) |dz
{lunl<k}

b(k) [ cla)|o(zn)ldo

b(ak) . a(z, Ti(up), VT (un)) VT (wn) R (un) | (20 | de

b(ak) /Q[a(x, Tk(un)7 VTk(un)) - CL(J}, Tk(“”)? VTk(u))] X

X[VTi(un) — VT ()] him (un)|¢(2n) |dz

‘Jn,m

IN

IN

(2.21)

—+

IN

€. (n) +
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En effet, on a

/ﬂ 0, T (), VT 1))V T (10 Yo (1) | (20

_ /Q (a(z, To(un), VTe(n)) — alz, Ti(un), VTi(u))] x
<V T () = VT (0 (1) |6z
+ [ Do), VT VI 0 00) (20
(

+ a(@, Ti(un), VI (w) [VTk(un) = VI () i (tn ) |9 (20) | d.

Le troisieme et le dernier terme de cette égalité tendent vers 0, puisque
(a(z, T (un), VTi(tn)))n est bornée dans (LP' ()Y,

V Tk (W) hon (tn)|0(20)| — 0 fortement dans (LP(€2))Y

et
a(z, Ty(un), VIk(u)) — a(z, Ti(u), V) (u)) fortement dans (L” (Q))V,

[VTi(tn) — VTi(w)] A ()| 0(2)| — 0 faiblement dans (LP(Q))V.

En combinant (2.19), (2.20) et (2.21), on obtient

/Q[a(x,Tk(un), VTi(uy)) — alx, Tk (un), VIk(u))] x

X [VT3(n) — V()] (0n) (8 (20) — "2 [(20)]) e
<el(m)+2008) [ |fald.

Un|>m

ce qui entraine, via (2.14),

/Q (a(z, To(un), VTe(n)) — alz, Ti(un), VTi(u))] x
X [VTx(upn) — VT (u)] b (uy)de
<2k () +4002h) [ falde.

[un|>m

Passons a la limite sup en n

limsup/ [a(x, Ti(un), VI (up)) — a(z, Ti(uy), VI (u))] x
n—-+oo JQ
X[VTi(upn) — VTi(w)] b (uy)dz

<a92k) [ \flde

par passage a la limite sup en m, on obtient

limsuplimsup/Q[a(a:,Tk(un),VTk(un)) —a(x, Ti(up), VI (u))]x

m—-+00 n—-+o0o

X [VTi(upn) — VTi(w)] b (un)dz < 0.
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Finalement, on parvient a montrer que

lim sup lim sup/ a(x, T (un), VI (un)) VI () b (uy)dz
Q

o Tt o0 (2.22)
_ /Q a(z, Ty (), VT3 (1)) VT (u) dz.

En effet, on a

11111 11111 a(x, Ti(un), VI () [V (un) — V()] hp(uy)dz = 0
m—+oo n—+o00 Jq

mLHEOO nEIEoo Q a(xa Ty, (un)a VI (un))VTk (u)hm(un)dx

= /Qa(:):, Ti(u), VTi(u)) VT (u)dz.
Choisissons u, — (1 — Ry, (uy)) Tk (un — ¥), comme fonction test dans (P,), on trouve
<A(un)v Tk((l - hm(“n))Tk(un - ¢+))>
—i—/Qg(ac,un, Vi) T (1 = P (1)) Ti (11 — )l
< [ BT = b)) T — 0

ce qui donne, puisque |(1 — Ay, (un))Ti(un)| < k et
g($aun> Vun)(l - hm(un))Tk(un - ¢+) >0

(A(un), (1= i (10) T D < [ L= ) T — 0¥
/Qa(x, s Vi)V T (i — ) (1 = B () )
< / FalL = T (1)) T (1 — 00 ) (2.23)
+ Qa(ac un,Vun)Vunh (un) Ty (up, — ) dx

En tenant compte du fait que
/ k
/ a(x, Un, Vug) Vg hy, () Ty (uy, — T )de < — a(x, Up, Vi) Vupde
Q

M J{m<]|un|<2m}
I'inégalité (2.23) devient

/Qa(x s Vit )V Tt — ) (1 = B (1))l
/ fn - )Tk(un ¢+)dl'

/ a(z, Up, Vi) Vuydz
m {m<|un|<2m}

a(z, up, Vun)VdJ"'(l — hm(uy))dx
{lun—t|<k}
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et par passage a la limite sup en n, on obtient

lim sup/ a(x, Un, Vi) Vup (1 — hy(uy,))dx
{lun—yt|<k}

n—-4oo

k
< / F(1 = hp(u)Th(u — 1 )dz + lim sup — a(x, un, V) Vupde
Q n—+oo M J{m<|unp|<2m}

+/ a(z,u, Vu)ViT (1 — hy,(u))dx
{lu—y*|<k}
En utilisant le fait que h,, — 1 quand m — oo, on obtient

lim sup lim sup/ a(z, Un, Vg ) Vg (1 — hyp (uy,))dx
m—-+oo n——+oo J{|u,—¢t+|<k}

(2.24)
< lim sup lim sup — a(z, up, V) Vuyde.

m—+o00 n—+oo M J{m<|u,|<2m}
D’autre part, puisque
/ a(z, tn, Viun) Vigde < m | fuldz
{m<|un|<2m} {lun|zm
on a

k
lim sup lim sup — a(z, Up, Vi) Vuydz = 0.
m—+o00 n—+oo M J{m<|u,|<2m}

D’ou, d’apres (2.24) on déduit que

lim sup lim Sup/ a(, Un, Vg ) Vg (1 — by (up))de =0, Ve > [ |- (2.25)
{lun—y|<k}

m—-+00 n—-+o0o

En remarquant que

/ a(x, U, Vg ) Vg (1 — hy, (uy))de <
{lun| <k}

<

/{| — g |<keH | }a(x’u”’v“")vun(l—hm(un))dx

on obtient par (2.25)

lim sup lim sup/ga(x,Tk(un), VTk(un))VTi(un)(1 = by (uy))dz = 0. (2.26)

m—-+o00 n——+4oo
Ecrivons maintenant comme suit

a(xaTk(un)aVTk(un))VTk(un) = a(x>Tk’(un)7VTk(un))VTk‘(un)hm(un)
+  alx, Tk(un), VIg(un)) VT () (1 — by (uy))

ce qui entraine, en utilisant (2.22) et (2.26),

hmsuplimsup/ga(x,Tk(un),VTk(un))VTk(un)dx§/Qa(:c,Tk(u),VTk(u))VTk(u)d:U

m—-+00 n—-+0oo

ainsi

limsup/ a(x,Tk(un),VTk(un))VTk(un)dxS/a(m,Tk(u),VTk(u))VTk(u)da;. (2.27)
Q Q

n—-+00
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D’autre part, grace au lemme de Fatou, on a
/Qa(a:,Tk(u), VTi(u)) VI (u)dr < lﬁguugg A a(x, Tk (un), VI (un)) VI (uy)dz
par conséquent, en vertu de (2.27), on obtient
ngr}rqoo . a(x, Ty (un), VI (un)) VT (uy)dx = /ﬂa(m,Tk(u), VTi(u)) VT (u)dz. (2.28)
D’autre part, puisque
VTP < ~al, Te(un), V() 9 Ti()
alors par le théoreme de Vitali et (2.28), on aboutit &

Ti(un) — Ti(u) fortement dans Wy?(€2), ¥k > | o (2.29)

Etape 4: Passage a la limite.

En prenant v € Ky N L*(€2), comme fonction test dans (F,), on peut écrire

| 0@ T (0). VT (0) VTt = )
+/ 9(, up, Vg ) T (uy — v)de (2.30)
< | fuTk(uy — v)dz.
Q
En tenant compte du fait que
a(2, Tt oo (Un)s Vet ofloe (Un)) = @@, Thep o) oo (), Vg o)) (1)) fortement dans (LP (2))™

et
VTi(ty — v) = VTi(u — v) faiblement dans (LP(Q))",

on aura
| 0@ Do (), 9T o (1) VT, = )

converge, quand n — oo, vers
/Q (2, Thos oo (), VTt oo (1)) VT (1t — ) d.
Pour achever la preuve, on doit montrer que
9(x, up, Vuyp) — g(z,u, Vu) fortement dans L'(€).

En vertu du théoreme de Vitali, il suffit de vérifier que g(z, u,, Vuy,) est équi-intégrable dans

LY(9).
En prenant v = Tj(uy), | > ||¢" ||, comme fonction test dans (P,), avec k = 1, on obtient
[ gl Vel s [ e (231)
{lun|>1+1} {lun|>1}
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Soit € > 0, alors par (2.31) il existe I(e) > max{1, |||} tel que
/ lg(x, upn, Vuy,)|de < E, vn. (2.32)
{lunl>1(e)} 2
Pour toute partie mesurable F C €2, on a

/ lg(z, un, Vuy,)|dx </ b(l )+ VT (un) ) dx + lg(x, up, Vuy,)|dz
{lun|>(e)}
et en vue de (2.29), il existe n(e) > 0 tel que
/ b(l ) + IV (un)[P)dz <3 VE telle que mes(E) < n(e). (2.33)
Finalement, en combinant (2.32) et (2.33), il résulte donc

/ lg(x, upn, Vu,)|de < €, VE telle que mes(E) < n(e)
E

ce qui nous permet de passer a la limite dans (2.30), afin d’obtenir I'inéquation (Py). |

Remarque 2.3 - Dans le cas o p €]1,2— %], les solutions de (Py) appartiennent seulement
a TyP () o

Ty P(Q) = {v: Q — IR mesurable , Tj,(v) € Wy*(Q), Vk > 0}.
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Chapter 3

Etude des problemes fortement non
lindaires & données dans L! dans le
cadre des espaces d’Orlicz-Sobolev

Dans cette section, on étudie le probleme de Dirichlet suivant:
Au+ g(z,u,Vu) = f dans ,

ot A est un opérateur de type Leray-Lions défini de W} Ly, () dans son dual et g est une
non-linéarité a croissance naturelle (i.e. |g(x,s, )| < b(|s|)(c(z) + M(E—‘)), voir [9, 10]) et f
est dans L'(£2). Dans [10], A. Benkirane et A. Elmahi ont étudié le probléme ci-dessus mais

sous I’hypothese de coercivité suivante:

9@, 5,0)] > de) pour |s] > ©)

ou~,3>0et u>0. On se propose d’étudier le méme probléme mais sans supposer (C).

3.1 Existence des solutions pour un probleme fortement non
linéaire

Soit © un ouvert borné de RN vérifiant la propriété du segment.

Soit M une N-fonction satisfaisant la condition Ay au voisinage de l'infini et soit P une

N-fonction telle que P < M.

Soit A(u) = —div(a(x,u, Vu)) un opérateur aux dérivées partielles défini de W3 L/ (2) dans

WL(Q) avec a : Q x IR x RY — RN est une fonction de Carathéodory vérifiant pour

p.p. z€Qet tous s € R, ¢, € RN, (C#):

la(x,5,Q)| < h(z) + kP~ M(kas|) + ksM " M (kac]) (3.1)
(a(z,s,¢) — a(z,5,)) (¢ = (') >0 (3.2)
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a5, > adr() (3.3)

ol o, A > 0, ki, ko, k3, ks >0, et h € Eg7(9Q) .
De plus, soit g : Q x IR x RN — IR une fonction de Carathéodory vérifiant pour p.p. = € Q
et tous s € IR, € RV:

g(x,s,¢)s >0 (3.4)

925, 0)] < blls])(e() + M('j’)) (3.5)

oub: IRy — IR est une fonction continue croissante et positive, ¢(z) est une fonction positive
donnée dans L'(Q2), c(x) > 0 et u > 0.
Finalement, on suppose que

feLY(9). (3.6)

Considérons le probleme suivant, avec condition de Dirichlet:
A(u) + g(z,u, Vu) = f dans Q. (3.7)

On définit par Ty M (Q) Iensemble des fonctions mesurables u : Q — IR telles que Tj(u) €
Wi L (), ot Ti(s) = max(—Fk, min(k, s)),Vs € IR,Vk > 0.

On démontre le théoréme d’existence suivant.

Théoréme 3.1 Supposons que (3.1)-(3.6) ont lieu. Alors, il existe au moins une solution

de (3.7) dans le sens suivant:

u € TOI’M(Q)7 g(x,u, Vu) € L' (),

/ a(x,u, Vu)VTi(u — v)dr + / g(x,u, Vu)Ti(u — v)dx
< / fTe(u —v)dx

Q
Yo € WLy (Q) N L®(Q), Yk > 0.
Remarque 3.1 - Notre résultat couvre le cas ou M (t) = (|t|+1)log(1+|t]) — |t| qui satisfait

la condition Ay mais M(t) = ell —|t| — 1 ¢ As.
-Si M(t) = %, on retrouve le résultat obtenu dans [53].

Remarque 3.2 - Si u est solution de (P) telle que a(x,u, Vu) € LY(Q), alors est aussi une
solution de (3.7) au sens des distributions. C’est le cas par exemple, si on prend

a(z,s,¢) = a(z, s)|¢|P~2Clog? (1 +[¢|) avec a(x, s) est une fonction de Carathéodory telle que:
a<a(x,s) <y pour p.p. © € Q et tout s € IR

ou a, B,y > 0. En effet, choisissons 0 < € < %(}\3,;_11), il est facile de voir qu’il existe Ce > 0
tel que
log?(1+[¢]) < Culc|%, pour |¢| assez grand
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ainst
/ la(z,u, Vu)|dz < ’yCE/ |VuP~HPedz 4 C.
Q Q

En tenant compte du fait que p — 1 + Be < N]%’:ll), on déduit que a(z,u, Vu) € L' ().

Preuve du théoreme 3.1:
Etape 1: Estimations a priori.

Considérons la suite des équations approchées:

Up € WaLps (), g(,upn, Vuy) € LY(), g(z, upn, Vuy)u, € L(Q)
(Alwn), )+ [ g un, Vewode = [ frods (33)
Q Q
Vo € Wl Lyr(Q) N L),

ou f, est une suite de fonctions dans W_lEM(Q) qui converge fortement vers f dans L'(€2).
Par application du théoréme 3.1 de [9], il existe au moins une solution u, de (3.8).

Utilisons v = Tj(uy,) comme fonction test dans (3.8), nous obtenons

/ a(x7unavun)VTk(un)dx + / g(xaunavun)Tk(un>dx
Q 0
— | fiTilwn)da
Q
et puisque g(z, upn, Vuy)Ti(uy) > 0, on déduit que
/ a(z, Up, V) Vuyde < Ck.
{lun|<k}

Ce qui donne, grace a (3.3),

o f LG e (3.9)
Q A

D’autre part, d’apres le lemme 1.2 du chapitre 1, il existe deux constantes positives ¢; et co

telles que
/Q M(Ty(un))de < e /Q M (es| VT (un)|)da. (3.10)

Par la condition Ay, il existe encore deux réels positifs ¢, et ¢, tels que
’ / t
M(eat) < ¢ + CQM(X) pour tout t > 0
on déduit, par utilisation de (3.9) et (3.10), que

/ M (T (up))dz < ¢ + c;)k:.
Q

Ce qui implique
M (k)ymes{|un| > k} < ¢; + csk
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d’ou
’ ’
Cl + C3]€

mes{|u,| >k} < k)

, Vn et Vk > 0. (3.11)

On a, pour tout § > 0

mes{|un — um| >0} < mes{|u,| > k} + mes{|up| > k}
+ mes{|Tk(un) — T (um)| > 6}

(3.12)
or Ty (uy) est bornée dans Wi Ly (), d’ott 'existence de vy, € Wi Ly (€2) telle que
Ty (un) — vy faiblement dans Wy L () pour o(I1Lys, ITE7), fortement dans Epy(€2),

et p.p. dans 2. Par conséquent, on peut supposer que Tj(u,) est une suite de cauchy en
mesure.

Soit € > 0, alors, par (3.11) et (3.12), on déduit l'existence d’un certain k(e) > 0 tel que
mes{|un — um| >0} <e

pour tous n, m > ng(k(€),d). Ceci montre que (uy,) est une suite de Cauchy en mesure , d’ott
u, converge presque partout vers une fonction mesurable u.

Finalement, via le lemme 1.1 du chapitre 1, on obtient
Tjo(un) — Ty(u) faiblement dans Wy Ly (Q2) pour o(IILys, IIE;), fortement dans Ep(€2).

Soit @ une N-fonction telle que M < Q et I'injection continue W Ly (Q) C Eg(Q) a lieu.
Soit € > 0. Il existe t. > 0 tel que:

M (kot) < Q(et), Vt > te.

Puisque la N-fonction M satisfait la condition As au voisinage de 'infini, il existe deux

constantes t., K. > 0 telles que:
M (kgt) < K M(et), Vt > t..

Donc
F_lM(kgt) < M_lQ(et) + C.,¥t > 0 pour un certain C, > 0

et M_IM(k4t) < M_I[KEM(et)] + C.,Vt > 0 pour un certain C, > 0.
Par conséquent, il existe C. > 0, tel que:
la(x, 5, C)| < h(x) + Ce+ kM~ Q(els]) + ks M~ [KM(e|C])] (3.13)

pour p.p. = € et pour tout (s,¢) € IR x IRN.
De (3.9) et (3.13), on déduit que (a(z, Ty (un), VT (un))n est bornée dans (Ly7(2))".
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Etape 2: Convergence presque partout des gradients.

Fixons 7,k > 0 et definissons Q, = {z € Q : |VTi(u(x))| < r}. Notons par x, la fonc-

tion caractéristique de §2,.. Considérons, maintenant,

I, = /Q {la(z, Ti(un), Vg (upn)) — a(z, Ty (uy), VI (w)][VTk(upn) — VTk(u)]}eda;

ounl<6o<1.
Posons A, = [a(z, Tk (un), VT (un)) — a(x, Tk (un), VI(w)] [V (un) — VT (w)].
On écrit pour tout > 0

= Al dx + Al dzx.
QN {| T (un) T (u)| <m} Q0| T (un) T (u)| >n}

n,r
D’apres (3.13), on déduit que A, est bornée dans L'(Q) et par application de I'inégalité de
Holder, on obtient

I, < Ci{ / Andz}? + Comes{z : |To(un) — Ti(w)| > n} 0. (3.14)
Qrm{lTk(un)_Tk(u)ISn}

D’autre part, on a pour tout s > r
/ A,dx
QN {| Tk (un ) =T (w)|<n}

< la(z, Ty (un), VT (un)) — a(z, Ti(wn), VT (uw)xs)] X
{IT% (un) =Ty (w)|[<n}
X [VTk:(un) - VTk(u)Xs)]dx

a(x, Ty, (un), VI (un)) (VT (uy) — VI (uw)xs)dz

A

/{|Tk (un) =Ty (u)|<n}

+ e, Ti(un), VT()s) (VT () — V() o
[T (un) =T (u)|<n}

= | a(z, Tp(un), VIi(un)) VT (Tk(wn) — T (u))dx

A a(z, Ty (un), VI (un)) VT () X\ X{| T (un )~ T (w) | <} 4T

+ a(x, Tp(upn), VI (u)xs) (VT (un) — VT (u)xs)de.
{1 T (un) =T (w) |[<n}

L’utilisation de la fonction test T (u, — Tj(u)) dans (3.8), donne :

(3.15)

_|_

(A(up), Ty(un — Ti(w)) + /Qg(a;, Up, V) Ty (wn, — T (uw)dx
(3.16)
< /anTn(un - Tk(u)dxa

ce qui implique
(Altn), Ty (un — Ti(w))) < C. (3.17)

Remarquons que

(Alwn). Ty = Te(w) = [ . Tiwa), VTi(1n)) T, (Ti () = Ti(w)da

- |>k|a($ka+n(un)aVTk+n(Un))||VTk(u)’dx~

(3.18)
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n

Notons par €/(n) (i = 1,2,...) toute suite de nombres réels qui tend vers 0 quand n — oo

avec 7 fixé.

Le troisieme terme de l'inégalité (3.18) tend vers 0 puisque a(x, Ty (un), VIjiy(un)) est
bornée dans (L37(€2))" tandis que X{Jun|>k}| VTk(u)] — 0 fortement dans (Ep ()N et par
conséquent, d’apres (3.17) et (3.18), on a

/Q a(2, To(tn), VTu(tn)) VT (Ti () — To(w))dz < Cy + €1(n). (3.19)

Puisque a(x, Ty, (un), VI (tn) )X {7y (un) T ()| <y} €St bornée dans (Lg7(€2))Y alors
a(x, T (un), VT (Un) ) X{|Ty (un)~ Ty (w)| <y} cOnverge vers h faiblement dans (L77(2)N pour
o(IlL+7,IIE);), pour un certain h € (L37(€2))". On déduit que

/Qa(:c, Ty (un), VI (un)) VT (W) X0\ Oy X{|Tp ()~ T (u)| <} AT converge vers
/ hV Ty (u)dz quand n — oo.
Q\Qs

Le dernier terme de (3.15) tend vers 0 puisque
a(@, Tie(un), V(W) X)X {5 (n)~Ti (u) | <y} tend fortement vers a(a, Ty, (u), VI (u)xs) dans Eg(Q)N
par le lemme 1.5, tandis que V7}(uy,) tend faiblement vers VTj(u) et

/Q a(, T (1), VT (1) xs) [V Ti (1) — V() xs]dz = 0.
Finalement, en vertu de (3.15) et de (3.19), on aura
I, < Ci(Cn+el(n) + /Q hVTk(U)XQ\QSdZ')e + Cymes{x : |Tiy(up) — Tp(u)| > n}t=?0
ce qui donne en passant a la limite sup en n

limsup I, , < C(n +/ hVTk(u)XQ\QSd;(;)G
n—00 Q
et alors, en tendant s — 400 et en choisissant n assez petit, on obtient
lim I,, = 0.
n—oo

Comme 7 et k sont arbitraires, on peut construire une sous-suite telle que:

Vu, — Vu p.p. dans . (3.20)

Etape 3: Convergence forte de M (W) dans L'(Q2) ( ou convergence modulaire de
VTi(u,) dans (L (Q)Y).
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Fixons, maintenant, £ > 0, et soient v = (Kw)2 et ¢(s) = sexp(ys?).

On a " 0‘1
& ()~ KMo > |

ou K est une constante qui apparaitera par la suite.

, Vse€ IR, Vs € IR, (3.21)

Considérons la fonction h,,, m > 0 definie par:

1 sift|<m
h(t) =< —Lsgn(t)+2 si m <[t <2m
0 si [t >2m.

Posons vy, m = hm (un)P(2n), avec zp, = Ti(uy) — T(u).

L’utilisation de vy, comme fonction test dans (3.8), donne

(Altn). hn()0(z0)) + [ 90t Vi)l 10}z
= /fnhm(un)(;s(zn)dxa
Q
il vient donc
/Qa(a?,un, V) [V (tn) — VT (W) (un) @ (20)da:
+/ (@, U, Vn ) Vunh,, (un) (2, )dz (3.22)
+ [ 9t V()6 (2 da < /Q Pl (1) (20 .

Dans ce qui suit, on désigne par €} (n), €2,(n), ... quelques suites de nombre réels qui conver-
gent vers 0 lorsque n tend vers oo avec m fixée.
En tenant compte du fait que g(x, wn, V)b (un)@(2,) > 0 sur Pensemble {x € Q : |uy,(z)| >

k}, on déduit de (3.22), que

/Q (2, i, Vi) [V T (1) — V()] ()& ()t
—i—/ﬂa(x,un,Vun)Vunh;n(un)(ﬁ(zn)dx (3.23)

9(, U, Vg ) o (un) o2 )dz < / Fnhm(up)o(zn)dx = G}n(n)
{lun|<k} Q

Le premier terme de cette inégalité peut étre écrit comme suit:
/ (@, 1, V) [V Tk () — VT () B (0 (20 )
Q
- /{ oy At VU Ty0) = VT () ) ) (3.24)

— a(x, U, Vg ) VT () b (un) @ (25)dx.
{lun|>k}

A propos du troisieme terme de (3.23), on a
] a(z, up, Vun)VTk(u)hm(un)qS,(zn)dm|
{lun|>k}
< Ck/Q|a(ff»T2m(un)aVT2m(un))||VTk(u)|X{|un\>k}dl‘

38



ou Cf = qﬁ/(Qk). Le second membre de cette inégalité tend vers 0 quand n tend vers
Vinfini. En effet, la suite (a(z, Tom (tn), VIom(un)))n est bornée dans (Ly7(Q2))" tandis que
VT3 () X{jun >k} tend vers 0 fortement dans (En(€2))".

Le premier terme de (3.24) peut étre écrit comme suit:

/

/ a(x, Up, V) [VTk(un) — VT (W) (un) @ (2n)dx
{lun|<k}

= [ fola Tufu), 9Ti(un) = ala, T, VT (u)x)]
X [VTi(un) — VT (1) Xs)hm (un) @ (2n)dx (3.25)
+ /Q (@, T (un), V() x8) [V Te(ttn) — VT (1) o) ()& (2) e

~ | (e, Tiun), VT () VI () X010, (1) (20

Le troisieme terme de (3.25) tend vers 0 puisque

’

a(x, Ty (un), VI (u)Xs)hm (un)d (2n) = a(a, Ti(uw), VT (u)xs) hm (1)
fortement dans (E57(©2))Y via le lemme 1.5 et
VT (uy) = VT (u) faiblement dans (L(Q))Y pour o(ILLyy, 11 E;).

Le dernier terme de (3.25) tend vers —/ a(x, Ty(u), VI (u)) VT (u)xo\o, hm(u)dz quand
Q

n — 00 puisque
a(x, T (un), VIi(u)xs) — a(z, Tip(u), VI (u)xs) faiblement dans E57(9)

pour o(IIE5;,IILyr). Par conséquent, on a, d’apres (3.24),

/ (2, Vi) [V T (1) — VT ()] ()& (20)

—/ a(z, Ti(un), VI (up)) — a(z, Ti(un), VT (1) xs)] X
X [VTi(un) — VT () Xs) o (u )¢ (2n)d
- [ (e, (@), VIL(@) VI @00, b () + & ().

(3.26)

D’autre part,
20(2k)

m

|/ a(x,un,Vun)Vunh;ﬂ(un)qb(zn)dﬂ < / a(z, Up, V) Vuydz
Q {m<|un|<2m}

et par utilisation de T, (uyn — Trn(uy)) comme fonction test dans (3.8), on obtient

| /Q (2, t, Vi) Vil (1) (20 )da| < 26(2K) / | fo|da. (3.27)

un|2m}

Grace & la condition A, il existe deux constantes positives K et K’ telles que:

M(Z) < KM(%) K, V>0, (3.28)

39



Si on désigne par J,, ,,, le troisieme terme de (3.23), on a via (3.28)

/{Iu <k} b(k)(c(x )+K/+KM(W;\M)) m(un))|¢(zn)|dz
k) [ (cla) + KDlg(z0)ldo

T )

| Jn,m]

IN

IN

a(z, T (un), VI (un))V Tk (un) hin (un)| (20 ) | d (3.29)

IN

et + K" [ ot Tylun), Vi) — oo, Tylun), VT )5
X[VTi(un) = VT (w)Xs| i (un)[ (20 ) |d

En effet, on a

[ @ Tiln). TTi 1)) T Tl (1) 6

= | o Tulwn). VTi(ua) = ala, (), VT (w)xc)}
X[V T (tn) — VT ()X i (1) | (2 (3.30)
+ /Q a(x7Tk(un)7 VTk(un))VTk(u)Xshm(un)’¢(Zn)‘dx

+/Qa(x’Tk(un)’VTk(u)Xs)[VTk(un) - VTk(u)Xs]hm(un)‘d)(zn”dx

11 est facile de voir que le troisieme terme de cette égalité tend vers 0 quand n — oo , puisque
(a(z, Te(un), VT (un)))n est bornée dans (L37(2))", tandis que

VT (w) X shm (1n)|d(2n)| — 0 fortement dans (Ey(Q))Y

par le théoreme de Lebesgue.

Le quatrieme terme de (3.30) tend aussi vers 0 puisque
a(x, T (upn), VIE(u)xs)|¢(zn)| — 0 fortement dans (EM(Q))N (3.31)
par le Lemme 1.5 tandis que

(VT (un) — VTi(1)Xs]hm (un) est bornée dans (L (Q))Y. (3.32)

En Combinant (3.23),(3.26),(3.27) et (3.29), on obtient

| a(a, Tulun), Vi) = a(a, Tilun), VT (o)) x
<V T (1) = VTl (1) 8 () = K020
< eh () + | ale, (), VIL@) VTk(0) 00, b (1)

+o(2h) [ 1l

{lun|zm
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ce qui implique, grace a (3.21),

/Q la(z, To(tn), V() — a(z, T (un), VTi(w)xs)] X

X [VTi(upn) — VT (uw)xs)hm(un)dx
< 2¢p,(n)

+2 /Q a(x, Ty(u), VI (u)) VI (u)xo\o, hm (v)dz
Hp2h) [ |falds,
{ }

|un|>m
d’ou
a(x, T (un), VI (un)) VI () b (un)dz <

_/a(a: Ti(un), VT (un))VTg(u)xsdx
/a(w Ti(un), VT (w)xs) [VTx(un) — VT ()X s hm (uy)dz

A:\

+
+2¢;,,(n)
+2 [ a(z, Tp(u), VTi(w)) VT (w) X\, him (u)d

Q

+460K) [ |falda:

En passant a la limite sup en n, on obtient

limsup/ﬂa(x,Tk(un),VTk(un))VTk(un)hm(un)da: <

n—-+0o00

< limsup/ a(x, Ty (un), VI (un)) VT (w) X shm (uy)dz

n—-+oo JQ

+limsup/ a(x, Ti(un), VIE(u)xs) [VTk(un) — VTE(w)xs)hm (un)dx (3.33)

n—+oo JQ

+2 /Q o, T (), VTk(u)) VT (1) X, hom (1)t

+46(2k) /{ oy 10

Le troisieme terme de cette inégalité tend vers 0, puisque a(z, Ty (un), VI (u)xs) — a(x, Tk (uw), VI (u)xs) for
tandis que VT (uy,) tend faiblement vers VT (u).
Le deuxiéme terme de l'inégalité (3.33) tend vers / a(x, Ti(uw), VI (uw)) VT (w) x shm (u)dx

Q

puisque
a(x, T (un), VI (un)) hm(un) = a(x, Tk (u), VI (w))hy (u) faiblement dans (LH(Q))N

pour o(I1Lyz, ILEy) tandis que VT (u)xs € Ea(£2). On a

limsup/ a(x, Ty, (u), VI (u) VT (uw) b (u)de <
n—+4oo JQ
§/Qa(x,Tk(u),VTk(u))VTk(u)xshm(u)dw
+2/§2a(:c,Tk(u), VT (w) VT (uw) xo\o, i (u)dx

Ho2h) [ |flda,

lu|>m}
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passons de nouveau a la limite sup en m, et utilisons le fait que
a(z, T (u), VIR (u)) VT (u) € LYQ), f € LYQ) et hyp(u) — 1 quand m — +oo, nous

obtenons par application du théoreme de Lebesgue

lim sup lim sup /Q a2, T (), VT (1)) VT () o ()t <
S/Qa(x,Tk(u),VTk(u))VTk(u)Xsda:
42 /Q oz, Ty (1), VT (u)) V(1) xen g, da
Utilisons de nouveau le fait que a(x, Ty(u), VT (u)) VT (u) € LY(Q) et tendons s — oo, nous
obtenons , puisque mes(Q\) — 0,

limsuplimsup/ga(x,Tk(un),VTk(un))VTk(un)hm(un)dxS/Qa(m,Tk(u),VTk(u))VTk(u)dx.

m—400 n—+00

D’autre part, en utilisant le lemme de Fatou, on trouve

/Qa(:r,Tk(u),VTk(u))VTk(u)dac < limsuplimsup/ga(x,Tk(un),VTk(un))VTk(un)hm(un)dx

m—-+o00 n—-+oo

ce qui implique finalement

lim sup lim sup/ a(x, T (un), VI (un)) VI () b (un)dz
Q

m—-+00 n—-+0o0

(3.34)
- /Q a(z, Ty (w), VT(w)) VT () da.

Prenons (1 — Ay, (un))Tk(uyn) comme fonction test dans (3.8), on obtient

<A(“n)7 (1 - hm(un))Tk(“n)>
+ /Q 9@, Vi) (1 — T (1)) T (100 )

= / Jn(1 = Bon(un)) T (un ) da
Q

ce qui entraine, grace a la condition du signe (3.4),

(Atn), (1= ) Ti(t)) < [ 1= B () i),
/Qa(x,Tk(un), VT (1)) VT () (1 — Foyn (1) )z <

, (3.35)
< / fn(l—hm(un))Tk(un)dm+/ a(x, Up, Vi) Vuph,, (un) T (uy,)de.
Q Q

k
Puisque/a(x,un,Vun)Vunh (un) Tk (up,)dx < — a(x, Up, Vi) Vugdr
0

M J{m<|un|<2m}
I'inégalité (3.35) devient

/Q (2, T (), VT (1)) V T (11) (1 — Fo (un))da:

< [ 11- () Tz + / 0 1y, i) Vit

{m<|un|<2m}

(3.36)
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En passant a la limite sup en n, on aura

limsup/Qa(x,Tk(un),VTk(un))VTk(un)(l — hp(uy,))dz

n—-+00

< / f(1 = hp(w)Tk(u)dx 4 lim sup Ld a(x, up, Vi) Vuyde
Q

n—too M J{m<up|<2m}

et par passage a la limite en m, on obtient

lim sup limsup/Qa(x,Tk(un),VTk(un))VTk(un)(l — hp(up))dx

m—-+00 n—-+oo (337)
< limsuplimsup k a(z, Up, Vi) Vugde.
m—+400 n—-+0o {m<|un|<2m}
D’autre part, puisque
1
—/ a(z, up, Vi) Vupde < / | frlde,
m J{m<|un|<2m} {lun|Zm}
on obtient facilement
1
lim sup lim sup — a(x, Up, Viy)Vupdr = 0.
m—+oo n—+oo M J{m<|u,|<2m}
Done, d’apres (3.37), on déduit que
lim sup lim sup/ a(x, Ti(un), VI (un)) VI (un) (1 = by (uy))dz = 0. (3.38)
m—-+o0 n—+oo JQ

Ecrivons, maintenant,

a(x, T (un), VI (un)) VT (uy) a(x, Ti(un), VI (un)) V() o (un)

1 a(z, T (un), VTk(un)) VI (un) (1 — hp(uy))

ce qui donne, via (3.34) et (3.38),
limiuplimiup/ﬂa(:E,Tk(un),VTk(un))VTk(un)dxS/Qa(:Lka(u),VTk(u))VTk(u)da:
ainsi
limiup/ga(x,Tk(un),VTk(un))VTk(un)dxS/Qa(m,Tk(u),VTk(u))VTk(u)da;. (3.39)

D’autre part, grace au lemme de Fatou, on a

/Q a(e, To(u), VT () VTy(w)dz < liminf | a(z, Ty(un), VTi(un))V Tk (un)da

n—+oo JO

par conséquent, via (3.39), on obtient

lir}rn a(z, T (un), VTk(un)) VT (uy)dx :/ a(z, T (u), VI(u)) VI (u)d. (3.40)
n—-+o0o JO Q

D’apres (3.28), on a

VI _ oy geng VD)

M
—, 3

)
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et en tenant compte de (3.40), on obtient par le théoreme de Vitali

VTl 9T

M(
I f

) dans L'(9). (3.41)

Etape 4: Passage a la limite.

Choisissons T (u, — v) comme fonction test dans (3.8), avec v € WLy () N L>¥(£2), nous
aurons

/ CL(ZL‘, Unp, vun)VTk(un - U)da?

Q

+/ g(xa Unp, vun)Tk(un - 'U)dl'
Q

- / FuTio(tn — v)da (3.42)
Q

Par le lemme de Fatou et le fait que
CL(?L‘, Tk-‘rH'UHoo (un), VTk+||v||oo (un)) — a(a:, Tk-‘rH'vHoo (’LL), VTk-‘rHvHoo (u)) faiblement dans (LM(Q))N

pour o(ILLy;, TI1Eyy), il résulte

| 0@ T (0 T o (0) V(= ) <

n—oo

< lim inf A a(T, Thto)|os (Un )y VTt v]|oo (un)) VT (un, — v)dx (3.43)
Montrons, maintenant, que
9(x, Un, Vup) — g(z,u, Vu) fortement dans L' ().
En vertu du théoreme de Vitali, il suffit de vérifier que g(z, un, Vuy,) est équi-intégrable dans

LY(9Q).

D’une part, le choix de 71 (u, — Tj(uy,)) comme fonction test dans (3.8), nous donne

/ Ig(x,un,Vun)\dac < / |fn‘d$
{Jun|>14+1} {Jun|>1}

Soit € > 0, alors il existe I(€) > 1 tel que
€

19(x, un, Vug,)|de < (3.44)
/{|un>l<e>} 2

Soit E un sous-ensemble mesurable inclus dans €2, on a

Vi) (un)

|
/E 19, 1, V) |da < /E b(1(e))(c(z) + M( Vo + /{ oy |90 V)

en vertu de (3.41), il existe n(e) > 0 tel que

[VTj(e) (un)]

/E b(l(€e))(c(x) + M( )dz < %, pour tout E tel que mes(E) < n(e).  (3.45)
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Finalement, en combinant (3.44) et (3.45), on obtient
/ lg(x, un, Vuy,)|dx < €, VE tel que mes(E) < n(e)
E

ce qui acheve la démonstration.

Remarque 3.3 - On obtient le méme résultat si on remplace (3.1) par une condition de

croissance plus générale de type:
- = ———1
|a(x, s, Q)| < b(s)(h(z) + M ~M(K[C])) (3.46)

otk >0, h(z) € Eg7(Q) et b: IRy — IR est une fonction croissante. En effet, on considére
la suite approchée des équations:

—div(a(z, Ty (un), Vuy)) + g(z, un, Vuy) = fn, dans D'(Q)
Un € WaLar(Q), g(x,un, Vuy,) € LYQ), g(x,un, Vg )u, € LYH(Q) (Qn)

et on raisonne comme précédemment.
Pour des résultats obtenus dans le cas LP et sous U’hypotheése (3.46), on peut se référer a [50]

et [52].

On va maintenant étendre le résultat précédent aux problemes unilatéraux.
Soit
ij = {v € WSLy(Q) : v > p.p. dans Q}

ol Y : Q — IR est une fonction mesurable sur €2 telle que
YT € WLy (Q) N L(Q). (3.47)

Corollaire 3.1 Supposons que (3.1) — (3.6) et (3.47) ont lieu. Alors, le probléme unilatéral

suivant:
u € Tol’M(Q)ju > p.p.
g(z,u, Vu) € L'(Q),
/ a(x,u, Vu)VTi(u — v)dz + / g(x,u, Vu)Ti(u — v)dx
Q Q
< / fTip(u —v)dx
Q
Yo e K)F N L>(Q), Yk > 0.

admet au moins une solution.

Preuve:
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Considérons le probleme approché suivant:

Uy, € Ki\/[,
(A(up), up — v) +/ In (T, U, Vg ) (uy —v)de < / frn(uy —v)de
Q Q
M
Yv € Kw
g(x:unyvun)

ot gn(x, up, Vuy,) = et (fn) est une suite assez réguliere convergeant vers f
dans LY(Q).

L’existence de u, est donnée par un résultat de [43].

L+ lg(,un, Vun)|

En faisant un couplage entre les techniques utilisées ci-dessus et celles du deuxieme chapitre,

on peut achever facilement la démonstration de ce corollaire.

3.2 Existence des solutions pour un probleme elliptique faisant
intervenir un terme en forme divergentielle

Dans cette section, on donne un résultat d’existence des solutions pour le probleme elliptique

de Dirichlet suivant:

Au+ g(x,u, Vu) — div(¢(u)) = f dans Q, (P)

ot f € LY(Q), ¢ € O(IR,IRN), A et g sont définis comme précédemment.
Dans le cas LP avec g = 0 (voir [18]), on rappelle que pour v € WOI’T(Q), l<r< le,pjll), le

terme —div(¢(v)) peut ne pas avoir de sens puisque aucune croissance n’est supposée sur ¢.

On montre le théoréme suivant.

Théoréme 3.2 Supposons que (3.1)-(3.6) ont lieu. Alors, il existe au moins une solution

de (P) dans le sens suivant:

u e Ty™M(Q), g(z,u, Vu) € LY(Q),
/ a(x,u, Vu)VTi(u — v)dr + / g(x,u, Vu)Ti(u — v)dx
Q Q

—i—/ () VTi(u —v)dr < / fTe(u —v)dx
Q Q
Vv € Wi L (Q) N L®(Q), Vk > 0.

Preuve: On considere le probleme approché suivant:

(3.48)

{ Un € WAL (),
A(un) + gn(xa Unp, vun) - dZU(Qb(Tn(un))) = fn dans 'D/<Q)

ou gn(x, up, Vuy,) = 9(2stin, Viin) j et (fn) est une suite de fonctions dans W1 E7(Q) qui

1+%|g(xa“nyvun
converge fortement vers f dans L!((Q).

L’existence de u,, est donnée par un résultat de [43].
On donne brievement la démonstration.

Etape 1: Estimations a priori.
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On procéde comme précédemment en prenant Tj(u,) comme fonction test dans (3.48) et

utilisant le fait que / div(v)dz = 0 pour tout v € Wi Ly (Q), on aura
Q

Ty (s)
/qﬁ(Tn(un))VTk(un)dm:/div(w(un))da::O, olt ¥(s) :/ S(To(1))dt.
Q Q 0

Etape 2: Convergence presque partout des gradients.

La démonstration est presque similaire a la précédente. En effet, il suffit de vérifier que

I, = /ng(Tn(un))VTn(un — Ty (u))dz — 0.

Pour n > k + 7, on écrit I,, = /Q¢(Tk+,7(un))VTn(un — Ty (u))dx qui converge vers [
oul = /Qd)(T/Hn(u))VTn(u — Ti(u))dxz = 0 puisque
(T (tn)) — ¢(Thqp(u)) fortement dans F57(€)

tandis que

T,y (un, — Tie(u)) — Tpy(u — Ti(u)) faiblement dans Wy L () pour o (1L, ITE).
Etape 3: Convergence forte des troncatures.
On reprend la démonstration de la section précédente. En prenant hy,(u,)¢(z,) comme
fonction test dans (3.48), deux nouveaux termes apparaissent
Th = /Q A (T (un)) o, () Vr (2 )d et J2,, = /Q (T (un))Vend (2n) i (un)de.

on a

T} = ().

En effet, on a d’une part
h,, (tn) Vi, est bornée dans (L)Y

tandis que

O (Tn(un))P(2n) X {m<|un|<2m} — 0 fortement dans Eq7,

puisque on a pour n > 2m

‘(z)(Tn (un))¢(zn)X{m§|un|§2m} ‘ < cCm ’¢(2k) ’

olt ¢y = sup  |¢(s)]. D’autre part J2,, = / D(Tom (un))V 20 @ (20)han (U )dz = €8, (n)
{m<|s|<2m} ’ Q
puisque

(Lo (Un)) hm (un) — ¢(Tom (u))hm(u) fortement dans Eq7(€2)
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tandis que
zp, — 0 faiblement dans Wy Ly(Q2) pour o(IILys, TE5;).

Etape 4: Passage a la limite. Soit v € WLy (Q) N L®(Q). En prenant Ty (u, — v) comme

fonction dans (3.48), nous obtenons

/ a(x, Up, V) VT (uy — v)dx +/ 9(z, un, Vup) T (uy — v)de
Q Q

+ /Q STy (1)) V T (1, — v)da
= / Tk (up — v)dx
Q

11 suffit donc de vérifier que / &(Tn(un)) VT (un —v)dr converge vers / d(u)VTi(u—v)de.
Q Q

En effet, pour n > k+||v||o on peut écrire/ &(Tn(un))VTi(up—v)dz = / (Tt ffv)) oo (Un)) VT (1 —
Q Q

v)dx dans laquelle on passe facilement a la limite, puisque
¢(Tk+Hva(un)) — ¢(Tk+||v||oo(u)) fortement dans EM(Q)
tandis que

Ty (un — v) — T (u — v) faiblement dans Wy L () pour o(I1L s, ITE).
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Part 11

Sur la limite de quelques problemes
fortement non linéaires elliptiques
et paraboliques
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Chapter 4

Limite de quelques équations
faisant intervenir les puissances
croissantes

Dans ce chapitre, on utilise une méthode récente de pénalisation pour montrer 1’existence
des solutions de quelques inéquations variationnelles. On rapelle que cette technique a été

introduite par L. Boccardo et F. Murat dans [26]: ils ont approché le probléme variationnel:

(Au,v —u) > (fyv—u), Yv e K
ue K ={veW,?(Q):|v(x) <1 p.p. dans Q},

ou f € W_l’p,(Q) et A un opérateur de type Leray-Lions , par la suite des équations:

Ay + |ug|"tu, = f dans D'(Q)
un € Wy (Q) N L(9).

Dans [36], A. Dall’aglio et L. Orsina ont généralisé ce resultat en considérant des puissances
croissantes dépendant de certaine fonction de Carathéodory g satisfaisant la condition du
signe et une hypothese d’intégrabilité . C’est dans ce sens qu’on introduit la suite générale

des problemes:

Auyp, + |g(x, Un)|n_lg(x7 Un)|G(xa Un, vun)| = f dans D/(Q)
un € W' (), g(x, un)|"G(z, un, Vup) € L)

ol G est une fonction de Carathéodory satisfaisant une condition de croissance.

On remarque que le terme puissance est multiplié par la fonction G qui dépend de x,u,, et
Vu,. On s’intéresse a I'étude de la limite de la suite u,. On montre que cette limite est
solution d’un probleme bilatéral a obstacles dépendant de g et G.

On traitera les deux cas: f € W17 (Q) et f € LY(Q).
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4.1 Le cas variationnel

Soient € un ouvert borné de RN, N> 1et 1 < p < oo.
Soit A un opérateur de type Leray-Lions défini par A(u) = —div(a(x, Vu)) ol
a:Qx RN — RN est une fonction de Carathéodory vérifiant pour presque tout = € et

tous ¢, ¢’ € RN, (C# ') :

la(z, Q)| < Bh(z) + ¢~ (4.1)
(a(z,¢) —a(z, )¢ =) >0 (4.2)
a(z,C)¢ = alcl? (4.3)

avec o, 3 > 0, et h e LY (Q),p = 1%'

De plus, soient g : @ x R — R et G : Q x R x RN — IR deux fonctions de Carathéodory
satisfaisant pour presque tout z € Q et tous s € IR, € RN:

g(z,5)s >0 (4.4)
gz, s)| < b(]s]) (4.5)
|G (2,5, Q) < b(|s|)(c(x) + [¢[P) (4.6)

ottbet b: IRy — IR, deux fonctions continues croissantes, avec b(0) = 0, et c¢(x) € L1(Q),c >

0. on suppose, encore, que g et G vérifient les deux hypotheses suivantes:

{ve W&’p(Q) L G(z,v,Vv) =0 p.p.} C {v e W P (Q) : |g(z,v)| <1 p.p.} (4.7)

“ pour presque tout x € Q\QF° il existe € = e(x) > 0 tel que :
g(@,s) > 1, Vs €lqy(x), g4 (x) + € (4.8)
pour presque tout z € Q\Q> il existe € = ¢(z) > 0 tel que :
g(z,8) < =1, Vs €]qg_(x) — €,q—(z)].

ou

qi(z) = inf{s > 0: g(x,s) > 1}
q-(z) =sup{s < 0:g(z,s) < -1}
QF ={z € Q:q4(x) = o0}
O ={reQ:q(z) = —ocol.

Théoréme 4.1 Soit f € W_l’p/(Q). Supposons que (4.1) — (4.8) ont lieu et que la fonction

s — g(x,s) est croissante pour presque tout x € Q. Alors, le probléme

(Fn)

A(un) =+ ]g(x,un)]”_lg(x,unﬂG(a:,un, vun)| = f dans D,(Q)
up € W (), lg(z, un) "G (2, tn, Vu,) € L'(Q)
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admet au moins une solution u, telle que:
up — u fortement dans Wol’p(Q) (4.9)

ot u est l'unique solution du probléme bilatéral suivant:

(Au,v —u) > (f,v —u), Yve K
uGK:{UGW&’p(Q)IQ—SUS% p-p- }.

Preuve:
Etape 1: Estimations a priori .

L’existence de u, est donnée par le théoreme 1.1 du chapitre 1. En choisissant v = wu,

comme fonction test dans (P,), et utilisant la condition de signe (2.4), on obtient

o [ Vual?da < 1]yl

ce qui implique
/ |Vug|Pdx < C, pour tout n. (4.10)
Q

D’autre part, on a
| o ) gl ) G, V) unde < ©
ce qui entraine

[ g un)l"IG . un, V) ldo < €. pour tout
{lun|>k}

ou k > 0. La continuité de b et le fait que b(0) = 0 impliquent lexistence d’un certain § > 0
tel que
b(|s|) <1 pour tout |s| <§

ce qui donne, en utilisant (4.5) et (4.10),

/ 19, 1) [P |G, tn, V) |de < / B(5)(c(x) + [Vun|P)dz < C.
{Jun|<} {Jun|<)

Par conséquent
/ lg(x, un)|"|G(x, up, Vuy,)|de < C, pour tout n. (4.11)
Q

Etape 2: Convergence presque partout des gradients.
D’apres (4.10) il existe une fonction u € VVO1 P(Q) telle que ( pour une sous-suite de uy,)

u, — u faiblement dans Wol’p(Q), fortement dans LP(2) et p.p. dans €. (4.12)
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De plus, on a Au, = f — |g(z, un)|[* " tg(z, un)|G(z, un, Vu,)| avec
lg(2, un)|" g (2, un) |G (2, Un, Vuy)| est bornée dans L'(Q) donc, en utilisant un résultat de
[25], on obtient

Vu, — Vu fortement dans LI(£2), V1 < ¢ < p,

ce qui implique (pour une sous-suite )
Vu, — Vu p.p. dans Q. (4.13)

Etape 3: ue K ={v € Wol’p(Q) :q— <v<gqq p.p. dans Q}.

Puisque s — g(z, s) est croissante donc en vertu de (4.8), on a (voir [36])
{ve Wol’p(Q) tg(z,v)| <1 p.p. dans Q} ={v € Wol’p(Q) :q— <v <gqq p.p. dans Q}
il suffit donc de vérifier que |g(z,u)] <1 p.p. D’apres (4.11), on a immédiatement

/ 92 0n) "G, V) < €
tlg(@,un)[>k}

et

|G (z, un, Vuy,)|de < k%

ou k > 1. En tendant n — +o0o0 pour k fixé, on déduit par le lemme de Fatou

/{lg(zﬂln)|>k}

/ |G (z,u, Vu)|dz =0
{lg(z,u)|>k}

ainsi, par (4.7)
lg(xz,u)] <1 p.p. dans Q.

Etape 4: Convergence forte des troncatures.

2 /
Soit ¢(s) = sexp(ys%) o v est choisi tel que v > (@) , de telle fagon qu'on a ¢ (s) —

20 |p(s)| > §,Ys € IR.

Le choix de la fonction test v, = ¢(z,) dans (P,) ou z, = T (u,) — Tk (u) donne

(A, ) + [ Lo, )" g 00) G, Tt @) = (£,0(z0))

ce qui implique en tenant compte du fait que g(z, u,)p(z,) > 0 sur {z € Q : |u,| > k},

(Aun, o)) + [ 9 )" g, 0 G, V) 0z da

i/ |9(z, un) " g (2, 1) |G (@, un, Vi) |6 (2n)d

T (u) St <O |un |<k}
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Le second et le troisieme termes de cette inégalité seront notés respectivement par [%,k et
I7? - On désignera ¢;(n)(i = 1,i = 2,...) toute suite de nombres réels qui tend vers 0 quand
n — +o00.

D’une part, on a

il < 9, 00) "G 1, V) |62
/o<un<Tk ()} un | <}
{

IN

|9(z, un) "G (2, up, Vun)||¢(20) |dz
0<upn<u}n{|un|<k}

or |g(z,uy)| <1 sur la partie {z € 2:0 < w, <u} don

al < [ 10w Vel
< / Bk (c(z) + Va6 (20

{lun|<k} _

_ bk

/ b(k)e(z)|¢(zn)|dx + —/ a(x, VI (un)) VT (uy)|p(zn)|dx.
{lun|<k} o JQ

Grace au théoreme de Lebesgue, on a

/{lunlﬁk} b(k)c(x)|p(zn)|dz — 0

ce qui entraine

b(k)

|1 k] < ex(n) + 7/ a(x, VT (un)) VT (un)|d(2n) | d (4.14)
Q

et d’une facon similaire, on aboutit a

el < [ 16w V)6

< /{ b(k)c(:c)\(;ﬁ(znﬂda:—kb(ak)/Qa(a:,VTk(un))VTk(un)\ng(znﬂda; (4.15)

lun|<k}_

< el(n)—l—b(ak) /Q a(, VT (tn)) VT (1) 6 (20) | da.

D’autre part,
(Aup, $(z0)) = / (. V) (VT () — VTa(w)]6 (2)da
- iy 0 V) [VTk(tn) = VTR (z0)d
" / oy 2 VUV T(n) = V()] (2 )d
- / (@, V) [VTk(un) = V()@ (2n) o

‘Un|<k7}
- /{ a(z, V) VT (u)¢ (2,)d.

|un|>k}

Le deuxieme terme du second membre de cette égalité tend vers 0 quand n — 400 puisque
(a(z, Vn)@ (2n))n est bornée dans (LP ()N tandis que VT (u)X{fun >k} — O fortement
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dans (LP(2))"N via le théoréme de Lebesgue.

Par conséquent,

(Aup, d(zn)) = / a(z, Vup)[VTi(u,) — VTk(u)]d)/(zn)daz + €e2(n)

|un|<k}
= /;[a(ac, VT (un)) — a(z, V()] [VTi(tn) — VTik(w)]@ (20)dx + e3(n)

grace a (4.14) et (4.15), on en déduit

2b(k)

| la(e, 9Tx(u)) = ale, VT@)IT () = VIL](6 (20) = = lo(z0) i < ean)

ou encore
/Q[a(x, VTi(up)) — alx, VI (w)][VTk(un) — VI (u)]dz < 2e4(n) — 0 quand n — 400
et par le lemme 5 de [30], on aura finalement
Ty (un) — Ti(u) fortement dans Wy ().

Etape 5: u est solution du probleme variationnel (P).

Choisissons w = Ty (u, — 0T,,(v)) comme fonction test dans (P,) avec v € K et 0 < 0 < 1,

ce qui donne

(A, Ti(uy, — 0T, (v))) + /Q |g(33,un)|"7lg(x, un) |G (2, Uy, Vuy) | Tk (wy, — 010, (v))dx
= (f, Tk(un — 0T (v)))

en utilisant le fait que g(x, u, )Tk (un — 0T, (v)) > 0 sur Pensemble
{reQ:iu,>0et u, >0T,(v)} U{x € Q:u, <0etu, <0T,(v)}

on obtient

/Q |g(x,un)|"_lg(m,un)|G(x,un, Vu)| Tk (un, — 0T, (v))dz

> lg(x, uy) ]"_1g(x, un)|G (2, U, Vup)| T (tn — 0T, (v))dx

/{OgunSGTm (v)}

19(, un) " g (2, un) |G (@, tn, V) T (un — 0T (v))da.
{0Tm (v)<un<0}

Le premier et le deuxiéme termes du second membre de cette inégalité seront notés respec-

tivement par Jﬁ}m et Jg}m.

Définissons

G1m(z) = sup  g(z,s)
0<s<0Tm (v)
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onal <6 m(z)<lpp. et

[Pl <k (01,m(2))"|G (2, up, Vuy,)|dz.
’ {0<un<OTm (v)}

|01, (2))"1G (2, s Vi) [ X fjun | <my | < B(m) (c(@) + [V T (un) )

et puisque b(m)(c(x) + |V Ty, (un)|P) est une suite fortement compacte dans L!(€2), on a donc

par le théoréeme de Lebesgue
‘]nl,m — 0 lorsque n — +4o0.

D’une fagon similaire, on a la domination suivante

2] <k B2 m @I IG @, i, Vasn)ld — O lorsque n — +o0
7 {lun|<m}
ou
dom(z) = 9Tm(11%f§s§09(x’ s).

D’autre part,

(Attn, Tyl = 0T;0(0))) = [ e, Tn) [Vt = 09T (0] -0, 01
= [ la(x, Vu,) — a(z, 0V T (0)][Vun — OV T (0)]Xu, -7, (v)| <k} 4T

/; (, OV T (v)) [Vun — OV T (V)| X{ jun 0T (v) | <k} AT

Le deuxieme terme du second membre de I’égalité précédente tend vers / a(x, VT, (v))[Vu—
OV T (V)X {ju—6Tyn (v)|<k}dT quand n — +oo puisque a(z, VT (v) aprartient a (LY ()N
tandis que [V, — OV T (V)] X{|un 0T (v) <k} tend vers [Vu — OV T, (v)] X fju—o, (v)| <k} faible-
ment dans (LP(Q))Y

En utilisant le lemme de Fatou, on obtient
hmJylf(Aun, Ti(up — 0T (v))) >
> | Ja(e, Vu) = a0V T (0)][Va = 09T (0)X (-7, 011102

+ A a(x, 0N T (v))[Vu — OV T (V)X {ju=0T;, (v)| <k} 4T
= (Au, Ty, (u — 0T, (v))).

Par conséquent,

(Au, Ty (u = 0T (v))) < (f, T(u — 0T (v)))

ce qui implique en tendant k& — +o0, et en tenant compte du fait que Ty(u — 0T,,(v)) —
u — 0Ty, (v) fortement dans Wy (),

(Au,u — 0T, (v)) < (f,u — 0T,,(v))
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En tendant 8§ — 1 et m — 400, on obtient finalement
(Au,u —v) < (f,u —v).

Etape 6 u,, — u fortement dans Wy (Q).

En Prenant v, = Ty(u, — Th(u,)) comme fonction test dans (P,) et en utilisant le fait

que g(z, uy)v, > 0, on obtient
(Aup, Ti(un — Th(un))) < (f, Tie(un — Th(un)))
ce qui donne lorsque k — 400 et n, h fixés,
(Atn, up — Th(un)) < (f,un — Th(un))
et par passage a la limite sup en n

lim sup(Aun, Un — Th(“n)) < <f7 u = Th(u)>'

n—+oo
Ainsi,
lim sup (A, wy — Th(uy)) < 0.
n—-—+00

En remarquant que
(Atup, up — Th(uyp)) = / a(x, Vuy)Vuydz
{lun|>h}
> « |Vuy, [Pdx
|un|>h}
= o |V (up, — Th(uy))|Pdz
on en déduit que
up, — Th(u,) — 0 fortement dans VVO1 P(Q) lorsque n — +o0.
En écrivant
[un = ull1p < llun = Ta(un))ll1p + 1 Th(un) = Th(w)llp + [lu = Th(w)ll1p,

avec ||.||1,, désigne la norme de I/Vol’p(Q)7

Il découle donc de la convergence forte des troncatures, que
U, — u fortement dans Wy ().

Remarque 4.1 - La monotonie de g peut étre supprimée si elle ne dépend pas de x et sous
les mémes hypotheses (4.1)-(4.8), le probléeme (P,) admet au moins une solution u,, telle que
u, — u fortement dans Wol’p(Q), ot u est l'unique solution du probleme bilatéral:

(Au,v —u) > (f,v —u), Yve K
ueK={veW,?(Q):q <v<qi pp. }.
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En effet, puisque g ne dépend pas de x, on a
{ve Wol’p(Q) tlg(v)] <1 p.p. dans Q} = {v € Wol’p(Q) :q— <v < gqq p.p. dans Q}
( voir [36]).

Remarque 4.2 - Notons que [’hypothése (4.7) est vérifiée pour G(z,s,() = ﬁ(mp +
h(z)) avec h > 0 p.p., mais non pas pour G(z,s,() = |g(z,s)| — 2.

Remarque 4.3 Le choiz de G(z,s,() = g(x,s) dans (P,) fournit une suite de problémes de

la forme
A(Un) + ‘g(ajjun)‘n_lg(tfaun) = f dans D,(Q)
un € WoP(Q), |g(, un)|" € L1(Q)

et c’est le méme type étudié par A. Dall’aglio et L. Orsina dans [36].

4.2 Le cas L!

Dans cette section, on étudie la limite de la suite des probemes:

A(Un) + ‘g(xvUn)‘n_lg(x7un)|G($vuna Vun)| = [ dans D,(Q) (Q )
un € W (), lg(, un) "G (2, tn, Vu,) € L) n

ou G est comme précédemment, vérifiant de plus la condition:
|G(x,5,C)| > BICIP,Vs € R : |s| >, V¢ € RY et presque tout = € Q, (4.16)

avec > 0,7 > 0.

En outre, on suppose que ¢ et g4 sont des fonctions bornées.

Théoréme 4.2 Soit f € L'(Q). Supposons que les hypothéses du précédent théoréme ont
lieu, q— et q+ sont dans L*°(QY) et que la condition (4.16) est vérifiée. Alors, le probléme

(Qn) admet au moins une solution u,, telle que:
up — u fortement dans Wol’p(Q),

ot u est l'unique solution du probléme bilatéral:

(Au,v — u) Z/ f(v—u)dz,Yv e K
)
uGK:{vEW(}’p(Q%(J—SUSC_HP-P- }

Preuve:

Les étapes de cette démonstration sont similaires a celles du précédent théoreme.
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L’existence de u,, est donnée par le théoreme 1.2 du chapitre 1. En effet, il est facile de voir

que |g(z,s)| > 1 sur {|s| > 7} ou ¥ = max{supessqy, —infessq_} et par suite

lg(z, 5)[*|G(z,5,C)| = BIC|P pour |s| = maxz{y,7}.

Etape 1: Estimations a priori.

En Choisissant v = Tj(u,) comme fonction test dans (Qy), avec h = maz{y,7} et util-

isant la condition du signe (4.4), on obtient

o [ VT3 un)Pda < bl £ (4.17)
Q

et
| @ )G, Vun)ldz < £
{lun|>R}

Ce qui implique

/ |Vu,|Pde < C
{lun|=h}

/ Vun|Pdz < C. (4.18)
Q

et finalement

D’autre part, comme dans la section précédente, on a
/ 19, 1) [*| G, tn, Vi) |dz < C. (4.19)
Q

Etape 2: Convergence presque partout des gradients.

D’aprés (4.18) il existe u € Wy () telle que ( au moins pour une sous-suite )
U, — u faiblement dans Wy (€2).

Ecrivons 1'équation Au, = f—|g(x, u,)[* tg(x, un)|G(z, un, Vuy,)| et remarquons, via (4.19),
que son second membre est uniformément borné dans L'(£2). Donc, comme dans la section
précédente, on a

Vu, — Vu p.p. dans €.

Etape 3: ue K ={v € Wol’p(Q) :q— <v < g4 p.p. dans Q}.
11 est facile de voir qu'’il découle de (4.19).

Etape 4: Convergence des troncatures.
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la preuve est similaire au cas variationnel.
étape 5: u est solution du probleme bilatéral (Q).

Soient v € K et 0 < # < 1. Prenons v, = Ti(u, — 0v),k > 0 comme fonction test dans
(Qn), et on acheve la preuve de cette étape comme précédemment, en remplagant 7, (v) par

v. On remarquera que K C L*(Q).
Etape 6: u, — u fortement dans Wol’p(Q).

On montrera que Vu, — Vu dans (LP(Q))" en utilisant le lemme de Vitali.
Pour des raisons de simplicité, on suppose que § = 1.

Soit E une partie mesurable dans €2, on a pour tout k > 0

/ IV Pdz < / IV [Pd + IV Pd.
E EN{jun|<k} EN{jun|>k}

Soit € > 0. En vertu de la convergence forte des troncatures, il existe un certain n(e, k) tel

que pour tout E mesurable

mes(E) < n(e k) = |Vu,[Pde <

€
—, Vn. 4.20
EN{[un|<k} ~2 (4.20)

En prenant T’ (un — T (un)), avec k > 0, comme fonction test dans (@), on obtient:

(Aup, T1 (un — Ti(un))) + /Q ‘9(x7un)|nilg(fca un)|G(, tp, Vug)[T1 (un, — Ty (uy))dx

= [ ITa(un = Tiun))do
Q

ce qui implique

[ g )G un Vunlde < [ s,
{lun|>k+1} {lun|>k}

et puisque mes{x € Q : |uy(x)| > k} — 0 uniformément en n quand k — oo, il existera

k = k(e) tel que
/ |fldx < Vn
{lun|>k}

N

ce qui entraine

/ 92 100) "Gt V)i < 5, Vi
{lun|>k+1} 2
En posant h(e) = max{k + 1,7,7}, on constate que
/ Vun|Pdz < <, Vn. (4.21)
{lun|>h(e)} 2
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En combinant (4.20) et (4.21), on déduit Pexistence d’un n > 0 tel que
/ |Vuy,|Pde < e, Vn simes(E)<mn, E mesurable
E
ce qui montre I'équi-intégrabilité de (|Vuy,|P), dans L1(£).

Remarques 4.4 -La condition b(0) = 0 n’est pas nécessaire. En effet, le choiz de 0y (uy,), h >

0, comme fonction test dans (Qy,), avec

B hs si |s| <
On(s) = { sign(s)  si s
donne

[ 196w g, )G i, )| () < [ 0
Q Q

ainsi par le lemme de Fatou, h — +00, on trouve
[ 196, un) G, V) o < C.
Q
-On peut aussi étudier des problémes de la forme:

u, € Wy (), 1< < Xe=l)
lg(x,up)|"G (2, un, Vuy,) € L)

Tie(un) € Wy P(Q),Vk > 0
<A(un)7 Tk(un - 1))> + /Q ‘9(1'7 un)‘nilg(xa un)’G(x7 Un, Vun)’Tk(un - ’U)dl‘

< / FTi(un — v)da, Yo € WEP(Q) 1 L=(9)
Q

ot G:Q x Rx RN — IR est une fonction de Carathéodory telle que:

|G, 5, Q) < b(|s])(c(=) +[¢]7)

et
{v e Wy"(Q) : G(z,v, Vo) =0 p.p. } C{ve W™ (Q):|g(x,v)] <1 p.p. }

avec 2 — % <p< N, 1<qg<pl<ryg< st,pjll) et b, c sont comme précédemment.

En effet, on peut montrer par les mémes étapes, que ce probleme admet au moins une solution

uy, telle que
N(p—1)

u, — u fortement dans WOLT(Q),VT‘ < N1

ou u est I'unique solution du probleme bilatéral:

we Wy (Q), 1<r< Mol
g— <u<qy p.p- dans Q.
Tiu(u) € WP(Q), Yk > 0 (R)

(Au, Ti(v — u)) > / fTi(v —u)dx, Yv € KN L®(Q).
Q
Concernant la preuve de I'unicité, on adapte la technique utilisée dans [17] ou [28].
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Remarques 4.5 - Notons que si q_ et g4 sont bornées alors l'unique solution de (R) appar-

tient a Wol’p(Q)ﬂLoo(Q), tandis que les solutions u,, appartiennent seulement d WOI’T(Q), Vr <
N(p=1)

N-1 -
- Si on prend G(z,s,() = g(x,s) dans (Ry), on retrouve la suite des problémes étudiée dans

/36].

4.3 Exemples d’application.

4.3.1 Exemple 1: Probleme a obstacles changeant de signes.

Soient ¢ et ¥ deux fonctions mesurables. On fixe f € WLy (©) et on suppose qu’il existe

w e WP () N L®(Q) telle que: ¢+ <w < —6, §>0.

On pose g(z,s) = w‘fw ¢>S:w' On montre que le probleme:

Aun) +19(x, un — w)[*g(a, up — w)|V(uy — w)|P = f dans D'(Q)
un € WoP(Q), lg(@, tn — w)["|V (up, — w)|P € LY(Q)
admet au moins une solution u,, telle que:

U — u fortement dans Wy (Q)

ou u est I'unique solution du probleme a obstacles suivant:

(Au,v —u) > (f,v—u), Yo € K
ueK:{UEW(}’p(Q):qﬁgvgwp.p. }.

Preuve:
Etape 1: Estimations a priori.

En prenant u, —w comme fonction test dans (E!) on obtient
(Atp, up, — w) < (f,u, —w)
et par I'inégalité de Young, on trouve

HunHWOLp(Q) <C.Vn

d’ou

U — u faiblement dans W, ?(Q)
pour un certain u € Wy*(Q).
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D’autre part, on a

[l = w9 —w)ida < (1 — w)Pde
|u —W\<5}
+ g(x,up —w)["|V (up —w)|Pdx
|un—w|24 }
< up — w)|Pdx
|un— w\<5}
+ (, up, —w)|"|V(up —w)Pdz.
{\un—w\>5}

L’utilisation de Tj(u, — w) comme fonction test dans (E!), donne
[ gt w19~ w)Pde < O
[un—w|>6

et par suite
/ 19, 1, — w)[*|V (tn — w)|Pdz < C. (4.22)

Etape 2: Convergence presque partout des gradients.

En écrivant Au, = f — |g(x, u, — w)|" Lg(z, up — w)|V(up — w)[P, on déduit immédiatement
d’apres (4.22)
Vu, — Vu p.p. dans Q.

Etape 3: u € K.
Il découle directement de la convergence des gradients et de ’estimation (4.22).
Etape 4: Convergence forte des troncatures.

On montre comme précédemment que
Vk > ||w|loo : Tk (un) — Tk(u) fortement dans Wol’p(Q).

Etape 5: u est solution de (E).

Prenons Ty (u, — 6v + (§ — 1)w) comme fonction test dans (E!) on obtient
(A, T (up—0v+(0—1)w +/ 19(2, wn—w) "L g(2, U —w) |V (ty—w) [P Ty (thr, — O04-(0—1)w) dx

< {f, Ti(up — v + (0 — Nw)).

D’autre part, on remarque que
/ 19z, un — w)|[" g2, up — w) |V (ty — w)[PTe(ty — v+ (0 — Dw)dz > H: + H?
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ol

- [ 92w — )" g, un — w)|V (uy — w) [PTi(, — 60 + (6 — L)
{0<up—w<h(v—w)}

et

m - [ 192, — )" g, 0 — W)V (1 — )P Tt — 00+ (0 — 1)w)da.
{0(v—w)<up—w<0}

et on acheve la preuve comme précédemment.

Remarque 4.6 - Siles obstacles ¢ et sont bornés alors on peut adapter I’exemple précédent
au cas ou f € LY(Q). En effet, il est facile de vérifier que

1
l9(2, s = w)[*|C = Vwl|? = I — [Vwl?
pour [s| = [[wlloo + 1+ sup{||t) = wlloo, [|[¢ — w]loc }-

4.3.2 Exemple 2: Probleme a obstacles tels que leur somme appartient a
WoP(Q) N L2(Q).

Soient ¢ et 1 deux fonctions mesurables telles que m = w € Wol PQ)NL>®(Q) et d =

@ >4 avec § > 0.

Soit f € W1 (Q) et considérons le probleme:

{ Alup) + |27 "1 () |V (up — m)[P = f dans D'(9) (E2)

1 _

un € WoP(Q), 272"V (up, —m) [P € LY(Q)

Alors, on montre comme dans le précédent exemple qu’il existe au moins une solution u, du
probleme (E2) telle que

U, — u fortement, dans W, ?(Q)
ol u est 'unique solution du probléeme:

{ (Au,u —v) < (f,u—v),v € K, (E?)

ueK={veW,?(Q):¢<v<¢pp }

Preuve: Pour montrer que (u,,) est bornée dans I/VO1 P(Q), il suffit de prendre u,, — m comme

fonction test dans (E2). D’autre part, on a

[ - mpde < [P () Pl
o d un —m|<d} d
’ / [ 9 ) P

un—m[>d}
/ |V (up, —m)Pdx

|un—m|<d} w —m
+ |—= ["|V (u, — m)[Pdx.
{ d

| —m|>8}

IA
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d’ou
1 (= m)Pda < .
on acheve la preuve via les mémes étapes de ’exemple précédent.
Remarque 4.7 -On peut étudier aussi le cas L' si 1) et ¢ sont des fonctions bornées. En
effet, on vérifie aisément que

s—m

=3

1
"€ = Vmf” = S|P = [Vm|” pour [s] 2 [Iml]oc + [|d]|co.
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Chapter 5

Limite de quelques problemes
entropiques

Dans ce chapitre, on va étendre notre étude au cas non variationnel. Rappelons d’abord,
quelques résultats utilisant cette méthode. Dans [36], A. Dall’aglio et L. Orsina ont étudié la

suite des problemes:
un € Ty P(Q), |g(un)|™ € LY(Q)
/ |Vt [P~ 2V u, VT (u — v)dz + / lg(un) " g (un) Th(u — v)da
Q JQ
< / fTe(u—v)dx
Q
Yo € WyP(Q) N L®(Q)
ot fe LY(N),1<p< N, Q est un ouvert borné de IR",

Ty?(Q) = {¢: @ — IR mesurable : Ty(¢) € W, ?(2),Vk > 0}

et g est une fonction de Carathéodory vérifiant la condition du signe classique et une hy-
pothese d’intégrabilité.

Dans le chapitre précédent, on a étudié le comportement la limite de la suite u,, solution du
probléeme suivant:

(5.1)

Auy + \g(x,un)\”flg(x,un)|G(x,un,Vun)| = f dans
uy, = 0 sur 052

avec A est un opérateur de type Leray-Lions défini par A(u) = —div(a(x, Vu)) et G(z, un, Vuy,)
est une non-linéarité ayant une croissance naturelle par rapport au |Vu,| ( d’ordre p) et

vérifiant de plus la condition de coercivité suivante:
|G(x,s,¢)| = BICIP pour [s] = . (5.2)

Dans ce chapitre, on va étudier la limite de la suite des problemes (5.1) sans supposer (5.2).

Plus précisément, Nous portons notre intérét sur la forme entropique correspondante a (5.1).
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5.1 Reésultat principal

Soient € un ouvert borné de RN, N > 2 et 2 — % <p<N.

Soit A(u) = —div(a(x,Vu)) un opérateur de type Leray-Lions défini sur Wol’p(Q) dans son
dual o1 a : © x RN — RN est une fonction de Carathéodory vérifiant (4.1), (4.2) et (4.3).
De plus, soit g : © x IR — IR une fonction de Carathéodory vérifiant (4.4), (4.5) et (4.8).
Soit encore G : Q x IR x IRN — IR une autre fonction de Carathéodory vérifiant (4.6) et (4.7).
On suppose, pour simplifier, que G(z,s,0) = 0 pour presque tout x € 2 et tout s € IR.

Théoréme 5.1 Soit f € L*(Q). Supposons que (4.1)-(4.8) sont vérifiées et que la fonction

s — g(x,s) est croissante pour presque tout x € Q. Alors, Le probléme

un € Wor'(Q),V1 < g < M (gl un) "G (@, un, Vun) € L(R)
Ti(un) € WyP(Q),Vk > 0
/ a(x, Vu,)VTi(u, — v)dz
Q
+ [ o u) P g(a, ) (G, V)| T — )
< / fTe(up —v)dz, Yo € Wol’p(Q) N L>°(Q)
Q

admet au moins une solution u, telle que:

N(p-1)

Un — u fortement dans W,"(2), Vg < N1

ot u est l'unique solution du probléme bilatéral

- <u<gqy p.p. dans <,

ue Wy(Q), V1 < g < M=l

Ti(u) € WEP(Q),Vk > 0 (P)
/Qa(a:,Vu)VTk(u —v)dzr < /Qka(u —v)dz, Yv € KN L>®(Q)

ot K ={veWy?(Q): ¢ <v<q, pp. }.
De plus, on a pour tout k >0

Tie(un) — Ti(u) fortement dans WP (Q).

Remarque 5.1 -Concernant l'unicité de la solution du probléme (P), on peut adapter la

technique utilisée dans [17].

Remarque 5.2 -Siq_ et q. sont bornées alors u appartient Wol’p(Q) N L>(Q) tandis que
Uy est seulement dans Wy''(Q),Vq < %.

On donne ici un lemme qu’on utilisera par la suite.
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Lemme 5.1 Soient (fnm) et (gnm) deuz suites dans L' () telles que

7’) |fn,m’ < 9n,m Vn,m

i) hm Jnm = fm et 1_1>I_I‘_100fm =f p.p.

MZ) hm Gnm = gm €t liIJIrl Ggm =g p.p. avec g et g, sont dans L'(Q)
— 100

TL*)

iv) hmsuphmsup/ Inmdx = / gdzx.
Q Q

m—-+o00 n—-+oo

Alors
feLYQ) et lim limsup/ | from — fldz = 0.
m— 9]

X n—+oo
Preuve.

Posons hym = gnm + 9 — | fom — f| 2 0.

En utilisant le lemme de Fatou en n, on obtient

liminf hy, ppdz < liminf [ h, ndz
Q) n—+oo n—+oo JO

ce qui donne

[m+g=1fn=fhas < tmintl= [ |fum~ fldo+ [ gdot [ gonda]
< —hmsup/ | from — f|dx+/ gd:r—l—hmsup/ Gn,mdx.
n—+00 n—+00

Passons encore par le lemme de Fatou, mais cette fois en m,

nglnf(gm—l—g |fm — f|)dx

< liminf[— hmsup/ | frm — f|dm+/ gda:+limsup/ Gn,mdx]
Q Q

m——+00 n—-+o0o n——+o0o

< —limsup lim Sup/ | fam — fldz + / gdz + lim sup lim sup/ Gn,mdx
Q

m—-+00 n—-+0o0 m—-+00 n—-+0oo

ce qui entraine

2/ gdx §2/ gdm—limsuplimsup/ | fom — fldz
Q Q Q

m—-+00 Nn—-+0o
d’olt
lim sup lim Sup/ | frm — fldz <0
Q

m—+o0 n—+0oo

et finalement
lim hmsup/ |\ fam — fldz = 0.

m—+00 n—+4oo

Preuve du théoréme 5.1.

Etape 1: Estimations a priori.
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L’existence de u,, est assurée par le Théoréme 2.1 du chapitre 2 ( prendre 1) = —o0).

Choisissons v = 0 comme fonction test dans (P,), alors en utilisant (4.3) et (4.4), on obtient
o [ V() Pda < |1k (53)

L’utilisation de la fonction test v = Tj(u,) dans (P,) avec k = 1 donne, en utilisant de
nouveau (4.3) et (4.4),

/ |Vu,[Pde < C, pour tout n. (5.4)
{k<|un|<k+1}

Alors, comme dans [21], (5.3) et (5.4) entrainent: pour 1 < ¢ < N]S[p:ll)

il existe Cy > 0 tel
que
/Q Vaun|ldz < C,. (5.5)

D’autre part, on a
| 9t un)lg(a ua)" G, Ftn) T () < C
Q

ce qui entraine,

/ 192, 1) [*|G(@, tn, Vi) |dz < C, V. (5.6)
Q
En tenant compte de (5.3) et (5.5), il existe u € Wol’q(Q) telle que ( pour une sous-suite de
Up )
N(p-1 N(p-—-1
U, — u faiblement W, 9(Q),Vq < L, fortement dans L"(2),Vr < Np=1) (5.7)
N -1 N-—p
et
Ti(un) — Ti(u) faiblement dans Wy (Q), vk > 0. (5.8)

Step 2: Convergence presque partout des gradients.

Fixons ¢ < M:l) et considérons I, = a(x,Vuy) —a(x, Vu)||Vu, — Vu edac, ou 0 <
N—-1 Q

0 < ]%. Prenons, maintenant, v = Tj(u), avec k > 0, comme fonction test dans (FP,). On

obtient pour tout n > 0

/Q a(@, Vi) VT (un — Ti () )d + /Q 192, ) [P g (2, 1) |G (&t Vi) | T (tm — T(w))
< /Q Ty (tn — To(u))da.

En utilisant la précédente inégalité et (5.6), on montre facilement, comme dans [18], que

I, — 0 quand n — oo ainsi par le Lemme 3.3 de [48]
Vu, — Vu p.p. dans Q. (5.9)
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N(p—1)

Etape 3: u, — u fortement dans Wy (), Vr < 22=0,

Il suffit d’appliquer le théoreme de Vitali. Soit 1 < r < % et choisissons s tel que
r<s< %. Remarquons que pour tout sous-ensemble mesurable £ C €2, on a

/|Vun|’”dx§(/ Vun|9dz) s B[ F
E Q

ce qui donne, grace a (5.9), le résultat voulu.
Etape 4: ¢— <u < ¢4 p.p. dans (.
Puisque G(z,s,0) = 0, on a pour tout A > 0,

| 196, Tiwn)) "G, (). VT () < €

ce qui donne
/ 9, T ()" |G @, Th1n), Vi) o < €
{lg(,Th(un))[>k}}
et

G, T (1), VT (un))lde < <

/{|g(x,Th<un>>>k} km

ou k > 1. En tendant n — +o00 pour k fixé, on trouve

/ G, Tu(u), VTi(w))|da = 0
{lg(2,Th (u))|>k}
ainsi, par (4.7)
(9(2. Ty(u))] < 1 p.p. dans O
d’ott ¢ < Th(u) < ¢4 p.p. dans Q. Ainsi le résultat en découle en tendant h — +oc0.
Etape 5: Passage a la limite de (P,).

=l

(k)
), de telle fagcon que

Fixons k > 0 et soit ¢(s) = sexp(ys?), avec 7 est choisi > (
¢'(s) — 28 p(s)| > 3,vs € IR.

Considérons la fonction

?

1 si |s| <m,
hm(s) =<¢ —sign(s)s+m+1 sim<|s|<m+1
0 sils| >m+1.

Le choix de vy, . p = Th(un) — hm(un)@(2y), comme fonction test dans (P,), olt 2, = Tk (uy) —

Ty (u), donne pour tout n > 0

/Q a(@, Veun) VT (i — T (1) — o (1) $(20))
"‘/Q l9(, Un)|nilg(x7un)|G(xaunv Vun)|Tn(un — Th(un) + hm(un)p(2n))dz
< | Ty = Tit) + B (1))
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ce qui implique, en utilisant le fait que / a(x, Vup)V (uy,—Th (uy))dz >
0 {lwn =T (un)+hm (un)p(zn)|<n}

/ a(x, Vun)Vznd (20)hom (U )da
{lun =Th (un)+hm (un)d(zn)|<n}

a(z, V) Vunh, (tn)d(2n)ds
[tn—Th (un)+hm (un)p(zn )| <n}

+ [ (@, un) " g (@, un) |G (@, un, V)| Ty (= T (un) + hin () 6 (20) ) dae

<, TTnun = Th(un) + i (un) é(2n) o

et en vertu du théoréeme de Lebesgue, on obtient en tendant h — +o0

/ a(z, Vun)Vznqbl(zn)hm(un)dx
{Ihm (un)(zn)|<n}

a(z, Vun)Vunh;n(un)qﬁ(zn)d:r
[P (un ) (2n)| <N}
+ [ gz, un) " g2, un)|G(@, wn, Vun) | Ty (han (un) d(2n) ) da

< 0 an(hm(un)¢(Zn))dx

Pour 1 > ¢(2k), on a facilement

/Qa(x,Vun)Vznqbl(zn)hm(un)dx
+/ a(z, Vi) Vunh,, (un) (2, da

(5.10)
+ | gz, un) " g(@, un) |G (@, un, Vi) [ A (un) d(2) da
< [ Shm(un)(zn)da.
Q
Notons par €. (n),e2,(n), ... des différentes suites qui convergent vers 0 quand n tend vers
I'infini avec toute valeur fixée de m.
Puisque [g(z, un) "1 g(z, un) |G (2, U, Vun )| A (un)d(2,) > 0 sur le sous-ensemble
{z € Q: |up(x)| >k}, on a d’apres (5.10)
/ (2, Vi) [V T (tn) — V()] o ()8 (2) e
Q
+/ a(z, V) Vunh, (un)d(2n)d
. (5.11)
+ 9(z,un)|" ™ g(@, un) |G (2, un, V) Ay (un) §(2n)dz

|un|<k}
< thm(un)¢(zn)dx = n(n).
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D’autre part, on a:

/Q (@, V) [V T () — V()] ()& ()

= a(z, Vuy)[VTi(un) — VT (w)]hm (un) ¢ (2n)dx
{lun|<k} /

- a(x, Vi) VT () hm (un) @ (2,)dz (5.12)

|un|>k}
= jg[a(a:,VTk(un)) —a(x, VT (u))]x
X[V T (tn) — VT ()] B (1) $ (2)da
+é2.(n).

En effet, on a la majoration suivante
| / (@, Vi) V() R (10 (20|
{lun|>k}

< 6/(28) [ fa(a, Vst (0)) VT (WX o1

le second membre de cette inégalité tend vers 0, puisque (a(z, VT n41(un))n est bornée dans
(LP ()N tandis que

VT (u)X{jun|>k} — O fortement dans (LP()N.

Le terme / a(z, VT (w) [V Tk (tn) — VT (w)] A (un)@ (2n)da tend vers 0, puisque
Q
a(z, VT (u)) € (L (Q))V tandis que

[V Tk (un) — VT ()] hn (1)@ (2) — O faiblement dans (LP(€2))V.
D’autre part, on a

|/Qa(ac,Vun)Vunh;n(un)gb(zn)dx\ < ¢(2k)/ a(x, un, V) Vupde

{m<|un|<m+1}

et en utilisant v = T}, (u,) comme fonction test dans (P, ), on obtient

| /Q a2, Vin) Viunh's (1) d(2n)da| < $(2k) / | de. (5.13)

|un|>m

A propos du troisieme terme de (5.10), on a

[ T ) g, un) Gt Tt )20
{lun|<k}

> \9(96', un) \n_lg(x, un) ’G(.%’, U, Vun) ’hm(un)¢(zn)dx
{0<un <Tj (u) }N{|un|<k}

+ l9(, up) |n_19(93v Un)|G (2, Un, Vun) b (un) é(2n)d
{T (u) <un <O}N{|un|<k}

le deuxiéme et le troisiéme termes seront respectivement notés par I, et I2, .
I’ bl

On a |I%,m| S/ |9(z, un)["|G (2, uny Vun) B (un)|$(25) |dz
{0<un<u}n{|un|<k}
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en tenant compte du fait que |g(z,uy,)| < 1 sur 'ensemble {0 < u,, < u} et grace a (4.6), on
obtient
Lol < [ 1G Gt V)l () 620

lun|<k}
/u <k} B(k)(hm(un)c(m) + |V’U/n|p)hm(un)‘¢(2n)|dw

< /{u <k} b(k)c(x)hm(un)ld)(zn)‘dx
+ bf) | 0l 9T VTt o (1) 20

IN

A

Par le théoreme de Lebesgue, on a
| b)) (un) o) o — 0
{lun|<k}

ce qui donne

Bl < @) + 22 [ ol VT VT () o)l (514)
similairement, on a la domination suivante
2 G (2, Uy, Vug) | (upn) | d(2,)|dx
Bl < /|Un|<k}|_ (@t V) (1) 20|
< / . b(k)c(z) hm (un)|@(2n)|dx
B‘E'“;'— } (5.15)
+ o Qafx,VTk(un))VTk(un)hm(un)|¢>(zn)]dx
< 3 m)+ 2 / (2, VT (1)) VT (1) o (1) |6 (2) | .
(07 Q
Maintenant, remarquons que
/Q a(, VT (1)) V T (1) o (1) (2 | i
= | lafw. VTi(wa) = ala. VT () (5.16)
X [VTi(un) — VT (w)| i (un)|¢(2n) |do
—i—efn(n).

En combinant (5.11), (5.12), (5.13), (5.14), (5.15) et (5.16), on obtient

/Q la(z, VTy(un)) — alz, VTi(u)] x 7
X[V Tk (1n) = VT (1) (1) (' (20) — 22| p(2,) )
< €),(n) + ¢(2k) | fdz.

{lun|=m}
ce qui implique
| late, 9Tx(u)) — ae, VTi(w)))x
X[VTi(un) — VTg(w)] b (uy)dz
< 263, (n) + 20(2k) /{ |fld.

Un|>m}
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Passons a la limite sup en n, on trouve

limsup/ [a(x, VT (up)) — a(z, VT (u))]x
n—-+oo J§)

X [VTi(un) — VTg(w)] b (uy)dz

< 26(2k) /{ oy 12

et par passage a la limite en m

lim sup limsup/Q[a(a:, VTi(uy)) — a(x, VIp(w)]|[VTk(un) — VT (w)]hm (un)dz < 0

m—-+00 Nn—-+00

ce qui donne
limsuplimsup/ a(z, VTi(un))VTk(un) b (un)dx
Q

m—-+00 n—-+oo

(5.17)
:/Qa(x,VTk(u))VTk(u)dx.

En effet, on a

lim  lim a(x, VT (u)[VTi(un) — V(W) hm (un)dz =0

m——+oon—+oo JO

et
lim  lim a(x, VI (up)) VT (w)hy, (u,)dz

m—+00 n—+00 /O
- / a(, VT (w)) VT (u)d.
Q

Montrons maintenant que u est solution du probleme (P).
Soient 0 < 0 < 1et v e KNL>®(Q). En prenant T}, () — A (un) T (uy — Ov) comme fonction

test dans (P,), on trouve
/Q a(, Vtn) VT (tn — Th () + hun (1) Ty (1t — 60))dez
+/ |9, un) " g (@, ) |G (@, wn, Vi) [(Th (i — T () + hon () T (i, — 00))dae
< . FTi(un — Ty (un) + o (un) Ti(upn, — 0v))dx

en tendant h — +o00 et en utilisant le fait que |y, (un) Tk (uy — 0v)| < k, on obtient

/ a(x, Vun)VTi(un — 00) by (uy)dz

Q

+/ a(z, V) Vunh, (un) Ty (un — 0v)da
Q

+ / 19(2, 1) [ g (2, 1) | G2 sy Vetr) | (1) T (10, — O)dz (519
< || Fhon ) Ti (= 60)do.
Remarquons que
/Q 19(x, un) " g (@, un) |G (@, U, Vi) [ B (un ) T (un, — Ov)da (5.19)

e
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ou
L = /{(K g 19620 0 0) Gt V) ) Tt — G0}
un <Ov
et
T = f o )" g0 0) et Tt ) T 00)

De (5.18) et (5.19), on obtient

/ a(x, Vun) VT (up — 0v)hp, (uy,)dzx

Q

+/ a(z, Vi, ) Vugh, (un) Ty (tn — 00)da
Q

+man + T

< / Fhm(up) T (uy, — Ov)da.
Q

(5.20)

Posons, pour presque tout x € Q: §1(z) = sup g(x,s). Il est facile de voir que
0<s<fv(x)
0 < é1(x) <1 p.p. On a alors en utilisant (4.6)

[Tl < k/ b([[vlloo) (01 (2))" hum (un) (c() + [Vtn|?)d
{lun|<[lvllec}

< kb([[v]loc) (0 ) + [V o)l (un) [ hem (un) ) di

or
n 1
(81(2))" (e(@) + [V o)jog (un) [P (un)) < e(2) + —a(2, V) (1)) Vo) oo (un) hom (tn)
et en utilisant (5.17) et en appliquant le lemme 5.1, on trouve facilement

lim limsup |J,, | = 0. (5.21)

m—+00 ntoo

De la méme fagon, on montre que

| Tl < Kb([v]]oc) /|52 (@) + [V oo () [Phm (un )

ou —1 < da(x) = S<1£)f<og(x s) <0 ainsi

lim sup lim sup |J31n\ = 0. (5.22)

m—-+00 n—-+0oo

De (5.20), on a
[ ol V) VTt = 00) i )
Q
< k/ a(x, Vuy)Vu,dz
m<|up|<m+1}
Tl + 150l
+/ Fhm(un) T (uy, — Ov)dx
Q
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dans laquelle, on passe a la limite sup en n

limsup/ a(x, Vun) VT (up — 0v)hp, (uy,)dzx
Q

n—-+00
< limsupk a(x, Vuy)Vu,dz
n—-—+00 {m<|up|<m+1}
+limsup|.J}, | + limsup [J7, .|
n—+o0o n—+o0o

+/ fhm (u) T (u — Ov)dx
Q
et par passage a la limite en m, on obtient

lim sup lim sup/ a(x, Vup)VTi(un — 00)hp (uy)dz
Q

m—-+o00 n—-+4oo

< limsuplimsupk a(x, Vuyp)Vupdx

m——+00 n—+00 {m<|un|<m+1}
+ lim sup limsup |J;, ,,| + lim sup lim sup | .J},

m—-+00 n—-+0o m—-+00 n—-+0o

+/§2ka(1¢ — Ov)dzx.

D’une part, en utilisant le lemme de Fatou et le fait que

l

VT (tn — 00) b (1) = VTj(w — 00) Ay (1) faiblement dans LP' (Q)

on aura

liminf | a(x, Vu,)VTi(un — 00) by (uy)dz

n—+oo JO

—1—/:(1(3:,9VU)VTI~:(U — 0v) hyp (u)dx

dans laquelle on passe a la limite, en appliquant le lemme de Fatou,

m——+00 n—+00

liminf liminf [ a(x, Vu,) VT (up — 00) by, (uy)dz
)

> / a(x, Vu)VTi(u — 0v)dx.
Q

D’autre part, on a

/ a(x, Vuy,)Vuydr < / | f|dx
{m<|un|<m+1} {lun|zm}

ce qui implique

lim sup lim sup /
m—-+oo n—+oo J{m<|un|<m+1}

En combinant (5.21), (5.22), (5.24), (5.25) et (5.23), on obtient
/ a(x, Vu)VTi(u — 0v)dx < / fTk(u— Ov)dx
Q Q

dans laquelle on passe a la limite quand § — 1

/ a(z, Vu)VTi(u — v)dx < / fTe(u —v)de.
Q Q

> / [a(x, Vu) — a(x,0V0)|VTi(u — 0v)hy (u)dx

a(z, Vuy,)Vupdr = 0.

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(2.32)

Pour la convergence forte des troncatures, on adapte la technique utilisée dans le deuxieme

chapitre.
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Remarque 5.3 - On aurait utiliser la convergence forte des troncatures dans la derniere

étape de la démonstration.
Remarque 5.4 - Si G(x,s,0) # 0, on remplace la condition (4.7) par ’hypothése suivante

{ve Wy (Q): G(z,v,Vv) =0 p.p. } € {ve Wy (Q):|g(z,v)] <1 p.p. } (5.26)

avec 1 <r < %, et dans le cas ou 1 <p <2 — %, on la remplace par

{veTy?(Q): G(z,v,Vv) =0 ae. } C{veTy?(Q):|g(z,v) <1 pp. } (5.27)

ot Tol’p(Q) ={v: Q — IR mesurable, T},(v) € Wol’p(Q), VEk > 0}.

Ainsi, on peut étudier la suite des probléemes:

un € Ty (), |g(, un)|"G(2, U, Vuy,) € L)
/ a(x, Vun)VTi(uy — v)dz
Q

+ [ g ua) " g )G s V) Tl — ) (@)
< / FT(un — v)dz, Yo € WEP(Q) N L®(Q),Vk > 0
Q
on montre facilement que
Ti(un) — Ty(u) fortement dans W, P (Q)

ot u est l'unique solution du probléme bilatéral

ue TyP(Q)

g— <u<qy p.p. dans €, Q)

/ a(x, Vu)VTi(u —v)dr < / fTi(u—v)dx, Yo e KNL*(), Vk > 0.
Q Q

Remarque 5.5 -On peut reprendre les exemples 1 et 2 du précédent chapitre lorsque 1 et ¢

ne sont pas forcément bornées.
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Chapter 6

Limite de quelques problemes
paraboliques

On considere dans ce chapitre, la suite des problemes:

B+ Aug + [g(, wn) " g (2, un) |G (2, 8, un, Vuy)| = f dans D'(Q x (0,T))
un € LP(0, T3 WP (), un (0) = 0, (Pn)
lg(z, un)|"G (2, t, up, Vu,) € LH(Q x (0,T)).

on remarque que le terme en puissance est multiplié par une fonction G qui dépend de z, t, u,
et de Vu,. On s’intéressera a la limite de la suite u,. On montre que cette limite est solution
de certaine inéquation parabolique en supposant quelques hypotheses sur g et G.

En outre, on prouve qu’on peut approcher un probleme elliptique par une suite d’équations
paraboliques.

On envisagera les deux cas f € LP (0,T; W17 (Q)) et f € LY (Q x (0,T)).

6.1 Le cas variationnel

Soient € un ouvert borné de RN, N> 1et 1< p < .

Pour 7 > 0, on désigne par @, le cylindre Q x (0,7). Fixons T" > 0 et soit A(u) =
—div(a(x,t, Vu)) un opérateur de type Leray-Lions défini de LP(0, T Wol’p(Q)) dans son dual
L¥(0,T; W_l’p/(Q)), otta:Q x IR x RN — RN est une fonction de Carathéodory vérifiant
pour p.p. z € Qet toust € IR, ¢,¢' € RN, (¢ # ) :

la(z,t, Q)] < B(h(z,t) + [P (6.1)
(a(z,t,¢) — a(z,t,{ )¢ —¢) >0 (6.2)
a(z,t,¢)¢ > al¢? (6.3)

ota>0,3>0, he Lii(Qr).
De plus, soit g : Q x IR — IR une fonction de Carathéodory vérifiant (4.4), (4.5) et (4.8).
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Soit G : @ x Rx IR x RN — IR une autre fonction de Carathéodory vérifiant pour p.p. = € Q

et tous t,s € R, ( € RN :

|G (2, t,5,0)] < b(ls])(c(a,t) + []7)

avec b: IR — IRT est une fonction continue croissante c(z,t) € L (Qr),c > 0,
et
{ve LP(0,T +1;Wy*(Q)) : G(z,t,v, V) = 0 p.p. dans Qry1} C

C {ve L0, T+1, Wol’p(Q)) tg(z,v)] <1 p.p. dans Qr41}-

On définit, pour tous s,k € IR avec k > 0, Ti(s) = max(—k, min(k, s)).

(6.4)

(6.5)

Théoréme 6.1 Soit f € LY (0,T; W_l’pl(Q)). Supposons que (4.4), (4.5),(4.8),(6.1) — (6.5)

sont vérifiées et que la fonction s — g(x, s) est croissante pour p.p. x € Q. Alors, le probléme

857; + Aug) + |g(@, un) | Lg(x, un) |G(2, t, U, Vug)| = f dans D'(Qr)
U € LP(0,T; Wy P(Q)), un(0) = 0, |g(2, un)|"G(, t, Un, Vun) € LYNQr)

admet au moins une solution u, telle que:
Un — u fortement dans LP(0,T; W, (52))

ot u est l'unique solution du probléme parabolique suivant:

T v T T

{/<8t’v_u>dt+/ <Au,v—u>dt2/ (fy,v—w)dt, Yve KND

0 0 0
ue]C:{UeLP(O,T;WOLp(Q)):v(t)GKp.p.},

ot D = {v e LP(0,T; Wy () : v(0) = 0, %% € L¥ (0, T; W% (Q))} et
K={veW,?(Q):q <v<q; p.p. dansQ}.

Soit w € LP(0,T + 1; Wol’p(Q), on définit pour tout p > 0, la régularisée w, de w par:

wnle,t)=p [ ae,s) expluts — 0)ds,

oll w(z, s) est I'extention par 0 de w pour s ¢ [0,7 + 1]. De plus, w,, possede les propriétés

suivantes (voir [46]):

w,, — w fortement dans LP(0,T + 1; Wol’p(Q))

0wy
ot

= pu(w — wy) au sens des distibutions.

On présente d’abord, un lemme qu’on va utiliser dans la preuve du théoreme (voir [37]).
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Lemme 6.1 Soit {v,} une suite dans LP(0,T + 1; Wol’p(Q)) NC([0,T + 1], LY(Q)) telle que
Un(,0) =0 et aait" = pin + pon, avec p1p € Lp/(O,T + l,W*Lp/(Q)) et pon € LY Q1) et
supposons que v, — v fortement dans LP(Qr41).

Soit 1 une fonction dans C1([0,T + 1)) telle que 1 > 0, ¥'(t) <0, (T +1) = 0.

Soit encore IR — IR une fonction lipschitzienne croissante telle que ¢(0) = 0. Alors,

Vk, i >0, on a

<<p1na¢¢(Tk(Un) - Tk(”m)u)» +/ planb(Tk(vn) - Tk(vm)u)dxdt > oum(%) + OH(%)

Q141
ot ((,)) désigne la dualité entre L (0,T 4+ 1; W5 (Q)) et LP(0,T + 1;W01’p(Q)); et o7 (e)

est une quantité qui tend vers O quand € tend vers 0 avec o fixé.

Preuve du théoréme:
Etape 1: Estimations a priori.

On commence par étendre notre probléme sur tout lintervalle |0,7 + 1[. On pose pour
te [T, T+1[:
G(.’E,t,C) = a|qp—2<, G(xata S7C) = ’C’p7 f(l'?t) =0.

Avec ces choix, on considere le probleme suivant:

{ %Ltn + A(Un) + |g(m,vn)|”_1g(a§, ’Un)|G($,t, Un, vvn)‘ = f dans D/(QT+1) (Qn>

v € LP(0,T 4 1; WP (€2)), v, (0) = 0, |g(z, v,)["G(, t, vn, V) € LY (Qr41)

L’existence de v, est donnée par le théoreme 1.6 du chapitre 1. Choisissons v = Tj(vy)

comme fonction test dans (@), et utilisons la condition du signe (4.4), on obtient

/stk(vn(T+1))d$+a/ VT (vy) [Pdxdt < ”fHLP’(07T+17W—1,P/(Q))||Tl€(vn)HLP(07T+17W01’p(Q))

Q141

s

olt Si(s) = / Ty (1)dt.

En vertu de la positivité de Si, on déduit
/ VT () [Pdadt < C
Qri1

ou C est une constante indépendante de n et de k. En tendant £ — +oo pour n fixé, on

obtient par le lemme de Fatou

/ |Vop[Pdzdt < C, pour tout n. (6.7)
T41

On a aussi
L gt )" gl ) (Gt v, Ton) Ti(oa)dadt < C
Q141
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ce qui donne

/ lg(z,v,)|"|G(x, t, vy, Vop,)|dxdt < C, pour tout n.
{lvn(@.t)|>k}

Par la continuité de b et le fait que b(0) = 0, il existe § > 0 tel que
b(|s|) <1 pour tout |s] <4
ce qui implique, par utilisation de (6.4) et (6.7),

/ 19(, ) "G (2, t, 0, Vo) | dwdt < / B(5)(c(x, 1) + |V |P)dadt < C.
{Jon(:0)/<5) {fon(:0)|<5)

Par conséquent

/ lg(z,vn)|"|G (2, t, vy, Vop,)|dzdt < C, pour tout n. (6.8)
Qr41

En écrivant, maintenant, comme suit %Lf = (f—Av,) —|g(z,v) " Lg(x,v,)|G(z, t, v0, Vo).
Puisque f—A(vy,) est bornée dans L¥' (0, T+1; W17 (Q)) et |g(z, v,)|" L g(z, va)|G (2, t, vn, VUr,)|
est bornée dans L'(Q7 1) alors, en utilisant un résultat de [34] ( voir aussi [56] ) nous obtenons
facilement

v, — v fortement dans LP(Qr41).

Etape 2: Convergence presque partout des gradients.

Pour tout ¢ € LP(0,T + 1; Wol’p(Q)) N L*®(Q7+1), on a

(2 )+ (A 0)) < (0D + Cllee Vi

Alors, en utilisant le Lemme 1 de [47], on obtient
Vv, — Vo p.p. dans Qp1. (6.9)
Etape 3: Pour tout t €]0,7 + 1[, v(t) € K = {w € Wol’p(Q) tq— <w<gqq p.p. dans Q}.
On a
/ lg(x, v)|"|G (2, t, vy, Vo) |dzdt < C
Qr+1

ce qui implique
/ 19(2, v,)[*|G (2, £, v, Vo) |dadt < C
{lg@sm) [k}

et
/ (G, t,vn, Vo) |dudt < &
{lg(a,vn)>k} L
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ou k > 1. En tendant n — 400 pour k fixé, on déduit par le lemme de Fatou
/ G, t, 0, Vo)|dz = 0
{lg(z,v)|>k}

ainsi par (6.5)
|g(.%',1]($,t))| <1 p-p. dans QT+1-

Etape 4: Convergence forte des troncatures.

Soit ¢(s) = sexp(ys?) ol ~y est choisie telle que vy > (%)2

Ona¢(s)— 20 4(s) > 1 Vs € R.

Posons vy, = ¥o(2h ,,), avec ¢ € CHO,T+1],4 >0, ¢'(t) <0, »(T+1) =0, ¢ = 1 dans
0,T] et 2 ,,, = Ti(vn) — The(vm) -

Le choix de la fonction test vy, , dans (@), donne

T+1 9 n T+1
| Grvotetadt + [ (v, ol )

+ l9(@, va) " g (2, v0)|G(2, t, v, Vo) [B(2 ) dasdt
Qr41 ’

T+1
= [ et

ce qui entraine, en utilisant le fait que g(z,vn)Pé(24 ,,) > 0 sur {(x,t) € Qr1 : |vn(z,t)] >

K},

T+ vy,
|G vtet e

T+1
o R TR

l9(z, vn)|" " g(@, v) |G (@, t, v, Vou) [(2h ) dadt (6.10)
{0<vn <T(vm ) }N{lon| <k}

+ lg(, vn) |n—1g(x7 vn) \G(w, t,vn, V””) ‘¢¢(Zﬁ7m)dxdt
{Tkiﬁm)ugvngo}m{‘vﬂgk}

< | TR

On notera par €(m, n, 1) toute quantité qui vérifie lim sup lim sup lim sup €(m, n, u) = 0, tout
p——+00 n—-+oo0 m—-+0oo

en respectant 'ordre des parameétres m,n,pu. De méme, on écrira €(m), ou €(m,n) pour

désigner que les limites sont faites suivant des parametres spécifiques.

D’abord, grace au lemme 6.1, on a

T+1
[ et e = elm,m).
0

Le troisieme et le quatriéme termes de I'inégalité (6.10) seront notés respectivement par I}l k
et Ig .

D’une part, on a

al S MG Vo) RAG(CE)
SUnSLEe\Um)p Un|>
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or |g(x,v,)| < 1sur {x € Q:0 <wv, <Ti(v),} donc, en désignant par 28 = Tj(vy,) — Tj(v),,

on aura

|13l

IN

/’U |<k} |G(x7 £, vn, vvn)WW(Zﬁ)!dmdt + e(m)
- / (k) (e(a,£) + [V0, 7))l (24| dadt + (m)

lvn | <K}
/{ B(k)e(e, 1) 6(=4) | dudt

A

<

B b\lgnlék}

b P ot 9T ) VT )0 )t + ()
@ JQria

Grace au théoreme de Lebesgue, on a
/ B(k)e(@, )b (=) dedt — 0 lorsque n, g — +o00
{lon|<k}

ce qui donne

IL | < e(myn, ) + 7/ a(z,t, VT4 (0n))V i (0n) 00| S(2) | dadt (6.11)
’ QT+1
similairement, on a

Zu < [ IG (@t vn, Vo) [GI8(aL) dadt + e(m)

lvn|<k}

g/ b(k)e(er, 1616 (o4 drds
E{anﬁk}

+ ()/ a(x,t, VT (vn)) VT (vn)0|p(2H)|dxdt + €(m)
@ JQri1

(6.12)

b(k)

<
< e(m,n,p)+ "

/Q a(x,t, VT (0n))V Ti (vn)| (22 | ddt

D’autre part, on a

T+1 ’
/0 (Avy, (2, )t = /Q ba(@,t, Vo) [V Te(on) — VTh(0),]é (1) dedt + e(m)

= pa(a, t, Vo) [VTi(vn) — VTi(0),)é (2 dzdt

|vn|>k}

[on|<k}
+ /{ va(@, t, Vo) [VTi(va) = VTk(0),]@ () dadt
+ €e(m)

= pa(x,t, Vo) [VTk(vn) — VTi(v),]6 (2)dzdt

|on| <k}
— / Ya(z,t, an)VTk(v)uqﬁ/ (zF)dxdt
{lvn|>k}

+ €(m).
Notons par J, , 'avant-dernier terme de cette égalité. On a
| Tn,ul < CIVTE (V) uX{on |5k | 20(Qryr)
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car ¥(a(z,t, Vun)¢ (2)), est bornée dans (LP (Qr41))Y,
et en utilisant le fait que T'(v), — Ty (v) fortement dans LP(0,T + 1; W,P(€)), on obtient
lim limsup|J, .| =0.
s SR 200 M

Par conséquent

/ o, Y(ek,))dt = / ba(@, t, Vo) [V Ti(vn) — VT(0),]é () dedt + e(m, n)
0 (ol <k}

= Pla(z, t, VTk(v)) — az, t, V()] [VTk(vn) — VTi(v),)é (2)dzdt

* ;2: va(z,t, V()] [VTi(vn) — VTi(0),)¢ (24)dwdt + e(m, n)

= o, Pla(z, t, VTk(v,)) — a(@, t, VTR (0)][VTk(vn) — VTk(0)]é (2)dzdt + e(m,n, 1)
= Jors Wla(z, t, VTi(vn)) — a(z, t, VI(0)][VTk(vn) — VIk(0)]¢ (2")dzdt

+ o Wla(z,t, VTk(vn)) — alz, t, V()] [VTk(0) = VTk(v)]6 (22)dzdt + e(m, n, 1)

en utilisant le fait que Tj(v), — T (v) fortement dans LP(0,T + 1; Wol’p(Q)), on aura
[ lata,t, VT0n)) ~ ata,, VT 9T(0) ~ V(0,06 (4t — 0 quand = oo,
Q141

Par conséquent

T+1
/0 (Avn, (28}t = /Q  Wlae, . VTi(en) — ala, £, VI(w)]
X[VTi(vn) — VTi(v)]d (2)dxdt 4 e(m,n, )

et en utilisant (6.11) et (6.12), on obtient
Yla(z,t, VTi(v,)) — a(z,t, VI (v))]x

Qri1

<V Ti(en) ~ VT ())(6 () — 2 o af) et < elm, . )

et par suite
/Q Yla(z,t, VIi(vy)) — a(z, VI (v))][VTk(vn) — VI(v)|dzdt < 2¢(m,n, )
T+1
le lemme 5 de [30] et le fait que ¢ = 1 sur [0, T, impliquent
Ti(vn) — Ti(v) fortement dans LP(0,T; W, P (Q)).

En posant, maintenant, u, = v,|Qr et u = v|Qr, il est facile de voir que u,, est solution de
(P,) et que
Ti(tn) — Ti(u) fortement dans LP(0,T; W, P (Q)).

Etape 5: u est solution de I'inéquation variationnelle (P).
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Choisissons w,, = T (u, — Ov) comme fonction test dans (P,), otv € KN Det 0 <6 <1,

nous obtenons

/OT<3aUtn T (uy, — Ov))dt + /OT<Aun,Tk(un — 6v)))dt+

+/ 19(z )" g (@, )| G (&, £, 1, V)| T (1 — )zt
T
= /OT(f, Ty (un — Ov))dt
et en tenant compte du fait que g(x, uy)Ti(u, — v) > 0 sur
{reQ:u,>0etuy, >0v}U{zreQ:u, <0etu, <6lv}
nous aurons

L o) " g ) G, V) Ti — )

v

/ g(z un)|”_1g(x, un)|G(x, t, U, V)| Tk (u, — 0v)dzdt
un<9v}

/ (z un)\"flg(x, un)|G(x, t, un, Vuy )| Tk (uy, — 0v)dzdt.
9v<un<0}

Le deuxiéme et le troisieme termes de cette inégalité seront notés respectivement par J! et
2

g5

Définissons par

51($,t): sup g($)8)7

0<s<bv
on a0 < (x,t) <1p.p. dans Qp.
D’une part, on a pour tout [ > 0
I < k (61(x, )" |G (z, t, un, Vuy,)|dxdt
{0<un <Ov I |un|<1} . (6.13)

T Jgunsiy 9@ un) "G (@, L, tn, Vuy ) |dedt

D’autre part, on a
/Q |g(ac,un)|"_1g(:n,un)\G(x,t,un, Vuy)|updzdt < C
T

et par suite

C
/ 19(, 1un) "G (1, sy V)| davdlt < = (6.14)
{un|>1} !
Soit € > 0, alors d’apres (6.14) il existe I(e) > 0 tel que
/ 19(2, un) |G (s £, 1, V)| ddt < e. (6.15)
{lun|>1(e)}

Choisissons [ = [(€) dans (6.13), nous obtenons

71| < /{ iy DOV C i, V) +

86



or

|(01(z, )" |G (@, t, un, Vun) | IX fun <1y < DU (c(@, 1) + [V Ty (un)P)

et puisque b((e€)) (c(z, t)+|V Ty (un)[P) est fortement compact dans L*(Qr) alors par le théoréme
de Lebesgue, on aura
g

» — 0 quand n — +o0.

De la méme fagon, on peut trouver un certain ’(€) > 0 tel que:
172 < k:/ 1822, |G (2 £, V)|t + €
{lunl<V(e)}

ou

) t)= inf g¢ .
2(.’E, ) 97)1<s<0 (.’IJ, 3)
Ce qui montre que

J? — 0 quand n — +oo0.

D’autre part,

T
/ (Atp, T (un — 0v)))dt = / a(z, t, Vun) [Vuy, — 0Vl X{ |, —go|<kydrdt
A <

T

= / [CL(IL’7 t vun) - CL($, t, HV’U)][V'LLn - 9vv]X{|un79v|<k}dxdt
Qr -

+/ a(x,t,0V0)[Vuy — OV]X (|4, —6v|<k)dzdt.
Qr B

Le troisitme terme de cette égalité tend vers / a(x,t,0V0)[Vu — 0Vl x{ju—_go|<i}drdt

T

lorsque n — 400 puisque a(z, t, 0Vv) appartient & (L (Q7))Y tandis que [V =0V X {|u, —00|<k}
tend vers [Vu — OVv]x{ju—gv|<k} faiblement dans (LP(Q7))N.

En utilisant le lemme de Fatou, on obtient

T
liminf [ (Auy, Tk (u, — 60v)))dt

n—+oo Jo
> / [a(z,t, Vu) — a(x,t,0V0)|[Vu — V] X {ju—go|<kydrdl
T

+ a(x,t,0Vv)[Vu — OV X{ju—60|<r)drdt
Qr -

T
:/0 (Au, T, (u — Ov))dt.

On écrit

T ou, T ou, Ov
|G T —ooar = [ (G =05 T, — 0

r &
v
a. T n - )
+ /Owat, (1 — Ov)dt
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et en utilisant le fait que u,(0) = 0 et v(0) = 0, on obtient

/0T<85;n _ gg Tio(tn — Ov))dt = /QSk(un — 6v)(T)dx > 0

par conséquent

/OT@: (1 — 60) dt+/ (Au Tk(u—ev)>dt</OT<f,Tk(u—9v)>dt

ceci implique, en utilisant le fait que T (u — 6v) — u — v fortement dans LP(0, T} Wol’p(ﬂ)),
T Hu T
/ (=, u— 6v) dt+/ (Au u70v>dt</ (fyu—Ov)dt
o ‘ot 0
dans laquelle on peut passer a la limite, § — 1,
T Hv T T
/ (—,u—v>dt—|—/ <Au,u—v)dt§/ (f,u—v)dt.
o Ot 0 0

Etape 6: u,, — u fortement dans LP(0, T} Wol’p(Q)).

Utilisons T (u, — Th(u,)) comme fonction test dans (P,), et puisque g(z,un)v, > 0 et
/ Sk(un, — Ty (uyn))(T)dx > 0, nous obtenons
Q

T T
| A, Tt = Tiwa))t < [0 Tl = Thua)t
0 0

il en découle quand k — 400, avec n et h fixés,

T T
/ (A, — T ()t g/ (F, tn — T (un))dt
0 0

et en tendant n — 400, on obtient

T T
limsup/ (A, up — T (uy))dt < / (fyu—Tp(u))dt.
0 0

n—-+0o00

D’autre part, on a

IN

T
/0 [Vt = Tl 1

T
o 3P / / VT (un) — VT (w) Pdadt

+ 3p/ /\Vun\ X{\u |>h}dazdt+3p/ /|V’U,‘ X{‘u|>h}dxdt
3 / / VT () — VT (u )\pdxdt
3p

<f,un— ()t + / (fru— Th(u))dt

ce qui donne, en tenant compte de la convergence forte des troncatures,

T 2x3p (T
limsup/ IV, — Va|P ., dt < / (fu — Ty (w))dt.
0 Wo’ (Q 0

n—-+o0o ) (6%

IN

Finalement, puisque Tj,(u) — u fortement dans LP(0, T} Wol P(€2)), on obtient immédiatement
ln = ull o o e () = 0
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Remarque 6.1 Dans le cas ot g ne dépend pas de x et sous les hypothéses (4.4), (4.5), (4.8),
(6.1) — (6.5), le probléme (P,) admet au moins une solution uy, telle que u, — wu fortement

dans LP(0,T; Wol’p(Q)), ol u est l'unique solution du probléme suivant:

T Hv T T

/ <—,v—u>dt—|—/ (Au,v—u)dtZ/ (fyv—w)dt, Yo e KN D,

0o Ot 0 0
ue K.

ou IC et D sont définis comme précédemment.

En effet, le résultat découle du fait que lorsque g ne dépend pas de x, on a

{v e WyP(Q) : [g(v)] <1 p.p. dans Q} = {v € WP (Q) : ¢_ < v < ¢4 p.p. dans Q}
voir( [36]).
6.2 Lecas L!

Dans cette section, on étudie la limite de la suite des problemes:

B+ Alun) + |9, un) " (2, u) |G (2, £, un, Vuun)| = f dams D'(Qr) (B))
Uy, € LP(0,T; Wy P(Q)), un(0) = 0, |g(z, un)|"G(x, t, un, Vun) € LY(Qr) "

ol G est comme précédemment et vérifie, en plus, la condition de coercivité suivante:
Glast,5,0)| = BICP pour 5| = 7. (6.16)

oit 8> 0,7 > 0.

On se propose de démontrer le théoreme suivant:

Théoréme 6.2 Soit f € L'(Qr). Supposons que les hypothéses du théoréme 6.1 sont sat-
isfaites, q— and q4 appartiennent a L>°(Q) et que la condition (6.16) est vérifiée. Alors, le

probléme (R,,) admet au moins une solution uy, telle que:
up, — u fortement dans LP(0,T; W(}’p(Q)),
ot u est l'unique solution du probléme bilatéral suivant:

uek ={veLP0,T;W,P(Q)) : v(t) € K p.p.}

o at+ [ (4 d dxd
= - t—|—/ v — tz/ - £,
/0 <8t u—v) ; (Au,v — u) QTf(v u)dz (R)
Yve KND
ue kK ={velLP(0,T; Wol’p(Q)) cv(t) € K p.p.}

ot D = {v e LP(0,T; Wy () : v(0) = 0, % € LF (0, T; W% (Q))} et
K={ve Wol’p(Q) tq— <v<gqy p.p. dans }.
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Remarque 6.2 La condition u,(0) = 0 a bien un sens puisque u, € C([0,T],L*(Q)). En
effet, on a u, € LP(0,T; Wol’p(Q)) et E%” € Lp/(O,T; WP (Q)) + LYQr) ce qui montre que
un € C([0,T], LY(Q)). ( Voir [54]).

Preuve:
Les étapes de la démonstration sont similaires au cas variationnel.
Etape 1: Estimations a priori.

On étend notre probleme, comme précédemment, sur tout 'intérvalle |0, 7+1[ et on considere

la suite des équations:

B+ Alva) + 19 va)" g, 00)|G (2,800, Tun)| = f dans D'(Qrar) 5 )
Un € Lp(07 T+1; W()LP(Q))v UTL(O) =0, |g(x, Un)|nG(.CC, t,vn, VUTL) € Ll(QT-H) "

L’existence de v,, est donnée par le théoreme 1.7 du chapitre 1. En effet, il est facile de voir

que |g(z,s)| > 1 sur ensemble {|s| > 7} ou 5 = maz{supessq, —infessq_} ainsi

l9(z, 8)|"|G(,t,5,¢)] = BIC|” pour |s| > maz{y,7}.

Choisissons v = T}, (vy,), comme fonction test dans (R,), avec h = maz{y,7} et utilisons la

condition du signe (4.4) et la positivité du terme / Sh(vn(T + 1))dz, nous obtenons
Q

a/ VT (o) [Pdedt < B £ (6.17)
Qri1

et
| 1w |G @t v, Vo) ldedt < [f]1.
{lon|=h}

Ce qui donne
/ Vo, [Pdxdt < C
{lvn|=h}

et par suite
/ |Vop [Pdzdt < C. (6.18)
Qr+1

D’autre part, comme dans la section précédente, on a

/ 19, ) |"|G (x, t, v, Vo) |ddt < C. (6.19)
Qr41
Etape 2: Convergence presque partout des gradients Vu,.
D’apres (6.18), il existe v € LP(0,T + 1; Wol’p(Q)) telle que (pour une sous-suite )
v, — v faiblement dans LP(0,T + 1, Wy ().

90



Oun _

Ecrivons, maintenant, 22 = —Av, + f —|g(z, vn) "L g (2, v,)|G (, t, vy, Vor,)| et remarquons,

par (6.19), que le second membre est uniformément borné dans L¥ (0,7 + 1; W1 (Q)) +

LY (Qr41). Alors, comme dans la section précédente, on aura
Vv, — Vv p.p. dans Q741.

Etape 3: Pour presque tout t €]0, T+1[, v(t) € K = {v € Wol’p(Q) :q— <v < gy p.p. dans Q}.
le résultat découle immédiatement de (6.19).

Etape 4: Convergence forte des troncatures.

On raisonne comme dans la section précédente.

Etape 5: Posons u, = v,|Qr et u = v|@Qr. Montrons que u est solution du probleme
bilatéral (R).

Soient v € K et 0 < # < 1. Prenons Ty(u, — 6v),k > 0, comme fonction dans (R,).
On adapte la méme démonstration, comme dans la preuve du théoreme 6.1 sauf I'inéquation
(6.15) qu’on peut trouver en choisissant 77 (uy — Tk (uy)) comme fonction test dans (R,,). En

effet, on a

T
/ S1 (un — To(un))(T)dex + / (A, T (tn — Ty ()t
Q 0
+ / 19, wn) " g (@, wn)| G (&, £, 1y V)| T (1 — T () ddt
Qr

= fT (up — Tk (uy))dzdt
Qr

ce qui implique

/ 19(, 1) |G, £ty V)| davdt < / \f|ddt.
{|un|>k+1} {lun|>k}

Soit € > 0, alors il existe [(e) > 0 tel que
/ 19(, 1) |G (2, £, tns V)| derdlt < .
{lunl>1(e)}

Etape 6: u,, — u fortement dans LP(0, T, Wy ?(€2)).

Par le théréme de Vitali, on montre que Vu, — Vu fortement dans (LP(Q))V.
Pour simplifier, on suppose que 3 = 1.

Soit E' un sous-ensemble mesurable de €2, on a pour tout k£ > 0

/ |Vuy, [Pdzdt S/ |Vun|pdxdt—|—/ |Vuy, |[Pdzdt.
E En{|un|<k} En{|un|>k}
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Soit € > 0. En vertu de la convergence forte des troncatures, il existe 7(e, k) tel que pour

tout E mesurable

mes(E) < n(e k) = |Vuy, |[Pdzdt <
Enflun|<k}

vn. (6.20)

N ™

Choisissons T7(un — Ti(uy)), £ > 0, comme fonction test (@), nous obtenons, comme

précédemment,

/ 19(2, 1) |G (2, £ty V)| devdt < / \f|dedt
{|un|>k+1} {|un|>k}

et par suite, il existe k = k(e) tel que

/ lg(x, up)|"|G(x, t, up, Vuy,)|dedt < E, Vn.
{un|>k+1} 2
En posant h(e) = maxz{k + 1,7,7}, on obtient
/ Vo Pdzdt < <, wn. (6.21)
{Jun|>h(e)} 2

En combinant (6.20) et (6.21), on déduit qu'il existe > 0 tel que

/ |Vu,[Pdzdt < e, Vn, VE mesurable, mes(E) < n
E

ce qui montre I’équi-intégrabilité de (|Vuy,|P), dans L*(Qr).
Remarque 6.3 - La condition b(0) = 0 n’est pas nécessaire. En effet, on a pour tout h > 0,

To(un) goat < ©

| ot un)" g ) G ot n, V)|
T
ce qui donne en tendant h — 0,

/ 19(2, un) |G (s £, 1, V)| dadt < C.
QT

6.3 Approximation d’une inéquation elliptique par une suite
d’équations paraboliques

Dans cette section, on utilise une autre méthode de pénalisation. Elle consiste a approcher
un probleme elliptique par une suite d’équations paraboliques. on portera notre intérét sur

I’étude de la limite des équations suivantes:

B+ Alun) + lg(, un) " g(w,un)|G(, t, un, Vun)| = F dans D'(Qr) ()
up € LP(0, T3 Wy (9)), un(0) = 0, |g(w, un)|"| G, t, up, Vun)| € L(Qr) "
ot F(t) = f p.p. € W H(Q) et A(u) = —div(a(z, Vu)).
1 T
On définit pour tout v € LP(0, T} Wol’p(Q)), o(x) = T/ v(x,t)dt.
On a le théoreme suivant. ’
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Théoréeme 6.3 Soit f € W*I’p/(Q). Supposons que les hypothéses du théoréme 6.1 ont lieu.

Alors, il existe au moins une solution uy, de (T,) telle que
lin — @ fortement dans Wy ()

ot u est l'unique solution du probléme bilatéral suivant:

ieK
{ (A, v —a) > (f,v —u), Yv € K, (T)

oaK:{veWol’p(Q):q_§v§q+p.p. }.

Remarque 6.4 -Le méme résultat peut étre obtenu dans le cas L' si on suppose que (3.1)

a lieu et que q—, q+ appartiennent a L>(£2).

Preuve:
La suite u,, étant construite comme précédemment.

Il suffit de montrer seulement que @, — @ fortement dans Wol P(Q) et que @ est solution de

(T).
On a
~ ~ T 1
ltn = llwaogy < ) gl = vllyogd
< Cllu, — uHLP(O,T;WOl’p(Q))

ce qui donne le résultat voulu puisque u,, — u fortement dans LP(0,T’; WO1 P(Q)).
Montrons, maintenant, que @ est solution de (7).
Prenons vxjor{ € KN D, avec v € K, comme fonction test dans (P) (voir le théoréme (6.1)),

on obtient - .
/ (Au,v — u)dt > / (fvxgo,r — w)dt
0 0
ce qui donne, puisque A est monotone,
T T
/ (Av,v — u)dt > / (fsvxj0,7] — w)dt
0 0

donc
(Av,v —a) > (f,v — a). (6.22)

En remplagant dans (6.22) v par ta + (1 —t)v,0 <t < 1 et en tendant ¢ — 1, on obtient

(Au,v —a) > (f,v —u).

Remarque 6.5 -Pour quelques applications des résultats obtenus dans ce chapitre, on peut

reprendre les exemples du Chapitre 4.
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