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INTRODUCERE

Marimile variabile tinzand spre zero (numite infinitezimale) au fost asezate
de Leibnitz la baza calcului diferential gi integral. Ulterior, Euler le-a numit
”infiniti mici” (tot el a numit ”infiniti mari” mérimile tinzand spre +o0).

Timp de peste 200 de ani manualele de Analizd matematicd au folosit
acegti termeni pana ce Dirichlet, Weierstrass gi C. Jordan au impus limba-
jul € — § in fundamentarea conceptului modern de limitd, considerat astazi
singurul riguros. A. Robinson are meritul de a fi pus bazele logice ale Calcu-
lului cu infinitezimale (privite ca elemente nonstandard, care meritd dreptul
la existentd matematicd deoarece nu implicd nici o contradictie). S-a ajuns
astfel la crearea Analizei nonstandard, care a devenit un domeniu matematic
de sine statator, avand probleme specifice, metode noi de investigatie gi un
camp de aplicatii in mare expansiune.

Lucrarea de fata prezinta in Capitolul I cateva elemente privind evolutia
notiunilor de baza ale Analizei nonstandard i listarea catorva clase de aplicatii.

In Capitolul II sunt prezentate din Calculul Predicatelor notiunile funda-
mentale si din Teoria Modelelor suprastructurile si conceptul de univers non-
standard, intr-o forma inedita, care pregateste expunerea rezultatelor origi-
nale ale tezei.

Suprastructurile au fost introduse de Robinson gi Zakon in 1969, iar IST

(Internal Set Theory) a fost creatd de E. Nelson in 1977 [Ne], ca o extensie



conservativa a sistemului Zermelo-Fraenkel plus Axioma Alegerii (ZFC).

In perioada 1980-1990 scoala lui Reeb din Strasbourg a elaborat mai multe
lucrari folosind IST si dezvoltand cercetari semnificative in studiul ecuatiilor
diferentiale gi sistemelor dinamice.

In Capitolul III sunt prezentate in limbaj IST S-proprietatile, umbrele
multimilor gi functiilor, S-diferentiabilitatea, precum gi Principiile de Perma-
nenta Cauchy si Fehrele.

Teoria nonstandard a functiilor complexe cuprinde studiul polinoamelor,
lozalizarii zerourilor de polinoame, studiul seriilor convergente si al analitici-
tatii.

In ultimul timp studiul comportirii locale a functiilor analitice interne are
reflexe in cercetarea iteratiilor (multimi Julia gi Mandelbrot) si fractalilor.

In Capitolul IV prezentim mai multe rezultate originale. Acest capitol
este dedicat studiului prin metode nonstandard al corpurilor normate, nedis-
crete, complete, de caracteristica arbitrara, K.

Dupa o prezentare a catorva rezultate de baza privind studiul topologic
metric al lui K™, studiem seriile formale convergente peste K, generaliziand
de la C la K™, prima parte a unei teoreme a lui Robinson-Callot ([Fr]),
dedicata studiului din punct de vedere infinitezimal al functiilor olomorfe
intr-o variabild. Metoda noastrd foloseste analiticitatea (in locul olomorfiei
folositd in [Fr]).

In Capitolul V aplicim notiuni si rezultate din Teoria modelelor in Al-
gebré (mai exact in teoria inelelor de polinoame peste corpuri real inchise) in
demonstratia unei extensii a teoremei zerourilor a lui Hilbert pentru corpuri
real inchise.

De asemenea aplicim conceptele dezvoltate in sectiunile precedente si in
teoria germenilor de functii analitice. Astfel extindem teorema clasica a lui

Ruckert [GR] de la C la extinderea K C K (= completatul inchiderii alge-



brice a lui K), unde K este corp normat, nediscret, complet de caracteristic
arbitrara.

Demonstratia nonstandard a Teoremei lui Ruckert se bazeaza pe gasirea
unui punct generic pentru un ideal gi foloseste versiunile nonstandard ale
Teoremelor de pregatire si de impartire ale lui Weierstrass. Metodele de
demonstratie, desi inspirate din demonstratia lui Robinson [Ro 2] includ
importante clarificari gi adaptari la contextul considerat. Cele doua rezultate
nu erau cunoscute dupa stiinta nostra in literatura.

In Capitolul VI, vom da cateva aplicatii in Geometrie a Analizei non-
standard, anume: in studiul Varietatilor Gauss de dimensiune m cu curbura
continud [SL]|, este exemplificatd utilizarea infinitezimald din Analiza non-
standard la probleme de naturad locald in care apar nu functii ci germeni
de functii, prin introducerea triedrului lui Frenét nonstandard pentru curbe
diferentiale gi a curburii totale a unei suprafete.

Aduc pe aceastd cale multumiri conducitorului meu de doctorat, d-lui
Prof.Dr. Octavian Stanasila, pentru ajutorul dat in cadrul cercetarilor mele,
pentru competenta deosebitd cu care m-a indrumat, pentru incurajarile si
indemnul de a finaliza aceasta teza.

Multumesc d-lui Cerc.Pr.I. Dr. Serban Basarab gi d-lui Prof.Dr. George
Georgescu, pentru discutiile utile purtate cu dansii asupra subiectului tezei
si pentru recomandarile bibliografice.

De asemenea, doresc sa exprim multumirile gi recunostinta mea Dr. Ovidiu
Pasarescu pentru sprijinul moral acordat, pentru observatiile, discutiile si

clarificarile aduse in elaborarea si redactarea tezei.



Capitolul 1
SURSE SI MOTIVATII PENTRU
ANALIZA NONSTANDARD

Analiza nonstandard (sau infinitezimald) a fost inventatd de Abraham
Robinson in 1960, prin punerea la baza calculului infinitezimal a unei funda-
mentari logice. In cartea sa Non-standard Analysis, Proceedings of the
Royal Academy Amsterdam, Ser.A 64, 1960, 432-440 (o carte cu acelagi titlu
exista in colectia ”Studies in Logic and the Foundations of Mathematics”,
North Holland, Amsterdam, 1966), A. Robinson a ardtat ci atat conceptele
cat gi metodele Logicii matematice sunt capabile sa furnizeze un cadru adec-
vat pentru dezvoltarea Calculului Diferential gi Integral cu ajutorul infinitilor
mici gi a infinitilor mari.

In 1960, logicianul american A. Robinson a aritat o modalitate prin care
”infinitii mici” §i ”infinitii mari” pot capata legitimitate, punand astfel bazele
Analizei matematice nonstandard.

Ideea principala este urmatoarea: fie K un corp comutativ total ordonat
care contine R (corpul numerelor reale). Pentru orice u € K se definegte
|u| = max(u, —u). Un exemplu este corpul K = R(X) al fractiilor rationale;
el este total ordonat, considerand cé o fractie — (cét de polinoame din R[X],
@ # 0) este pozitiva dacd polinoamele P, () au coeficientii termenilor de grad

maxim de acelasi semn.



Un element a € K se numeste infinit mic (respectiv infinit mare) daci
pentru orice 7 > 0 real, avem |a| < r (respectiv (Ja| > 7). Elementele b € K
astfel incat existd r > 0 real cu |b| < r se numesc finite. OR este un infinit
mic (singurul infinit mic care apartine lui R).

Deoarece K nu este arhimedian, exista ¢ € K astfel incat pentru orice n
natural sa avem ¢ > n.

Acest ¢ este un infinit mare, iar ! un infinit mic. Doua elemente a,b € K
se numesc echivalente daca a — b esge un infinit mic (se mai spune ci a este
infinitezimal apropiat de b). Se poate ardta cd pentru orice a € K finit exista
si este unic un numar real a infinitezimal apropiat de a. Robinson a aratat
cd existd un corp *R, comutativ, total ordonat, continand strict R (aici *R
nu inseamnd R \ {0}), minimal intr-un anumit sens; elementele lui *R \ R
se numesc numere nonstandard.

Analiza nonstandard are o istorie sinuoasid. Ea igi are rddacinile in uti-
lizarea infinitezimalelor de catre Leibniz si Newton in elaborarea Analizei
matematice. Infinitezimalele sunt "numere” care sunt mai mici in valoare
absoluta decat orice numar real. Leibniz le-a privit ca nigte entitati intr-o
anumita structura ”ideald” care continea in plus numerele reale gi pe cele in-
finit mari. El a facut in mod implicit, importanta dar vaga ipoteza ca aceasta
structura satisface aceleasi reguli ca sistemul uzual al numerelor reale.

Printre predecesorii de succes ai lui A. Robinson care au incercat sa puna
la baza Calculului Infinitezimal o fundamentare logica, au fost:

- Geissler, K., (1904), Grundgedanken einer iibereuklidischen Geometrie
durch die Weitenbehaftungen des Unendlichen, Iahresberichte der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung;

- Hahn, H., (1907), Uber die nichtarchimedische Groszensysteme, S.B.
Wiener Akad. Math. Natur KI. 116 (Abt. II-a) 601-655,

care a dat o interpretare consistenta infinitezimalelor in cAmpuri nonarhime-



diene - cadrul natural al Analizei nonstandard,

-Natorp, P., (1923), Die Logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften,
Wissenschaft und Hypothese 12, ed. 3-2, Leipzig-Berlin;

-Artin gi Schreier, care au dezvoltat teoria cAmpurilor formal reale, care
intervin ulterior in teoria campurilor hiperreale a lui

- Hewitt, E., (1948), Rings of real-valued continuous functions I, Transac-
tions of the American Mathematical Society, 64, p. 54-99, cAmpuri care pot
servi ca modele nonstandard ale Analizei (deci pot indeplini rolul lui *R);

- Laugwitz, D. gi Schmieden, C., (1958), Eine Erweiterung der Infinitesi-
malrechnung; Math. Z. 69, 1-39.

- Laugwitz, D., (1961), Anwendungen unendlichkleiner Zahlen I, J. Reine
Angew. Math. 207, 53-60 si 208, p. 22-34.

Ultimii autori mentionati au studiat analiza infinitezimalad in inele cu
divizori ai lui zero si considera infinitii mici sau mari ca functii.

In acest cadru se obtine chiar un substitut al teoriei distributiilor.

Dar cea mai puternica si directd influenta asupra lui Robinson, a avut-
o constructia asa numitelor modele nonstandard ale Aritmeticii, datorate
lui T. Skolem. (Skolem, T., (1934), Uber die nichtcharakterisierbarkeit der
Zahlenreiche mittels endlich oder abzdhlbar unendlich vieler Aussagen mit
ausschliesslich Zahlenvariablen, Fund. Math. 33, 150-161).

Atat teoria cardinalelor cat si teoria ordinalelor transfinite au avut o
mare influentd asupra Analizei nonstandard, care s-a exercitat indirect, prin
aceea ca teoria lui Cantor a constituit o baza pentru manipularea comoda a
multimilor infinite (care intervin in Analiza nonstandard).

Teoria lui A. Robinson face apel la teoria tipurilor, mai putin familiara
majoritatii matematicienilor; de aceea s-a incercat elaborarea unor procedee
mai accesibile pentru fundamentarea Analizei Matematice prin structurile

ei ansambliste gi topologice, in spiritul ralatiei de apartenentd din teoria



multimilor, §i mai putin prin structurile ei logice. In acest sens poate fi
amintita lucrarea:

Machover, M., Hirschfeld, J., (1969), Lectures Notes on Non-Standard
Analysis. LNM, 94, Springer Verlag, Berlin, 1969,
in care autorii au reusit partial sa dea Analizei nonstandard o prezentare care
permite matematicienilor nefamiliarizati cu logica matematica si asimileze
faptele care stau la baza teoriei lui A. Robinson, intr-un limbaj apropiat de
teoria multimilor.

Mentionam de asemenea, studiul:

Zakon, E., (1974), A new variant of nonstandard analysis, p.313-339,
cuprins in volumul colectiv editat de

Hurd, A. gi Loeb, P., Victoria Symposium on Non-Standard Analysis,
L.N.M., Springer Verlag, Berlin, 1974,
ca gi articolul pe care acesta il continui al lui A. Robinson si Zakon ”A
set-theoretical characterization of enlargements”, Proceedings of Pasadena
Symposium, ” Applications of Model Theory to Algebra, Analysis and Prob-
ability”, editor A. Luxemburg, Holt Reinhart and Winston, New-York, 1969,
p- 109-122; aici se da o prezentare mai simpld a Analizei nonstandard, pe
o cale diferita de a lui Machover gi Hirschfeld, in cadrul careia extensiile se
obtin prin consideratii de teoria multimilor in dauna celor privind logicile
de ordin superior, realizind astfel un progres in simplificarea gi clarificarea
Analizei nonstandard.

O alta prezentare sistematicd si accesibila a Analizei nonstandard este
realizata de:

Luzemburg, W.A.J., (1973), What is Non-Standard Analysis, Amer. Math.
Monthly, 80, 38-67, care obtine extensii nu cu teorema de compacitate ci cu

ajutorul ultraproduselor.



Domenii de aplicare a Analizei nonstandard

Dam o lista de domenii unde analiza nonstandard a permis extinderi
semnificative §i metode noi de demonstratie gi descoperiri.

a) Analiza nonstandard a constituit un camp de aplicare a teoriei
modelelor, legat de alte arii adiacente. Astfel, metodele nonstandard au
fost aplicate in Teoria algebrica a numerelor, agsa cum se arata in lucrarile
urmatoare:

Robinson, A., si Roquette, P., (1975), On the finiteness theorem of Siegel
and Mahler concerning Diophantine equations, J. Number Theory 7, 121-176.

Roguette, P., (1975), Nonstandard aspects of Hilbert's irreducibility the-
orem; in Model Theory and Algebra Lecture Notes in Mathematics 498,
Springer Verlag, 231-275.

Van den Dries, L. and Schmidt (1984), Bounds in the Theory of polino-
mial rings over fields: A nonstandard approach, Invent. Math. 76, 77-91.

Van den Dries, L. and Wilkie, A.J., (1984), Gromov’s Theorem on groups
of polynomial growth and elementary logic, J. Algebra 89, 349-374.

De asemenea, in lucrarea

Benninghofen B. si Richter, M.M., (1988), A Lattice Formulation of Real
and Vector Valued Integrals in Nonstandard Analysis and Its Applications,
edited by Nigel Cutland,
aproximarea nonstandard este folosita pentru a construi un obiect ”ideal”, in
acest caz o extensie a unui grup liber nilpotent, ca o acoperire nonstandard
a grupului dat.

Basarab, S., (1983), Teorema lui Roth: Aspecte nonstandard. St. Cerc.
Mat., 35, Nr.2, pp.105-113, Bucuresti, 1983.

In aceasti lucrare autorul d§ o interpretare in termeni nonstandard a teo-
remei si demonstratiei teoremei lui Roth, teorema ce face parte din clasa asa

numitelor rezultate de finitudine, respectiv de nonfinitudine ale geometriei



diofantiene, aldturi de celebrele teoreme ale lui Siegel-Mahler, Mordell-Weil
si de teorema de ireductibilitate a lui Hilbert.

A. Robinson i P. Roquette in [RR] si [R] au intérit convingerea cd acest
tip de probleme pot fi abordate in mod natural si unitar in cadrul aritmeticii
nonstandard initiate de A. Robinson.

Deschizatoare de drumuri este in acest sens lucrarea lui Robinson si
Roquette [RR] asupra teoremei de finitudine a lui Siegel-Mahler.

Interesul unei astfel de interpretari se afla in eleganta unor formulari in
termeni nonstandard cit gi in punerea in evidenta si in cazul teoremei lui
Roth a unui fenomen frecvent in aritmetica nonstandard: apelul la doua
”enlargements” adica se considera mai intai un model saturat *M al struc-
turii M si apoi un model saturat ** M al structurii *M. Cu alte cuvinte
se considera doua largiri succesive in sensul lui Robinson ale structurii M :
MC*MC M.

b) Metodele nonstandard sunt aplicate cu succes in

Topologie - Studii de topologie nonstandard gasim in lucrarile:

Stroyan, K.D. and Luzemburg, W.A.J., (1976), Introduction to the The-
ory of Infinitesimals, Academic Press, New York,

Luzemburg, W.A.J., (1969), Applications of Model Theory to Algebra,
Analysis and Probability, Holt, New York,

Machover, M. and Hirschfeld, J., (1969), Lectures on Nonstandard Anal-
ysis, LNM, 94, Springer-Verlag.

Richter, M.M., (1982), Ideale Punckte. Monaden und Nichtstandard
Methoden, Vieweg, Wiesbaden,

Benninghofen, B., (1982), Nichstandardmethoden und Monaden Diplo-
marbeit, RWTH, Aachen.,

Benninghofen, B. and Richter, M.M., General Theory of superinfinitesi-
mals. Fund. Math.,



Benninghofen, B., Stroyan, K.D. and Richter, M.M., (1988), Superin-
finitesimals in topology and functional analysis. Proc. London. Math. Soc.

Exista o stransa legatura intre ultraputeri gi convergenta filtrelor,
de exemplu in studiul lui

Fenstad, J.E., (1967), A note on ”standard” versus ”"nonstandard” topol-
ogy. Indag. Math., 29, 378-380, sau

Fenstad, J.E. and Nyberg, A. (1970), Standard versus nonstandard meth-
ods in uniform topology, in Logic Colloquium 1969, North-Holland, Amster-
dam, 353-359.

Cateva consecinte interesante ale caracterizarii nonstandard ale compacitatii
sunt teoremele ”almost implies near” ale lui:

Luzemburg, W.A.J. and Taylor, R.F., (1970), Almost commuting matri-
ces are near commuting matrices. Proc. Ray. Acad. Amsterdam, Ser. A 73,
96-98 gi

Anderson, R.M., (1986), ” Almost” implies "near”. Trans. Amer. Math.
Soc. 296, 229-237.

Lucrari nonstandard semnificative relativ la completare si compactificare
gasim in:

Luzemburg, W.A.J. (1969), op. cit.

Machover, M., and Hirschfeld, J., (1969), op. cit.

Wattenberg, F., (1971), Nonstandard Topology and extensions of monad
systems to infinite points. J. Symbolic Logic 36, 463-576.

Wattenberg, F., (1973), Monads of infinite points and finite product
spaces. Trans. Amer. Math. Soc. 176, 351-368.

Gonshor, H., (1979), Enlargements contain various kinds of completions:
in Hurd and Loeb (1974), 60-70.

Dyre, J.C., (1982), Non-standard characterizations of ideals in C(X),
Math. Scand. 50, 44-54.
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¢) Teoria spatiilor Banach este unul din cele mai active domenii ale
Analizei nonstandard.

In acest sens, se remarca lucrarile lui

Henson, C.W. and Moore, L.C., (1983), Nonstandard analysis and the
theory of Banach spaces; In Hurd (1983), 27-211,
care contine o bibliografie bogata gi probleme deschise.

Prima problema deschisa, standard, care a fost rezolvata prin tehnici non-
standard, a fost problema subspatiilor invariante pentru operatori polinomiali
compacti.

Aproximarea spatiilor infinit dimensionale prin unele de dimeniune hiperfinita,
ocupd un loc special in istoria Analizei nonstandard, ca principald metoda
in solutia problemei subspatiilor invariante pentru operatori compacti a lui

Bernstein, A. and Robinson, A., (1966), Solution of an invariant subspace
problem of K.T. Smith and P.R. Halmos, Pacific J. Math. 16, 421-341.

Aproximari hiperfinite ale spatiilor infinite se gasesc in

Dawis, M., (1977), Applied Nonstandard Analysis, Wiley, New York.

d) Teoria formelor patratice hiperfinite cu aplicatii in procese difuze
a fost dezvoltata de

Albeverio, S., Fenstad, J.E., Hgegh-Hrohn, R., and Lindstrgm, T., (1986),
Nonstandard Methods in Stochastic Analysis and Mathematical Physics,
Academic Press, New York.

Lindstrgm, T., (1986), Nonstandard energy forms and diffusions on man-
ifolds and fractals; in Stochastic processes in classical and quantum systems
(Albeverio, S. et al., eds.) Springer-Verlag 363-380.

Existd probleme interesante deschise privind proprietatile spectrale ale
acestor forme gi de asemenea privind relatia lor cu spatiile Loeb-Sobolev in

Arkeryd, L., (1984), Loeb-Sobolev spaces with applications to variational

integrals and differential equations. Preprint, Chalmers Inst. Tech., Gothen-
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burg.

Arkeryd, L. and Bergh. J., (1986). Some properties of Loeb-Sobolev
spaces, J. London Math. Soc. 34, 317-334.

e) Un impact deosebit in Teoria modernd a probabilitdtilor il are
conceptul de masura a lut Loeb, care este o inventie nonstandard relativ
noud, introdusd de Loeb, P.A., in 1975, in lucrarea ” Conversion from non-
standard to standard measure spaces and applications in probability theory”,
Trans. Amer. math. Soc. 211, 113-122, folosind Teorema Extensiei a lui
Caratheodory.

Unicitatea masurilor Loeb infinite a fost demonstrata mai tarziu de

Henson, C.W., (1979), Unbounded Loeb measures, Proc. Amer. Math.
Soc. 74, 143-150.

Masura lui Loeb se aplica intr-o mare varietate de domenii.

Masuri limita si extensii de masuri gasim in

Loeb, P.A. (1979), An introduction to nonstandard analysis and hyper-
finite probability theory; in Probabilistic Analysis and Related Topics II,
Academic Press, New York, 105-142.

Loeb, P.A., (1979), Weak limits of measures and the standard part map,
Proc. Amer. Math. Soc. 77, pp. 128-135

Anderson, R.M. and Rashid, S., (1978), A Nonstandard characterization
of weak convergence, Proc. Amer. Math. Soc. 69, 327-332.

Lindstrgm, T., (1982), A Loeb measure approach to theorems by Pro-
horov, Sazonov and Gross, Trans. Amer. Math. Soc. 269, 521-534.

f) Un alt domeniu de aplicabilitate il constituie mecanica statistici,
teoria masurii si in ultimul timp teoria campurilor cuantice. In acest
sens, mentionam lucrarile:

Hurd, A.E., (1981), Nonstandard analysis and lattice statistical mechan-
ics: A variational principle, Trans. Amer. Math. Soc. 263, 89-110.
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Helms, L.L. and Loeb, P.A., (1979), Applications of nonstandard analysis
to spin models, J. Math. Anal. Appl. 69, 341-352.

Kessler, C., (1984), Nonstandard methods in random fields, Dissertation,
Bochum.

Remarcanile sunt lucrarile lui Arkeryd, L. asupra ecuatiei Boltzmann.

Arkeryd, L., (1981 a)), A nonstandard approach to the Boltzmann equa-
tion. Arch. Rational Mech. Anal. 77, 1-10.

Arkeryd, L., (1981 b)), Intermolecular forces of infinite range and the
Boltzmann equation, Arch. Rational Mech. Anal. 77, 11-23.

Arkeryd, L., (1981 c)) A time-wise approximated Boltzmann equation,
IMA. J. Appl. Math. 27, 373-383.

Arkeryd, L., (1982) A symptotic behaviour of the Boltzmann equation
with infinite range forces, Comm. Math. Phys. 86, 475-484.

Arkeryd, L., (1984) Loeb solutions of the Boltzmann equation, Arch.
Rational Mech. Anal. 86, 85-97.

Rezultate recente ale lui Arkeryd asupra ecuatiilor Boltzmann au dus la
un interes deosebit asupra spatiilor Loeb-Sobolev in

Arkeryd, L., (1984 b)) Loeb-Sobolev spaces with applications to varia-
tional integrals and differential equations. Preprint, Chalmes Inst. Tech.,
Gothemburg.

Arkeryd, L., (1986) On the Boltzmann equation in unbounded space far
from equilibrium and the limit of zero mean free path, Commum. Math.
Phys. 105, 205-219.

In aceste lucriiri ale lui Arkeryd, Un model nonstandard al spatiului si
timpului furnizeaza cadrul pentru existenta a noi rezultate pentru aceasta
ecuatie faimoasa.

Alte domenii care meritd o deosebita atentie sunt teoria ergodica si

transformarile masurabile. Se remarca lucriri interesante ale lui:
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Henson, C.W., (1972), On the nonstandard representation of measures.
Trans. Amer. Math. Soc. 172, 437-446.

Kamae, T., (1982), A simple proof of the ergodic theorem using nonstan-
dard analysis, Israel J. Math. 42, 284-290.

Ross, D., (1983), Measurable transformataions in saturated models of
analysis. Ph. D. Thesis. Madison.

La baza acestor aplicatii std o metoda pentru reprezentarea masurilor pe
spatii topologice ca inversele partilor standard ale masurilor Loeb:

Landers, D. and Rogge, L., (1987), Universal Loeb measurability of sets
and of the standard part map with applications. Trans. Amer. Math. Soc.
304, 229-243.

Masura Loeb este folosita gi in teoria modelelor.

Keisler, H.J., (1987), Measures and forking. Ann. Pure Appl. Logic 34,
119-170.

Stroyan, K.D. and Bayod, J.M. (1986), Foundations of Infinitesimal Stochas-
tic Analysis, North-Holland Amsterdam,
au combinat teoria lui Keisler cu rezultatele lui Henson din teoria nonstan-
dard descriptiva a multimilor gi au creat o ”scoald Strasbourg” care se ocupa
cu analiza stochastica nonstandard.

Aceastd lucrare contine rezultate nonstandard cu aplicatii in Teoria
m3surii. In teoria campurilor cuantice se remarca lucrarile:

Albeverio, S., Fenstad, J.E., Hgegh-Kron, R. si Lindstrgm, T., (1986),
Nonstandard Methods in Stochastic Analysis and Mathematical Physics,
Academic Press, New-York,
unde se da o tratare extensivd a aplicatiilor in teoria probabilitatilor si
fizica matematica.

In aceastd lucrare se gaseste o aproximare nonstandard a proceselor Markov,

o teorie hiperfinita a formelor Dirichlet gi proceselor Markov stationare cu
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aplicatii in mecanica cuantica si

Lindstrgm (1986), op. cit. la difuzii pe varietdti si fractali.

g) Aplicatii geometrice

Difuziile pe varietati constituie un subiect care a atras atentia proba-
biligtilor nonstandard.

In lucrarea:

Stroyan, K.D., (1977), Infinitesimals analysis of curves and surfaces: in
Handbook of Mathematical Logic (K.J. Barwise ed. ...) North Holland,
Amsterdam, 197-231,
gasim o prezentare elementara a modului cum conceptele geometriei diferentiale
pot fi formulate in termeni nonstandard.

Exista de asemenea, o serie de lucrari care se ocupa cu studiul controlului
optimal.

Cutland, N.J. (1986), Infinitesimal methods in control theory: Determin-
istic and stochastic, Acta Appl. Math. 5, 105-136.

Cutland, N.J. (1983), Optimal control for partially observed stochastic
system: an infinitesimal approach, Stochastic 8, 239-257.

Una dintre cele mai importante contributii la teoria nonstandard a proba-
bilitatilor este lucrarea lui Perkins asupra timpului local Brownian, cu aplicatii:

Perkins, E., (1981), A global intrinsec characterization of local time, Ann.
Prob. 9, 800-817.

Un camp larg de aplicatii geometrice il constituie cel al deformarilor in-
finitezimale de structuri, care a condus la conceptul de varietate diferentiald
nonstandard.

h) O altd categorie de aplicatii, oarecum neagteptate, ale metodelor anal-
izel nonstandard o constituie cele din domeniul economico-financiar.

Astfel, in teoria schimbului se mentioneaza:

Hoover, D.N., (1982), Row-columm exchangeability and a generalized
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model for probability; in G. Koch and F. Spizzichino, (eds).

Exchangeability in Probability and Statistic, North Holland, Amsterdam,
281-291.

Una dintre aplicatiile multimilor hiperfinite este in economia matem-
atica gi teoria schimburilor economice.

Folosind o multime hiperfinita de consumatori, este posibil a combina atat
proprietatile combinatoriale necesare, cat si informarea relevanta asimptotica
in aceeasi structurdi. In acest domeniu se remarcd lucririle:

Brown, D.J. and Robinson, A., (1974), Nonstandard exchange economics,
Econometrica 43, 41-55.

Brown, D.J. and Robinson, A., (1974), The cores of large standard ex-
change economies. J. Economic. Theory 9, 245-254.

Brown, D.J., (1976), Existence of a competitive equilibrium in a nonstan-
dard exchange economy, Econometrica 44, 537-546.

Anderson, R.M., (1985), Strong Core Theorems with nonconvex prefer-
ences, Econometrica 53, 1283-1294.

In matematica financiars se remarci:

Aumann, R., (1964), Markets with a continuum of traders, Econometrica
32 (1964), 39-50 - care a introdus in economia matematica spatiile méasurabile
nonatomice ca modele pentru multimea agentilor din ”economiile mari”, la
fel cum spatiile masurabile se folosesc sa modeleze sisteme mari discrete in
fizica matematica.

Analiza nonstandard furnizeazi modele matematice noi pentru descrierea
unor fenomene fizice; de exemplu, colectii mari finite de particule sunt mai
bine modelate printr-o multime hiperfinita (adicd o multime infinitd care este
finitd din punctul nonstandard de vedere) decat prin continuumul uzual.

Citdm in acest sens lucrarea lui - Albeverio, S., (1988), Applications of

Nonstandard Analysis in Mathematical Physics.
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Capitolul II
SUPRASTRUCTURI, UNIVERS
NONSTANDARD SI IST

In acest capitol, introducem pe scurt modelele de Analiz§ nonstandard
cel mai des utilizate, anume: constructia din Teoria Modelelor bazata pe
suprastructuri (a lui Robinson) si cea axiomaticd IST (Internal Set Theory)
a lui E. Nelson.

Mentionam ca cele doua abordari modeleaza un acelasi fenomen si poate
fi folosita in functie de interesul problemei studiate oricare dintre ele, de la

caz la caz.

§1. Elemente de calculul predicatelor si Teo-
ria modelelor

In acest paragraf vom prezenta cateva notiuni fundamentale din Teoria
Modelelor gi Calculul Predicatelor utilizate in continuare.
Detalii pot fi gésite in J. Keisler [CK], Bell si Slomson [BS].

1.1 Structuri relationale

O structurd relationald A este o pereche ordonatd (A, (R;)icr) unde A

este o multime si I este o multime arbitrara de indici, astfel incat pentru
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fiecare ¢ € I, R; este o relatie n;-ard pe A, adicd R; C A™.

Tipul lui A = ((A, (R;)icr) este sirul (n;)ier, n; € N. De remarcat cé
aceasta definitie include structurile algebrice cum ar fi grupurile, inelele gi
corpurile, deoarece o operatie n-arda pe o multime A poate fi identificatd cu
o relatie (n + 1)-ard pe A.

Fie A = ((4, (Ri)icr) si B = ((4, (S;)ier) doud structuri relationale de
acelasi tip (n;)ier-

Spunem ci A este o substructurd a lui B gi notam A < B, dacda A C B si
pentru orice ¢ € I avem R; = S; N A™.

Un morfism h de la A la B este o functie h : A — B care respecta
relatiile lui A adicd dacd pentru ay,...a,, € A, dacd (ai,...,a,,) € R,
atunci (h(ay),...,h(a,,) € S;. Un astfel de morfism este o scufundare daca
este injectiv si pentru ay,...,a,, € 4, (ai,...,a,,) € R; dacd si numai daci
(h(ay),-..,h(as)) € S;.

Un izomorfism este o scufundare surjectivd. Dacid h : A — B este un
izomorfism, atunci spunem ca A gi B sunt izomorfe gi scriem A = B.

Consideram un limbaj L al calculului Predicatelor corespunzator tipului
lui A, adicd multimea {P;|i € I} a literelor predicate si multimea {R;|i € I}
sunt In corespondenta, in sensul ca daca ¢+ € I, atunci P; este un predicat
n;-ar, adicd P; este numele pentru relatia R; de pe A.

Dacé o este o propozitie a lui L care este adevaratd pe A, spunem ca A
modeleazd o §i scriem A = o.

Dacé ¢(vg,...,v,) este o formuld a lui L astfel incat variabilele libere
ale lui ¢ sunt printre vy, ... v,, atunci definim o relatie n-ard Ry C A" prin:
Ry(ag, ..., an) dacd si numai dacd vy ... v, sunt interpretate ca ao, ..., a, €
A, respectiv, in ¢, si daca predicatele lui ¢ sunt interpretate ca relatiile lor
corespunzatoare, atunci rezultatul obtinut este adevérat in A.

Fie ag,...,an, € A. Atunci dacd Ry(ao, ..., a,) are loc in A scriem A
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d(ag, - .-, an).

Fie H o clasd de structuri relationale. Vom spune ca multimea tuturor
propozitiilor ¢ ale lui L astfel incit A € H implicd A = o, este teoria lui H
si notdm Th(H).

Dacéd A si B sunt structuri relationale, atunci ele sunt elementar echiva-
lente dacd au aceeasi teorie adicd Th(A) = Th(B).

O scufundare h a lui A in B, este elementard dacd pentru orice formula
é(vg, .. .,v,) alui L si orice ag,...,a, € A, A E ¢(ag,...,a,) dacd si numai
dacd B = ¢(h(ap), ..., h(an)).

A este o substructurd elementara a lui B, dacd A < B si incluziunea lui
A in B este o extensie elementard a lui A. Dacd A < B este o scufundare
care este extensia elementard, scriem A <, B.

Orice izomorfism este o scufundare elementari.

1.2. Consistenta; Teorema de compacitate a Calculului
Predicatelor

Fie 3 o multime de propozitii ale limbajului L. Spunem ca ¥ este consis-
tentd daca are un model, adica daca pentru o anumita structura relationala
A, ¥ CTh(A). Vom scrie A £ %, dacd A este un model al lui ¥. (De notat
cd A = {0} dacd A = o). Clasa tuturor modelelor lui 2, Mod (X) este clasa
model a lui 3.

Daca o este o formula astfel incat orice model al lui 3 este un model al
lui o, atunci vom scrie ¥ |= o, si se citeste "o este o consecintd a lui 7.
Deci ¥ | ¢ dacd gi numai dacd ¢ € Th(Mod (X)). Evident, aplicatia ¥ —
Y~ =Th(Mod (X)) este un operator de inchidere pe multimea propozitiilor
lui L. Adicda ¥ C X7, ¥7~ =X~ gi in cazul ¥; C ¥y atunci X7 C X5

Dacil ¥y = 0, atunci X; este multimea tuturor predicatelor tautologii si

Mod (%) este clasa tuturor structurilor relationale de tip (n;)icr.
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Daci Y este inconsistentd, atunci Mod (X) =0 ¢i ¥~ = L.

Una din cele mai importante teoreme a Teoriei Modelelor este:

1.2.1. Teorema de compacitate. O mulfime X de propozifii are un

model dacd orice submulfime finitd o lut X are un model.

Clasic, Teorema de compacitate a fost enuntata si demonstrata in forma:
73 este consistentd dacda orice submultime finitd a lui ¥ este consistenta”
unde este folositda o notiune echivalenta de consistenta adica: X este consis-
tenta dacd nu deriva nici o contradictie din 3.

O demonstratie mai algebrica este obtinuta prin constructia unui ultra-
filtru convenabil I/ pe multimea submultimilor finite F' ale lui 3, fiecare din
ele avand un model Ap.

Modelul dorit al lui ¥ este atunci ultraprodusul nrerApyy, unde I =
{F C XZ|F este finitd }.

Consecinte importante ale Teoremei de Compacitate sunt Teorema de

Finitudine §i Teorema Deductier din Calculul Predicatelor.

1.2.2. Teorema de Finitudine. Fie X o mulfime de propozitii si fie o
o propozitie. Atunci ¥ = o dacd $i numai dacd Xg = o pentru o anumitd

submultime finita Yo C 2.

Demonstratie. Daca X este inconsistenta, atunci teorema de compac-
itate furnizeazd o submultime finitd inconsistenta >, a lui X, astfel incat
Yo=L=Y,asaciX Eos X Eo.

Presupunem ci Y. este consistentd. Atunci este evident cd pentru o an-
umitd submultime finitd 34 a lui ¥ avem cd dacd ¥y |= o atunci ¥ |= ¢
deoarece, in caz contrar un anumit model A al lui ¥ nu modeleazia o dar
modeleaza 3., contradictie.

Presupunem acum ca din nici o submultime finita a lui ¥ nu rezulta o ca
o consecinti, i fie ©* = X U {—o}. Fie &} o submultime finitd a lui X* i fie
Yo = X5\ {~o}.
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Atunci Xy este o submultime finitd a lui X gi ea are un model A, care
modeleazi de asemenea pe —o, deoarece din ipotezd ¥y & 0. Deci A mod-
eleaza pe X si astfel am aratat cd orice submultime finita a lui £* are un
model.

Teorema de compacitate furnizeaza un model al lui >* care, deoarece

¥* =X U {0}, modeleazi atat X cat gi —o. Astfel ¥ £ o.

1.2.3. Teorema Deductiei. Fie ¥ o mulfime de propozitii $i ¢ st o
formule astfel incat U {¢} E 0. Atunci ¥ | (¢ — o).

Demonstratie. Fie A un model al lui X U {¢}. Deoarece X U {¢} = o,
atunci A E 0. Astfel A E {¢ — o}. Astfel am ardtat cd orice model al lui
Y. modeleazd pe ¥ — o, deci ¥ E (¢ — 0).

1.3. Extinderea limbajului prin constante

Fie (A, (R;)icr) o structurd relationald de tip (n;)icr, si L un limbayj
adecvat acestui tip. Fie C o multime de simboluri care este disjuncta de
simbolurile lui L si de multimea A.

Fie L¢ limbajul obtinut prin mérirea (largirea) lui L cu C ca o multime de
simboluri constante. Daca b — ¢, este o aplicatie injectiva de la o submul{ime
B alui A in C, atunci membrii lui {cy|b € B} reprezintd pe aceia din B, in
urmatorul sens: O propozitie a lut Lo se refera la b € B exact daca ¢y, apare
in acea propozitie.

Ezxemplu. Daca Z reprezinta intregii cu adunare a si ¢y este constanta
pentru 0 in L¢, atunci propozitia (Vz)(co + 2 = z) este o afirmatie cd 0 este
elementul unitate pentru adunarea din Z. Astfel de afirmatii despre membrii
lui A pot fi false, totugi. De exemplu in Z, dacid c; §i ¢y reprezintd 1 gi 2
respectiv, atunci atat cg+c¢; = ¢ cat si ¢; + o = ¢9 sunt propozitii ale lui Lo
desi Z = (co+c¢1 = ¢1) §i Z £ (e1+¢2 = ¢2). In cazul in care toti membrii lui

A sunt reprezentati in C si a — ¢, este bijectiva, vom scrie L, pentru L¢.
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Dacé ¥ este o multime de propozitii, ¢(v) este o formuld, si ¢ este o
proporzitie a lui L4 astfel incit v este singura varaibild liberd a lui ¢(v), si

daca c este o constanta simbol a lui L4 care nu apare in ¥ sau ¢, atunci:
SE ) o ¢ implicd T E (Fu)d(v) - o,
YE9Y o é(c) implicd X Ey — (Yv)o(v).

Intr-adevir, presupunem ci ¥ |= (Jv)p(v) — 1 este falsi, si fie A €
Mod (%) astfel incat A F (Fv)o(v) — ¢, adicd A & (Fv)o(v) i A E .

Fie a € A cu constanta corespunzitoare ¢’ astfel incit A = ¢(¢'). Atunci
A= ¢(d) AN, adicd A H () — 9 i deci (¢(¢) = ¢) € Th (Mod (%)),
ceea ce inseamnd cd X |= ¢(c’) — 9 este falsd. Deoarece ¢ nu apare in ¥
sau 1), atunci substitutia lui ¢ pentru ¢’ implicd faptul cd ¥ £ ¢(c) — 1 este
falsd. Astfel prima afirmatie este adevarata.

Presupunem acum cid ¥ £ ¢ — (Yv)¢(v) este falsé si fie A € Mod () cu
ALy si A E~(Y0)é().

Fie a € A si constanta simbol ¢ astfel incdt A |= —¢(c’). Atunci A |#
b — ¢(), ¢l ca mai sus ¥ = 1 — ¢(c) este falsi.

In continuare vom face legiitura intre Teoria Modelelor clasici si Analiza
Nonstandard a lui A. Robinson, prezentdnd mai intai abordarea cu supras-
tructuri i apoi abordarea IST.

Ideea intuitiva care sta la baza tuturor abordarilor este de a incepe cu
universul teoretic al multimilor (V, €) si formarea unei extensii elementare
(W, €) in care si fie largite toate multimile infinite.

Suprastructurile gi IST se ocupa de aceasta problema in moduri diferite.

Abordarile cu Suprastructuri gi IST sunt echivalente (o *-Teoremd este
echivalentd cu S-Teoremd), argumentele dintr-un sistem putind fi sistematic

translatate In celilalt sistem.
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§2. Suprastructuri

O suprastructurd este o colectie de obiecte matematice S care contine
acele obiecte pe care vrem si le studiem. S constd dintr-o multime de bazi
S ale carei elemente se numesc indivizi sau urelemente, impreund cu toate
multimile care pot fi obtinute din S printr-un numar finit de iterari ale op-
eratorului P (P(A) = multimea partilor lui A).

S poate fi mul{imea punctelor unui spatiu topologic, mult{imea numerelor
naturale reale. Membrii lui S nu sunt multimi sau echivalent daca z € S =
z # 0 §i £ nu are membri (i.e. in limbajul L = (=, €) nu se consideri definita
apartenenta ¢t € x dacd xz € 5).

In continuare vom ariita cum realizim o structurd in care si avem toate
multimile (inclusiv relatiile, functiile) necesare in constructiile matematice
uzuale ce implica elemente ale lui S.

Definim
So=3S8

Sis1=S;UP(S), i>0

S= S
ieN

S se numeste suprastructurd cu indivizii lui S (sau de bazi S). Un element

al lui S se numeste entitate. Se observi ¢& 0 C S deci 0 € S;.

Definitia 2.1. Fie A C S. Ase numeste tranzitivd in S dacs pentru orice

xz € Aarelocsau z € Ssauxz C A (echivalent t e A—Sgiy €x=ye€A).

Vom conveni sa folosim definitia unei perechi ordonate datorata lui Ku-

ratowski, adica
(a,0) = {{a},{a, b}}.

Astfel, pentru a,b € Sy, avem (a,b) C S; deci

(a,b) € P(S1) C S.
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De asemenea Sy X Sy C S si In cazul S; = R, daca f este o functie de o
variabila reald cu valori reale, atunci f € S;, deoarece f € P(Sy x Sp) C
P(S2) C Ss.

Deoarece constructia lui S; este cumulativa, pentru £ > 1, atunci orice
numar real ¢ este inclus in Sj.

Astfel, relatia ”functia f este continud in numarul real ¢’ este o relatie
intre membrii f gi ¢ ai lui S3 care este o submultime a lui S3 X S3, deci un

membru al lui Sg.

Definitia 2.2. Se numeste rangul unei entitati s in S numarul natural

k > 1 pentru care s € S \ Si_1, sau zero dacd s este individ.

2.3. Proprietati ale suprastructurilor

Urmadtoarele proprietéti ale suprastructurilor sunt demonstrate in [Dv].
Lema 2.3.1. Fiecare S; este tranzitiva in S,
Lema 2.3.2. Dacd z € y si y € S; \ S atunci z € S;_;.
Lema 2.3.3. Dacd z € S; \ S, atunci P(z) € S; 0.
Lema 2.3.4. S este tranzitivd in S.
Lema 2.3.5. Daci z € S\ S, atunci P(z) € S.
Lema 2.3.6. Daci y Czsiz € S\ S, atunciy € S.
Lema 2.3.7. Fiez € S;\ SsizNS = 0.
Fie y € U z. Atunci y € S;.

ZEX

Lema 2.3.8. Fie z € S‘\S sizNS=0. Fiey € Uz. Atunci y € S.
Lema 2.3.9. S; € S;;. Prin urmare S; € S, (V)i € N.

Lema 2.3.10. Dacd ay,...,a; € S;, atunci {a1,...,ax} € Sit1.

Lema 2.3.11. Daci ai,...,a; € S, atunci {ay,...,a} € S.

Lema 2.3.12. Fie z,29,...,25 € S \S. Atunci z; Uz U...Uxy € S.
Lema 2.3.13. Daci z,y € S, atunci (z,y) € Sita.

Lema 2.3.14. Dacid z; ...z, € S;, n > 2, atunci (21 ...2,) € Siton—2

24



Teorema 2.4. Dacd X,Y € S\ S atunci X x Y € S. Mai mult dacd
X,Y € S;\ S atunci X XY € S;135. De asemenea X" € S pentru orice
n € N.

Teorema 2.5. Dacd X,Y € S \Ssif: X —>Y atunci
1) fe5;

9) Dacd a € X, atunci f(a) € S;

3) Dacd A C X atunci f[A] € S.

Teorema 2.6. Fie J,V € S \ S si pentru orice j € J, fie X; € V.
Atunci:
1) U Xj S S’,

jed A
2) [[X; €5.

jed

Fie r,s € S. Dacil existi un unic ¢ € S astfel incat (s,t) € r, scriem

rTs =t; In caz contrar 7 Ts = @. Operatia posedd urmitoarele proprietii:
1) dacd r este o functie si s € dom (r), atunci rTs = 7(s);

2)rTs € S pentru orice r, s € S.

§3. Universuri

3.1. Universul standard

Fie S o multime de indivizi si S = U S; suprastructura.
Definitia 3.1.1. O submultime U ;ellji S se numeste univers cu indivizii
lui S daca:
HoeU
2) SCU
3) dacd z,y € U atunci {z,y} € U.
)

4) U este tranzitivi in S.
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Corolar 3.1.2. S este univers cu indivizii lui S. S se numeste universul
standard (cu indivizii lui S).

Observatie. Un univers satisface automat proprietatea de inchidere.

Teorema 3.1.3. Dacéd r,s € U, atunci (r,s) e UsgirTs € U.

3.2. Universul nonstandard

Vom construi un alt univers, universul nonstandard, ai carui indivizi includ
elementele lui S si ale carui proprietati sunt apropiate de cele ale lui S,
Fie I # () o multime de indici, F' un ultrafiltru pe I si p mésura indusi

de F, adica
1, daca A€eF

pr(A) :{ 0, dack A¢F.

Spunem ca o proprietate a elementelor lui I are loc aproape peste tot
(apt) dacd multimea elementelor lui I pentru care proprietatea are loc, are
mésura 1 (sau ci multimea elementelor pentru care nu are loc proprietatea
are masura zero).

Fie functia f : I — S. Scriem f; = f(6) pentru § € I. Pentru n € N, fie

Zo={fIf: 1= S, fs€Spapt} si Z= |J Zn.
neN
Existd o scufundare naturali a universului standard S in Z. Elementele
r € S se identifici cu functia ”constants” astfel: r; = r pentru V6 € I.
Pentru f,g € Z, definim relatia ~ prin f ~ g daca fs = g5 apt, echivalent
cu:

frge{0lf(0)=9(0)}eF.
Relatia ”~"” este o relatie de echivalentd pe Zy;. Pentru f € Z;, scriem
f =19 € Zy|g ~ f} deci Z, este impirtiti de relatia ~ in clase de echivalenti
disjuncte f.
Punem W = {f|f € Z,}.
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Este clar cd pentru z,y € S (si deci prin scufundare in Z;) dacd = # vy,
atunci T # . Deci putem identifica fiecare z € S cu elementul corespunzator
z € W, adica putem scrie S C W gi spunem pentru z € S, T = z.

Vom construi un univers W cu indivizii W pe care-l vom numi universul
nonstandard (corespunzitor lui S).

Definim suprastructura W astfel:

Wo=W
Wiy = W; UP(W;)
W= w.

ieN

W constd din W impreund cu anumite submultimi ale lui W care vor fi
specificate mai tarziu.

De fapt asociem fiecdrui element f € Z,, un element corespunzitor f €
W, si aceste f constituie w.

f a fost deja definit pentru f € Z,, deci f € W = W,

Fie i > 0. Presupunem ci f a fost deja definit pentru toti f € Z; astfel
incat f € W;. Atunci pentru f € Z;y; \ Z;, definim

f={glgeZ si gs€ frapt}
Atunci, prin presupunerea ficuts, pentru fiecare § € f, avem
g€ Wi =Wiit UP(W;_1);

Astfel, f C W si f € W;,,. Astfel, am dat o definitie inductivd a lui f

pentru orice f € Z = |J Z,. Mai mult, f € Z; implicd f € W;. In final

ncN
definim

W ={fIf € 2},
si numim W universul nonstandard corespunzdtor lui S.

Observatie. W depinde de mul{imea de indici I si de filtrul F' si este de

fapt un univers cu indivizii W.
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Deoarece S C Z, din scufundare, pentru fiecare element r € S, exist3 un
element corespunzitor 7 € W.

Elementele 7 pentru care r € S se numesc elemente standard ale lui W.

Elementele rimse ale lui W (daci existdi) se numesc elemente nonstan-
dard. In particular indivizii standard sunt chiar elementele lui S.

Indivizii nonstandard sunt cei ai lui W\ S. Submultimile din W se numesc
multimi interne (standard, dacé sunt in S C W, nonstandard daci sunt in

W\ S). Submultimile din W \ S se numesc multimi ezterne.

3.3 Proprietati

Vom da in continuare cateva proprietati ale caror demonstratii pot fi gasite
in [Dv].

Lema 3.3.1. Pentru f,g € Z avem § € f dacd si numai dacd g5 € f;
apt.

Lema 3.3.2. Daca fs = g5 apt si f € Z,,, atunci g € Zn.

Lema 3.3.3. Daci f,g € Z si f5 = g5 apt, atunci f = g.

Lema 3.3.4. Daci f,g € Z si f C g atunci f; C g5 apt.

Lema 3.3.5. Pentru f,¢g € Z avem

1) f € g daci si numai daci f5 € gs apt.

2) f = g dac si numai daci f5 = g5 apt.

Lema 3.3.6. Fie f,g € Z. Fie K5 = {fs, g5} pentru fiecare § € I. Atunci
K e Zsi K={f,g}

Lema 3.3.7. W este tranzitivi in W.

Lema 3.3.8. W este univers cu indivizii W.

Lema 3.3.9. Fie f,g,h € Z. Atunci h = {f,3} dacd si numai daci
hs = {fs,9s} apt.

Lema 3.3.10. Fie f,g,h € Z. Atunci h = (f,5) daci si numai dac#

hs = (fs, 9s) apt.
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Lema 3.3.11. Fie f,g € Z. Fie K; = f;T gse pentru fiecare § € I.
Atuncik € Zsi h= fTg.

Lema 3.3.12. Fie f,g,h € Z. Atunci h = fTg daci si numai daci
hs = fsTgs apt.

Lema 3.3.10 si Lema 3.3.12 se pot concentra in:

Lema 3.3.13. Fie f,¢,h € Z. Atunci:

1) h = (f,5) daci si numai daci hs; = (f5, 9s) apt.

2) h = fTg daci si numai dacd hs = f5T g5 apt.

3.4. Teorema lui Lgs si Principiul Transferului

Pentru fiecare univers U construim un limbaj Ly, pentru a putea fi folosit
in crearea propozitiilor despre U.

Fireste, aceste limbaje sunt ele insele entitati matematice bine definite, a
se vedea [CK], [Dv], [Rol].

De fapt exista doua universuri cu care ne confruntam:

- universul standard U = S ciruia 1i asociem limbajul £ = Ly, si

- universul nonstandard *U = W ciruia ii asociem limbajul *£ = Ly

Daci « este o propozitie a lui £ scriem = o dacd Sk= a.

Dacs « este o propozitie a lui *£ scriem *= o daci Wk a.

Fie A un termen (sau formuld) a lui L.

*A va fi termenul (sau formula) lui *£ obtinutd din A inlocuind fiecare
constant b din X prin constanta corespunzitoare b. (Pentru fiecare b € S, b
este un element standard din W).

Daca in particular b € S pentru fiecare b din A, atunci *A = A. (in acest
caz A este simultan un termen (sau formuld) din £ gi*L).

Avem *(S) =W : *(U\S) =*U\W, T = *z daci x € U\ S, *z = z dac
z€eS.
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Teorema 3.4.1 (a lui LAS). Fie a = a(zy,,...,2;,), n > 0 o formuld
alui L sigl,g? ...,g" € Z. Atunci:

*=*a(g',...,g") dacd si numai dacd apt.

F o955 95)

Cazul n = 0 al Teoremei LGS este

(3.4.2) Principiul Transferului.

Fie a o propozitie a lui £. Atunci = *« daci si numai dacd = a.

Definitia 3.4.3. Fie A = {b € S| = a(b)} unde « este o formuld a lui
L = Ly. Atunci notim *A = {b € W| x = *a(b)}. Se observi ci *A depinde
numai de multimea A gi nu de formula particulara « folosita pentru definirea
ei.

Definitia 3.4.4. Fie A CU. Atunci A se numeste definibila daca existé

o formuld o = a(z;) a lui £y astfel incat
A={beclUlU = ab)}

In acest caz, formula « se numesgte o definifie a lui A in Lyy.

Corolar 3.4.5. Fie r o multime din S. Atunci r este o submultime
definibily in S si *r = 7. De asemenea S este submultime definibild in S si
avem *(S) = {b € W| x|= (b = b)} = W. In continuare scriem Y = 3,
universul standard si *UY = W universul nonstandard.

Ceea ce este important in constructia universului nonstandard W = *U
este stransa legatura dintre semantica lui £ si a lui *£, prin intermediul
aplicatiei * : b — *b.

Pentru orice ¢ > 0 avem:

U\S;=8S\S; ¢85
"UN\S) ="UN\Si ="U\*S;

f € W daci si numai deid f € Z;, deci

S=*S=w
“U\S) = U\ W.
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Definitia 3.4.6. 1) O multime din W care apartine lui *I/ se numeste
internda.
2) O multime din W care nu este interndi se numeste externd.

ML

Urmaétoarele proprietéti ale operatiei ”” se gisesc demonstrate in [DV].
Teorema 3.4.7. Dacd AC S atunci AC*A i *ANS = A.

Teorema 3.4.8. Fie z,y € U. Atunci:
1) x =y dacd $i numai dacd *z =*y,
2) z € y daca gi numai dacd *x € *y,
3) *(z,y) = ("z,"y),

4) *(zTy) = ("= T"y).

Teorema 3.4.9. Fie A, B submulfimile definibile in U. Atunci:

%

(AUB)=*AU*B, *(Ax B)=*Ax"*B
*(ANB)=*AN*B,

“(A\ B) ="A\"B,
D=0
{

a1y -y 0n} = {*a1,. .., a,}.

*

%

Teorema 3.4.10. *U = [ *(S)).
i=0
Teorema 3.4.11. Daca A,B€ U i A C B, atunci *A C *B.

Teorema 3.4.12. Fie Be U, A € *U i fie AC *B. Atunci A € *P(B).

Teorema 3.4.13. f € U o functie si C C dom (f). Atunci *(f[C]) =
*f[*C]. Deci daca f: A — B atunci *f : *A — *B.

Definitia 3.4.14. O relatie r este concurentd (in /) dacd r € U si dacd
(V)(a1,-..,a,) € (dom(r))™ existd un element b astfel incat (a;, b) € r pentru

i=1,2,...,n.
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Teorema 3.4.15. (Teorema de concurentd [Ro 1]). Fie r o relatie con-
curentd in U. Atunci exista un element b € *U astfel incadt (*a,b) € *r pentru

orice a € dom (r).

§4. Abordarea IST

IST (Internal Set Theory) este o noud teorie axiomaticd a multimilor,
propusd de E. Nelson [Ne| in 1977, este probabil cea mai fideld formalizare
a Analizei Nonstandard a lui A. Robinson si care poate fi descrisd in felul
urmator.

Consideram teoria clasicd Z.F.C (teoria multimilor Zermelo-Fraenkel plus
axioma Alegerii). Addugdm limbajului un predicat unar nedefinit ”st” citit
"standard” (€ este de asemenea un predicat nedefinit (binar)).

Axiomele lui IST sunt axiomele lui ZFC la care addugam trei axiome
suplimentare numite:

(P.T) - Principiul Transferului

(P.I) - Principiul Idealizarii

(P.S) - Principiul Standardizarii.

E. Nelson a aratat ca IST este o extensie conservativa a lui ZFC, adica ea
nu este contradictorie (de indatd ce ZFC nu este contradictorie) si c orice
formula din ZFC este adevarata in IST daca si numai daca este adevarata in
ZFC, ceea ce se rezuma in urmatoarele doua reguli.

Regula 1. Orice teorema clasica ramane adevarata in IST.

Regula 2. Orice rezultat nou demonstrat cu ajutorul principiilor lui IST
sau a consecintelor lor, care se poate exprima in termeni clasici (deci este
un enunt intern) este automat adevérat in sensul ci existd in mod necesar o
demonstratie care nu face uz de noile principii.

Ideea de a recurge la un predicat ”standard” care este intentionat lisat

nedefinit face posibila separarea completd a fundamentarii logice a metodei
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nonstandard de folosirea sa practica.

Intuitiv, elementele standard sunt cele pe care le putem defini clasic in
mod unic, cele pe care le putem ”numi” de exemplu 0,1,2,v/2,sinz, 7, e, ...
si toate celelalte sunt elemente nonstandard. Orice obiect al matematicii
clasice este standard.

Orice multime infinita are in mod necesar elemente nonstandard.

Faptul ca aceasta axioma nu este contradictorie poate fi inteles astfel: la
orice stadiu al discursului matematic, niciodata nu va exista decat un numar
finit de obiecte care au fost in mod unic definite.

Deci existd mult prea multe elemente intr-o multime infinita pentru ca
toate sa fie standard.

Deci existda numere nonstandard si pentru a distinge pe cele standard de

cele nonstandard vom introduce ordinele de magnitudine.

4.1 Ordine de magnitudine

Multimea numerelor naturale N este infinitd; deci existd numere naturale
nonstandard, numite numere hipernaturale.

Zero este standard deoarece este elementul unitate al multimii (clasice) a
intregilor. Lafel 1=1+0,2,...,n,...

Orice intreg pozitiv mai mic decit un intreg standard este el insusi stan-
dard si orice intreg pozitiv mai mare decit un intreg nonstandard este non-
standard.

intregii nonstandard se numesc infinifi mari sau nelimitati deoarece sunt
mai mari decat orice intreg standard.

Pentru numere reale situatia este intr-un fel mai bogatd. Un numar real
w se numeste infinit mare sau nelimitat dacd |w| > n, (V)n standard.

Exemplu. w + 2 este un real nelimitat care nu este intreg.

y e o y 1
Un numadr real € se numeste infinit mic sau infinitezimal daci |e| < —,
n
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(V)n standard.

Observatii: 1) 0 este singurul numdr standard infinitezimal.

2) Dacé w este nelimitat atunci € = " este infinitezimal.

3) Principiul Carnot: [31, p.19, D.D]. Doud numere standard a céror
diferenta este infinitezimala sunt egale.

Un numir real r se numeste limitat (sau finit) dacd nu este infinit mare,
adicd daci existd m standard real astfel incat |r| < m.

Un numar real r se numeste apreciabil daca nu este nici nelimitat nici
infinitezimal.

Doua numere reale x i y se numesc infinit apropiate si notam z ~ y daca
diferenta lor x — y este infinitezimala.

1
Exemplu. Dacid w este intreg nonstandard. Numerele — gi 2w sunt
w

ne-apreciabile. v/2 + 1 este apreciabil dar nu este standard.

Orice numar real rweste infinit apropiat de un unic numar standard numit
partea standard o lui r sau umbra lui r ”str” sau °r.

Existenta umbrei °r a lui r € R, este legata de faptul ca R este complet.

O multime de forma {0,1,2,...,w} unde w este infinit mare, are cardi-
nalul w + 1 si se numeste hiperfinita.

Cardinalul unei multimi infinite este standard dacda multimea este stan-
dard.

4.2. Regulile lui Leibniz

Detalii privind regulile de calcul cu ordinele de magnitudine se gasesc in
[DV].

Notatiile @, £, @Q gi of introduse de I van den Berg sunt folosite respectiv
pentru un numere infinitezimale, limitate, apreciabile, nelimitate.

Doua aparitii ale unui astfel de simbol nu sunt egale, dar ele au acelasi

ordin de magnitudine.
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Regulile lui Leibniz pentru ordine de magnitudine sunt rezumate in tabelele

de mai jos:

g | g g | g

£ £ £ £ £ £

Q@ Q@ £ £ Q@ Q@ £ £

| P o oo 7 | P d o 7
+ g £ Q@ & - g £ @ o
g | g g | ? g o
£ o] £ £ ? ? £ o2}
@ | g £ @ @ | o 7 @ g
o | T 7 d P o | b o G 7
x | F £ @ & g E @ o

-~

Urmatoarele reguli dau comportarea operatorului parte standard ”°” in

raport cu operatiile elementare si ordinea de pe R:
O($+y):OIE+Oy, °(xy)=°:v°y, O(l/IE):l/OIE dacs OIE#O.

Vom folosi urmatoarele notatii:

r~y dacd z —y esteinfinit mic

r<y dacd r < y sau z ~ y, adica dacd °r < °y
x # y dacd = nu este infinit apropiat de y
xiy dacd z < y i z % y, adica daca °z < °y.

4.3. Enunturi interne (standard sau nonstandard) si
enunturi externe

Orice enunt matematic (sau ”formuld” in logicd) este construit din con-
stante, variabile, cuantificatori si conective aranjate intr-un anumit mod co-

erent.
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Limbajul nonstandard (IST) adaugi limbajului clasic predicatul nou ”st”
aceasta permitand definirea altora cum ar fi infinit mic, infinit mare limitat
apreciabil, toate acestea fiind predicate nonstandard.

Definitia 4.3.1. Un enunt, este intern dacd nu contine nici un predicat
nonstandard.

In caz contrar enuntul este extern.

Un enunt intern este standard daca toate constantele si toti parametrii
sai sunt standard.

Exemplel. Pentru ¢ >1 0, infinitezimal, enunturile:

a) |$|<E=>$2<m

b)0<z<e—=0<a?<e?

¢) 0 < z < € = z? este infinitezimal
sunt

a) intern, standard

b) intern, nonstandard

¢) extern
si sunt toate adevarate.

Un enunt, intern fara constante sau parametri este standard.

4.4 Multimi interne si externe

In Analiza, nonstandard, dispunem la fel ca in cazul formulelor, de multimi
interne g multimi externe.

Pentru a distinge o multime externa de una interna, in practica utilizam
regulile urmatoare:

Regula 1. Numim multime interna orice multime definita cu ajutorul
unui enunt, intern. In particular, toate multimile deja definite in matematica
clasicd sunt interne. Acestor multimi li se aplica fara restrictii orice teorema

clasica.
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Regula 2. Numim mulfime externag orice submultime a unei multimi in-
terne, definita printr-un enunt extern, pentru care cel putin o teorema clasica
nu se aplica.

Regula 8. Numai multimile interne sunt standard sau nonstandard.

Orice element al unei multimi interne este intern.

Deci vom numi mulfime externd orice colectie de forma F = {z € £|F(z)}
unde & este o multime internd, F(z) un enunt, extern, si elementele céreia
nu formeazd o multime (care se poate ariita de obicei, observand ci cel putin
un rezultat standard nu se aplicd lui F).

Exemple. 1) Fie € > 0, ¢ infinitezimal sau nu. Urmitoarele multimi

sunt interne:
1—¢,1+¢]; {ze€Rlex>1}; {g|n€ N}.

2) Fie e > 0, € ~ 0. Multimea {z € R|z + ¢ ~ z} este internd si este
egald cu R, desi este definitad prin intermediul unei formule externe.

3) Multimea hal (0) = {z € R|z ~ 0} este externd. Intr-adevir, dacs ar
fi interna ar trebui sa verifice teorema clasica: ”orice parte majorata a lui R
posedd o margine superioard”, dar hal (0) nu verifici aceasts teorem.

In practicd, se arata deseori ca o colectie este o multime externa, aratand
cd este posibil si construim din ea, folosind operatii interne (ludnd com-
plementara sau preimaginea unei functii) haloul lui zero, sau altd multime
externa cunoscuta.

Astfel multimile hal (00) = {w € R|w infinit mare} este ezternd deoarece
dacd ar fi internd, hal (0) ar fi la fel, deoarece hal (0) = {0} U inv (hal (o0)),
unde inv (w) = o

La fel galaxia principald G = {z € R|z limitat} este externd, deoarece
hal (00) =R\ G.

La fel multimea A = {z € R|z apreciabil} este externa.

Alte exemple de multimi externe:
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N = {n € N|st(n)};

hal (z) = {y € Rly = z};

?Z ={n € Zl|st(n)};

"R = {z € R|st(z)} si {n € N|n nu este standard}.

In continuare sunt date citeva exemple de multimi externe foarte utile
in asimptotica nonstandard care sunt definite cu ajutorul unui infinitezimal
e~0,e>0.

e —gal (0) = {IE € R|§ limitat};

e — hal (0) = {IE € R|E o~ 0};

e — microhal (0) = {IEEE R|z < €" pentru orice n standard};

e — microgal (0) = {IE € R|(F)r > 0 limitat astfel incat|z| < s_ﬁ}

e —megagal (0) = {z € R|3In limitat astfel incét |z| < e7"}.

Aceste multimi externe se numesc: e-galaxie, e-halo, e-microhalo, &-
microgalaxie, e-megagalaxie a lui 0.

Remarca 4.3.2. Deoarece o functie f : E — F', din punct de vedere
al teoriei multimilor, este graful sdu G(f) C E x F, existd functii interne
(al céror graf este o multime internd) si functii externe (al ciror graf este o
multime extern).

De exemplu, functia caracteristica a numerelor standard din R adica
functia x : R — {0, 1}

(z) = 1 daca z este standard
X Z1 0 dacsd z nu este standard

este o functie externa.

4.5 Axiomele Teoriei IST

Pentru a lua in considerare extensia limbajului si folosirea corecta a predi-
catelor ”st” gi a derivatelor sale avem nevoia de cateva axiome noi care se

adaugd celor uzuale. Aceste axiome sunt noncontradictorii.
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Atata timp cat consideram multimi interne, rezultatele clasice raméan
adevarate.

Noua teorie se numeste o extensie a celei clasice, conservativd (nu vor fi
logic noi teoreme) dar aceasta nu inseamnd cd Analiza nonstandard nu va
ajuta la dezvaluirea unor noi teoreme care sa fie adevarate.

In continuare sunt prezentate regulile de manipulare a predicatului ”stan-
dard”. Ele sunt:

Principiul Transferului (P.T), Principiul de Idealizare (P.I) si Principiul
de Standardizare (P.S)

Vom folosi urmatoarele motatii:

vtz pentru [Vz, stz =]

Itz pentru [Jz, stzA).

4.5.1. Principiul de Transfer (P.T). Pentru orice formula standard
F(z) are loc:

VzF (z) & V2 F (z)

sau echivalent, folosind negatia G(z) := —F(z) a lui F(z) 3%zG(z) &

JzG(z) pentru orice formuld standard G(z).

In cazul cand G(z) este satisficutd de un unic o, (P.T) asiguri faptul ci
acest zy este necesar standard. Astfel, orice obiect care poate fi caracterizat
unic, cum sunt ¢, 0,1,2, 7, e,sin, ey, ..., +,...,<, [0, 1]R, C*[0,1],... sunt
standard.

Consecinte importante ale acestei axiome sunt:

- Orice functie standard are valori standard in puncte standard.

- Pentru orice n, E, Es, ..., E, standard multimea F := E; X Es X... X E,
este standard si ¢ = (%1, %,...,%,) € E este standard dacd si numai daca
z, este standard (V)p < n.

(P.T) se aplicd numai enunturilor standard.

4.5.2. Principiul Idealizirii (P.I). Pentru orice enunt intern B(z,y),
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are loc:
V'Y, Y finit = 3z Yy € Y B(z,y)] & [F2V*yB(z,y)]

(P.I) afirmd ci relatia B(z,y) este simultan satisfiabild pentru orice y
standard daca si numai daca este simultan satisfiabila pe orice multime stan-
dard si finita.

Consecinta. Existd o multime finitd F' care contine toate obiectele stan-
dard [Ne] pg. 1167.

Consideram o relatie (binard) internd B(z, y) pe care o vom citi” z domind
pe y”. O astfel de relatie se numegte concurentd daca pentru orice mult{ime
standard finita Y exista un x care domina orice element y € Y.

De exemplu relatia B(x,y) = = > y este concurentd pe N.

(P.I) asigurd cé pentru orice relatie internd concurentd existd un z care
domina orice y standard.

Vom prezenta in continuare citeva exemple de relatii interne concurente
si consecintele idealizarilor corespunzatoare.

- Relatia B(z,y) = (z € N) A(y € N) = (z > y) conduce la existenta
intregilor infinift mari.

- Relatia B(z,y) =« € E Az # y conduce la faptul cd orice multime F
este standard si finita daca si numai daca ea are numat elemente standard.

Ca consecintd, toate mult{imile infinite au elemente nonstandard si orice
intreg limitat este el insusi standard.

- Relatia B(F,y) = (F finitd) A (y € F) conduce la existenta unei
multimi finite care contine orice multime standard ca element (rezultat deja
mentionat).

(P.I) se aplicd numai enunturilor interne.

4.5.3. Principiul Standardizarii (P.S). Pentru orice formula F(z),

interna sau externa, are loc:

VEEFSpY [z € S & 1 € E A F(z))
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Se observa cé (P.S) se aplicd tuturor enunturilor, interne sau nu.

Dacé F(z) nu este enunt intern, colectia tuturor z care satisfac F(z)
poate sa nu fie o multime a matematicii clasice.

(P.S) ne asigurd cd pentru orice multime standard E, existi o submultime
standard Sr ale carei elemente standard sunt exact elementele z standard
ale lui E care verificd F'(z).

Multimea Sr este unica si se numeste standardizata multimii interne sau

externe a tuturor elementelor = din E astfel incét are loc F'(z) si notdm
Sp :=%{z € E|F(z)}.

Observatie. Daca z nu este standard, este chiar posibil ca x € Sk gi sa
nu satisfacd F(z) sau = ¢ Sr si s satisfacd F(z).

De exemplu: dacid F(z) = |0 ix < 1| pentru care Sp = (0,1], orice
infinitezimal £ > 0, € ~ 0 apartine lui (0, 1] = SF chiar dacd F'(¢) este falsd
g1 orice element 1 +¢,cue >0, ~0,1+¢ ¢ (0,1] = Sr desi F(1 +¢) este
adevarata.

(P.S) poate fi folosit la a ardta existenta functiilor standard [Th. 1.3
Nelson pg. 1168] sau la a ardta existenta umbrei °z a unui numér limitat
real [Th. 1.4 Nelson, pg. 1169].

In [Ro 1] A.Robinson a construit un model al axiomelor considerate in IST
(el de fapt a sugerat la aférgitul cdrtii sale si se caute o abordare axiomaticé
a modelului sdu nonstandard).

Constructia lui A.Robinson (sau orice analog) este chiar un mod de
demonstrare a consistentei relative a sistemului de axiome din IST.

William C Powell (Appendix [Ne| pg. 1194) a ardtat cd IST este o extensie
conservativd a lui ZFC (Orice teoremd internd din IST este o th. in ZFC).

Daca presupunem ca ZFC este consistent tragem concluzia ca gi IST este
consistent si astfel din teorema de completitudine a lui Gédel [CK], IST are

un model.
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Capitolul III )
ELEMENTE DE ANALIZA
NONSTANDARD IN CONTEXT IST

In acest capitol prezentidm acele notiuni ale Analizei nonstandard in lim-
baj IST care ne vor fi utile in capitolele urmatoare, anume: notiunea de
halou in context metric, giruri gi serii de functii, elemente de topologie, um-
bra unei functii, notiunea de S-diferentiabilitate si importantele Principii de

Permanenta ale lui Cauchy si Fehrele.

§1 Aplicatii la obiecte standard

Cele trei axiome (P.T), (P.I) si (P.S) guverneazi folosirea predicatului
"st” si a tuturor derivatelor sale.

In principiu, este suficient si cunoastem aceste axiome pentru a putea
manipula fara eroare noile concepte introduse de Analiza Nonstandard.

Limbajul nonstandard face posibil sd reformuldm intr-o forma mai simpla
definitiile de baza ale Analizei. Vom observa ci aceste noi caracterizari au
loc numai pentru obiecte standard. Pentru obiecte nonstandard ele nu se
mai aplica si trebuie sa ne intoarcem la definitiile clasice. Dar proprietatile
noi introduse sunt de asemenea interesante pentru obiecte nonstandard (sunt

acele S-proprietati care vor fi studiate mai tarziu).

42



Definitia 1.1. Fie (E,d) un spatiu metric standard. Notatia z ~ y
inseamnd cd d(z,y) ~ 0. Spunem cd z este aproape standard in E daci
existd zo € FE, x( standard astfel incat x ~ zy. La fel ca in R, punctul
standard xy se numeste partea standard a lui x sau umbra lut x i se noteaza

x.

Haloul (metric) al lui z, notat hal (z) este multimea de obicei externd
hal (z) = {y € Elz ~ y}.

Definitia 1.2. Un element z € E se numeste aproape standard in
subspatiul A C FE, dacd existd un element standard zo € A astfel incat
z € hal (zy).

Mai general, pentru A C E, haloul lui A, hal (A) este submultimea (de
obicei externd) a tuturor x € F care sunt la o distantd infinitezimald de cel

putin un element din A
hal (A) = {z € E|(I)zo € A astfel incdt z € hal (x¢)}.

Intr-un spatiu topologic E, haloul topologic al lui z € E notat halr(z), este
intersectia tuturor vecinatatilor standard ale lui x
halr(z) = (| V,
veoy

7Y fiind multimea vecinititilor standard ale lui z. In orice spatiu metric,
dacd hal (z) N hal (y) # 0 atunci hal (x) = hal (y).

Acest lucru nu este adevirat in general intr-un spatiu topologic daca se
inlocuieste hal prin halr (chiar dacé topologia consideratd este definitd de o

metricd). Numai dacé z, este standard, avem sigur
hal (zo) = halr(zy).

In continuare sunt date citeva caracteriziri nonstandard ale conceptelor
de bazd ale Analizei, ale ciror demonstratii pot fi giisite in [Ro 1], [L.G],
[D.R].
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1.3. Siruri

Un sir standard (un)n, C E este sir Cauchy dacd gi numai dacd u, ~ u,
pentru orice p si ¢ infiniti mari.

Sirul (uy,), converge la o limitd | (standard) dacd si numai dacd wu, ~ [
pentru orice n infinit mare.

Sirul (up), admite un subgir convergent daci si numai daci existd un n
infinit mare gi un [/ standard astfel incat u,, ~ [.

1.4. Functii

Fie (E,d), (F,d') spatii metrice standard.

O functie standard f : E — F este continua in punctul standard xog € E
dacd gi numai daci f(x) ~ f(xq) pentru orice z =~ z.

Functia f este continua pe E daca si numai daca este continud in orice
punct standard.

Functia f este uniform continud dacd si numai dacd f(z) ~ f(y) pentru
orice z ~ y ( z si y standard sau nonstandard), adici dacd si numai daci f
este S-continud In orice punct.

Fie f definita pe un interval standard care contine numarul standard z;.
Numarul standard [ este derivata lui f in x¢ daca si numai daca pentru orice

£ #0,e~0, are loc
f(zo +¢) — f(z0)

£

~[.

Functia f este diferentiabila daca este diferentiabild in orice punct. In
acest caz, derivata sa f' este standardizata relatiei (externe) care asociazd
oricarui zg standard, derivata [ a lui f in x.

Fie f: A C E — F, E, F spatii normate standard, A standard, z¢ € A,
x standard.

Functia standard, continua, liniara L este diferentiala lui f in zy daca si

numai daca
flzo+eX) — f(x0)
€

~ L(X)
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pentru orice € # 0, € ~ 0 si orice X cu ||.X|| finita.
Functia
1
XY= E(f(:vo +eX) — f(zo)

se numeste imaginea lui f sub lupa
z=z9+eX, y=f(z)+eY

de magnitudine 1, centratd in punctul (zg, f(zo)). Putem da astfel o carac-
terizare mai georfletricé a diferentiabilitatii.

Functia f este diferentiabila in xy standard daca gi numai daca imaginea
lui f prin orice lupd de magnitudine infinit de mare, centratd in (zg, f(z¢))
este infinit apropiata de aceeasi functie liniara standard L.

Functia f este strict diferentiabila intr-un punct standard zy, daca

flz+eX)— f(x)

£

~ L[X]

pentru orice x ~ xo si X limitat.

1.5. Siruri de functii

Fie f si (fn)n>0 0 functie standard si un sir standard de functii cu acelasi
domeniu. Atunci:

Sirul (fn)n converge punctul la f dacd si numai dacd f,(zo) ~ f(zo)
pentru orice n infinit mare §i orice standard x,.

Sirul (fp)n converge uniform la f dacd si numai dacd f,,(z) ~ f(z) pentru
orice n infinit mare si pentru orice x standard sau nu.

1.6. Integrarea

Consideram D o diviziune a intervalului I = [a, b], adicd un sir (2;)icfo,1,2,....n}
astfel incat

a=29< 21 <...<xz,=0.

Diviziunea D se numeste infinitezimald daca z;11 ~ x; pentru orice ¢ €

{0,1,...,n}.
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O functie ¢ : I — R este o funciie scara pentru D, daca ¢ este constanta

pe orice subinterval [z;, z;11). Integrala functiei ¢ este prin definitie

N-1
[+ Y vl @i ).
i=0
O functie standard f : I — R este integrabila Lebesgue dacid si numai
daca pentru orice e standard e > 0, exista doua functii scara ¢, si ¥, astfel
incat /(’(/Je — e) < e 8l we(z) < f(°x) < 9Ye(x) pentru orice z € 1.
In acest caz, / f este unicul numar real standard astfel incat / Ye <

/ f< / 1, pentru orice standard e > 0 gi orice functie ¢, si ¥, ca mai sus.

1.7. Topologie.

Fie 7 un spatiu topologic standard, A C T o submultime standard si
2o € T, zo standard. Atunci:

- zg este punct interior al lui A dacé gi numai daci halr(zg) C A;

- xo este punct limitd al lui A dacd si numai dacd halr(zo) N A # 0.

Submultimea (standard) A este deschisd dacd si numai dacé orice element
standard al sdu este punct interior.

Submultimea (standard) A este inchisi dacd gi numai daci toate punctele
limita 1i apartin.

Interiorul lui .4, (notat /c{), este standardizata punctelor sale interioare.

Inchiderea lui A, (notat A), este standardizata punctelor sale limit
A=5{z € T|halr (z) N A # 0}.

Spatiul topologic 7 este Hausdorff daca si numai daca orice element al
sdu are cel mult o parte standard (°z este unic).

Spatiul topologic T este compact daca si numai daci orice element al lui
T este aproape standard in 7, adicd daca si numai daca orice element z al
lui 7 are o parte standard °z in 7.

Remarca 1.8.. Caracterizarile nonstandard ale acestui paragraf se aplica

numai obiectelor standard. De exemplu in cazul compacitatii.
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Fie € > 0, € ~ 0. Submultimile standard (0,1) si [0, 00) ale lui R nu sunt
compacte: prima are elemente ca € si 1 — £ care nu sunt aproape standard
in (0,1) iar a doua are elemente infinit mari care nu sunt infinit apropiate de
nici un punct standard.

Pe de alta parte, daca aplicim acest criteriu la submul{imi care nu sunt
standard, vom obtine concluzii gregite. De exemplu [g,1 — €] este compact
(inchis si marginit) desi are elemente ca £ care nu sunt aproape standard in
aceasta multime.

La fel, pentru o multime ca (—&,1 + €) care nu este compacti (nu este

inchisd), orice element al siu = are o umbrd °z care ii apartine.

§2. Umbra unei multimi

Umbra unei multimi este un prim exemplu de tehnica foarte fructuoasa
in NSA. Fie 7 un spatiu topologic standard, A o submultime standard a lui
T.

Inchiderea (A) a lui A in 7 este unica multime standard ale cirei elemente
standard sunt exact toti zo € T astfel incat hal (zo) N A # 0.

Pentru A generald (posibil externd) aceeasi definitie duce la notiunea de
umbra.

Definitia 2.1. Umbra lui A, notatd cu 24 este unica multime standard
ale carei elemente standard sunt exact acelea ale caror halo intersecteaza pe
A:

A =[xy € T|hal (z0) N A # 0}.
Daci A este standard atunci 4 = A.
Dacé A este internd atunci Y4 este inchisd (pentru o multime externi

acest lucru nu este necesar adevirat).

Exemplu 2.1. Pentru orice ¢ > 0, e ~0si A = {zle <z < 1+¢}
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(internd), 4 = [0, 1]. Pentru multimea externd A = {x|§ z <1}, A= (0,1].

Notiunea de umbra a unei submultimi a lui 7, este astfel obtinuta prin
extinderea la alte mul{imi decat cele standard, a unei proprietati ce core-
spunde inchiderii in cazul unei multimi standard: astfel, umbra este numita
si S-inchidere.

Definitia 2.3. Fie A o submultime oarecare a unui spatiu topologic
standard 7. Umbra interioard a lui A, notats ‘A, este unica submultime
standard a lui 7 ale cirei elemente standard sunt exact acelea ale caror halo

este continut in A
"A = 5{zy € T|hal (zo) C A}.

Daci A este standard ‘A = %A. De aceea se poate interpreta umbra
interioars ca o notiune de S-interior. Daci A este interni atunci ‘A este o
submult{ime deschisd a lui 7.

Exemple 2.4. Daci A= {0 <z <1+¢} atunci ‘A = (0,1).

Daci A = {x|0§ z <1}, ‘A= (0,1].

Definitia 2.5. Fie (E,dg) si (F,dr) doud spatii metrice standard.

O aplicatie (internd) f : E — F se numeste S-continud in zy € E daci si
numai daci pentru orice z ~ xg, f(z) ~ f(zo).

Exemple 2.6. 1) Fie ¢ > 0, £ ~ 0. Functia reald f(z) = arctyg (f) este
continud in 0 dar nu este S-continua in 0. )

2) Functia f(z) = ¢ F] este S-continud in orice punct, dar este discon-
tinud in orice punct din EEZ.

Se poate arata ca o functie f este S-continuad in zy daca si numai daca

Ve € D(f), dr(z,xz0) < n=dr(f(z), f(zo)) <€

unde ¢ gi 7 sunt standard.
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§3. Umbra unei functii

Exista cel putin doua obiecte care pot fi considerate umbra unei functii
f.
Pe de o parte, existd umbra grafului sdu G(f); totusi exemplul functiei

T ¢y v v . A
arctg (—) aratd ca aceasta umbra nu este totdeauna graful unei functii; in
3

x = 0, aceastda umbra contine toate punctele cu ordonata y € [—g, g]

Pe de alta parte, se poate considera unica multime standard ale carei
elemente standard sunt (zg,°f(x¢)) pentru orice zy standard astfel incét
f(zo) este aproape standard.

Aceastd multime este totdeauna graful unei functii standard numita stan-
dardizata Iui f si notatd °f.

Exemplu 3.1. Daci f(z) = arctg (g),
T daca z <0
2
Sf(z) = 0 daci z=
g daca =z >0

Totusi ° f poate fi foarte neregulati.

Dacid f(z) = cos(wz), w-infinit mare, pentru un anumit w, ¥f poate fi
nemisurabild [D.R]. Este interesant cazul cand ambele notiuni coincid, adici
atunci cind umbra grafului lui f este graful unei functii continue standard
°f, numita umbra lusi f.

Fie f : D C E — F. Umbra f se defineste pe o anumita submultime a
lui °D, astfel: pentru un p € °D, presupunem ca existd un punct standard
g € F astfel incat f(p') ~ ¢ pentru orice p' € hal(p) N D. Definim atunci
*flp)=¢

Exemplu 3.2. Dacd f(z) = %

Umbra unei functii poate avea un domeniu mai mic decat functia insasi

P > 0,e~0,atunci °f(z) =

(exemplul de mai sus). Poate avea loc si reciproca.
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Exemplu 3.3.

fo) = dresin (@ ee)s B (‘2(11@’ 2(17T+s>>

°f(z) = Arcsin(z) ; D(°f) := (—g, g) — R.

Pentru orice functie f, notdm cu D(f) domeniul de definitie, B(f)-
codomeniul sdu gi G(f)-graful sau.

Presupunem cé D(f) si B(f) sunt subspatii ale unor spatii metrice stan-
dard.

Definitia 3.4. Fie E gi F spatii metrice standard i f : E — F o functie
internd. D(f) C E si B(f) C F. Functia f se numeste S-continud in E x F
dacd gi numai dacd f este S-continud in orice z(f) astfel incat (z, f(x)) este
aproape standard in F x F'.

(Ex. Restrictia functiei f(z) = Arctyg (g) la orice submultime a lui R
ce nu contine 0, este S-continud in R \ {0} x R.)

Umbra in E x F' a grafului functiei f, S-continua, este graful unei functii
standard continue °f numita umbra lui F.

Teorema 3.5 (a umbrei continue). Fie E gi F' spatii metrice stan-
dard i f : D(f) C E — F. Functia f este S-continud in E X F dacd i
numai dacd existd o functie standard continud °f cu domeniul D(°f) care
are urmatoarele doua proprietdati:

1) pentru orice (z, f(x)) aproape standard in E x F, °z € D(°f).

2) pentru orice standard xo € D(°f) si orice x € D(f), dacd x ~ x

atunci f(z) ~ °f(xo).

§4. S-diferentiabilitate

Fie F si F spatii normate standard si f : D(f) C E — F, D(f) deschis

in E. Daca f este standard, f este strict diferentiabila in punctul standard
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Zg, daca exista o functie standard, liniara si continua L : E — F astfel incat
pentru orice € F limitat si orice € # 0, € >~ 0 si orice x ~ x;, are loc:

flx+eX)— f(x)

£

~ L(X), (V)X limitat.

Vom examina S-proprietatea corespunzatoare:
Definitia 4.1. Fie E si F' doua spatii normate standard. O functie f :
E — F se numeste S-diferentiabila in punctul standard x4, cu diferentiabila
L, daca f este definita in orice punct z ~ x4, dacd L : E — F este o functie
standard, liniard, continud si pentru orice X limitat, orice € # 0, £ ~ 0 si
orice x =~ xg are loc:
fla+eX) - f(z)
3
Definitia 4.2. Fie f o functie, f : D(f) C E — F, D(f) deschis stan-

dard in F. Functia f se numeste S-diferentiabild daca ea este S-diferentiabila

~ L[X].

in orice zy standard pentru care f(z) este aproape sta in F.

Urmatoarea teorema arata ca in mod analog cu functiile S-continue care
sunt acelea care au o umbra continua, functiile S-diferentiabile sunt acelea
care au o umbra diferentiabila.

Jean Louis Callot a sugerat ca functiile S-continue sunt acelea care ” par”

continue iar functiile S-diferentiabile sunt acelea care ”par” diferentiabile.

Teorema 4.3 (a umbrei diferentiabile). Fie E si F' spatii standard
normate st fie f o functie interna definita st S-diferentiabild pe o submulfime
deschisa standard D(f) C E, cu valori in F.

Umbra °f a lut f exista, este definita pe o submulfime standard deschisa
D(°f) si este de clasd C'. Mai mult, pentru orice Ty standard, zy € D(°f),
diferentiala D(° f)(xo) este S-diferentiala lui f in ;.

Definitia 4.4. Fie f: D(f) C E — F o functie standard, D(f) C E
deschis standard. Fie g € D(f) si A C D(f). Spunem ci:
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1) f este de clasd S' in zy dacd si numai dacd f este S-continud in zg
f(z) — f(2")
A =]

z' ~ g, x # 2’ (pentru o anumitd normé pe E);

si (3)l € E, standard, astfel incat ~ | pentru orice r ~ xg,

2) f este de clasd S' pe A dacd si numai daci este de clasi S' in orice

Ty € A;
3) f este de clasd C' pe A dacd gi numai daci f este continui pe A
g1 (Y)zo € A, (3)l,, € E standard astfel incat w ~ l,,, pentru
r — Ty

orice x ~ xg, T # To; mai mult, daci l,, := f'(x¢), atunci functia standard
fltA—= F, 290 — f'(x) este continui,

4) f este de clasd S* pe A dacd gi numai dacd f este de clasi S*, pentru
orice k standard, k € N;

5) f este de clasi C™ pe A daci si numai daci f este de clasd C* pe A,
pentru orice k, standard k£ € N.

Teorema 4.5. Fie k € N standard st f : D C E — F' o functie standard
de clasd S* pe A C D(f). Atunci umbra °f a lui f, este de clasd C* pe °A
si (°f)(e) = °(fY) pe °A, pentru orice | < k.

(f® inseamns derivata de ordin 1).

Demonstratie. Similar cu demonstratiile Corolarelor 7.3.1 i 7.3.2 din
(D.R) pag. 121-122.

4.6. Notiunea de S-teorema

Este ugsor de dedus din teorema umbrei continue faimoasa Teorema Ascoli
care asigura ca orice familie uniform echicontinua de functii de la un spatiu
compact la unul complet, are o inchidere compacta, pentru norma uniforma.

Practic a aratat ca in probleme privind convergenta subsirurilor girurilor
uniform echicontinue, o aproximare nonstandard a unei probleme, inseamna
cd introducand un astfel de sir, conduce la (in locul unui subsir) studiul unei
unice functii interne si la umbra sa continua.

In acest sens, teorema umbrei continue este S-teorema lui Ascoli.
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Utilizatorii NSA, deseori lucreaza cu aceste S-teoreme. De exemplu, teo-
rema: Orice numar limitat, real, are o parte standard, poate fi considerata
ca S-teorema Bolzano-Weiertrass (orice gir real mérginit are un subsir con-

vergent).

§5. Principiile de permanenta

Principiile de permanenta sunt rezultate specifice multimilor externe,
folosite pentru manipularea acestora.
5.1. Principiul lui Cauchy:

Nici o mulfime externa nu este internd.

Acest principiu permite extinderea domeniului unui rationament la un
domeniu mai vast decat cel pe care el a putut fi verificat. Dacad o anumita
proprietate internd F'(x) este adeviratd pentru toate punctele infinit apropi-
ate unui punct dat zy, atunci ea este adevarata pentru toate punctele unei
vecinatati finite a lui zg.

De exemplu: presupunem cd am stabilit ci proprietatea internd F'(z) este
adevarata pentru orice z ~ 0. Atunci conform acestui principiu, ea este in
mod necesar adevarata si pentru anumiti x care nu sunt infinitezimali.

Intr-adevir, multimea numerelor reale care verifici F(z) este o multime
internd care contine hal (0), dar ea nu poate fi egald cu hal (0) deoarece
hal (0) este o multime externa.

In general pentru a ardta ca o multime este externa se poate proceda
prin contradictie, exprimand o multime externa cunoscuta ca rezultatul unei
constructii interne, bazatd pe multimea considerata. Daca ar fi interna,
atunci si multimea cunoscuta externa ar fi interna.

Definitia 5.2. 1) Fie H C E; E spatiu metric, H se numeste prehalo

daci existd o familie internd (H,)nes, J standard, de submultimi (interne)
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ale lui E astfel incat
H = ﬂ H,,

necJ

7 J fiind multimea (externd) a elementelor standard din J.
2) Fie G C E; G se numeste pregalazie dacd existd o familie interni
(Gn)nes, J standard, de submultimi (interne) ale lui E, astfel incét
G=J Gn
neoJ
3) Un prehalo care este multime externd se numeste halo. O pregalaxie
care este multime externa se numeste galazie.

Exemple. 1) hal (a), hal (o) sunt halouri, J = N unde

1 1
H! = [a - —,a+ —] pentru  hal (a)
n n

H? = (—00,—n) U (n,00) pentru hal (c0)
2) G si A sunt galaxii unde G = {z € Rz limitat }, A = {z €
R|z apreciabil}. Ludm:

G,(L;z[—n,n] pentru G

1 1 5
G,‘LA‘ = (—n, ——) U (—,n) pentru A
n n

J=N

Propozitia 5.3. Fie f,g: E — R functii interne.

Dacd H = {z|f(z) ~ 0} este externd, atunci H este halo.

Daca G = {z|g(z) limitat } este externd, atunci G este galazie.

Presupunem cd E este spatiu metric conex. Dacd f (respectiv g) este con-
tinud (respectiv S-continud) $i ia atdt valori apreciabile cdt si infinitezimale
(respectiv nelimitate) atunci H (respectiv G) este externd.

5.4. Principiul lui Fehrele: Nici un halo nu este o galaxie

Teorema 5.5. (Lema lui Robinson). Dacd (u,), . v este un sir astfel

tncat u, ~ 0 pentru orice n standard, atunci exista w-infinit mare astfel incat

Uy =~ 0 pentru orice n < w.
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Demonstratie. Se stie din [Li] Corolarul 1.2.6 ci, dat un sir (A,)yecon de

multimi interne, atunci reuniunea U este internd daca ea este egala cu
neeN

U A, pentru un anumit N € N = multimea externd a numerelor naturale

n<N

standard.

Punem G, :={1,2,...,n} C °N. Atunci °N = [J G,. Din rezultatul
neeN
anterior, “IN este galaxie, fiind o multime externa.

Fie H := {n € N|u, ~ 0}. Atunci H = (| H, unde
nee N

1
H, = {m€N| U] < —}.
n

Atunci H este prehalo §i °N C H.
Lema lui Robinson rezulta acum din Principiul lui Cauchy daca H este

interna si din Principiul lui Fehrele dacd H este externa.

Remarca 5.6. 1) Complementara unui halo in orice multime internd
este o galaxie gi reciproc.

2) Intersectia sau reuniunea unui halo cu un prehalo este un prehalo.

3) Intersectia sau reuniunea unei galaxii cu o pregalaxie este o pregalaxie.

4) Existd multimi externe care nu sunt nici halouri nici galaxii, de exem-

plu: {r € R[0<z i 1}.

Remarca 5.7. Dacéd (R_, R, ) este o tdieturd a lui R, adici R = R_UR
cu r_ < ry pentru orice r_ € R_ gi orice v, € Ry, atunci una din cele doua
este un prehalo, cealaltd o galaxie ([Bg]).

Daca taietura este interna, ea caracterizeaza un numar real;

Daca taietura este externa, ea caracterizeaza un numar ”extern”.

5.8. Principiul de separare. Daca G C H, unde G este o pregalazie
st H un prehalo, atunci exista o mulfime interna I astfel incat G C I C H.

Demonstratie. [D.R] pag. 74.
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Capitolul IV
STUDIUL CU METODE
NONSTANDARD AL SERIILOR
FORMALE CONVERGENTE

Acest capitol este dedicat studiului prin metode nonstandard al corpurilor
normate, nediscrete, complete, de caracteristica arbitrara, K.

In §1, prezentam rezultate privind studiul topologic metric al lui K.
Rezultatele sunt obtinute in contextul Analizei Robinsoniene, adaptand si
simplificand rezultate valabile unele gi in context mai general.

In §2, studiem serii formale convergente peste un corp K precum cel de
mai sus, generalizand substantial punctul a) al unei teoreme a lui Robinson
- Callot ([Fr]), de la C la K™.

Daca Robinson gi Callot folosesc pentru demonstratie olomorfia, prin teo-
rema, lui Cauchy, noi folosim in schimb analiticitatea, corespunzator adaptata
problemei in cauza.

Demonstratia functioneaza in egald masura in context Robinsonian si

IST.
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§1. Elemente de topologie nonstandard pe
K". Topologie metrica

Fie K un corp comutativ, normat, complet. Notdm cu |- | norma (valoarea
absolutd) de pe K.

Consideram o suprastructura M = 5’, cu multimea de baza S infinita,
destul de larga, astfel incdt sa contind toate entitatile standard cu care
lucram, adica S= NUCUKU---.

Fie *M o extindere, model nonstandard al lui M, cel putin x; saturat.
Asemenea modele saturate pot fi construite utilizand tehnica ultraproduselor.

Pentru modele x,; saturate putem lua *M de forma MY /D, ultraputerea
lui M relativ la un ultrafiltru neprincipal D pe multimea N a numerelor
naturale.

Vom adopta terminologia folositd in [Ro 1] si [Dv].

Sistemul de baza al Analizei nonstandard folosit aici este cel descris de
Stroyan si Luxemburg [SL|, Martin Davis [Dv], original prezentat de Robin-
son gi Zakon [RZ], care poate fi inlocuit ugor de IST introdus de Nelson
[Ne] sau prin tehnici de ultraproduse. Aceste trei abordéri ale Analizei non-
standard sunt echivalente in sensul cd argumentele dintr-un sistem pot fi
sistematic translatate in celalalt.

*M este astfel incat este satisfacut Principiul Transferului “x- transfor-
mata oricarei afirmatii matematice formalizate adevarata in M, trebuie sa
fie adevarata in *M.

Fie corpul K = (K,+,-,0,1) intern in *M i extiderea sa nonstandard
*K, K C*K.

Axiomele care conferd lui K o structurd de corp au loc si in *K deci si
*K este corp.

De exemplu, axioma:
¢:={(Vz € K,z #0)(Ty € K), (zy =1)}
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este adevdratd in K, prin urmare, conform Principiului Transferului (P.T)

este adevaratd in *K, * - transformata lui ¢, adica:
¢ :={(Vz € "K,z #0)(Jy € "K), (zy = 1)}

Obiectul K, cu functia norm4 | - | se supune * - transformatelor din * M
ale definitiilor uzuale. Astfel, *|-| este o valoare absoluta (normé) pe *K, care
este omogena, satisface inegalitatea triunghiului si face pe *K necomplet in
sensul intern transformat in *M.

K - spatiul vectorial K™, n standard, de dimensiune n, este normat ,
complet cu norma

]| = sup |z
i=1,n

Avem gi incluziunea strictd K™ C *(K™), unde *(K™) este *K - spatiu
vectorial, normat, necomplet de dimensiune n, conform Principiului Trans-
ferului. (*(K™),*d) este spatiu metric unde distanta *d este extensia distantei
din spatiul metric K™. Topologia metrica a lui K™ este definita specificind

ca bazd multimea bilelor deschise B(p,r) de centru p € K", razd r € R,

B(p,r) ={q € K" | d(p,q) <r}

Fie D o multime deschisi i internd din *(K™). Pentru orice punct p € D,
existd o bild deschisd B(p, ) astfel incat D D B(p,r), deoarece aceasta este o
proprietate a multimilor deschise din K™, care poate fi formulata in limbajul
L asociat lui M si deci este adevirata si in *(K™).

Fie 2 multimea multimilor deschise din K™. *Q2 va fi multimea multimilor
deschise din *(K™) si este o multime standard. Elementele lui *Q2 sunt multimi
interne in *(K™). Mai mult, unele din ele sunt standard, avind nume in £
care sunt numele mul{imilor corespunzitoare din K™. Astfel, dacd U este o
multime deschisa din K™ gi *U este extensia nonstandard corespunzatoare din

*(K™), atunci *U este prin definitie o multime standard. Mai mult, U C* U.
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In masura in care ele pot fi formulate in £, proprietatile lui €2 sunt posedate
de asemenea de *Q2 (unde este nevoie de o reinterpretare corespunzitoare).

Fie I' multimea bilelor deschise interne care sunt submul{imi ale lui D.
Atunci I este o multime interna.

Multimile interne deschise din *(K™) constituie o bazd pentru o topologie
numitd @ - topologie [Rol] (pag.99)

Notiunile topologie corespunzatoare se numesc ¢ - notiuni. Exemplu:
Q - interior, () - frontierda, multime @) - deschisd etc. Au loc urmatoarele

rezultate:

1. Fie B internd, B C *(K™). Atunci B este @) - deschisd dacd si numai

daca este deschisa.
2. Inchiderea si @ - ichiderea unei multimi interne din *(K™) coincid;

3. Interiorul si frontiera unei multimi interne din *(K™) coincid cu @ -

interiorul respectiv cu @) - frontiera sa.

Definitia 1.1. Un punct p € *(K™) se numeste finit dacd existd un punct
standard ¢ € K", astfel incat d(p, ¢) este finitd (in *R).

Definitia 1.2. Un punct p € *(K™) se numeste infinitezimal, dacd ||p||
este infinitezimal in *R*.

Scriem p ~ ¢ daca d(p, q) ~ 0.

Definitia 1.3. Fie p €* (K™). Numim haloul metric al lui p, notat hal(p)

(sau monada lui p notat pu(p)), multimea externi:

hal(p) = {q €* (K") | d(p,q) ~ 0}

Definitia 1.4. Un punct p €* (K™) se numeste aproape standard in
*(K™), daca p este in haloul unui punct standard gq.
Astfel, un punct aproape standard din *(K™) este finit. El posedd o unicé

parte standard(sau umbri) notatd %p.
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Un spatiu metric este marginit daca existd un numar real m astfel incat
d(p,q) < m pentru orice p si ¢ din acel spatiu.

Teorema 1.5. Spatiul metric K™ este marginit dacd $t numat daca toate
punctele din *(K™) sunt finite.

Demontratie. Presupunem K™ mdérginit. Fie p € *(K™) arbitrar si ¢
standard. Atunci d(p,q) < m pentru un anumit m finit, deci d(p,q) este
finita.

Reciproc, presupunem K™ nemaérginit. Fie ¢ € K™ fixat. Atunci in K"
este adevarata afirmatia: ¢ = “pentru orice numar real m existda un punct p
astfel incat d(p,q) > m” (Astfel K™ ar fi mérginit cu marginea 2m).

Afirmatia ¢ poate fi formulata in £, deci are loc §i in *M. Alegand m
pozitiv, infinit din *R, obtinem c& d(p,q) este infinitd. Atunci d(p,q’) nu
poate fi finitd pentru orice ¢’ standard pentru care d(¢,q) este standard,

deci finita deoarece
d(p,q) < d(p,¢) +d(d, q);

teorema este demonstrata
* % ok

Teorema 1.6. Daca spatiul metric K™ este compact atunci el este marginit.

Demonstratie. Fie p € *(K™). Deoarece K" este compact, conform
Th.4.1.13. [Ro 1], pag.93, rezultd ci p este aproape standard, deci p este
finit, deci K™ este marginit.

Conditia ca d(p,q) finitd, defineste o relatie de echivalenta in *(K™).
Aceastd relatie de echivalentd imparte pe *(K™) intr-un numér de submultimi
disjuncte care se numesc galaziile lui *(K™). Punctele finite din *(K™) con-
stituie galazia principald a lui *(K™).

Fie (25)n>1 C *(Ky) un sir infinit i 5 €* (K™) standard.

Atunci zg este limita sirului {zn}n>1 dacd si numai dacd z, ~ o pentru

orice n €* N infinit mare (nelimitat).
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Ty este punct limitd pentru {z,},>1 dacd z, ~ x¢ pentru un anumit
n €* N, n infinit mare.
Definitia 1.7. Fie B C *(K™) o multime internd sau externi. Se numeste

umbra mulfimit B, notat °B, multimea:
"B={pe€ K" |3qg€" (K")[g € B]Ad(p,q) =0} ={p € K" | BN hal(p) # 0}.

Teorema 1.8. Dacd B C *(K™) este internd, atunci °B este inchisd.

Demonstratie. Fie p € K",p € °B. Atunci bila B(p,5-), n finit,
contine un punct p' € °B. Bila B(p/, ﬁ) contine un punct ¢ € B. Atunci
d(p,q) < ;-

Fie D = {n € N/BN B(p, £) # 0}. D contine toti intregii pozitivi finit
deci va contine gi un numar intreg pozitiv infinit. Astfel, pentru un n infinit
mare, existd go € B astfel incat d(p, go) < =. Dar atunci g € hal(p), p € °B.

Teorema 1.9. Dacd hal(p) este o mulfime internd, atunci p este izolat.

Demonstratie. Presupunem cé hal(p) este internd. Fie
1
D = {n e N|[VYq[[d(p,q) < ~]=> g € hal(p)]]}, internd

Daca p nu este izolat, atunci D nu poate contine nici un numar natural
finit n, deoarece in acest caz existd un punct standard g # p astfel incat
d(p,q) < ;-

Dar atunci d(p, q) este numar pozitiv standard si astfel ¢ € hal(p). Deci
n ¢ D . Pe de altd parte D include toate numerele naturale infinite care
formeaza o multime externa, contradictie.

Observam cé dacd p este izolat, atunci hal(p) = {p}.

Un gir Cauchy in K™ este un gir {z}n>1, astfel incat

lim d(zp, Zpm) =0

Teorema 1.10. Sirul {z,}n>1 este sir Cauchy dacd $i numai dacd toti

termenit x, aparfin acelutagi halou pentru orice n infinit mare, n € *N.
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Teorema 1.11. Fie p € *(K") care nu este aproape standard. Atunci
existd un standard € >0, a.7 d(p,q) > pentru orice punct standard q.

Demonstratie. Presupunem ca nu exista un astfel de . Pentru orice
intreg finit pozitiv n, putem determina atunci un punct standard ¢, astfel

incat d(p, ¢n) < L. Atunci {gn} este sir Cauchy, deoarece

11
< R
d(gn, gm) < d(gn,p) + d(p, gm) < s .

Dar K™ este complet, deci exista un punct standard ¢ astfel incat nlggo Gn = q,
adicd astfel incit ¢, € hal(g), pentru orice n nelimitat.

Deoarece d(p, ¢,) < % pentru orice n finit, aceasta inegalitate este adevarata
deasemenea pentru un m € *N, m infinit. Pentru astfel de m, d(p, gm) ~ 0
gl in acelasi timp d(gm,q) ~ 0 deoarece ¢ este punct standard ¢ = nlggo Gn-
Dar d(p,q) < d(p, ¢m) + d(¢m,q) = 0, deci d(p,q) ~ 0. Astfel p € hal(q),p
este aproape standard, contradictie.

Definitia 1.12. Fie p € *(K™),r > 0, standard. Numim S - bild de

centru p $i razd r si o notdm S(p,r) multimea

S(p,) = {g € (K" [* (dlp, ) <7}

Se arata usor ca orice punct din intersectia a doua S - bile este centrul
unei S - bile care este inclusa in acea intersectie.

Prin urmare S - bilele pot constitui o bazi pentru o topologie in *(K™),
numita S - topologie.

Orice multime care este deschisa in S - topologie este de asemenea de-
schisa in () - topologie, astfel ca @) - topologia este mai find decit S - topolo-
gia.

Vom indica notiunile S - topologiei punand prefixul S termenului core-
spunzator; exemplu: S - deschis, S - interior, S - frontiera.

Teorema 1.13. 1) Un halou este reuniunea bilelor deschise continute in

el si este dect o mulfime @) - deschisa.
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2) Un halou este de asemenea intersectia tuturor S - bilelor care il contin,
dect este intersectia tuturor mulfimilor S - deschise care il contin.

Demonstratie. 1)Evident;

2) Fie pg un halou uy = hal(p) cu p € *(K™). Pentru orice ¢ € hal(p) si
orice S - bild S(p,r) avem ¢ € S(p,r) (deoarece °(d(p,q)) = 0 < r). Daci
q & hal(p) atunci *(d(p, q)) = ro > 0, caz in care q € S(p,10)-

Teorema 1.14. Fie B o multime internd, B C* (K™). Atuncip € S -
interiorului lui B dacd $i numai dacd hal(p) C B.

Demonstratie. Fie p un punct din S - interioul lui B. Atunci S(p,r) C
B pentru un anumit r > 0.

Dar hal(p) C S(p,r).

Reciproc: Presupunem ci hal(p) C B. Considerdm multimea interni
1
D= {nG*NIVq [d(p,q) < 5] = (qGB)}

D contine toate numerele naturale infinite, rezulta ca D contine de aseme-
nea un numar natural pozitiv finit, .

Daci ¢ € S(p, }Y) = d(p,q) < %

Rezultd: S(p, :17) C B deci p este in S - interiorul Iui B.

Teorema 1.15. 1)Fie B C* (K") internd. Atunci punctul p aparfine
S - inchiderii lui B, dacd gt numai dacd hal(p) N B # O; 2)p apartine S -
frontierei lui B dacd gi numai dacd hal(p) N B # 0 si hal(p) N Csk, B # 0.

Fie p,q €* (K"). Definim o relatie " ~" pe *(K™) astfel. p ~ ¢ daca si
numai dacd d(p,q) ~ 0 Relatia ” ~" este o relatie de echivalentd pe *(K™).
Notam (K™), structura cat *(K™)/ ~. Punctele lui (K™), sunt halourile lui
(K™,

Fie functa ¢ * (K™) — (K™),, definitd prin:

P(p) = hal(p) = ¢
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Atunci multimile deschise din (K™),, vor fi imaginile prin ¢ ale multimilor
S - deschise din *(K™).

Spatiul K™, privit ca subspatiu al lui *(K™), este homeomorf prin ) cu
subspatiul (K™)g al lui (K™), care constd din halourile care contin puncte

standard.

Observatie. Toate punctele lui (K™)s apartin aceleiasi galaxii gi ¢ este
o izometrie pe T. Dacd p ~ p',q ~ ¢, atunci d(p,q) =~ d(p’,¢). Deci:
°(d(p,q)) =° (d(p',¢)), dacd d(p, q) este finita.

Fie £ si n € (K™), astfel incat d(p, q) este finitd pentru orice p € £,q € i

(adicd p si ¢ apartin aceleiagi galaxii).

Definim
d(€,m) =° (d(p, q)).

De asemenea vom spune in acest caz ca € si 7 apartin aceleiasi galazii. Astfel,
galaxiile lui (K™), sunt imaginile prin 9 ale galaxiilor din *(K™). Se verificd
ugor c& functia d(&,n) = °(d(p, q)) este o metrici pentru fiecare galaxie si
ca topologia datd de aceastd metrica coincide pentru fiecare galaxie G cu

topologia indusé de topologia lui (K™),.

Teorema 1.17. 1) Orice galazie din *(K™) este atdt S - deschisd, cdt gi
S - inchisa.
2) Orice galazie din (K™), este atdt deschisd cdt gi inchisd.

Demonstratie. Fie G o galaxie in *(K™). Atunci G = J S(p, 1), deci
peEG
G este S-deschisia. Complementara lui G este reuniunea tuturor celorlalte

galaxii care sunt deschise, deci G este S-inchisa.

2) Rezultd din faptul cd ¢ duce multimi S - deschise pe multimi deschise
din definitia topologiei lui (K™),,.

Teorema 1.18. (K™)g este inchis in (K™),.
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Demonstratie. Fie £ un punct din complementara lui(K™)g si fie p € £.
Atunci p nu este aproape standard .

Fie ¢ > 0, standard astfel incat d(p,q) > &, pentru orice standard g,
deoarece K™ este complet.

Fie B = S(£, ¢). Atunci B nu contine nici un punct din (K™)g. Astfel,
reuniunea tuturor bilelor deschise care sunt disjuncte cu (K")g, coincide cu
complementara lui (K™)g, adicd (K™)g este inchis.

Urmatoarea teorema constituie un rezultat analog pentru cazul cand K™
nu este in mod necesar complet.

Teorema 1.19. Inchiderile lui (K™)g st (K™), sunt izometrice cu com-
pletatul lui K™.

Demonstratie. Fie C' completatul lui K™ care consta din clasele de

echivalenta de giruri Cauchy din K™ in raport cu relatia de echivalenta:

@~ /67 daca nlggo d(pm QH) = 07 unde o = (pn)7 /6 = (QH)

Pentru a determina izometria cerutd de la C pe (K™)s procedim astfel:
Fie c € C gi @ = {pp}n>1 un sir Cauchy, o € C. Atunci p, apartine

aceluiagi halou p, pentru orice n nelimitat. Mai mult, conditia
Aim d(pn, ¢n) =0

aratd cd dacd 8 = {q,} apartine deasemenea lui ¢, atunci d(pn,q,) =~ 0,
pentru n nelimitat gi astfel ¢, € u, pentru n nelimitat.
Astfel relatia p. = 9(c) defineste o aplicatie: C — (K™),.
Pentru orice ¢ dat, u. € (K")s, deoarece, prin definitia distantei din
(K"
(s pPn)) =3 0 i p(pn) € K3.

In acelagi timp se observa ca puncte diferite ale lui C sunt duse in puncte

diferite din (K™)g.
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In continuare, fie g € (K™)g si fie p € pg. Pentru orice n intreg standard,
pozitiv, existd un punct g, al lui K™ astfel incat d(p,¢n.) < +. Se aratd ci
sirul 8 = {q¢,.} este un sir Cauchy.

Mai mult, d(p, ¢,) =~ 0 pentru n nelimitat, astfel ci dacd § este un element
al punctului ¢ din C, atunci py = 9(c).

Aceasta arata ca aplicatia este de la C pe @s si se verifica ca este o
izometrie.

Urmatoarea notiune este legata de S-topologie.

Definitia 1.20 Fie {p,}n>1 un gir (intern sau extern) din *(K™) sip €
*(K™). Spunem ca p este o F - limitd a sirului {p,}n>1 , dacd pentru orice
e > 0, standard, existd un numdr natural finit v astfel incat d(p,q,) < €
pentru orice n > vy, n finit.

Dacé p este o F' - limitd pentru {p,}, atunci orice alt punct p’ € hal(p)
este tot F' - limitd pentru p, si reciproc, oricare doud F' - limite ale lui {p,}
apartin aceluiagi halou.

Daca p,, este un gir intern, faptul ca p este F' - limita pentru p,, afecteaza
comportarea girului pana la un indice infinit dupa cum se arata in teorema:

Teorema 1.21. Fie {pp}n>1 un sir intern si p o F - limitd pentru
{Pr}n>1. Atunci existd un numdr natural nelimitat X astfel incdt p, ~ p
pentru orice n < A, n nelimitat.

Demonstratie. Definim un gir intern de numere reale pozitive {S,}, >
1, prin Sy, = d(pn, p)-

Din ipoteza rezulta ca pentru orice numar intreg pozitiv k, finit, exista
un intreg pozitiv finit ~y; astfel incat S, < % pentru orice n > v, n finit.

Putem presupune ca v < yo < ...... <ol

Vom defini apoi un gir standard {¢,}

07 nS’Yl
t=1 1

& Ve <N < V41
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Astfel t,, este definit pentru orice n finit si apoi trecdnd de la M la extinderea,
nonstandard *M, pentru orice n infinit.
Atunci, lim ¢, = 0 si deci t, ~ 0 pentru Vn ~ oc.
n—00

De asemenea, mult{imea:
D={n€*Nl|t, > S,}

include toate numerele naturale mai mari decit ;.

Deoarece D este multime interna, D trebuie sa includa deasemenea, toate
numerele infinite, mai mici decat un anumit A infinit (mare).

Astfel, S, >~ 0 pentru n < A si deci p, >~ p pentru n < A.

Teorema 1.22. Fie f : D C *(K") — *(K™) o functie standard, n,m
standard €* N, D =* B, cu D standard. Fie p € D punct standard.

Atunci:

1. glcl_r)r}) f(z) = s, dacd gi numai dacd

f(hal(p) N (D = {p})) C hal(s)

unde s €* (K™) standard.

2. Functia | este continua in p daca $i numai dacd
f(halp) N D) C hal(f(p))
3. f este uniform continua pe D dacd st numai dacd

flp)~ f(g), (V)p~q p,qeD.

Pentru B compacta, continuitatea implica uniform continuitatea.

Intr-adevar, in acest caz, orice puncte p,q € *B sunt aproape standard
deci finite, adica au o umbra. Daca p~q p,q € D, atunci p ~ q >~ pg,po €
B standard.
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Atunci f(p) ~ f(po) = f(q), deci f este uniform continui.

In continuare vom considera functii f : D — *(K™) nonstandard defi-
nite pe submultimi D ale lui *(K™) cu valori in *(K™).

Aridtam cd, S-topologia furnizeaza rezultate ce au aplicatii clasice.

Definitia 1.23. Functia interna f se numeste S - marginita pe D C* B
dacd f este definitd pe B si daci existd ¢ €* (K™) gi un numir standard M,
astfel incat

d(f(p),q) <M, VpeD.

Teorema 1.24. Functia internd f : D — *(K™) este S - mdrginitd
pe D (internd) dacd si numai dacd toate punctele lui f(D) apartin aceleiagi
galazii in *(K™)

Demonstratie. Conditia este necesara. Se verifica ugor. Ea este gi sufi-
cientd. Presupunem ca f nu este S - marginita pe D. Consideram multimea

interna:
F={ne*'N|Vge*(K"),Ipe D g d(f(p),q) >n}

F' contine toate numerele naturale finite, prin urmare trebuie sa contina
§l un numar natural, nelimitat, . Alegem py € D, arbitrar si fie ¢ = f(po)-
Atunci d(f(p), f(po)) > v pentru p € D, ceea ce inseamnd cd f(p) si f(po)
apartin unor galaxii diferite ceea ce contrazice ipoteza.

Fie f o functie interna al carei domeniu de definitie contine un halou .

Fie p € o, o = hal(p). Atunci existd un standard € > 0 astfel incit f
este definitd pentru orice ¢ astfel incat d(p,q) < €, (deoarece f este definité
pentru orice ¢ cu d(p,¢) < +) n infinit si astfel multimea {n/f este definitd
pentru orice ¢ cu d(p,¢) < ~}, contine deasemenea numere finite.

Teorema 1.25. Presupunem ca funclia interna f este definita pe un
halou, py = hal(p) astfel incat f(uo) este o submulfime a unei galazii G.
Atunci existd un € standard € > 0 astfel incat f(B) C G unde B este bila
inchisd B = {q | d(p,q) < €}.
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Demonstratie. Fie h(q) = d(f(p), f(q))-d(p, q). Pentru Vq € pg, h(q) ~
0 deoarece d(f(p), f(q)) este finitd si d(p, q) =~ 0.
Astfel, "h(g) < 1 pentru orice g astfel incat d(p,q) < *

n v v
este adevarata

pentru orice n infinit, deci va fi adevarata si pentru un numar pozitiv finit
n=-.

Fiee = 1 L

5~ Atunci pentru ¢ ¢ po,d(p,q) # 0 si T este finitd. Deci,
pentru g ¢ g, d(p,q) < ¢, are loc:
1 1

d(f(p), f(q)) = D h(q) < i)

deci este finitd adicd f(p) si f(q) apartin aceleiagi galaxii.
Definitia 1.26. Fie f : D — *(K™) D C *(K™) internd, p un punct din
S - inchiderea lui D. Spunem ci punctul s € *(K™) este o S - limitd pentru
f cdnd z tinde citre p, dacd pentru orice £ > 0 standard, (3)é > 0, standard
astfel incat d(f(q), s) < & pentru orice ¢ € D\{p} pentru care d(p,q) <
Teorema 1.27. In condilitle de mai sus, punctul s este 0 S - limitd a

lui f cand x tinde catre p daca st numat dacad:

f(hal(p) N (D = {p})) C hal(s)

Demonstratie. Presupunem ci s este S - limitd a lui f. Dacd q € hal(p),
atunci d(p, q) < § pentru orice ¢ standard pozitiv. Dacd ¢ € D\{p} , atunci
d(f(q),s) < € pentru € > 0 arbitrar. Deci f(q) € hal(s).

Conditia este gi suficienta.

Fie ¢ > 0, standard. Atunci afirmatia “d(f(g),s) < € pentru orice q €
D\{p} pentru care d(p,q) < +” unde n este infinit, deoarece pentru acest n,
q € hal(p). In acest caz afirmatia este adeviratid gi pentru un 7 finit .

Lusim 6§ = -. Rezultd c& seste S limitd pentru f.

Observatie 1.28. Daca s este S limita pentru fcand z tinde catre f,

atunci orice punct din hal(s) este o S - limitd pentru f cand z tinde la orice

punct din hal(p).
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Definitia 1.29. Fie f : D C *(K™) — *(K™). Spunem ci f este
continud in punctul p € D dacd f(p) este 0 S - limitd a lui f cand z tinde la
pin D.

Echivalent, f este S - continua in p daca pentru orice € > 0 standard
existd ¢ > 0 standard astfel incat d(f(p), f(¢)) < € pentru orice ¢ € D astfel
incat d(p,q) < 6.

Teorema 1.30. Fie f : D — *(K™), D interna, D C *(K"), f este S
- continud in p € D dacd si numai daca f(hal(p) N D) C hal(f(p)).

Remarca 1.31. S - continuitatea si Continuitatea coincid pentru functii
standard definite pe multimi standard, in puncte standard. In general aceste
notiuni sunt distincte.

Exemplu:

1. f:*R —*R

fz) = 0, z=0
T | asing, z#0, a~0, a#0

f este interna, f este S - continua in 0 dar f nu este continua in 0.

f este S - continud in 0

f:*R—*R, f(z)=2x"

f este continud in £ = w ~ oo

f nu este S-continud in r = w ~ oo

Definitia 1.32. Fie f : D C *(K") — *(K™). Spunem ci f este
uniform S - continud in D dacd pentru orice € > o standard, existd un ¢
standard 0 > 0 astfel incat d(f(p), f(¢)) < € pentru orice puncte p,q € D,
pentru care d(p, q) < 6.
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Teorema 1.33. Fie f: D — *(K™), D C *(K™) internd, f internd.
f este S - continud in D. Atunci f este uniform S - continud pe D.
Demonstratie. Fie p,q € D, p ~ ¢. Atunci f(p) ~ f(q). Fiee > 0

standard gi multimea interna
¥ . 1
F={ne"N|VpeDsiVqe Decudlp,q) < = d(f(p), f(a)) <e}

F include toate numerele naturale infinite, deci contine un intreg pozitiv
finit v. Luind § = }Y se verifica ca f satisface conditia de uniform S -
continuitate pe D.

Teorema 1.34. Fie f : D — *(K™), D C *(K"), S conezd (adicd
conezd in S - topologie) si fS - continud. Atunci f(D) este inclusd in aceeasi
galazie din *(K™).

Demonstratie. Fie p € D. Ardtdm céd pentru orice ¢ € D, d(f(p), f(q))
este finita. Fie:

F={qeD|d(f(p), f(g)) finitd}

Atunci p € F. Pentru orice ¢ € F', f este S-continud in ¢ € D, deci 3¢, > 0
standard astfel incat °d(f(q), f(r)) < 1,Vr € D, pentru care %d(q,7) < &,.

Pentru astfel de r, are loc:

d(f(p), f(r)) < d(f(p), f(@) + d(F(q), f(r)) < d(f(p), f(9) + 1.

Astfel incat r € F si deci F' este reuniune de multimi S - deschise in D deci
ea Insagi este S - deschisa in D.

Daca F' = D este evident.

Daca FgD, fie H={r € D|3q € D | F astfel incat d(f(q), f(r)) este finitd}

Atunci H D D\ F. La fel ca mai sus rezultd cd H este S - deschisd in D,
F' si H sunt disjuncte deoarece daca ar exista 7 € HNF' atunci d(f(p), f(r))
ar fi finitd gi cum d(f(q), f(r)) este finitd pentru un anumit ¢ € D\ F ar
rezulta cd d(f(p), f(q)) este finitd. Rezultd ¢ € F, contradictie.
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Deci H= D\ F.

Obtinem ca D este reuniunea a doua multimi disjuncte F' i H care sunt
S - deschise in D ceea ce contrazice ca D este S - conexa.

Prin urmare F' = D i deci d(f(p), f(¢)) este finitd pentru orice p i ¢ din
D.

Definitia 1.35. (Umbra unei functii pe*(K™)).

Fie f : D C *(K™) —s *(K™)

Vom defini o functie standard °f, numitd umbrd sau partea standard a lui
f pe o anumitd submultime a lui °D dupi cum urmeazi:

Dat p € °D, presupunem c& existd un punct ¢ € K™ deci si in *(K™)
astfel incat f(p') ~ ¢ pentru orice p' € hal(p) N D.

Definim atunci °f(p) = ¢.

Fie D' C °D multimea punctelor in care *f este definits in acest fel.

Trecand in *M, obtinem o definitie a lui °f pe *D’.

Teorema 1.36. Fie f : D — *(K™), f internd, D internd, astfel incat
f ta numai valori aproape standard pe D si este S - continud pe D. Atunci
functia °f existd si este uniform continud pe °D.

Demonstratie. Fie p € YD deoarece f este S - continud pe D, atunci
pentru orice doud puncte p;,pe € D N hal(p), f(p1) =~ f(p2) =~ f(p). Mai
mult f(p,) este aproape standard, deci °f(p) = °(f(p1)) = °(f(p2))-

Acest lucru aratd cd °f este definitd pe °D.

Fie € numa pozitiv standard. Deoarece f este S - continua pe D, ea este
S - uniform continua pe D.

Rezulta ci existd un standard 0 > 0 astfel incat d(f(p1), f(¢1)) < € pentru
orice p1 si 1 € D, astfel incat d(p1,q1) < 6.

Afirmim c& in acelasi timp d(°f(p),? f(¢)) < 2¢ pentru orice p si ¢ € °D
astfel incat d(p, q) < 6.

Intr-adevir, fie p, ¢ puncte ale lui °D care satisfac aceastd conditie.
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Din definitia lui °D existd puncte p; € hal(p),q € hal(p) care apartin
lui D. Atunci p ~ p1,q ~ ¢ si deci din inegalitatea triunghiului d(p,q) ~
d(p1,q1). Aceasta aratd ci d(p1,q1) < 6. Deci din definitia lui 8, d(f(p1), f(q1)) <
< e. Dar °f(p) ~ f(p1) 51 °f(q) =~ f(q) si astfel, tot din inegalitatea tri-
unghiului d(°f(p),” f(q)) = d(f(p1), f(q1))

Rezultd cd d(°f(p),? f(q)) < 2¢, deci *f este uniform continui pe °D.

Observatia 1.37. Fie f : D — *(K™), f functie S - continud, D - S -
conexa interna,

Fie p € D si fie ¢ € hal(p),q € DN*(°D). Atunci °f(p) ~ f(q) din
definitia lui °f. °f(q) ~° f(p) din continuitatea lui °f. Deci °f(q) ~ f(q)
adicd °f(q) =° (f(q))-

§2. O exprimare echivalenta pentru seriile
convergente peste corpuri comutative normate
complete

Vom nota cu K un corp comutativ normat, complet (arhimedian sau
nearhimedian). Notdm cu | - | norma (valoarea absoluti) de pe K.
Exemple. 1) K =R, K = C, K corp valuat (complet).

2) K corp comutativ.

1, z#0
Norma |z| = { 0 0 se numeste norma discretd, deoarece di pe K
? T =

topologia discreta.

In continuare vom presupune K corp comutativ, normat, nediscret, com-

plet.
Fie I'y, := K]|[X},...,X,]] inelul seriilor formale ’in n variabile; dac’a
f €T, atunci
f= Z Ay X™
meN"
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N={0,1,2,...}, m=(my,...,my), X" =X™MXI. . X "
Fie I = (0,00) C R. Dacd « € I", punem
Iflla="2_ lamla™ € TU{oo}
meN"
=ol" rag?e Al

n

Fie Ay, = {f € I'h|(T)a € I" cu ||f||la < oo} inelul seriilor (formale)

cu = (a,...,a,), a™

convergente.
1
Exemple. 1)fzﬁ=1+X+X2+...+X"+...GA1.
X X2 n
— X — =4 i
2) f=e _1+1!+ 51 +...+ . +... €A

Remarca 2.1. Incluziunea A,, C Fn. este un morfism de K-algebre. Mai

mult Angl“n deoarece K este nediscret. Pentru m € N”, notam cu

a|m| aml—l—...—i—mn
OXm XM ...0Xmn

operatorul de derivare partiala formala.

olm|
Conform [ACJ], p. I, th. 4.4., f € A, = GT"{ € A,. Mai precis, daca

pentru « € I™ notam cu

a€l™,||flla<oo

Avem {0} g D(f) (cici K este nediscret), ||f||o < co. In plus

D(fyc D (gz—z) , (Y)m e N",
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Definitia 2.2. Daci f € A,, f = Y a,X™, notim cu f functia
~ melN"
asociatd f : D(f) — K, datd de

f@)= 3 ans™, a™=2™ ... 2™, Vo = (z1,...,2,) € D(f).
melN"
O astfel de functie se numeste functie analitica peste K in origine.

Remarca 2.3. Seria »_  a,2™ este convergentd in K. Intr-adevir,

meIN"
cum z € D(f), @a € I" cu z € (&) i ||f]|a < oo; dar

Z |am| |x|m < Z |am|am = ||f||a < <.
mENn mENn

(Jz|™ = |z1|™ ...|2Zm|™); deci seria D a,z™ este convergentd, fiind ab-
solut convergenta iar K complet. ment
) 3k %

Fie S = (1), N un sir de polinoame. P, € R, := K[X,...,X;] C Ay

R, este inel graduat.

R, = éR(s) cu R;) = {P € R,|P omogen de grad s} U {0}.

Consideram urmatoarele conditii relativ la S:

(C1): Phe K.

(C2): Pry1— P, € Ry, (V) eN.

(Cs): Ra eI, (A, € R, A, > 0 astfel incat ||P|o < Aq, (V) € N.

Fie A}, := {S = (P),cN|P: € R, (V) € Ni S satisface (C1), (C2), (Cs)}-

inmul@irea canonica cu scalari din K si adunarea pe componente confera
lui A/, o structurd naturald de K-spatiu vectorial.

Dotam A, si cu o inmultire, astfel:

Dacd S, = (P),cN 81 Sq = (Q1),cN> Sp € Ay, Sq € Ay, atunci definim

Sp - Sq = (11),eN>
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cu
l

T:=>|> (B-P.1)Q;—Qj-1)|, Pa=Q_:=0.
=

Atunci S, - Sg € A/ pentru (Cs) se foloseste faptul ci
p Q n

a < B o < B, i=1n) = [|flla < |flls

si ci 1F9lla < [ f]la - llglla
conform [ACJ] p. L th. 4.1, 1) si 3). In acest mod (
Lambda,,, +,-) devine K-algebri.
Propozitia 2.4. A, ~ A}, morfism de K-algebre.
Demonstratie. a) Fie f € A,, f = > a,X™. Atunci Qo € I"
astfel incat ||f|l, < oo. Pentru ! € N, ;fnljm P = > apX™, |m| =

Im|<l

Fie Sy := (P),.N- Evident, S; satisface (C)) si (Cs), iar pentru (Cs) este
suficient sd observam cé ||P||o < ||f]la; (V)! € N, deci ludm A, = ||f]a-

Se vede ugor cad Syy = ASf, A € K, Spyg = Sp+ Sy 51 Sy = S5+ Sy,
(V)f, g € A,. Prin urmare A, 5 A, ¢(f) = Sy este morfism de K -algebre.

b) Fie S = (),.N € Ay Considerdm atunci, conform cu (Cy) si (Cs)

seria formala

f=fs=P+> (P41 - P).
1=0

Demonstram ci, de fapt, f este convergenta, adica f € A,,. Intr-adevir,
conform (C3), (F)a € N”, ()4, > 0, astfel inct ||P|la < Aq, (V)] € N.

11

Dar P, = Py+ Y Piy1 — Py = > anX™, conform cu (C1) si (Cy). Deci
Py ml<t

D |am|a™ < Aq, (V)I € N. Fécand | — oo, obtinem || f||, < A, < o0, deci

Im| <!

f € An. In plus,

f)\S = )‘f$7 A€ K7 f$1+$2 = fsl +f$27 f$1'52 = f$1 : f$27 81782 € /\;w
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dupd cum se verificd ugor. Deci asocierea A/, 4 Ay, ¥(8) = fs este morfism
de K-algebre.

c), d) Totul rezultd acum din egalitatile usor de verificat: fs, = f, Sg5 =
S.

% % %

Remarca 2.5. Izomorfismul din Propozitia 1.4 este functorial, adica
(V)K = L morfism de corpuri comutative, normate, complete, (u mirginit:
(F)a > 0, astfel incat |u(z)| < alz|k, (V)z € K), urmitoarea diagrami
canonica este comutativa:

An,k _> Ai”yk

+ +

A = AL g
izomorfismele fiind acelea din Propozitia 2.4. Deci putem scrie A, = A;,.
Definitia 2.6. Un sir (P))jeny € A, il vom numi in continuare f-gir, unde
f este seria convergenta asociata.
Fie o, 8 € I, o = (a1,..., ), B = (B1,...,0n); scriem § << « dacd
Bi < i, i =1,n.

Consideram K-spatiul vectorial normat

Ana = {f € Aal[|f]la < o0}

Teorema A1l ([ACJ], Corolar 2, pag. 41), Dacd f << «, injectia
Ano +— Ang este completd (K complet) (adicd orice sir (fi),c y Cauchy
in||-||a este convergent in || - ||g).

Teorema A2. ([ACJ]), Teorema 4.4, pag. 43): Dacd f € A, si a € I™

ct || flla < 00, atunci (V)B € I cu B << «, (I)u > 0 astfel incdt

Ll flle (b nu depinde de f € Ay ).
Corolar 2.7. Via izomorfismul din Prop. 2.4, daca f este data de f-girul

ol y omlf olml ¢ .
()N atunci 5xm este datd de axm sirul (aX—m>l€N, (V)m € N™.

1A

B
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Demonstratie. f € Ao = P € Apo, (V) € N. (||Pla < ||flla < 00).
Cum f este convegrentd in || - ||,, deducem cd (), este sir convergent
o™l p,

este
axm >leN
Cauchy in A, ,, (V)8 << v << ¢, (V)m € N" (iterm enuntul Th. A2).

(la f), deci Cauchy in A, ,. Din Teorema A2, deducem c& (

om P,
Din Th. Al urmeaza ca sirul l este convergent in A, 5, obliga-
OX™ J N ’
mi mi olml p
toriu la axm (conform definitiei 5xm 51 conditiei (Cy)), adici X7 ) N

satisface de asemenea (Cj3), ((C1) si (Cs) fiind evidente).
* % ok
Teorema A3. ([ACJ]) Lema 7.1 si Corolarul 8, demonstratie pag. 60-
61):
Fie f € Apx C Ay i (B), N un f-sir. Atunci (V) € I, B << «q,
P — f, uniform pe [8] (8] := {z € K| |ui] < B, i = T,n}).
Demonstratie. Imediat, din [ACJ].

Definitia 2.8. Daci f : D(f) — K este functia analitici in origine

Im|
asociata seriei f € A,, si axm este operatorul de derivare partiala, atunci
ol D K f 1 oy A
— ! — K este functia analitica in origine asociata seriei €
o (f) unctia analiticd in origin i riel o n

(conform Teoemei A.2) p entru orice m € N™.
Definitia 2.9. Fie h : D ¢ K™ — K o functie continua, unde D este
deschis gi fie a € D. Spunem ca h este strict partial diferentiabila in a in

raport cu variabila x; daca si numai daca limita:

h(ar,ag,y...,a;+t,...,a,) — h{ay, a9, ...,a; +8,...,a,)

111100

s,t— —
s,t€ K\ {0} t s
existd. Notdm aceastd limitd cu ——(a).

Dax?
Extindem ca de obicei, notiunea precedenta la notiunea de strict parfial

derivabilitate globald de orice ordin m = (my,...,my,) € N™\ {0}.
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Im|
Notam cu — D — K diferentiala partiala globald corespunzitoare a
x
lui A.

Remarca 2.10. Daca h este strict partial diferentiabila de ordin m €

N™\ {0} in a, atunci h este partial diferentiabild de ordin m in q, si

pimly, il
Dgm % _aXm(“)'

Teorema A4. Fie f € A, si f : D(f) C K" — K functia asociatd.

||
Atunci, pentru orice m € N™\ {0}, ezistd D:E"{ :D(f) = K si
pimlj  gmif
= D
" @=2"1w), (acD(f)

(cf. Def. 2.8).
Demonstratie. O adaptare a demonstratiei Teoremei 7.15 din [ACJ]

(pag. 62-63).

§3. Serii convergente peste corpuri complete
normate nediscrete, in context nonstandard

Fie U o superstructura, £ un limbaj de ordin superior pe I in care sunt
definite toate notiunile matematice uzuale, in particular cele de serii formale
si serii formale convergente peste un corp normat, multimile N, Z, @), R, C,
sirurile, functiile, etc si in care au loc toate teoremele matematicii clasice (in
particular cele din §2).

Fie A familia proporzitiilor adevarate in U, formulate cu ajutorul limba-
jului L.

Notam *U un univers nonstandard, model al lui A, adicd o extindere
nonstandard a lui Y.

Atunci *U are toate proprietétile lui U care pot fi exprimate cu ajutorul

lui £ si au loc toate teoremele din U (deci si cele din §2).
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Conditiile (C}), (Cy), (C3) din §2, vor fi transferate pentru un gir standard
de polinoame (P))ien la:

*(Ch): Py € *K;;

*(C2) : Py — P € "Ry,

*(C3) : (o € *I™, o standard, (3)A, € *R, Ay > 0, A, standard astfel
incat *||P]e < As (V) € *N, unde *|| - ||, este extensia lui || - ||q4.

Fie *A,, * K-algebra care are ca elemente standard elementele lui A,, si fie
*Al *K-algebra care are ca elemente standard elementele lui AJ,.

Izomorfismul din Propozitia 2.4 se extinde la *A,, = *Al.

Remarca-Definitia 3.1. Data o serie convergentd standard f € *A,,
prin transfer ea se identifici cu un *-sir de polinoame (P),..\, I} € *Ry,
(V)l € *N satisfacand *(C}),*(Cs) si *(Cs) (conform Prop. 2.4.). Un astfel
de *-gir 1l vom numi * f-gir.

Remarca 3.2. Inelul polinoamelor in 7 variabile, *R,, = *K[X, ..., X,]

este graduat de tip *V;
*R, = @ *Ry).

sE*N
In continuare ne plasim in *I{ i vom omite steluta, aceasta fiind subinteleass
(exceptie pentru notiunea de * f-gir i pentru conditiile *(C1), *(Cs), *(Cs)).
Vom demonstra acum principala teorema din capitol, care generalizeaza

de la C la K™ o teoremd a lui Robinson-Callot ([Fr]).

Teorema 3.3. Fie K un corp comutativ normat, local compact, nediscret
st complet, iar f € A,. Presupunem cad funciia asociata, analiticd peste K in
origine, f D(f) C K™ = K este definitd si ia doar valori aproape standard
in hal(0). Atunci existd o vecindtate standard V' a lui 0 pe care

1) f este S-continud gi de clasd S*°;

2) umbra lui f este analiticd peste K in origine i de clasq C*;

3) derivatele partiale de ordin standard ale umbrei lui f coincid cu umbrele

acelorasi derivate partiale ale lui f.
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Demonstratie. Deoarece f este analiticd in zero si ia doar valori aproape
standard in hal (0), conform Principiului de Separare 5.8 din Cap.3, f este
analitica si ia doar valori aproape standard intr-o vecinatate standard V, a
lui 0.

Putem presupune cd V' este marginitd, deci (3)8 € I", 8 standard cu
V C (B). Aratdm ci aceasta este vecindtatea pe care au loc 1), 2) si 3).

1) Conform Proporzitiei 2.4 si Remarcii-Definitiei 3.1, f = (I}),..\y cu
(P))jexn un * f-gir. Deoarece f € AL, atunci f = (P});eny in superstructura
U avem f = (P)iexn-

Fie f << «; dacd z € V C (o), z standard, z = (z1,...,z,) avem
|z;| < @i, 2= 1,n 81 ||f]|la < oo; deci seria de puteri ce di pe f este absolut
convergentd pe un polidisc ce contine [3].

Deducem ci P, — f, | — oo uniform pe [8], (conform Th. A4, §2).
Atunci,

f(z) ~ P,(z), (Mwe*N\N, Y)zels].

Micsorand, eventual V, astfel incat V' C [B], obtinem ci P, — f, | = oo,

uniform pe V. Deci:
(3.1) P,(z) ~ f(z), (Vwe*N\N, (V)zeV.

(in universul *U).
Fie acum z1,2z9 € V, 21 ~ zs. Avem:]5l(:v1) ~ I5l(x2), (V)l € N, I
standard, deoarece V' este marginit de un n-uplu standard. Conform Lemei

lui Robinson (Th. 5.5, Cap.3) obtinem ci (F)wy € *N \ N astfel incat:

P(z1) ~ P(z2) (V) < wp.

In particular

(3.2) Py (x1) ~ Py (%3), wo€*N\N.

81



Luénd acum in (3.1) z ~ 1, * =~ z5 §i w = wy obtinem c&
Fz) ) B(2) B By(wn) B flan).
Deci, din z; ~ =, a rezultat ci f(z1) ~ f(x,), adici exact faptul ci f este
S-continua pe V.

Faptul c§ f este de clasi S* pe V rezulti din S-continuitatea lui f pe
care am demonstrat-o ipotezele cii f este aproape standard pe W D V i
*Teorema A4, §2 (conform Def. 2.9 §2 i §3).

Tterand, obtinem ci f este de clasi C* (definitiile din §2 sunt extinse pe
componente de la K la K").

2) Deoarece f ia numai valori aproape standard in V gi f este S-continug
pe V (cf.1), deducem ci umbra °f existi si este uniform continud pe V.

Dar, trebuie sa demonstram ca f este chiar analitica in zero.

Lema 3.4. f este analiticd in origine pe V < (3) (P);e- v un * f-gir astfel
incat f(z) ~ P,(z), (V)w € *N\ N, (V)z € V.

Demonstratie. f este analitici in V < (3) (P,);en un f-gir astfel incat
flz) = lim P(z), (V)zeV.
—00

Folosim apoi Principiul Transferului (P.T) si interpretarea in *U a limitei
* * *
Continudm cu demonstratia punctului 2), f fiind analiticd in origine,
folosind Lema 3.4, deducem existenta unui * f-gir (F);e=n. Din (3.1) deducem

v

cd:
(3.3) P, ia numai valori aproape-standard in V, (V)w € *N \ N

(deoarece f ia numai valori aproape-standard, aceasta asigurd existenta um-

brelor elementelor corespunzatoare din K si
(3.4) *(f@) =°(Ru(a), (Mwe N\N, VaeV
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Mai mult, daca z1,22 € V, 1 ~ x4, atunci

By(z) % Fla) 2 flza) 2 B, (2).

Astfel, P,(z1) ~ P,(z3) si prin urmare:

(3.5) P, este continud peV, (V)w € "N\ N
Din (3.3) si (3.5) deducem ci:
(3.6) Existi umbra °P, pe °V, uniform continui pe °V, (V)w € *N \ N.

Pentru un w € *N \ N, considerdm *P,-girul (S;);c«n dat de:

S =P (V)I<uw.
S$=P, (V)I>uw.

Folosind Lema 3.4 vom avea cd’

(3.7) P, este analitic, (V)w € *N \ N.

Din (3.4) si (3.6) (deoarece °f existi) deducem ci:

(3.8) °f=°P, pe °V.
Fie acum sirul (Q;);e-n, care extinde la *N girul dat de Q; =°P,, 1 € *N,
[ standard. Conform (3.6), fie S := (°P)iesn §1 T = (Qi)iexn

S—T =P —-Q)icn = U)ie=n
U :=°P—@Q (V) €*N.

Atunci, U; = 0 (V)I standard = U; =0 (V)l € *N deci @ =°P, (V) € *N.
Deoarece (P));c=n este * f-gir, obtinem imediat ci °(P;);e« v este *° P,,-sir, care
este stationar pe *N \ N.

Folosind Lema, 3.4, deducem ca
(3.9) °P, este analitici pe °V, (V)w € *N \ N.
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Folosind (3.8) si (3.9) rezultd ci °f este analitici peste K in origine.
Faptul c3 °f este de clasi C* pe V rezulti din 1) si
3) f analitici, implics faptul c& (3)(P)e-n un * f-sir, astfel incat

f(z) = P,(z), Vw €*N\N, Mz eV
olm|

Fie
oxXm
marginit de un o € *I", « standard, rezulta cd elementele lui V' sunt toate

operatorul standard de derivare partiala. Deoarece V este

aproape standard (deoarece K este local compact).
Din (3.6) si (3.7) rezultd ca:

(3.10)

olml olml p
—(°P)="° v V, VMwe*N\ N
e (P = (G ) pevs ey
(egalitatea de mai sus este valabild pentru I € *N, [ standard, prin urmare
si pentru !l = w € *N \ N).
In particular

B,
oxm (z) este aproape standard (V)z € V, (V) w € *N \ N.

(3.11)

Conform cu Corolarul 2.7 si Teorema A3 (§2)

omp . olmlf
(3.12) 3Xml i any: peV,
adica
ml m|
(3.13) Ly~ O L )y (s eV, (V) we N\ N

oxXm VT xm
Din (3.11) si (3.13) deducem ca

oiml f
oXm

Din (3.11) si (3.14) obtinem ci

(3.15) : (3"”'PW> _o <W> pe°V, (V) we *N\ N.

(3.14) (x) este aproape standard (V) z € V.

oxm oxm
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In final, folosind (3.10), (3.12) si (3.15) rezultd ci
m m
;)'(—,Lff) =° (?X—L{) peV
) 3k %

Remarca 3.5. Teorema Robinson-Callot din [Fr] este demonstratd pen-
tru functii olomorfe intr-o variabila complexa, folosind esentialmente formula
integrald Cauchy pentru 1) si 3) si Teorema Cauchy-Morera ([ACJ]) pentru
2), deci bazdndu-se pe notiunea de olomorfie.

Demonstratia dati aici teoremei precedente (care generalizeazd esential
Teorema Robinson-Callot de la C la K™, K=corp normat, nediscret, com-
plet) se bazeazd pe notiunea de analiticitate (echivalentd cu olomorfia pentru
K = C), fiind deci total diferita.

Remarca 2.6. In [LG], Lectia 11.1 se face remarca cii proprietatea 2) nu
este adevarata pentru functii real analitice, in baza teoremei de aproximare
a lui Weierstrass pentru functii continue pe compacti din R (deoarece ar
rezulta cd orice functie continud este analiticd).

Notiunea de *-analiticitate folosita aici este mai restrictiva decat cea con-
sideratd in Remarca din [L.G].

In particular, cu definitia noastra, nu este adevarat ca orice *-polinom din
*R,, este functie analitica; de exemplu, polinoamele folosite in demonstratia

teoremei lui Weierstrass ([AM] cap.I) nu sunt functii analitice. Daca
Y [
B =31 (1) et -0,
w

atunci °B, = f i (V) f:[0,1] = R continui, dar B, si @, nu sunt functii
analitice in origine in sensul nostru, deoarece ele nu sunt date de *-giruri; ele
nu satisfac, in primul rand conditia (Cs) care este esentiald in demonstratia
Corolarului 2.7 gi a Teoremei A4 din §2, folositd prin transfer in §3, si nici
conditia (Cj3).
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Capitolul V
EXTENSII ALE UNOR TEOREME
CLASICE ALE ZEROURILOR
(HILBERT, RUCKERT)

In §2 al acestui capitol demonstrim o extindere de la R = corp real
inchis la F' C E cu F' corp real gi E corp real inchis a teoremei zerourilor
din [BCR). Este cunoscut cd clasica teoremé a zerourilor a lui Hilbert este
strans legata de proprietatea teoriei corpurilor algebric inchise de a fi model
completd (a se vedea [CK], [Ro2]). Demonstratia teoremei analoge pe care o
prezentam aici, noud, arata ca teorema zerourilor este legata de proprietatea
de completitudine gi in cazul teoriei corpurilor real inchise. In §1 prezentim
complementele din Teoria Modelelor necesare in demonstratie.

In §5 prezentim o extindere a teoremei clasice de anulare a lui Ruckert de
la un corp K normat, nediscret, complet, algebric inchis, ca in [A] la extensia
K C K (= completatul inchiderii algebrice a lui K), unde acum K nu mai
este presupus si algebric inchis. Metoda de demonstratie, desi inspirata din
[Ro2] (unde K = C) contine importante clarificiri gi adaptéari la contextul
considerat. Notiunile pregatitoare pentru demonstratie sunt prezentate in §3
si §4.

Cele doua rezultate, in forma extinsa prezentata, ca gi demonstratiile lor,

sunt - dupa stiinta noastra - noi in literatura.
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§1. Preliminarii

1.1 Complemente de teoria modelelor

Fie £ un limbaj de prim ordin.

Definitia 1.1.1. 1) ¢ este o teoremd in £ dacd se deduce din axiomele
logice ale limbajului; scriem F ¢.

2) Daci ¥ este o multime de propozitii in £, atunci ¥ F ¢ inseamni ci
existd o demonstratie a lui ¢ pornind de la axiomele logice si de la ¥ (spunem
cd o este deductibilg din X).

3) X se numeste inconsistentd dacd orice formuld ¢ in £ este deductibild
din X. Astfel se numeste consistenta.

4) ¥ are un model daci existd (A, P) model pentru £ astfel incat A = X.

5) @ este validd dacd oricare ar fi (A, P) model pentru £, avem A E ¢
(scriem = ¢).

6) ¢ este consecintd a lui 3 dacd oricare ar fi (A, P) model pentru £, din
A E ¥ deducem A = ¢ (scriem ¥ = o).

Notiunile de pe aceeagi linie a tabelului urmator sunt echivalente:

Sintaxd Semanticd
(4) Fo =y
(B) | X consistentd | ¥ are model

Yk YEgp

Echivalenta (A) reprezintd Teorema de completitudine a lui Gddel, iar
echivalenta (B) reprezintd Teorema de completitudine extinsd. impreuné cu
Teorema de compacitate prezentata in Cap. 2, acestea reprezintd teoremele
fundamentale ale calculului predicatelor de ordin intdi. Demonstratiile se
giisesc, de exemplu, in [CK].

Definitia 1.1.2. O teorie este o colectie de propozitii in L. O teorie
se numeste inchisd dac este inchisd la = (echivalent, inchisa la b, conform
tabelului).

Cum teoriile sunt multimi de propozitii ale lui £, li se aplica expresiile:
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- model al unei teorii;

- teorie consistenta;

- teorie satisfezabild (are cel putin un model).

Exemplu 1.1.3. Teoria corpurilor (limbajul corpurilor) £ = (+,-,0,1)

cu axiomele corespunzatoare. Dacad adaugam sirul infinit de axiome
(An) : (Ely) (:Enyn + xn—lyn_l +... .ty +x = 0) V x, = 0

obtinem Teoria corpurilor algebric inchise. Daca la axiomele corpurilor

adaugam axioma

obtinem Teoria corpurilor de caracteristicd p (p rezultd in mod necesar numar

prim). Dacé la axiomele corpurilor addugdm sirul infinit de axiome
(Bn) : =(n.1=0), neN*

obtinem Teoria corpurilor de caracteristica zero.

In consecintd obtinem Teoria corpurilor algebric inchise de caracteristicd
p (respectiv de caracteristicd zero).

Inainte de a mai da un exemplu, citeva definitii ([La], ch. XI).

Definitia 1.1.4. 1) Un corp K se numesgte real dacd —1 nu este sumé de
patrate in K.

2) Un corp K se numeste real inchis dacd este real si daci orice extindere
algebricd a lui K, care este corp real, este egald cu K (deci K este maximal
relativ la proprietatea de a fi real in inchiderea algebricd).

Conform unor teoreme din teoria corpurilor real inchise, obtinem

Exemplul 1.1.5. Daca la axiomele corpurilor adaugam axiomele

(C): (V2)(3y) (¥’ =z Vy* +2=0)

(A,) : pentru orice n impar (a se vedea Exp. 1.3)

(Dp): 23 +23+...+22=0>220=0A21=0A... A2, =0
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obtinem Teoria corpurilor real inchise.

Teorema 1.1.6. ([La], pag. 274): Orice corp real K are o inchidere
reald (i.e. un corp L D K care este real inchis si extinderea K C L este
algebricad).

Notatie 1.1.7. Fie £ limbaj de prim ordin si (A,P) un model pentru
L. Notdm cu Th(A) familia tuturor proprozitiilor din £ adevérate pe A.

Definitia 1.1.8. 1) Fie £ limbaj de prim ordin §i ¥ o multime de
propozitii (eventual X = 0) si (A4, P), (B, Q) doud modele pentru . Atunci
A §i B se numesc elementar echivalente dacd Th(A) = Th(B).

2) O teorie X se numeste completd daci orice doud modele pentru ¥ sunt
elementar echivalente.

3) Dacd A si B sunt doud structuri, modele pentru £, cu A < B (i.e. A
este substructurd a lui B), atunci extinderea A < B se numeste elementard
(scriem A <. B) daci oricare ar fi formula ¢(v1,...,v,) In £ avem A
(v, ...,v,) dacd gi numai dacd B | ¢(vy,...,v,).

4) Dacd ¥ este o teorie notdm cu Mod(X) toate modelele lui 3. Spunem
cd X este model completd dacd (V)A, B € Mod(X) cu A < B, atunci A <, B.

Remarca 1.1.9. O teorie completa este model completa.

Teorema 1.10. ([CK], pag. 188) Teoria corpurilor algebric inchise
este model completa, dar nu este completa.

Teorema 1.10 este o consecinta a Teoremei clasice a zerourilor a lui Hilbert
pentru corpuri algebric inchise ([AMD]).

Teorema 1.11. ([CK]) 1) Teoria corpurilor algebric inchise de carac-
teristica fizatd este completa.

2) Teoria corpurilor real inchise este completd.

1.2. Valori absolute (norme) pe corpuri

Fie K un corp. Considerm pentru o functie |- | : K — R axiomele:
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(N1): |z| >0 (V)z € Ksi|z| =04 2 =0;
(N2): |zy| = |z| - [y] (V)z,y € K;

(N3): |z +y[ <[] + ly], (V)z,y € K;
(N4): |z +y| < max(|z, [y), (V)z,y € K

Definitia 1.2.1. 1) Daci functia | - | verificd (N1), (N2), (N3) ea se
numeste valoare absolutd (sau normd) pe K.

2) Daca | - | verificd (N1), (N2), (N4) se numeste normé nearhimediand
sau valuare ((N4) rezultd (N3)).

3) Dacd | - | verificd (N1), (N2), (N3) si nu verificd (N4) ea se numegte
norma arhimediand.

Teorema 1.2.2. ([La], pag. 186). Orice corp normat (K,v) se extinde
la un corp normat complet (K, cu 8|K = v.

Teorema 1.2.3. ([La], pag. 291): Fie K corp normat, complet, nediscret
si K C E o extindere algebrica. Atunci v are o extensie unicd la E (in
particular v se extinde unic la K = inchiderea algebricd a lui K). Dacd
extinderea K C E este finita, atunci E este complet.

Teorema 1.2.4 ([Rb], pag. 146). Fie K un corp normat, nediscret,
nearhimedian, algebric inchis g1 K completatul lui (cf. Teoremei 1.2.2).
Atunci K este algebric inchis.

Teorema 1.2.5 ([IM], pag.12). Fie K un corp normat. Dacd ezistd
M € R, M > 0 astfel incit |z| < M, (V)x € P = corpul prim al lui K,
atunct K este nearhimedian.

Corolar 1.2.6. Daca corpul K este de caracteristica p > 0, atunci orice
normda pe K este nearhimediand.

Teorema 1.2.7 (Ostrovski, [IM], pag. 15). Orice normd arhimediand pe
corpul Q al numerelor rationale este de forma |z|* cua € R, 0 < o < 1.

Teorema 1.2.8 ([La|, pag.288). Fie K corp normat, nediscret, complet

st E spatiu vectorial finit dimensional peste K. Atunci orice doud norme
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pe E (compatibile cu norma de pe K) sunt echivalente (adicd dau aceeasi
topologie metricd pe E).

Teorema 1.2.9 (Ghelfand-Mazur, [La], pag. 290). Fie K corp normat
care confine pe R = corpul numerelor reale st a carui norma extinde modulul
de pe R. Atunci K = R sau K = C.

Teorema 1.2.10. Fie K corp normat, nediscret, complet si K comple-
tatul inchiderii algebrice a lui K (cf. Teoremelor 1.2.3 gi 1.2.2). Atunci K
este corp normat, nediscret, complet, algebric inchis.

Demonstratie. Dacd K = (K, |- |k) este arhimedian, caracteristica
lui K este zero (altfel | - |g|p este mirginitd, cu P corpul prim al lui K,
deci | - | ar fi nearhimediand, cf. Teoremei 1.2.5). Deci Q C K. Notdm cu
|-|Q = |-|K|Q, deci ||Q = |-|% 0 < @ < 1, unde || este modulul obignuit pe
Q (cf. Teoremei 1.2.7). Deoarece K este complet, avem K O Q = R (orice
doud norme pe R sunt echivalente). Din Teorema 1.2.9 deducem K = R sau
C, deci K = C.

Daci K este nearhimedian, atunci K (= inchiderea algebricd a lui K)
ramane, evident, nearhimedian (a se vedea si Teorema 1.2.3). Atunci K=K
rdméane normat, nediscret, complet, algebric inchis (cf. Teoremelor 1.2.2 si

1.2.4).
koskesk

§2. O extensie a teoremei zerourilor a lui
Hilbert pentru corpuri reale

Vom aplica rezultatele din capitolele precedente gi §1, 1.1 in algebra, mai
exact in teoria inelelor de polinoame peste corpuri, mai precis vom demonstra
o teorema de anulare de tip Hilbert pentru corpuri reale, care extinde Teo-
rema 4.1.4 din [BCR] (Real Nullstellensatz). Demonstratia noastra foloseste

proprietatea teoriei corpurilor inchise de a fi model completa.
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Definitia 2.1 ([BCR]). Fie A un inel comutativ. Un ideal I C A se

numeste real dacd, pentru orice sir de elemente aq,...,a, € A, avem
a+ay+...+aiel—a e€layel,... a, €l

Remarca 2.2. Fie A un inel comutativ. Un ideal prim P € Spec(A)
este real daci si numai dacd corpul de fractii al lui A/P este corp real.

Remarca 2.3. Orice ideal real [ intr-un inel comutativ A este radical
(ie. I =+1:={z€ A|@)m € N,2™ € I}).

Pentru ambele remarci se poate consulta [BCR).

Fie F' C E o extensie de corpuri i R := F[X;,...,X,]. Fie SCRo

submultime. Atunci varietatea asociatd lui S in F este
Vi(5) :={z € E"|p(z) = 0, (V)p € S}.
Fie T C E™ o submultime. Atunci idealul lui T in R este multimea
I(T) :==A{p € Rlp(t) = 0, ()t € T}.

Se verifica usor cd Z(T) C R este un ideal.

Dacd a = (a1,...,an) € E™, punem Z(a) := {p € R|p(a) = 0}.

Dacé J C R este un ideal astfel incdt J = Z(a) pentru un anume a¢ € E™,
spunem ca a este punct generic pentru J.

Teorema 2.4 (extensie a Real Nullstellensatz). Fie F' un corp real,
E D F un corp real inchis si I C R = F[X,...,X,] un ideal real. Atunci
T(Vu(D) =1,

Remarca 2.5. Putem lua in Teorema 2.4 E = F (= o inchidere reald a
lui F). Dacd F este real inchis gi luim E = F', obtinem ca un caz particular
Teorema 4.1.4 din [BCR] (Real Nullstellensatz).

Demonstratia Teoremei 2.4: In general Z(Vg(I)) 2 v/I = I (Remarca

2.3). Demonstrdm acum incluziunea inversa. Fie ¢ ¢ I si punem F, := {J|J
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ideal real iIn R, I C J, ¢ ¢ J}. Atunci F, # 0 (I € F,) si este inductiv
ordonatd. Din Lema lui Zorn deducem existenta unui element maximal P, €
Fy. Demonstram cd P, este ideal prim. intr—adevér, fiex,y€ Rcuzy€ P,
Presupunem, prin absurd, z ¢ P, y ¢ P,.

Consideriim, pentru un ideal @ din R radicalul siu real, ¥/Q := {a €
R|@)m € N*,(I)by,...,b, € Rai o™ +b] +b3+...+b2 € Q}. Se arati
intr-o manierd standard c& /@ este ideal real. Privitor la idealul nostru P,,

deoarece este maximal in F,, avem:

g€ YP+<z>, g€ P+ <y>. Dec

P+ 4.+ =a+ A, a€ P, A€ Rsi
¢r+cd+...+d=B+py, BEP, peR.

Deducem ci g™+ + (o sumd de pétrate) € P, (cici zy € P,). Urmeazi
cd ¢ € {YP,. Se aratd insi ugor cil, dacd @ este ideal real, avem ¥Q = Q.
Deci g € F,, ceea ce contrazice faptul cd P, € F,. Rdmane ca P, este ideal
prim.

Avem: FF C R — R/P, = (R/P,;)o — E,, unde (R/P,), este corpul de
fractii al lui R/P,, care este corp real (Remarca 2.2) si E, este orice extindere
real inchisd a lui (R/F,)o (de exemplu o inchidere reald a lui (R/P,),, cf.
Teoremei 1.1.6). Scriem R/P, = Flz1,...,2,), unde z; = X; (mod P,)
si punem z = (z1,...,2,) € Ey. Atunci avem ¢(z) # 0 in E, (deoarece
q ¢ P,). Dar, pentru orice f € I, cum I C P,, avem f(z) = 0 in E,. Deci
q ¢ Z(Vg,(I)). Echivalent, () Vg, (I) € VE,(q)-

Sa consideram acum, conform noetherianitatii, o multime finita de gen-
eratori ai lui [ : 6;,...,60,,. Atunci (o) spune ci

(Fwr) ... Fwy) (01 (wr, ..., wp) =0A ... Aby(w,...,w,) =0A
Ag(wi, ..., wp) #0).
Acum, incheiem demonstratiile folosind completitudinea teoriei corpurilor

real inchise (Teorema 1.11.2)). In limbajul £ al corpurilor real inchise, con-
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sideram formula
o= (Fwy) ... Qwy)[01(wr,...,w) =E0A ... AbOp(wr,...,w,) =0A
A= (g(wy, ..., w,) = 0)].

Am demonstrat cd E,; = ¢. Din completitudinea teoriei corpurilor real
inchise, deducem cd E’ = ¢ pentru orice corp real inchis E’ care contine F
(deoarece polinoamele din I trebuie s raména definite), in particular E' = E.
Deci, in final am demonstrat incluziunea Z(Vg(I)) C I, deci egalitatea dorita
(cealaltd incluziune fiind valabild totdeauna).

Corolar 2.6. (Teorema 4.1.4 din [BCR]). Fie F un corp real inchis gi
I C F[Xy,...,X,) un ideal real. Atunci Z(Vp(I)) = 1.

Demonstratie. Se ia £ = F' in Teorema, 2.4.

§3. (Germeni pe K"

3.1. Germeni de multimi i de functii intr-un punct

Fie spatiul metric (topologic) K™ unde K este corp normat, complet,
nediscret, si un punct p € K".

Definim o relatie de echivalentd ”~” pe P(K™) astfel:

Daca A, € K™ gsi Ay C K™, atunci A; ~ A dacd existd o vecinatate
deschisd U a lui p astfel incat A, NU = A, NU.

Clasele de echivalenta in raport cu aceasta relatie de echivalenta se numesc
germent de mulfimi in p. Germenii de multimi in p sunt partial ordonati de
relatia ”<” definita astfel: pentru orice germeni de multimi o §i 8 in p
definim: o < 8 daci existd A, € « si Ay € 8 si o vecinitate deschisd U a lui
p, astfel incat Ay NU C A, NU. Deci a = § dacd si numai dacd o < 8 si
B <.

Operatiile laticeale de reuniune §i intersectie pentru germeni de multimi

in p, se definesc astfel:
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a A B = v daca i numai daci existda A; € asi Ay € 8, A; € «y astfel incat
A1 N Ay = As,

aV 3 = v daca si numai daci existda A; € asi Ay € B, Az € «y astfel incat
AU Ay = As.

Fie JF, clasa functiilor definite pe submultimi ale lui K™ care includ o

vecinatate deschisa a lui p in K™, cu valori in K
Fn:{f5ACKn—>K|(E|)UEV(p), UCA}.

Pentru orice A C K", f € F,, f|a este restructia lui f la A. Definim o
relatie de echivalentd in F,, punand f; ~ f, pentru orice f; € F,, fo € Fp,
dacd existd o vecinitate deschisi U a lui p astfel incat f1|U = f»|U. Spunem
ca fi si fo sunt echivalente in p.

O clasa de echivalenta in raport cu aceasta relatie se numegte germene
de functie in p.

Fie ¢ un germene de functie in p si ¢ € K. Atunci ¢~!(g) este un germene
de multime in p adici clasa de echivalentd a lui f~'(¢) pentru un anumit
f € ¢. Daca ¢ este un germene de functie in p, atunci germenele de multime
« se numeste varietate locald sau varietate a lui ¢ in p (pentru un ¢ € K dat),
daca exista f € ¢, V € «, si o vecinatate deschisa U a lui p care apartine

domeniului de definitie al lui f astfel incat
V={zlzelU s f(z)=q}

Deoarece K este inel, multimea germenilor de functii in p este inzestrata cu o
structura de inel, adica dacad ¢, si ¢ sunt germeni de functiiin p cu f; € ¢
si fa € @9, atunci fie U o vecinatate deschisd a lui p comuna domeniilor lui
f1 81 fo. Atunci:

é1 + &9 este clasa de echivalentd a functiei (fi|U + fo|U) si

¢1 - ¢o este clasa de echivalentd a functiei (f1|U) - (f2|U).
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(fi—+ f2 §1 f1f2 sunt definite pe U prin adunarea i inmultirea pe componente,
respectiv).

Notam cu R, inelul de germeni de functii in p.

Fie I un ideal al inelului R,,. Definim radicalul lui I, v/I intr-un mod
analog cu conceptul corespunzitor pentru un ideal polinomial, VI = {f €
Rn|3m € N astfel incat f™ € I}.

La fel, varietatea unei submultimi finite S C O, ,, in p este

V(8) = A{¢™(0)|¢ € S},

si daca « este un germene de multime pe p, atunci idealul lui o este multimea
Z(c) care constd din toti germenii de functii ¢ in p pentru care o < ¢~1(0),
unde ” <” este relatia de ordine definita mai inainte. Daca ¢ este germene de
functie in p, cu un reprezentant care este analitic intr-o anumita vecinatate
a lui p, atunci ¢ este germene de functie analitica in p.

Multimea germenilor de functii analitice in p formeaza un subinel al in-
elului germenilor de functii in p. Notdm acest inel cu O, , = Oy, , k-

In context relativ, fie K C L o extindere de corpuri normate, nediscrete,
complete. Dacd p € K" 51 S C Opp x 0 multime finitd. Definim varietatea

asociata lut S in L prin
Vi(S) = AMp™H(0)|p € S}

(reamintim c& ¢~'(0) este clasa lui f~1(0), pentru un f € ¢).
Daca p € K™ §i « este un germene de multime din L™ in p, atunci idealul

lui « se defineste, ca inainte
I(e) = {9 € Oupila < ¢7(0)} € 1d(Onp.x)-

Limbajul germenilor este in mare masura folosit in prezent deoarece el

furnizeaza un cadru convenabil pentru studiul comportarii locale a functiilor.
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Trebuie remarcat totusi, cd germenii de multimi nu sunt multimi curente
de puncte si germenii de functii nu sunt functii uzuale, cu alte cuvinte,
punctele individuale se pierd in trecerea la germeni.

Vom ardta cum se poate remedia aceastd situatie folosind Analiza non-
standard.

Astfel, vom Inlocui germenii de multimi i germenii de functii prin mulimi

curente si functii curente si vom da o aplicare efectiva a acestei proceduri.

3.2. Germeni nonstandard

Consideram o extindere *K™ a lui K", presupusa scufundatd intr-un
univers *M.

Identificim pe K cu K x {0} x {0} x ... x {0} C K" si astfel, *K se
identificd cu *K x {0} x ... x {0} C *(K™).

Fie p € K™. Atunci haloul lui p (sau monada lui p) hal (p) este

haly(p) = {q € *(K™)|*d(p, q) ~ 0},

unde *d este extensia cu valori hiperreale la *(K™) a metricii uzuale d, de pe

K™ Dacdp=(p1,...,pn) € K", p; € K,i=1,...,n, atunci
hal,(p) = haly (p1) X haly(p2) X ... X haly(py)-

Alte definitii ale haloului lui p sunt:

hal,(p) = N{*U|U este vecindtate deschisi a lui p in K™}

hal,(p) = N{*U|U este vecindtate standard a lui p in K"}

Fie T topologia (metricd) pe K™. Atunci membrii lui *7 sunt *-multimi
deschise din *(K™). Definim o relatie  pe vecinétitile deschise ale luip € K™,
prin

UrV dacé si numai dacid, U,V € T sipe V CU. Daci Uy, Us,...,U, €
T sunt vecinititi ale lui p, atuncisi V =U;NU,...U,, € T este vecinitate

a lui p si in plus avem UyrV,UsrV, ..., UyrV.
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Astfel relatia r este concurentd si din Principiul de Concurenta, fie v un
*-deschis cu p € v C *U pentru fiecare vecinitate deschisa U a lui p. Atunci
v C hal,(p).

Fie A C K" gi fie @« = *AN hal,(p). Atunci « este germene de mulfimi
nonstandard in p. Dacid f € F,, notdm cu *f extensia lui f la *(K").
Restrictia ¢ = * f|hal, (p) este un germene de functie nonstandard in p.

Fie *ANhal,(p) = a = *BNhal,(p) un germene de multime nonstandard

in p si consideram propozitia:
p=FzeT)pezANAnz=BNz).

Atunci
*o=Fz e *T)pexAN*"ANz="BNuz)

este adevdratd pentru cé orice *-submultime deschisd v C hal,(p) satisface
*AN+v = *BN-. Deci conform Principiului Transferului (Cap.2) ¢ este
adeviratda in K" gi deci A §i B sunt echivalente in p.

Presupunem c& * f|hal,(p) = ¢ = *g|hal,(p) este un germene de functie
nonstandard in p.

Atunci orice *-submultime deschisd v C hal,(p), satisface *f|y = *g|v si

din nou, conform Principiului Transferului, propozitia

Az eT)pexAfle=9lz)

este adevarata pe K™. Astfel, putem defini aplicatiile bijective ¢ si ¢ dupa
cum urmeazd: Dacd o = *AN hal,(p) si ¢ = *f|hal,(p), atunci

o(a) = [A] este germenele de multime in p cu reprezentant A si

d(¢) = [f] este germenele de functie in p cu reprezentant f.

Intr-adevir, presupunem c o = *A N hal,(p) si 8 = *B N hal,(p) sunt
germeni de multimi nonstandard in p cu o(a) = ¢(f). Atunci A si B sunt

echivalente in p si astfel exista o vecinatate deschisd U a lui p, astfel incat
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ANU = BnNU. Astfel avem:

x AN hal,(p) =*AN (U N hal,(p)) = *AN*U) N hal,(p) =
= (*BN*U) N hal,(p) = *B N hal,(p),
deci = B3, adica o este injectiva.

Deoarece pentru orice germene de multime [A], avem o(*A N hal,(p)) =
[A], atunci o este surjectiva deci este bijectivd.

Presupunem ca « si f, asa cum sunt definite mai sus, satisfac a < §.
Atunci proporzitia ¢ = (Jz € *T)(p € x A*ANz C *BNx) este adevarata
g1 deci conform [P.T] Cap.2, existd o multime deschisi U cu ANU C BNU
astfel ¢ o(a) < 0(B), in ordinea definitd anterior pentru germeni de multimi
adica o pastreaza ordinea.

Deoarece [A] < [B] dacdi ANU C BN U pentru o anumitd vecinitate

deschisa a lui p, vom avea: *AN*U C*BN*U, ceea ce implicd
a ="AnN hal,(p) C*BnN hal,(p) = B.

Deci 0~! pistreazi ordinea si rezultd ci laticea germenilor de multimi este
izomorfa cu laticea germenilor de multimi nonstandard.

In continuare, multimea, germenilor de functii nonstandard are o structura
de inel. Prin evaluare punctuald, dacd ¢ = *f|hal,(p) si ¥ = *g|hal,(p)
atunci:

¢ + 9 =" flhal,(p) + *glhal,(p) = (*f + *g)|hal.(p)

¢ -y = (*flhala(p)) - (*glhala(p)) = (*f - *g)|haln(p)
(Egalitétile de mai sus sunt clare deoarece operatiile punctuale din *K" sunt
interpretate ca extinderile corespunzitoare ale operatiilor din K™).

Fie ¢ si 1 ca mai sus. Atunci f + ¢ si fg¢ sunt definite pe o anumiti
vecinatate U a lui p, astfel ca:

0(¢+¢) =[f + gl =[f]+[9] = 6(¢) + 6(¥),
0(¢v) = [fgl = [f]- 9] = 6(#)é(¥),
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unde [f] i [g] sunt germenii de functii cu reprezentantii f si g. Astfel § este
un morfism. Dacd 6(¢) = §(¢), adicd [f] = [g], atunci existd o multime
deschisd U, astfel incat: f|U = g|U si *f|*U = *g|*U. Rezulta

¢ =" f|hal, (p) = *g|hal,(p) = ¢

si deci d este injectiva.

Dacé [f] este germene de functie in p, atunci 6(* f|hal,(p)) = [f] si deci
0 este bijectiva.

In concluzie § este izomorfism de inele. Deci, daci notim cu N, , = Ny p
laticea germenilor de multimi nonstandard din K™ in p, cu Gn, = Gnpk
laticea germenilor de multimi din K™ in p, cu I'y, , = [y, , k inelul germenilor
de functii analitice non-standard in n variabile in p si cu O, = Oy p k inelul

germenilor de functii analitice in n variabile in p, avem izomorfismele

0: Nup = Gnyp

d:=Tp, = Opyp

de latici, respectiv de inele.

3.3. Varietati nonstandard

Fie acum K C L o extindere de corpuri normate, nediscrete, complete.
Fie S C Ty, 1, finita.

Definim wvarietatea nonstandard ¢ lui S in L™ ca fiind

Vi(S) = n{¢~'(0)|¢ € S}.

Dacd p € K™ C L™, notdm hal,(p) = hal¥X (p) haloul lui p in *(K™) si cu
halk(p) haloul lui p in *(L") (dar, hal,(p) C halZ(p)). Atunci ¢=1(0) =
(* f|hal,(p))~1(0) = {z € halk(p)|*f(z) = 0} C halk(p) este o muliime de

puncte.
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Aici f este o functie astfel incdt ¢ = *f|hal,(p). Daca ¢1,...,¢, € T,

unde

¢ = f1|haln(p)7 ey O = *fm|haln(p)
avem:

o(VL(@15- -, b)) = a(d7(0)N...N¢-1(0)) =
=o(*frH(0)N...N*f2(0) N haly(p)) =
=[O0 NN O] =[O A ALfRH0)] =
=Vi([fil, -, [fm]) = Vi(8(¢1), - ., 6(dm)).

§4. Polinoame Weierstrass. Teoremele de

pregatire si de impartire ale lui Weierstrass

Fie f : V C K™ — K o functie de n variabile, analiticd pe o vecinatate

V C K™ a originii cu valori in K si fie

f,to,. . t) =D Filt, -, ta),

320
unde f;(ty,...,1,) este polinom omogen de grad j din dezvoltarea in serie de
puteri a lui f;(¢y,...,%,) In jurul originii.
[ se spune cd este regulatd in t, de ordin k > 0, dacd f;(t1,...,tn) =0
pentru j < k si t* are coeficient nenul in fi(¢,...,%,).

Daca

F, o tn) =D filtta, . it), fult, ..o ta) Z0,
2k
este usor de gésit o transformare liniard nesingulard ¢; — ¢ care transforma
pe f intr-o functie care este regulatd in ¢/, de ordin k.
Un polinom Weierstrass de grad k > 0 in t, este o functie h(ty,...,%,)

de forma

h(tl,tQ R ,tn) = tﬁ + al(tl, R ,tn_l)tﬁ_l + ...+ ak(tl, R ,tn_l),
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unde a;(t1,...,t,—1) sunt analitice Intr-o vecinitate a originii lui K™ ' gi
astfel incat a;(0,...,0) =0, j = 1,..., k. Un astfel de polinom Weierstrass
este regulat in ¢, de ordin k.

Teorema 4.1. (de pregitire a lui Weierstrass). Dacd f(t1,...,1,),
n > 1 este analitica in vecindtatea originii st este requlata in t, de ordin
k > 0, atunci exista o vecinatate V' a originit st exista un polinom Weierstrass
h(ti,...,ta_1,t,) de grad k, definit pe V' si o functie analiticd u(ty,...,1,),
u:V = K, u(0,...,0) # 0 (deci u inversabild) astfel incat

f(tl,tQ, B ,tn) = U(tl, B ,tn) . h(tl,tQ, B ,tn)

pe V.

Teoreme 4.2. (de impdartire a lui Weierstrass). Fie h(ti,ta,...,th—1,tn)
un polinom Weierstrass de ordin k in t,, care este definit pe o vecindtate a
originii si fie f(t1,...,t,) o0 funclie analiticd in origine. Atunci eristd o

vecinatate V' a originii, astfel incat

f(tly---ytn) :g(tl,...,tn)'h(tl,...,tn)+’U(t1,...,tn)

unde g(ty,...,t,) $i v(t, ..., t,) sunt analitice in V si v(ty,...,t,) este un

polinom de grad < k in raport cu t,, adica
’U(tl, B ,tn) = bl(tl, B ,tn_l)tﬁ_l +...+ bk(tl, B ,tn_l),

unde b; sunt analitice in origine.

Vom folosi versiunile nonstandard ale Teoremelor de Pregatire gi de Impértire
ale lui Weierstrass in extinderea *K™ a lui K".

Terminologiile nonstandard corespunzatoare sunt:

Un germene de polinom nonstandard in t, cu coeficienti analitici este
*f|hal,(0) unde hal,(0) este haloul originii §i f este un polinom in ¢, cu

coeficienti analitici.
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Un germene de functie analiticd nonstandard * f |hal,, (0) este regulat in t,
de ordin k daca f este regulat in ¢, de ordin k.

Un germene de polinom Weierstrass, nonstandard, de grad k > 0 este
*g|hal,(0), unde g este polinom Weierstrass de grad £ > 0.

Din Principiul Transferului, vom avea urmatoarele versiuni nonstandard
ale celor doua teoreme.

Teorema 4.3. (Teorema nonstandard de pregirtire a lui Weier-
strass). Fie ¢ un germene de functie analiticd nonstandard in origine care
este requlat de ordin k > 0 in t,. Atunci existd un germene de polinom
Weierstrass nonstandard w de grad k in t,, st un germene de functie analitica

nonstandard v astfel incat

¢(t1,...,tn) = ’(/J(tl,,tn) -w(tl,...,tn).

Teorema 4.4. (Teorema nonstandard de impértire a lui Weier-
strass). Fie w un germene de polinom Weierstrass nonstandard de grad k
int, st fie ¢ un germene de functie analitica nonstandard in origine 0 € K™.
Atunci existd un germene de functie analitica nonstandard A gi un germene

de polinom nonstandard, p, in t,, de grad < k in t,, astfel incat:

¢(t1,...,tn) :w(tl,,tn)A(tl,,tn)+p(t1,,tn)

§5. O extensie a Teoremei lui Ruckert a
zerourilor pentru corpuri normate, complete,
nediscrete

In acest paragraf extindem teorema clasici a lui Ruckert de la C la
extinderea de corpuri K C K, unde K este corp normat, complet, nediscret,

iar K este completatul inchiderii algebrice a lui K (a se vedea Teorema 1.2.10,

§1).
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5.1. Teorema lui Ruckert a zerourilor: Fie I un ideal in inelul
germenilor de functii analitice in originea lui K™, (K corp normat, nediscret,

complet) i fie K ca mai sus. Atunci:
T(WVi(1) = VI.

Vom demonstra un analog al Teoremei lui Ruckert de mai sus pentru ger-
meni de multimi i functii nonstandard (Teorema 5.14) i conform izomorfis-
melor ¢ gi ¢ introduse in §2, vom avea o demonstratie a Teoremei 5.1.

Pentru a demonstra analogul nonstandard, vom folosi conceptul de punct
generic al lui Robinson [Ro 2], ceea ce nu ar fi posibil in versiunea standard,
deoarece un germene de multime nu este multime, in schimb germenii de
multimi nonstandard sunt multimi.

5.2. Puncte generice. Notam cu [, inelul germenilor de functii

analitice nonstandard in originea lui K", adica
¢ ="*flhal,(0,...,0) e, & f: K" 5> K

este analiticd in (0,...,0) € K™ Vom nota haloul originii lui K™ prin

hal,(0). Analog I, este inelul germenilor de functii analitice non-standard

in originea lui K™. Notim cu hal, (0) := halX (0). Avem hal,(0) C hal,(0).
Fie E C hal,(0). Atunci idealul lui E, Z(E) este definit astfel

IZ(E)={¢ €T'y|a € E = ¢(a) =0}.

Z(E) este un ideal in T',,.
Dacé I C Ty, este un ideal, atunci p = (p1,...,pn) € hal,(0) este punct

generic pentru I dacd pentru ¢ € Ty, ¢ € I dacd si numai dacd ¢(p) = 0,

adica daca gi numai daca

I'={¢eTy|p(p) =0} =Z(p).
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5.3. Puncte generice pentru ideale prime in [',,.

In inelul germenilor de functii analitice in originea lui K™, conceptul de
punct generic pentru un ideal raméane nedefinit, deoarece germenii de functii
nu mai sunt functii definite pe multimi de puncte. Vom reinvia conceptul
de punct generic, dar acum pentru ideale in I',,, inelul de germeni de functii
analitice nostandard in origine, §i apoi vom gisi un punct generic pentru
orice ideal prim propriu din [',,.

Lema 5.4. Ezista un punct (&1, . ..,&,) in hal,(0), astfel incdat (V)¢ € Ty,
avem ¢(&1,&2 ..., &) =0 dacd $i numai dacd ¢ = 0. Cu alte cuvinte idealul
(0) din T, admite un punct generic in hal,(0), deci si in hal,(0).

Demonstratie. Fie P = (0) € Id(T,) idealul zero si fie ¢ = * f|hal,(0) €
Ty \P.

Dacé U este o vecindtate deschisi a originii, atunci (3)z € U astfel incit
f(z) # 0. Putem presupune ci f este analiticd pe U si deci existd o vecinitate
Valuiz, V C U astfel incat f|V # 0 (aceastd notatie inseamnd f(x) # 0
(V)z € V). Fie v = *g|hal,(0), v # 0 si presupunem ci g este analiticd pe U,
g # 0. Dacd ¢g|V = 0 atunci g(z) = 0 (V)z € U contradictie. Astfel, pentru
orice submultime deschisi W # 0, W C V, g|W # 0 g1 fI]W # 0 si astfel
avem generalizarea:

Fie f1,..., f, analitice in origine astfel incat pe nici o vecinatate deschisa
U a originii nu existd fi, k¥ < n identic nula pe acea U.

Atunci, pentru orice vecintate deschisd U a originii pe care fi,..., fx
sunt analitice, existd o submultime deschisd W # @, W C U, astfel incat
f|W #0,..., fr| W # 0. Definim o relatie r astfel: (f,U)rW daci si numai
daci f este analiticd si nenuld pe vecindtatea U a originii si W # 0 este o
submultime deschisd a lui U cu f|W # 0.

Relatia r este concurentd. Conform Principiului de Concurenta, exista

o multime *-deschisi v # () astfel incat dacd f este analiticd si nenuld pe
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vecindtatea deschisd U a originii, atunci v C *U si *f|lv # 0. Deoarece
pentru orice vecindtate deschisd a originii existd o functie analitica f # 0,

f:U— K, avem:
v C N{*U|U este vecindtate deschisi a originii} = hal,(0).

Fie ¢ € v. Atunci ¢ € hal,(0) si ¢ € Ty, #(¢) = 0 dacd si numai daci
¢ € P, adici ( este punct generic pentru P = (0).

* %%

Dacé P C I'; este un ideal nenul, atunci fie ¢ = *f|hal,(0) € P, ¢ # 0.
Daca f # 0 in origine, atunci exista o vecindtate U a originii astfel incat
FIU # 0'si deci ¢ = *flhal, (0) C *f|*U # 0.

Astfel ¢ are o inversd multiplicativa in ['; gi deci P =T';.

Lema 5.5. Fie P € Id(T'}), P ideal prim, propriu nenul in T'y. Atunci
orice ¢ € P este dat de ¢(2) = 2F -9)(2) unde v € Ty, cu (0) #0 si k € *N
standard. Astfel originea este punct generic pentru P.

De fapt, P este idealul elementelor neinversabile din T'y si este generat de
polinomul P(t) =t.

Demonstratie. Fie M multimea elementelor neinversabile din I';. Atunci
P C M. Fie ¢ € M, ¢ = *f|hal,(0). Dacd f # 0 in origine, atunci f ar fi
nenula pe o vecinatate U a originii §i ¢ ar fi inversabild, contradictie.

Astfel putem scrie ¢(z) = 2F - ¥(z), unde ¢ ¢ M. In particular, daci
¢ € P, atunci v ¢ P si deoarece P este prim, atunci 2* € P deci z € P si
M C P. Rezulta ca P = M.

Deoarece ¢ € I',, este inversabild < ¢(0) # 0, atunci P = {¢ € I'1|¢(0) =
0}, i astfel 0 este punct generic pentru P.

* %%

In continuare, pentru a giisi un punct generic in haloul hal,(0), pentru

un ideal prim propriu, arbitrar al lui I';;, trebuie si mai consideram cateva

lucruri intermediare.
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In primul rand daci P C T, este ideal propriugi ¢ € P, atunci ¢(0,0,...,0) =
0, deoarece in caz contrar ¢ € P este inversabil in I',,, contrar cu P # T',,.

Consideram dezvoltarea in serie de puteri a lui ¢ data de

Pt ta) = D Bilte, ... tn)
>k

unde ¢, este omogen si nenul. Atunci ca in cazul standard, exista o transfor-
mare liniard nesingulard T : *K™ — *K™ astfel incat T'(¢) este regulat in ¢,
de ordin k. Deoarece T pastreaza idealele prime §i zerourile functiilor, atunci
putem presupune ca ¢ este requlat in t, de ordin k.

Lema 5.6. Daca P C T',, este un tdeal prim propriv nenul atunci exista
un polinom Weierstrass nonstandard w € P.

Demonstratie. Fie ¢ regulat in ¢,, de ordin k. Din Teorema de pregatire
Weierstrass, nonstandard, rezultd ¢ = wm, unde m € I',, este inversabil si w
este polinom Weierstrass nonstandard.

Atunci 7 ¢ P, si deoarece P este ideal prim, avem w € P.

K koK

Fie 1 = {7 € Tny1|7 este germene de polinom nonstandard in t, 4
cu coeficienti analitici }. Atunci w41 §i I'y[tn11] sunt domenii de integritate
izomorfe, unde 7 € 7,4, poate fi privit ca un membru din 'y, [t;41].

Pentru P C T4, ideal, fie P = PNT, i P" = [yftp] N P, adicd
P’ este multimea membrilor lui P care sunt independenti de %, si P” este
multimea acelor membri ai lui P care sunt numai ”polinomial dependente”
de t,41. In cazul cand P este ideal propriu, atat P’ cdt si P" sunt proprii,
deoarece in caz contrar, un membru inversabil al lui I';, sau T'y[2,11] din P’
sau P" va implica P =T, 1, contradictie.

Avem urmétorul rezultat (cu demonstratie imediata).

Lema 5.7. Fie P C T',, 1 un ideal prim, propriu, nenul. Atunci P' este

un tdeal prim propriu in T'y,.

Presupunem cd P’ C T, este un ideal cu punctul generic ((i,...,¢,) in
haloul originii lui *(K™) si definim € : ', — *K prin £(¢) = ¢(C1, ..., ),
adicd € este morfismul de evaluare in ((y,...,G,)-
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Deoarece ((1,...,(,) este punct generic pentru P’, atunci avem cd P’ =
Kere. Astfel fie G : T,,/P' — *K scufundare induss de «.

Dacd P C I'yy1 este ideal gi ¢1,¢0 € 'y, cu ¢ + P' = ¢ + P, adica
¢2 — ¢1 € P, atunci ¢ — ¢y € P i astfel ¢, + P = ¢ + P. Astfel asocierea
¢+ P’ — ¢+ P este o aplicatie bine definitd. Dacé ¢1,¢o € ', cu ¢ + P =
@9 + P, atunci ¢, — ¢9 € P si ¢ — ¢ € T',, adicd ¢ — ¢ € P, astfel ci
1+ P' = ¢+ P'. Astfel, asocierea datd scufundd I, /P’ in I, 1/P.

Fiel: Ty — Tyy1/ P, proiectia canonicd.

Dacd w € P este un polinom Weierstrass nonstandard (cf. Lemei 5.6)
atunci pentru un anumit m standard, (adici gradul lui w) avem:

m—1

0=1Uw) = l(tnr)™ + Y Ua))(tns1)
§=0
unde dacd j < m — 1, atunci l(a;) € T',/P'. Astfel I(t,11) este intreg peste
T,/P.
Fie v € I',,;1. Atunci conform Teoremei de diviziune nonstandard, exista
A€l 18 p€muy cuv=wA+p,si deoarece w € P, avem

Astfel, deoarece p € I'y[tn41], acesta este polinom in I(£,41) cu coeficienti in
I',/P', de unde I(v) este intreg peste I',,/P’. Deducem urmétoarea

Lema 5.8. I, .1/ P este extindere intreagd a lui T,/ P'.
Fie ® corpul de fractii al lui I';,/ P’ si definim p € ®[z] prin

m—1

p(z) =a™ + 3 las)a’.
=0

Astfel p(I(tn41)) = 0 si astfel fie ¢ € ®[X] un factor ireductibil al lui p cu
q(l(tyy1)) = 0. Extindem pe ¢ (definit dupd Lema 5.7) in mod natural la
®[X] aplicand-o coeficientilor unui anumit membru din ®[X].

Astfel e : ®[X] — *K[X] este morfism. Atunci £(g) este un factor al lui
e(p)- i i

Fie (ny1 un zerou al lui e(q) in *K, pentru cd *K este algebric inchis.
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Astfel £(p)(Cuy1) = 0 deoarece £(q)(Cry1) = 0 si avem

5(p = Z Z 417"'7471,

Deoarece ay, ..., a;,_1 sunt coeficientii unui polinom Weierstrass nonstan-
dard, atunci ei sunt toti zero i analitici in origine. Astfel, deoarece ((i,. .., ()
este in haloul originii, atunci pentru j < m—1, |a;(i, ..., C)| =~ 0 (deoarece
a; sunt functii continue in origine).

Lema 5.9. Fie p un polinom peste inelul functiilor continue intr-o
veciniitate deschisi V a originii lui K™ cu valori in K, dat de

k-1
(21, Zng1) = 2 a2, ..., zn)zf;ﬂ + zﬁH
=0

cu ay,...,a,—1 continue pe V si a;(0,...,0) = 0,0 < j < k—1. Fie
&1y .., & € hal,(0). Atunci orice ridécing a polinomului g(2) = p(&1, ..., &, 2)
din *K este de asemenea infinitezimali.

Demonstratie. Fie £ € *K o riidicing a lui ¢. Daci ¢ = 0, este in-
finitezimald. Presupunem £ # 0. Avem:

i (€,... ) + €,

deci

2_: (&1, &)E TR impirtim cu £° £ 0).

Dacd £ nu este infinitezimal &% este finit, (V)j, 0 < j < k — 1. Cum
aj(&1, ..., &) sunt infinitezimale, a < j < k — 1 (céci a; sunt continui intr-o
vecinitate a lui 0 € K" si &,,...,&, € hal,(0)) deducem ci membrul drept
al ultimei egalitati este infinitezimal, deci # 1, contradictie. Raméne ca &
este infinitezimal in *K .

Din Lema 4.8 si consideratiile anterioare deducem:

Lema 5.10. Fie P C 'y 1 un ideal prim, propriu, nenul gi presupunem
P'=PnNTy, are ((1,...,() ca punct generic € hal,(0). Atunci (,11, asa
cum este obtinut mai sus, este infinitezimal gi deci ((1,...,C) € halyy1(0).
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Lema 5.11. Dacd q € (I'y,/P')[X] este ireductibil peste @, cu l(t,,1) zero
al lui q si ¢ € Ty, atunci pentru un anumit p € Tyltn], (G, vy Guy1) =
PGty Cay1)- .

Demonstratie. Fie (11 € *K un zerou al lui £(¢). Deoarece ¢ € ®[X]|
este ireductibil peste ®, lema precedentd furnizeazd ({1, ..., (1) € hal,(0)
g1 avem, pentru p € ®[X] cu ¢ ca factor:

m—

0= E( )(Cn-l—l n—l—l Z Cl; s 7Cn Cn-i—l - w(Ch . '7Cn+1)

unde w este polinomul Weierstrass nonstandard cu coeficienti ag, . .., Gp_1 €
I',,. Din Teorema de impartire nonstandard, avem A € T,y i p € Ty [ty 1]
cu grad < m — 1, astfel incat ¢ = wA + p, dar atunci

PGty -5 Gnr) = Gy - - Gt

*Kk

Consideram morfismul de evaluare in ((1,...,(uy1), adicd &' : Ty [2z,41] —
*K definit prin 7 — T(Cy ey Cag)-

Atunci €//T,, = ¢ induce o scufundare G : T, /P’ — *K, dupi cum a fost
aratat.

Deoarece (41 §i [(tn11) sunt zerouri ale lui €(q) si ¢, ¢ ireductibil, atunci
asocierea [(tp11) — (pt1 produce o extensie G’ a lui G la 'y [tp41]/ P,
G’ : Tpltns1]/P" — *K care este o scufundare (P" = P N[y [tny1])-

Presupunem p € ', [t,, 1] definit prin

n—l—l Zb LTI n+1

si presupunem ca p € Ker . Atunci

L)

Glp+P") =3 G+ P)Cuy = 3 elb)C o = £'(p) = 0

J=0 J=0

si astfel, deoarece G’ este injectiv, avem p + P" = P".
Un rezultat elementar de algebra este:
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Lema 5.12. Morfismul de evaluare &' : Tp[tne1] — *K are ca nucleu

idealul P" din T'y[t,11], adicd urmdtoarea diagramd este comutativd

6’ —

Fn[tn—i—l] — *K
I\ G N
Fn[tn-l—l]/P”

In final avem urmé&toarea teorems:

Teorema 5.13. Daca P este ideal prim propriu ol lut Ty, n standard,
atunci P are un punct generic in haloul W(O) a originii lui *K™.

Demonstratie. Daca P = 0, conf. Lemei 5.4, teorema este adevarata.

Presupunem ca P # 0. Daca n = 1, conform Lemei 5.5 afirmatia este
adevarata.

Presupunem ca teorema are loc pentru numarul natural standard n, si ca
P C T, este un ideal nenul, prim propriu. Din Lema 4.7, P’ este ideal prim
propriu in 'y, si astfel are un punct generic (Cy,-...,¢,) € hal,(0), conform
ipotezei de inductie.

Lema 5.9 furnizeazs un (Cy, ..., (1) € haly41(0), astfel incat din Lema
5.10, dacd ¢ € I'y41, atunci, pentru un anumit p € Ty [tni1], ¢(Cry .-y Guar) =
= p(C1,y ..., Cur1). Deoarece de asemenea [(¢) = I(p), atunci ¢ € P dacd si
numai dacd p € PNT,[ty41] = P" = Ker (¢') dacd si numai dacé

(G- Cug) = P(C1y e v o5 Cngr) = €'(p) = 0.

Prin urmare, (1,...,Cn+1) este un punct generic pentru P.

Teorema zerourilor a lui Ruckert. Demonstratie nonstandard.

Teorema 5.14 (a lui Ruckert a zerourilor pentru corpuri nor-
mate, complete. Versiune nonstandard). Cu K ¢i K cain 5.1, dacd I
este un ideal in Ty, atunci Z(V.z(I)) = V1.

Demonstratie. Fie I ideal in T',. Presupunem ¢ ¢ +/I. Fie S = {J C
T',|J este ideal, I C J si ¢ ¢ /J}.

S este o multime nevida, inductiva si are astfel un element maximal P.
P este prim gi deci are un punct generic ((,...,(,) in haloul originii lui
0 € *K™. Atunci (C1y ..., Cn) este un zero pentru fiecare membru al lui I, dar
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nu pentru ¢, deoarece v ¢ P. Astfel, ¢ ¢ Z(V.g(I)) si deci Z(WV.z(I)) C V1,
deci Z(V.z(I)) = V1.

Teorema 5.1 rezulta acum din aplicarea izomorfismelor ¢ si 0 lui [, si
multimii de germeni nonstandard in origine, respectiv.

Corolar 5.15 (Teorema Ruckert din [A]). Dacd K este un corp normat,
nediscret, complet, algebric inchis, (deci dacd si numai dacd K = IN(), atunci

V() = VI.

*Kk
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Capitolul VI
APLICATII GEOMETRICE

§1. Varietati Gauss cu curbura continua

Un rezultat important de analizd nonstandard il contituie urmatoarea
teorema datorata lui Stroyan gi Luxemburg:

Teorema 1.1. Fie f : U — R" o aplicatie standard definita pe U C R™.
Sunt echivalente urmatoarele afirmatii:

a) Exista o aplicatie standard Df : U — L(R™,R") astfel incat dacd x

este langa un punct standard din U si d, un infinit mic in *R™, atunci:
f(IE + 5z) - f(IE) = wa((sz) + |6z| e

unde 1 este infinit mic din *R".
b) Pentru orice punct standard a € U ezistd o aplicatie internd liniard

finita L, € *L(R™,R") (avind norma sup finitd) astfel incait
zxyra implicd f(y) — f(x) =L(y —z) + |y — z| - 7,

cun € *R".
¢) U este deschisd si f € CH(U).
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Mai general, daca f : U — R" este o aplicatie standard, atunci U este
deschisd si f € CT(U) daci si numai daci existd o aplicatie standard L* :
U — SCEHR™ R™), k < r (multimea aplicatiilor k-liniare simetrice : R™ —
R") astfel incit pentru orice z langé un punct standard din *U i 6, € *R™

infinit mic, atunci
ro1 n
flx+46,) :];)HLI;((SZ)UC)—F 161" - m,

cu 77 € *R" infinit mic (formula Taylor).

Definitia 1.2. O submultime V C R" se numeste varietate Gauss de
dimensiune m avand curbura continud daca exista o aplicatie standard T :
V = A,(R") = multimea hiperplanelor afine de dimensiune m din R",
avand urmatoarele proprietati:

1) dacd A € V, atunci A € T(A);

2) pentru orice punct aproape standard A € *V proiectia ortogonald a
multimii *V pe T'(A) aplicd punctele B € *V cu B =~ A in puncte b € T(A)
astfel incat b =~ A.

3) pentru orice puncte aproape standard A € *V gi B € *V astfel incit
B~ A, cu B—A=t+n(t € T(A)) si n normal la T'(A)), atunci % R
0.

Conditia 1) este o conditie de incidents;

Conditia 2) aratd cd in apropierea infinitezimald a oricirui punct, vari-
etatea are dimensiunea cel putin m; T(A) este numit hiperplanul tangent in
AlaV.

Observatie. Conceptul modern de varietate datorat lui Hermann-Weyl
este diferit. Anume, varietatea diferentiabils de clasi C* si dimensiune n
este un spatiu topologic separat care se acopera cu un atlas ale carui harti
locale sunt homeomorfe pe deschisi din R", in plus orice doud hirti sunt C*

compatibile.
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Teorema 1.3. Daca V C R" este o varietate Gauss de dimensiune m
avdnd curbura continud, atunci V este o varietate diferentiabild de clasd C*
st dimensiune m cu harfile date de proiectiile locale pe spatiile tangente.

Demonstratie (nonstandard). Ardtdm mai intdi cd daci A si B sunt
puncte aproape standard pe *V, si A ~ B, atunci T(A) si T(B) sunt aproape
paralele (adic au aceeasi parte standard P). Intr-adevir, fie § = ||[B— A|| #

0.
B—-—A A—-B
= —st

5 5

st(T(B)) = P si conform conditiei 3):
B—A_n(4) 4) 4 . A-B_n(B)
I s s ¥ Ty TS 5 5

t(A) (B
deci Q (B) ~ —1 gi proiectia unuia pe celalalt are aceeasi parte standard.

5 9
Vom scrie B — A ~ %t(A) in loc de = g A ~ t(?) Conform conditiei 2),
in *V existd puncte C, D astfel incit § = ||C — A|| = ||D — B]| si unghiul
dintre C — A, D — B este egal cu unghiul dintre T(A4) si T(B). In plus,
conform 3) C — A = °(C) in T(A) si D — B ~ °(D) in T(B). Asadar,
C—A+A—-B=~%C)+tB) ~%C) —t(4) ~ °C — B i ca atare, T(A)

este aproape paralel cu T'(B).

Vectorii unitari standard st apartin la st(T(A)) N

Ardtdm acum cd proiectia ortogonald a lui V pe T(A) este bijectivd in
vecinatatea aproape standard a unui vector din *V.

Fie B—A=T+ Mg C—-—A=T+ N, unde M gi N sunt normale
la T(A). Atunci C — B=C—- A+ A— B = N — M std aproape in T(B)
conform conditiei 3) si aproape in T'(M), deoarece T'(M) este aproape paralel
cu T(B). Asadar, M = N.

Sa consideram acum urmatoarea proprietate:

Proprietatea P. Proieciia ortogonald a unei mulfimi de vectori B pe *V
astfel incat || B — A|| < n este o bijectie pe imaginea ei in T(A).

Conform celor spuse anterior, Proprietatea P are loc pentru orice numar
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pozitiv infinit mic 7. Conform principiului Cauchy ” dacd P(z) este o pro-
prietate interioard cu cuantificatori gi variabild liberd z si dacd I'(P(n)) are
loc pentru orice 7 infinit mic, atunci I'(P(x)) este adevératd pentru toti z,
|z| < &, mai mici decdt un numér standard §”, rezultd ci proiectia este o
bijectie locala.

Alegem acum in *V doud puncte A, B aproape standard cu proiectiile
P4, Pg bijective pe vecinatati care contin un punct aproape standard C.
Aplicatiile P4, Pp sunt definite prin neglijarea componentelor normale de
vectori deplasare definiti in *R" deci si pe T'(C).

Considerdm ”restrictia” ¢ a lui T(A) la T(B) prin T(C), adicad ¢ =
Pg o (P;|T(C)). Aceasta este o aplicatie liniars care deplaseazi ¢ = P4(C)
in P5(C). Notdm

¢ = Pgo Pyl

Dacs a =~ c pe T(A) si X = P;'(z), cum Py este continu# si X ~ C, atunci
conform 3), p(z) si ¢¥(z) diferd printr-un numir infinitezimal multiplu al lui
1X =Cl.

Rezulta ca ¢ este uniform derivabila in C' gi aplicand teorema Stroyan-
Luxemburg, rezultd cd ¢ € C!. Asadar, V are o structuri naturali de
varietate C! diferentiabild in sensul lui Weyl.

Observatie Fie A aproape standard in *V gi 6 > 0, § = 0. Introducem

notatia E F daca || 5 dll este infinitezimal (se spune ci FE este d-egal

Al|
4]
de un spatiu vectorial avind A ca vector nul; §V diferd é-infinitezimal de

proiectia lui V' pe T'(A).

cu F); conditia 3) aratd cd 6V = ¢ B € *V|—— 1B este ﬁnit} este d-vecin

In acest mod, exista o legatura intre numere infinit mici gi forme diferentiale.
Dacd z : *V — *R" este o aplicatie finitd interioard astfel incat §-z(A) €
§(V), atunci z are o aproximare liniard finitd gi notdm cu dz clasa de 4-

egalitate a acesteia.
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Folosirea infinitezimalelor mici in geometria locala cere nu utilizarea functiilor
ci a germenilor.

Dam doua ilustrari ale acestor consideratii.

a) Studiul nonstandard al triedrului Frénet

Presupunem ci m = 1 si V C R? este o varietate Gauss cu curbur con-
tinud. Presupunem curba local parametrizata, luand ca parametru lungimea
v in lungul tangentei (ca in teorema anterioard), iar vectorii unitari ai tan-

-4 Daca V este data

B-Al
printr-o parametrizare X (T') de clasi C?, atunci

L dX ds [ X(t+6t) — X(2) X (£ + 6t) — X(0)]|
e =G /g = (M) e ()

unde A este standard, A = X(t), B= X(t+ dt) & A. Avem || X (u) — A|| =

d dX dX
u(l + €) deci d—Z(A) =1, Z(4) = Z-(4) = T(4). Considertim apoi
deplasarea normald n a punctelor infinitezimal apropiate de A, n = X(§) —

gentei aproximati astfel: dacd B ~ A, T'(A)

A — 6T (A). Conform formulei lui Taylor, rezulta
1
n= 552(d2X/du2)(A) + 8%,

unde 7 =~ 0 si
d (dX dT
— | —(4)=—(4).
du(du>( ) ds(A)

ST(A)
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dT
Notdm x4 = ——(A) numit vectorul de curburd ol lui V in A si pre-

supunem cd X4 ;édg (adicd T(A) si n determind un plan P trecand prin
A.
Fie D intersectia paralelei prin A la n cu normala din mijlocul segmentului
AB la planul P, B = X (0). Atunci
ID— Al _ [[B— Al

IB—All — 2[n]]
deci T
2 —(4)
D—A=(1+¢)?- o .m R~ ! . —ds :
2lall Tll ™ [ o T oy
ds ds

In plus, cercul care trece prin A si B, cu centrul in D are partea standard

tangenta la cercul standard de raza in directia lui y4. Aceasta nu

, , [Ixall
depinde de alegerea lui 0.

Considerand triedrul lui Frenet mobil cu versorii T, N = ———
Tx N=—"_ rezults
[I7]]
T(s+6) =T(s) + 6l[x||N,
N(s+48) = N(s) —4§||X||T +6||7||B
si
B(s +6) = B(s) — d||7||N,

, § : I
care descriu (modulo =) formulele clasice ale lui Frénet, anume

aT = N[x]lds
dN = —||x||Tds + ||7||Bds
dB = —||7||Nds.
Notand R = T||7|| + Bl|x||, rezultd intr-o forma mai simpla.
dI'= R xTds
dN = R x Nds
dB = R x Bds.
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b) Definitia nonstandard a notiunii de curburd totald a unei
suprafete

Fien = 2, V C R? o suprafati (varietate Gauss) de clasi C? nesingulars,
orientatd prin vectorul normald n(A4), A € V. Aplicatia Gauss v: V — S?
(S? fiind sfera unitate X2+Y?2+ 22 = 1 din R® raportati la un reper ortonor-
mal OXY Z) asociazd oricérui punct A(z,y, z) acel unic punct L(X,Y,Z) €
S2 astfel incat OL= n(A). Dacd B ~ A §i B(z + 0z,y + dy, z + dz), atunci
scriind ca vectorul O_I>/ este normal la /Té, rezulta Xdz + Ydy + Zdz L 0.
Dacd B,C € T(A) sunt infinitezimal apropiate de A, notdm cu d?c paralel-
ogramul construit pe vectorii AB si A_C>’, cu aria egald (modulo %) cu aria
proiectiei acestuia pe *V.

Daci A + E € d*0, avem i(A + E) = n(A) + Dna(E) + ||E||n deci
n(A+ E) =~ °n(A) + Dn4(FE) deci notand cu d?3 proiectia paralelogramului
pe sfera unitate (prin aplicatia ) deci paralelogramul construit pe vectorii
n(A), n(B), n(C) in planul tangent la sfera S? in punctul n(A4), Gauss a
definit curbura totald a suprafetei V in punctul A prin

aria(d*Y)
K(4) = aria(d?o)’

De exemplu dacd V este datd prin ecuatia carteziand z = f(z,y), atunci
A(z,y), B(z+dz,y+dy), C(z+dz,y+ doy),
n(A)(XY), n(B)(X +6X,Y+6Y), n(C)(X +6X,Y +48Y),
atunci ariile celor doud paralelograme vor fi
(012)(02y) — (G2z)(d1y) si (01X)(6Y) — (62X)(01Y)
si cum X, Y sunt functii de x, y, rezulta
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Oox 0
s 0Y oY
6Y =Y(B)-Y(4) ~ %M + a—yély,
5§ dY oY

Dupa calcule ugoare rezulta curbura totala a suprafetei V in punctul curent

ca fiind
_0X 0y 090X oY

=% 5 5y 5o
cu egalitate (si nu modulo §) deoarece ambii membrii sunt expresii standard.

Aceste consideratii nu sunt noi dar aratd ca Analiza Non-Standard per-
mite reprezentari geometrice intuitive mai simple decat limbajul limitelor cu

e — ¢ al analizei clasice gi al geometriei diferentiale moderne.

§2. Varietati Nonstandard

Fie I o multime finitd standard. Fixdm o multime M, n € N, si (U;)ier 0
familie de s-deschigi din R", impreund cu o familie ¢; : U; — M de aplicatii
injective ale cdror imagini acoperd M (numite parametriziri locale) astfel
incat

Uis = o7 'lpi(U3) N 9;(U;)]
sunt s-deschigi in R" pentru 4,5 € I.

Se spune ¢ M are o structurd de varietate C' nonstandard dacd ¢;; =
goj_logoi sunt standardizabile (Vstp € U;; Istq € Ui, g =~ 9;i(p)), S-continue,
cu derivate S-continue.

M impreund cu atlasul (Us, ¢;), © € I se numeste varietate nonstandard
de clasd C*.

Aceasta definitie reproduce definitia lui H. Weyl cu adaptari, considerand

atlase finite. Definitia se extinde imediat obtinand wvarietdti analitice sau
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olomorfe (inlocuind R" cu C" si diferentiabilitatea prin C-diferentiabilitate).
De asemenea rezulta i conceptul de aplicatie olomorfa intre varietati analitice
nonstandard.

In Geometria clasic, fibratul tangent la o varietate este definit asoci-
ind fiecdrui punct p spatiul (afin) al vectorilor tangenti in acel punct T,M,
identificand v € T,M si w € T,M ori de céte ori ¢ = @;i(p) si w = Dy,i(p)v.

Stim ca derivatele sunt unice, in sensul ca pentru un punct standard fixat
doua functii derivabile avand aceeasi standardizare au si aceleasi derivate
externe. Agadar, definitia unui fibrat tangent pentru varietati nonstandard
nu trebuie sa fie sensibila la variatii infinitezimale ale functiilor de tranzitie
Pji-

In multe consideratii de Mecanici si Electromagnetism sunt studiate
marimi fizice influentate de perturbatii sau mici deformari ale structurilor in
timp sau in spatiu. Deformarile infinitezimale sunt direct legate de Analiza
Nonstandard, de indata ce este asigurata stabilitatea structurald a cadrului

geometric.
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