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INTRODUCERE

Geometria Lagrange de ordin superior a fost construita de Prof. Radu Miron,
[49], si constd in definirea fibratului k-osculator OscF M, definirea clard, pentru prima
data a notiunii de spatiu Lagrange de ordin superior, rezolvarea problemei prelun-
girii structurilor Riemanniene, Finsleriene gi Lagrangiene la fibratul k-osculator,
studierea problemei variationale pentru Lagrangieni de ordin £ si studierea geome-
triei acestora.

Tematica tezei de doctorat se incadreaza in domeniul geometriilor Lagrange, un
domeniu deosebit de actual. Deoarece geometriile Lagrange cuprind ca un caz partic-
ular geometriile Riemanniene, geometriile Finsleriene gi sunt subordonate geometri-
ilor Lagrange generale, spectrul aplicatiilor este foarte larg gi divers. Astfel, Rel-
ativitatea Generald, Optica Relativistd, Mecanica Analitica a Lagrangienilor care
depind de acceleratiile de ordin superior, procesele biologice etc., sunt studiate tot
mai intens cu ajutorul geometriilor Lagrange. In tez§ am studiat clase speciale de
Lagrangieni de ordin superior, in principal geometrii Finsler de ordin superior cu
(o, B)-metricd, problema variationald pentru integrala actiunii acestor spatii, legea
conservarii energiei, cazul deosebit de important al spatiilor Randers de ordin su-
perior. Deasemeni, sunt studiate conexiunile liniare, obtindndu-se noi caracterizari
pentru acestea.

Prezenta lucrare este structurata pe cinci capitole si cu exceptia primului capitol
si a unei parti din capitolul al doilea contine, in majoritatea lor, rezultate origi-
nale care au ficut obiectul a 6 articole publicate (3) sau in curs de publicare. De
asemenea, o parte din rezultate au fost prezentate la diferite conferinte din tara sau
straindtate:

- A XXV-a Conferinta Nationald de Geometrie si Topologie, lasi, 18-23 septem-
brie, 1995;

- Workshop-ul ” Differential Geometry, Global Analysis and Lie Algebras”, Thes-

saloniki, Grecia, iunie 1997;
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- Zilele Academice Iesene, octombrie 1996, octombrie 1999;

- Sesiunea omagiald dedicatd Acad.Prof.Dr.Doc. Radu Miron la a 70-a aniver-
sare, octombrie 1997;

- Al XI-lea Seminar National de Geometrie Finsler gi Lagrange, Bacdu, 16-20
februarie 2000;

-A treia Conferinta a Societatii Balcanice a Geometrilor, Bucuresti, august 2000.

Vom prezenta rezumatul lucrarii: Primul capitol are caracter monografic si este
dedicat introducerii fibratului £-osculator studiind distributiile verticale, cAmpurile
vectoriale Liouville, k-semisprayurile, conexiunile neliniare (in special cele ce deriva
dintr-un k-semispray), prelungirile structurilor Riemanniene, Finsleriene gi Lagran-
giene la fibratul k-osculator, pentru ca in final sa introducem notiunile de spatiu
Lagrange si Finsler de ordin superior.

In primul paragraf al capitolului se defineste notiunea de fibrat k-osculator,
Osck M utilizand contactul de ordin k a dou# curbe. Se arati ci relatia ”a avea un
contact de ordin £” este o relatie de echivalenta pe multimea curbelor care trec prin
zg. O clasé de echivalentd o vom nota [p],, §i 0 vom numi spatiul k-osculator in punc-
tul zg € M. Notam cu OscFzy multimea spatiilor k-osculatoare in zy si vom considera
Osc*M = Uzoerr Osc®zy. Multimea Osc*M are o structurs diferentiabild naturald
indusd de cea de pe M, cu ajutorul submersiei 7 : [p],, € Osc* M —sz4 € M, V|[pls,,
asa incat (Osc®M, m, M) este un fibrat diferentiabil numit fibratul k-osculator. In
(1.5) este datd o transformare de coordonate locale induse.

Utilizand aplicatiile tangente ale proiectorilor 7%, (o = 1,..,k — 1) se obtin k
distributii verticale integrabile Vi, V5, ..., V} ce au proprietatile:

1. V1, Vs, ..., Vi sunt distributii integrabile.

2. Vio>V, DDV,

3. dimVi = kn, dimV, = (k — 1)n, ...,dika =n.

4

ay T oylk) }
k
r

. O baza locala a distributiei V, este

1
pentru =1, ..., k. Se definesc caAmpurile vectoriale T, ...,

date de (2.7) numite
campurile vectoriale Liouville.

Cu ajutorul k-structurii tangente J se introduce notiunea de k-semispray (in
Definitia 3.1) gi se exprimé acesta in baza naturald.

Notiunea de omogenitate prezentatd in §4. a fost introdusi de M. de Leon,[44].

Are loc o teoremd care generalizeazd teorema lui Euler pentru functii omogene,
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(Teorema 4.1): f € F(FE) este p-omogend de ordin r dacd si numai dacd £,f = rf,
r

k
unde £, reprezinta derivata Lie in raport cu campul vectorial I'.
r

In §5. se defineste conexiunea neliniard pe E = Osc*FM ca fiind un subfibrat
vectorial NE al fibratului tangent TF astfel incat si aibd loc suma Whitney (5.1).

Cu ajutorul coeficientilor {N}, o = 1,..,k ai conexiunii neliniare N se introduce

(@)
baza adaptata descompunerii directe

T.E = No(u) ® N1(u) @ ... 0 Ny_1(u) ® Vi(u), Yu e E
J 9]

5
data de {6—’ S0 B (k).}. Se exprima apoi coeficientii duali si legaturile aces-
:EZ y K3 y K3

tora cu coeficientii conexiunii neliniare N.

O problema veche in geometria diferentiala este cea a prelungirii unei structuri
Riemanniene g de pe o varietate reald n-dimensionala M la fibratul jeturilor de ordin
superior. Problema a fost rezolvatd pentru £ = 1 de A.Morimoto in [60] gi partial
pentru cazul k = 2 de K.Yano si S.Ishihara in [89]. In lucrarea [49], R.Miron rezolvi
aceasta problema in cazul general. In acest sens plecand de la o structura Rie-
manniana g, R.Miron determina o conexiune neliniara N, care depinde numai de g.
N-liftul Sasaki al metricii g, ne da o structura Riemanniana GG pe E care depinde nu-
mai de metrica Riemann considerats. Existenta spatiului Prol*R" = (Osc*M,G),
rezolva problema mai sus mentionata. Problema prelungirii structurilor Rieman-
niene a mai fost studiatd de E. Bompiani, Ch. Ehresman, S. Kobayashi. Problema
prelungirii structurilor Finsleriene sau Lagrangiene de la T'M la fibratul £-osculator
OscPM a apirut prima datd in lucrarea [49)].

In paragraful 7 se definegte spatiul Lagrange de ordin superior: Un spafiu La-
grange de ordin k este o pereche L*¥)* = (M, L), unde

1° M este o varietate reala n-dimensionala.

2° L:Osc*M— IR este un Lagrangian diferentiabil pe E.

3° d-campul tensorial
(1.1) gij(:v,y(l), e y®) = EL

2 Oy k)i gy (k)d
satisface:

a. rang||gi|| =n pe E = OscE M

b. Forma pdtraticd ¢ = g;;£'€7 are signaturd constantd pe E.
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In continuare vom spune ci L este functia fundamentald si gi; este campul ten-
sorial fundamental al spatiului L®)*, Se pot introduce dousd conexiuni canonice ce
depind numai de lagrangianul L, una datd de Prof. R.Miron in (7.6) si una datd de
L.Bucataru in (7.9).

Au fost necesari peste 70 de ani de incercari datorate lui A.Kawaguchi, J.L.Synge,
H.V.Craig, K.Kondo si multi altii pentru a se obtine o definitie corecta a notiunii
de spatiu Finsler de ordinul £ > 1. Dificultatile constau in definirea corecta a
omogenititii Lagrangienilor de forma L(z,y", .., y®)). Abia in 1996, Prof. R.Miron
a considerat spatiile Lagrange L%*)" = (M, L) pentru care omogenitatea functiei L
este definit# prin L(z, ty(V, 2y@ | .. tky®)) = ¢"L(z,yM,y@, .., y®), r € Z. Cartea
”The geometry of higher order Finsler spaces”, Hadronic Press, 1998 - prefatata de
R.M.Santilli,[50] introduce clar si riguros spatiile mentionate. Se prezintd succint
cateva rezultate din teoria spatiilor Finsler de ordinul £ > 1, in ideea de a le aplica
la ceea ce vom numi spatii Finsler de ordin £ > 1 cu («, 8)-metrica.

Capitolul al doilea se ocupa de problema variationalda. Problema variationala in
mecanica analitica de ordin superior a fost abordata de numerosi geometri: R.Miron
9], [49], [55], H.V.Craig [24], J.L.Synge [84], M.R.Santilli [76], [77], M.de Léon [43],
[44], M.Crampin [25], K.Kondo [42], si altii. In acest capitol este descrisi problema
variationald pentru spatii Lagrange L(¥)" sunt exprimate ecuatiile Euler-Lagrange,
energiile de ordin superior si sunt determinate legile de conservare ale energiei e (L).

In prima parte a capitolului vom prezenta problema variationald pentru metrici
Riemanniene, dupa care problema variationald va fi prezentata pentru Lagrangieni
diferentiabili de ordin 1, 2 gi k. Deoarece in cazul k£ = 2 rezultatele sunt mai clare
si mai usor de demonstrat am prezentat acest caz mai pe larg, iar pentru £ > 2 am
enuntat rezultatele mai importante. Vom specifica particularizarile in cazul spatiilor
Finsler de ordin k£ > 1.

Apare aici pentru prima oara, in paragraful 3, calculul variational pentru spatii
Finsler de ordinul 1 cu (¢, 8)-metricd, in care contributia autorului cade pe euatiile
Lorentz a acestora.

Problema variationald pentru un spatiu Riemann conduce la ecuatiile Euler-
Lagrange (1.3), a cror solutii se numesc curbe extremale sau geodezice ale spatiului
Riemann R".

Pentru Lagrangieni de ordinul 1 problema variationala conduce la ecuatiile Euler-

Lagrange F;(L) =0, (yZ = dd—f) . Se araté cd de-a lungul curbelor extremale, solutii
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ale acestor ecuatii, energia E}, a Lagrangianului L se conserva.

Problema, variationali pentru un Lagrangian regulat L(c, 8) = F%(«, ) a unui
spatiu Finsler cu («, §)-metricd conduce la ecuatiile Euler-Lagrange. Vom demon-
stra ca ecuatiile Euler-Lagrange sunt ecuatiile Lorentz ale spatiului. Atunci
conexiunea neliniard Lorentz si conexiunea metrica si canonica permit dezvoltarea
geometriei acestor spatii. Spatiile Finsler cu («, 8)-metrici sunt o generalizare di-
recta a spatiilor Randers sau Kropina. Importanta acestei notiuni in aplicatii este
subliniatd de M.Matsumoto, [48], D.Bao, S.S.Chern si Z.Shen, [12], P.Antonelli si
R.Miron, [9], H.Shimada si S.Sabdu, [83]. Spatiile mentionate au fost studiate cu
metode ale geometriei Finsler, utilizind mai ales conexiunea neliniara Cartan gi
conexiunea metricd gi canonicd. Aceste conexiuni sunt obtinute in urma unor cal-
cule extrem de complicate. Din acest motiv, ecuatiile Einstein gi ecuatiile Maxwell
bazate pe conexiunile mentionate nu au fost suficient investigate.

In paragraful 3 este studiatd problema variationald a integralei actiunii pen-
tru Lagrangianul regulat dat de L(a(z,y), B(z,y)) = F%(z,y), ludnd in considerare
o parametrizare speciald pentru curbele extremale ale ecuatiilor Euler-Lagrange,
anume parametrizarea in raport cu metrica Riemann o?(z, y). Problema variationald
pentru F?(z,y) conduce la ecuatiile Euler-Lagrange (3.14) Se demonstreazi ci en-
ergia 7, = F? a spatiului Finsler F™ se conservd de-a lungul curbelor extremale.
Considerand parametrizarea canonici a metricii Riemann o? se obtine Teorema 3.2

care exprima ecuatiile Euler-Lagrange in forma:

. -
(3.25) Bi(o?) + 25 Fy @)y =0, y? = =
p s

care nu reprezintd altceva decit ecuatiile Lorentz pentru un spatiu Finsler cu (¢, 8)-

metricd. Demonstram apoi cd (3.25) se scriu in forma echivalentd (3.26):

2 0 J Jdyk J
O (@) I = o(a, ) Fi() o
Ca aplicatii, particularizim Lagrangianul L(«, ) si obtinem ecuatiile Lorentz pentru
spatiile Randers, Kropina, Matsumoto si Riemann.

In ce priveste problema variationald pentru Lagrangieni de ordin k£ > 1 se arata
ca spatiile Lagrange de ordin k£ > 2 ce satisfac conditiile Zermelo sunt singulare,
adicd rang||gi;j(z, vV, y@)|| < n.

Un rezultat nou, care surprinde este ca nu exista spatii Finsler de ordin k£ > 2

care sa satisfacd conditiile Zermelo.
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In Capitolul 3 studiem N-conexiunea liniarg iar in §3. calculiim d-tensorii de
torsiune i de curbura ai unei N-conexiuni liniare gi ai unei conexiuni Berwald.

Un rol deosebit in geometria fibratului k-osculator il au conexiunile liniare care
pétreazd prin paralelism distributiile date de suma directd (5.2), Cap.l. Acestea au
fos introduse si studiate de Prof. R.Miron in [49] si se numesc N-conexiuni liniare.
In aceastd sectiune se introduce notiunea de N-conexiune liniard pe spatiul total
E=0scfM al fibratului k-osculator si vom da o noud caracterizare a N-conexiunii
liniare utilizand k-structura tangenta gi k-structura aproape de contact ale conexi-
unii neliniare N. Avantajul considerarii acestei conexiuni liniare rezultd din faptul
cd, in baza adaptata, coeficientii acestei conexiuni sunt obiecte geometrice destul
de simple, ugsor de gasit in majoritatea cazurilor. Se demonstreaza Propozitia 1.1 gi
anume ca pentru orice N-conexiune liniard avem indeplinite conditiile 3. si 4.:

3. DF{ =DFy=---=DF;_1=0si4. DF; =0.

Reciprocele acestei propozitii pun in evidenta noi caracterizari ale N-conexiunii
liniare date in teoremele 1.4 si 1.5.

In paragraful al doilea din acest capitol generalizim d-conexiunea Vrinceanu
de la doud distributii suplementare la trei, obtinem cu ajutorul structurii § din
(2.4) o noud caracterizare pentru N-conexiunea liniard si stabilim conditiile in care
conexiunea Berwald D (pe care aici o obtinem ca un caz particular de conexiune
Vrénceanu) coincide cu conexiunea Vrinceanu V. Astfel, avem urmatorii coeficienti

locali ai conexiunii Berwald

5 N} o N
Fij Sy’ CZ] dy@i’ CZ] 0.

ey (2)

Are loc Teorema 2.7: Fie V o conexiune liniard pe Osc>M, V coneziunea Vrdnceanu
asociata acesteia st D conexiunea Berwald. Atunci V = D dacd st numai daca
VolJ=0.

Capitolul 4 are scopul de a studia spatiile Lagrange de ordin superior de tip
Randers.

Cum am vazut in Cap.2, spatiile Randers sunt cazuri particulare de spatii Finsler
cu (o, §)-metricd. Vom extinde notiunea la spatiile Randers generale studiate de
Prof. R.Miron in [51]. Un spatiu Randers general este un spatiu Finsler avand
functia metrica L(z,y) de forma L(z,y) = oz, y)+ B(z,y) unde a(z, y) este functia
fundamentald a unui spatiu Finsler i 8 = b;(z)y’ este o functie 1-formi pe fibratul
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tangent al varietatii baza M.

Perechea GR™ = (M, L(z,y)) a fost denumita de Prof.R.Miron, in lucrarea [51],
spatiu Randers general.

Geometria spatiilor GR™ este importanta pentru modelele geometrice din teoria
campurilor fizice.

O problema importanta este determinarea prin metode geometrice a unei conex-
iunii neliniare canonice, mai simpla decat conexiunea neliniara Cartan functiei met-
rice L(z,y), deoarece aceasta este extrem de complicati.

In lucrarea [51] aceastd problemi este rezolvats folosind ecuatiile Lorentz ale
spatiului GR™. Se obtine o conexiune neliniard canonicia avand coeficientii
Nj(z,y) = N *; — F} unde N ; este conexiunea neliniard Cartan a spatiului Finsler
F" = (M, a(z,y)) asociat lui GR" iar F}(z,y) = o™ (z,y)Fy;(z) este forma mixtd a
ob;  0Ob;

T Ori O’
Se remarca faptul ca aceasta conexiune neliniara nu are caracter Finslerian,

tensorului electromagnetic Fj;(x)

deoarece coeficientii N*; nu sunt omogeni in raport cu y’. Intr-adevir, N i; este
1-omogen iar F} este 0-omogen.

In cele ce urmeazi vom elimina acest inconvenient. Ca urmare rezultatele acestui
capitol apartin autorului tezei.

Vom considera o noua conexiune neliniara care sa fie omogena, avand coeficientii
. o . .
(3 - K3 (3
N'j(z,y) =N " — f(z,y) F;

unde f este o functie 1-omogeni in raport cu 3. Pentru aceasta vom determina
conexiunea metrica si canonica, curbura d-conexiunii metrice canonice §i vom scrie
ecuatiile Einstein ale spatiului Randers general GR", corespunzatoare d-conexiunii
metrice canonice CT'(N), unde N este conexiunea neliniard consideratd mai sus.

In §2. introducem spatiile Randers de ordinul al doilea si apoi considerand
coeficientii unui 2-semispray dati de (2.11), construim o conexiune neliniard si de-
terminam d-tensorii de torsiune si d-tensorii de curbura ai conexiunii Berwald.

In ultimul paragraf se introduc in maniera paragrafului precedent spatiile Ran-
ders de ordinul k.

Capitolul 5 este dedicat spatiilor Finsler de ordin superior cu (¢, 8)-metrici.

Am definit in acest capitol spatiile Finsler de ordinul al doilea cu («, §)-metrica,
ocupandu-ne in special de functia fundamentala, tensorul fundamental, problema

variationala si energiile de ordin superior.
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In primul paragraf definim spatiul Finsler cu (e, 8)-metrics, punand in evidenti,
ca exemple, spatiul Randers de ordinul al doilea, spatiul Kropina de ordinul al doilea,
spatiul Matsumoto de ordinul al doilea si 0 noua clasa de spatii Finsler de ordinul
al doilea, ce are F(o, 8) = vVeZ +efcua— >0, € = +1.

In Propozitia 1.1 demonstrim ci Lagrangianul L(c, 8) este omogen de gradul al
doilea in raport cu « si 8. Au loc relatiile (1.9), ca urmare a omogenitatii lui L.

Introducem apoi invariantii p1, p, po, p—1, P—2, T—1, T—2 §i T_3 despre care
aratam ca au gradele de omogenitate 2, 0, 0, -2, -4, -2, -4 si respectiv, -6.

In cele ce urmeaza, caracterizam clasele spatiilor Randers, Kropina, Matsumoto
si a clasei noi mai sus mentionate cu ajutorul invariantilor in teoremele 1.2, 1.3, 1.4
si respectiv 1.5.

In paragraful urmator ne ocupam de tensorul fundamental g;; al spatiului Finsler
de ordinul al doilea cu (c, 3)-metrici. Acesta este 0-omogen pe fibrele lui E si
pastreaza forma obtinuta in Cap.2. Ca exemple, dam forma tensorului fundamental
pentru clasele caracterizate mai sus.

Urmaétorul paragraf prezintd ecuatiile Euler-Lagrange (3.4), obtinute din prob-
lema variationala. Deasemeni, tot aici prezentam energiile de ordin superior gi dam
legile de conservare pentru acestea.

In ultimul paragraf sunt determinate ecuatiile Lorentz pornind de la ecuatiile
Craig-Synge i?z (L) =0.

In incheiere, doresc s§ aduc mul{umiri:

Domnului Acad.Prof.Dr.Doc.Radu Miron pentru increderea investitd, pentru
generozitatea si rabdarea dovedita si mai ales pentru discutiile extrem de utile care
au stat la baza ideilor din lucrare.

Domnului Prof.Dr.Mihai Anastasiei pentru sprijinul permanent acordat pe par-
cursul elaborarii acestei lucrari.

Domnului Prof.Dr. Vasile Cruceanu pentru indictiile utile din perioada pregatirii
tezei de doctorat.

Colegului Lect.Dr.Ioan Bucataru pentru discutiile purtate pe perioada elaborarii
tezel cat gi pentru sugestiile cu privire la redactarea acesteia.

Nu in ultimul rand, vreau sa multumesc colectivului Catedrei de Geometrie a
Facultatii de Matematica precum si membrilor Catedrei de Matematica a Univer-

sitatii ”Gh.Asachi” Tagi, unde imi desfagor activitatea.



CAPITOLUL 1

Spatii Lagrange de ordin superior.

1 Fibratul k—osculator (Osc*M,m, M)

In 1950 Ch.Ehresman [30], introduce fibratul jeturilor de ordin k, (JEM,r, M),
pentru ca mai tarziu acest fibrat sa fie studiat pe larg de catre K.Yano gi S.Ishihara
[89], M. de Leon si P.R. Rodrigues [43], D.J. Saunders [79]. Studiul acestuia a fost
sugerat de vechea problema a prelungirii unei metrici Riemanniene de pe varietatea
bazi M, la spatiul total al fibratului jeturilor de ordin k, J¥M.

In 1993, R.Miron [49], inlocuieste fibratul jeturilor de ordin k cu fibratul k-
osculator (OscFM, % M) si obtine geometria spatiului total pentru acest fibrat.
Prezentul capitol este dedicat introducerii fibratului £—osculator studiind distributiile
verticale, cdmpurile vectoriale Liouville, k-semisprayurile, conexiunile neliniare (in
special cele ce derivd dintr-un k-semispray), precum si conexiunile liniare compati-

bile cu anumite structuri geometrice pe fibratul k-osculator.

Fie M o varietate diferentiabila reala de clasd C'*° si de dimensiune n.

Doud curbe in M, p,o : [—M, (I C IR) au un contact de ordin k, k € N*,
in punctul zo € M, p(0) = 0(0) = zo, (0 € I) dacé pentru orice functie f € F(U),
zg € U gi orice multime deschisa U din M are loc

d*(f o p)(t) d*(f o 0)(t)

(11) dte |t=0 = T|t:0, (O[ = 1, ,k)

Relatia ” a avea un contact de ordin k” este o relatie de echivalentd pe multimea
curbelor care trec prin zy. O clasi de echivalentd o vom nota [p|,, si 0 vom numi

spatiul k-osculator in punctul zy € M.

12
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Notdm cu Osc®zy multimea spatiilor k-osculatoare in z, si vom considera

(1.2) Osc*M = |J Oscz.
ToEM
Multimea OscFM are o structurd diferentiabil naturald indusi de cea de pe M,

cu ajutorul submersiei
(1.3) T2 [plzy € OscPM—3z € M, VY|[pls,

dupa cum urmeaza:

Daca U C M este un domeniu de harta locald pe varietatea M, z¢o € U si
p: I—M, p(0) = x4 o curbid reprezentatd pe U prin z* = z*(t), t € I (indicii
iy Jy... = 1,...,n = dim M), spatiul k—osculator [p],, va avea un reprezentant al
clasei de echivalenta dat de curba:

Wi t dz t* dFzt
T —IE(O)-FF%(O)-F-FE o (0),t€(—E,E)CI

cu un € > 0 suficient de mic.

Aceastd functie polinomiald este determinati de coeficientii sai:

i Wi _ 1 da’ i _ 1 d*a
(1.4) 2y =2'(0), 9" = 35— (0,0 = 55 i (0).

Considerand
@1 (U)— RS, ({pl) = (@b 1™, 1)

rezultd ci (7~ '(U), ®) este o hartii locald pe Osc® M, o vom numi harta locals indus
de harta (U, ¢) de pe M. Functiile coordonate induse de aceasta harta locald vor fi
notate cu (zf,yM?, ...,y

In acest fel, un atlas diferentiabil de pe varietatea M determin un atlas diferentiabil
pe Osc*M iar tripleta (Osc®*M,r, M) reprezints un fibrat diferentiabil. Conform
celor prezentate anterior Osc* M este o varietate diferentiabild de clasi C'*, reald,
de dimensiune n(k + 1). Vom folosi notatiile: £ = Osc*M si Osc® M = M.

Observatia 1.1 Osc'M se identificd in mod canonic cu fibratul tangent TM.
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O transformare de coordonate locale induse (z?, y(%, ..., y®¥) —s (32, (13, ... 5(*))

pe varietatea Osc? M este datd de

, oz
i il n —
z z (a:ENZ » L )7 Tank“ax]“ ,
s = 9T ()i
g IR
- g . g1 .
(2 — (1) 2)j
(1.5) 2 o ¥V T Y
R T . ogtk—1)i ,
(k)i (L)j J..
ky oxI +2 Oy(Ds y ~(—:—1) T
L )i
ay(k—l)J ’
Se arata ugor ca au loc egalitatile:
ag(a)i ag(a—l—l)i ag(k)z ] ]
! = S = _ 190 — i
(1.5) o = oy =T gy (=0,..,k—1;y"" =2

Un punct u € Osc®*M avid coordonatele (z?,y™)%, ..., y®?) se va nota prin
u=(z,yM,...,y®) san u = (y@,yV, ..., y®), in care z = y©,
Pentru a asigura existenta globali a obiectelor geometrice de pe varietatea Osc® M

se demonstreazd teorema, [49]:

Teorema 1.1 Dacd varietatea diferentiabild M este paracompactd, atunci Osc®M

este de asemenea o varietate diferentiabild paracompacta.

Se poate observa ci Osc*M : Man— Man este un functor covariant de la
categoria varietatilor diferentiabile Man la ea insasi:

Osc? : M € Ob Man—QOsc*M € Ob Man,
OscF : {f : M—sN}—{Osc”f : Osc* M —OscFN}.

Dacé, in coordonate locale f : x € M— f(x) € N se reprezintd prin
(1.6) o =2% (a4 .., 2"), (¢,5 =1,..,m = dim N)

atunci Osc®f : Osc®* M —Osc® N este datd de

(2" = 2" (2 ..., 2")
. oz ~
(i — (1)j
Yy py Yy
(1.7) o a (k—l)za(k—l)z’ ..........................
Wi — %Y (1) Yy @5 4 ..
ky oxJ +2 Oy(1)3 Yyt
ay(k—l)z’ ]
(k)3
. +k ay(k_l)] y
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Relatiile (1.7) ne dovedesc ci Osc® este un functor covariant.

2 Distributii verticale. Campuri vectoriale Liou-
ville.

Daci folosim notatia E = Osc*M, atunci

(2.1) E= {u = (z,y(l), _..,y(k)) €F| mngHy(l)i“ = 1},

este o subvarietate deschisa a lui E.

Aplicatia liniard tangentd indusa de submersia canonica 7 : E— M va fi notata
cu dr : TE—TM. Vom considera V(E) = Ker dn. Atunci V(E) este subfi-
bratul vertical al fibratului tangent (TE, 7, E). Fibrele acestui subfibrat genereaza
distributia verticala V = V; pe E:

(2.2) Vitue E—Vi(u) C T,E.
O baza locala a distributiei V| este

93 0 0

Agadar V] este o distributie integrabila si dim V; = kn.

In mod aseminitor pentru proiectia 7%+ E = Osc"M—s0sc' M vom nota cu
dr® . T(Osc® M)—T(Osc' M) aplicatia liniara indusi iar nucleului acestei aplicatii,

Vo = ker dn¥, determind o distributie
(2.4) Vo:u € E—Va(u) C T,E.

O baza locala pentru V, este data de

0 0
- (sl

In consecintd, V; este o subdistributie integrabild a lui V; gi are dim V, = (k—1)n.

Continuand procedeul obtinem distributiile verticale Vi, V5,...,Vy avand pro-

prietatile:

1. V4, V,, ..., V; sunt distributii integrabile.
2. VlD‘/éD"'DVk.
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3. dimVj = kn, dimV, = (k — 1)n,...,dim V}, = n.

v e s 0 0
4. O baza locala a distributiei V, este {ay(a)i y eees ay(k)i}
pentru =1, ..., k.

Calculand Jacobianul transformarii (1.5) avem:

Lema 2.1 Regulile ce dau schimbarea bazer naturale la o transformare de coordonate

(1.5) sunt:
G, 07 o o B o7 8
- = -+ - — 44 - —,
Ozt Ozt 07 Ozt oyl Ozt Okl
o oM 9 og®i 9
(2.6) oy oy g T T 5y i g
) o5k 9
y®i Sy®i §y®i”

Teorema 2.1

1° Urmatorii operatori:

1 0
— ()i
F=yt" 5
. 0 .
=i @i_Y
(2.7) P=y g T2 5w
e - a .................... a ............................ a ......
_ (i (2)i (k)i
'=y —ay(l)i + 2y oy + ...+ ky By

sunt campuri vectoriale in algebra F(E), global definiti pe E.

1 k .
2° T, ...,T" sunt campuri lintar independente pe E.

1 k
3° T apartine distributier Vi, ...,I' apartine distributier V7.
. . 1 k A . . . .
Campurile vectoriale I',...,I" se numesc campuri vectoriale Liouville. Acestea

sunt foarte importante in geometria fibratului £-osculator OscFM.

Deasemeni vom utiliza operatorul

0 0 |
(2.8) Doy 9 yo@i 9 g

O Ay OyE-1)i

Avem urmatoarea propozitie:
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Propozitia 2.1 La o schimbare de coordonate de tipul (1.5) operatorul T' se trans-

forma dupa cum urmeazad:

~ - 9gk)I . 9 o
= (1) . (k)i .
(2.9) I'=T+ {y 5 +---+ky By 1% [ 50
y . of .
Dacd f € F(E) si 5y = 0, atunci (2.9) conduce la:
y )

(2.10) rf=r7F.

3 k—Structura tangenta. k—Semisprayuri.

Se numeste k-structurd tangentd pe E = Osc”M (sau endomorfism vertical)
aplicatia F(E)-liniard J: X (F) — X (FE) definitd in baza naturald astfel:

0 0 0 0
J (@) - aymw‘] <ay(1)i> = oy

9 9 9
/ (ayw—l)i) = gy’ <3y(k)i> =0

Teorema 3.1 Au loc urmadtoarele proprietdfi:

(3.1)

1° J este global definita pe E.
2° J este un camp de tensori de tip (1,1) pe E.
3° J este o structura integrabila.
4° ImdJ =WV, KerJ =Vj.
5°  rangl||J|| = kn.
ko k-1 2 1
6° JI'=r,..,J(I")=I, JI'=0.

7 Jo---0oJ=0.
~———
k41

Cu ajutorul k-structurii tangente J se introduce notiunea de k-semispray:
Definitia 3.1 Un k-semispray pe E este un cdmp vectorial S € X(E) cu propri-
etatea

k
(3.2) JS =T



Spatit Lagrange de ordin superior 18

Cum nu intotdeauna putem gési un camp vectorial S care s satisfacd (3.2) si
sa fie global definit pe E, se impune o exprimare locala a unui k-semispray.
Astfel, avem:

Teorema 3.2

1° Un k—semispray S se scrie unic, in baza naturala, in forma

.0 )
i et ey i _
S v e +---+ky Gy
(3.3) )
_ i (1 (y_—__.
(k+ G (2,9, ...y )ay(k>i

2° In raport cu o schimbare de coordonate, (1.5), coeficientii G* se transformd dupd

cum urmeazd:

. 0

NG = )G =

(k+1)G = (k+1)G 5
)i

il
%Y I S (oY
@ St hy

(3.4)

oy
Ayk—1i |

3° Daca pe fiecare domeniu de harta locald o varietatic E avem dafi coeficientis
Gz, yV,...,y®) care la o schimbare de coordonate locale, (1.5), satisfac (3.4),

atunci campul vectorial S din (3.3) este un k—semispray.

Deasemeni, avem teorema, [49]:
Teorema 3.3 Daca varietatea baza M este paracompacta, atunct exista semisprayuri
locale pe E = OscF M.

4 Omogenitate

Notiunea de omogenitate folositd in continuare a fost introdusé de M. de Leon,[44]:
Pentru fiecare ¢t € IR, si u = (z,yY,...,y®) € E se defineste:

(4.1) he(z, y(l), vey y(k)) = (z, ty(l), ey tky(k)).

In acest mod se obtine o actiune de clasi C*°, b : Rx Osc®M — Osc* M, a grupului
multiplicativ IR} pe Osc®M, numit grupul omotetiilor lui Osc*M. Pentru fiecare

u € E vom nota cu ¢, curba ¢ — hy(u). Campul vectorial tangent la fiecare curba

k
¢y, pentru ¢t = 1 este cAmpul vectorial Liouville I'.
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Pentru acest cAmp vectorial (h;)icr- este grupul siu uniparametric. Vom con-

a k
sidera campurile vectoriale I' = J*~¢(T") pentru « € {1, ...,k — 1}, numite de aseme-

nea campuri vectoriale Liouville. Exprimarea acestora in baza naturala este data

1 . 2 . ) k-1 .0
. — ()i — i Y (2)i — Wi
de: T Y By r Y By =11 + 2y Gy r Y oy + +
.0 .
@i~ ... — 1) gy k—1) A i i i
2y By +-+(k—-1)y i Aceste cAmpuri vectoriale sunt global definite

[87
pe E, liniar independente si au proprietatea ca I' € V..

Definitia 4.1 O functie f € F(FE) se numeste pozitiv omogend (pe scurt p-omogend)
de ordin v daca fohy=1"f.

Are loc o teorema care generalizeazi teorema lui Euler pentru functii omogene:

Teorema 4.1 f € F(E) este p-omogend de ordin v dacd si numai dacd £.f = rf,
r

k
unde £, reprezinta deriwata Lie in raport cu campul vectorial T.
r

Demonstratie.Daca f este omogena de ordin r atunci
(4.2)

o S) = flhogu) L f(u) — (=2)"f () _ 1= (=)
(flrgf)(u) —}1_{111 PR —}1_{111 P = f(u) }1_{11115_71—77[(”)-
k
Am folosit ci h; este fluxul cAmpului vectorial I'.
Invers, sa presupunem ca f verifica £ 1,2 f = rf. Se obtine ca pentru orice

u = (z,yV,...,y®)) € E ecuatia diferentials % = rv cu conditia initiald v(1) = u
are ca solutie pe f o h;. Din unicitatea solutiei acestei ecuatii diferentiale se obtine
cd fohy =1"f, ceea ce inseamna ca f este omogena de ordin r. q.e.d.

In coordonate locale, exprimarea faptului ¢§ o functie f este omogena de ordin
r este data de:

of @i _9f

of
gy T2 gy

(k)i —
+---+ky G rf.

(4.3) gy

Propozitia 4.1 Daca [ este o funclie diferentiabila omogena de ordin r pe E,

atunci aceasta se poate exprima local astfel:

(44) f = Z Z Ail"'ia (IE)y(ﬂl)il . -y(ﬂ"‘)i“, cu ,61 <0 < /Ba-

a=14181++iaBa=r
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0
—f. este omogena de ordin
ay(a)z

0
Wf)' = 0. Folosind (4.3) aplicatd functiei

y )T

pand acestea devin 0-omogene (adicd nu depind

Demonstratie.Fie f omogena de ordin r. Atunci

r — «, In cazul cand r — « este negativ

. . . .. of

f si apoi succesiv functiilor Byl

decit de z) se obtine relatia din enuntul propozitiei. q.e.d.
Observatie. Din acest motiv, in definitia spatiilor Finsler se considera functia

fundamentals omogens, diferentiabils pe £ (si nu pe E).
Definitia 4.2 Un cdmp vectorial X € X(E) se numegte omogen de ordin r dacd
Xo h/t == tT_l(h/t)* o X.

Teorema 4.2 X € X(E) este omogen de ordin r dacd $i numai dacd

(4.5) £, X=(r-1)X.
r
R ) 0 9 L9 k.
Corolar 4.1 Un camp vectorial X = X pp +X By 44+ X By este omogen
P

de ordin v dacd si numai dacd functiile X* sunt omogene de ordin r +p — 1 pentru
pe{0,1,...,k}.

Corolar 4.2 Fie X € X(E) un camp vectorial omogen de ordin r ¢i f € F(E) o

functie omogend de ordin s. Atunci X (f) este o functie omogend de ordin r+s—1.

Propozitia 4.2 Daca X; st Xy sunt campuri vectoriale omogene de ordin r gt

respectiv ro, atunci [ X1, X este un camp vectorial omogen de ordin ri + 19 — 1.

k k k
Demonstrat;ie.Avem: £119_1[X1,X2] = [F, [X],Xg]] = [X], [F,Xg]] — [Xg, [F,XI]]

= [X, (rs — 1) Xp] + [(r1 — 1) Xy, Xa] = (r1 + 15 — 2)[ Xy, Xa). q.e.d.

Definitia 4.3 Un camp vectorial X € X (E) se numeste h-invariant daca este in-

variant relativ la actiunea omotetiilor lui Osc* M.
Deci un cdmp vecorial X € X' (FE) este h-invariant daca:
X ohy = (ht)s 0 X,
aceasta este echivalent cu anularea derivatei Lie in raport cu cAmpul vectorial Liou-

k
ville I': £, X = 0, echivalent cu a spune ca X este un camp vectorial 1-omogen.
r
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5 Conexiunea neliniara.

Definitia 5.1 O conexiune neliniara pe E este un subfibrat vectorial NE al

fibratului tangent TE astfel incat urmatoarea suma Whitney are loc:
(5.1) TE=NE®WVE.

Deci o conexiune neliniard pe E determind o distributie N : v € E — N(u) C T, E,
n-dimensionald, suplementara distributiei verticale V} E.
Vom considera Ny = N, Ny = J(Ny), ..., Ngp—1 = J(Ny_2) si Vj.

Avem astfel k£ + 1 distributii (N, ..., Nx_1, Vi), n-dimensionale, astfel incat:

o
Fie {@M}Z:ﬁ o bazd a distributiei orizontale Ny astfel incat qu(@h) =
. Va rezulta ca pe fiecare domeniu de harta locald din E exista functiile N]Z:
1)

. . o
, N7, ..., N7, functii coordonate ale campurilor vectoriale locale i 2 baza naturala,
x

(2) (k)
deci

5 ")

59 0 VR

Szt Ori b a7 T T G y®

Functiile N/, ..., N} se numesc coeficientii conexiunii neliniare N, sunt definite pe
ey, (k)
fiecare domeniu de harta locala si in urma unei schimbari de coordonate verifica:

(~, oz™ 0%
0y 0 © Ozm

(1]) OxJ "’

— ozm oz .. oyl

oy

| ®) 027 Ox™ (k]) oxm * _’1) oz™ (1]) oxI
Notand:
4] 0 ;0 ;0
T = .ZV-‘7 T faN. | e T .ZV-‘7 L]
(5 4) 6y(1)z ay(l)z (13 ay(2)] (k—Zl) ay(k)] 7
' 4] 0 0

— N/
Syk=Di — gy(k—1)i ](Yg Sy
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4] 0
Sy(Wi? " gy lk

)
se obtine ci {F, )Z.} constituie o bazd adaptatd descompunerii directe
T

T.E = No(u) ® N (v) @ ... Ng_1(u) & Vi(u), Yu€ E.
Baza dualad a bazei adaptate conexiunii neliniare este:

{dat,6yMi ... 6y®} unde

(1
(1) ()

ki — g, (k)i i 7 (k=1)j i 70
6y()—dy()+1(\if)jdy( 1)7+...+J(\;I)jd:v7.

Functiile M. ;, (a =1,..,k), se numesc coeficientii duali ai conexiunii neliniare V.
()

Intre coeficientii NJ,...,N} si coeficientii duali M, ..., M} au loc urmétorele
ey (k) ey (k)
relatii:
( M}=NJ,
n o
(5_6) < M;:N;+N:TLM;,L,"',

2 @ M @

M}=N}+ N} M +...4+ N, M* .
L ) (k) (k-1 () 1) (k-1)

O conexiune neliniarda N este complet determinatd de un sistem de functii

M},..., M}, definit pe fiecare domeniu de harti locald si care la o schimbare de
(1) (k)
coordonate pe E verifica:
( M or' = —aﬁ M _ag@ i,
) oz™  Ozd ) oxJ
ozt o™ —, oym . oy
60§ MP = G M M
@ 97 @) @) T
7 mo_ gm gle—Lm __ k)i
YLy v L Ay R My y s |

& o™ Oxd ) 0xd (N Oxd )" O’
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6 Prelungiri ale structurilor Riemanniene, Fins-
leriene si Lagrangiene la fibratul Osc*M.

O problema veche in geometria diferentiala este cea a prelungirii unei structuri
Riemanniene g de pe o varietate reald n-dimensionala M la fibratul jeturilor de ordin
superior. Problema a fost rezolvatd pentru £ = 1 de A.Morimoto in [60] gi partial
pentru cazul k = 2 de K.Yano si S.Ishihara in [89). In lucrarea [49], R.Miron rezolvi
aceasta problema in cazul general. In acest sens plecand de la o structuri Rie-
manniana g, R.Miron determina o conexiune neliniara N, care depinde numai de g.
N-liftul Sasaki al metricii g, ne da o structura Riemanniana G pe F care depinde nu-
mai de metrica Riemann considerats. Existenta spatiului Prol*R" = (Osc*M,G),
rezolva problema mai sus mentionata. Problema prelungirii structurilor Rieman-
niene a mai fost studiata de E. Bompiani, Ch. Ehresman, S. Kobayashi. Problema
prelungirii structurilor Finsleriene sau Lagrangiene de la T'M la fibratul k-osculator

OscPM a apirut prima datd in lucrarea [49)].

Prelungirea structurilor Riemanniene la OscF M.

Fie R"™ = (M, g) un spatiu Riemannian in care g este o metricd Riemann definité
pe M, avand coordonatele locale g;;(z), z € U C M. Se extinde g;; la 7= '(U) C
OscP M, luand

(gij o) (u) = gij(z), Yue€ 1 (U), 7(u) = z.

In acest caz gi; o™ ne di un d-cdmp de tensori pe Osc"M pe care 1l vom nota tot
cu gg;. Deasemeni vom nota cu %, (x) simbolii Christoffel ai lui g.

Problema prelungirii spatiului Riemannian R™ = (M, g) se rezolva gésind un lift
G(z,yW,...,y®)) (de tip Sasaki) al structurii g(x), asa incat G si fie o structurs
Riemanniang pe Osc*M iar G si depindi numai de g.

Mai intai, se determind o conexiune neliniard canonica pe Ofs\ng depinzand

numai de g, [49]:
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Teorema 6.1 Euxistd conexiuni neliniare N pe OsckM determinate numai de struc-

tura Riemanniand g(z). Una dintre ele este datd de wrmdtorii coeficienti duali:

1 .
(6.1) @) 2V o’ o "

unde I' este operatorul (2.8):

) .
D=y sy

Utilizand coeficientii conexiunii neliniare canonice NV se poate scrie baza adaptata

o0
o ® )

Se obtine atunci prelungirea de ordin k£ a spatiului Riemann R™ = (M, g) :

Teorema 6.2 Perechea Prol*R"™ = (Ofs\ng , G) , unde
(6.2) G = gij(z)da’ ® da? + gi(2)dyV' ® Sy + -+ + g,i(2) sy @ sy,

este un spatiu Riemann (k + 1)n-dimensional pe E, a carui structurd metrica G

depinde numai de structura g(z) a spatiului Riemann R™ = (M, g).

Prelungirea structurilor Finsleriene la fibratul k—osculator.

Prelungirea structurilor Finsleriene la E poate fi realizatd intr-un mod aseminitor.

Fie F'(z,y") functia fundamentald a unui spatiu Finsler F* = (M, F') si tensorul
siu fundamental g;;(z, y™M) :

1 O?F?
g Oy=2- _“ =

(6.3) 9i;(z,y"") 2 JyWigyi-
Presupunem ci g;;(x, yV) este pozitiv definit.
Determinarea unei structuri Riemanniene G pe E = Osc®M care s depinda

numai de tensorul fundamental g;;(z,y")) a spatiului Finsler F™ se poate face ca in

cazul prelungirilor Riemanniene.
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Se prelungeste mai intai d-campul tensorial g;; la E, punand

(6.4) (955 © 7) (w) = g55(w, y), Vu € Osc* M, mh(u) = (z,5V)

si identificind gZ] o ¥ cu g;;. Vom nota cu v, (z,yV) simbolii Christoffel ai d-

tensorului g;;(z,yV), adici:

i L, ags' agsm ag i,
i (DY = Z 4is J _ j

2-semisprayul canonic al lui F™ este dat de

d%z , dz 0
T.— | =
dt? > dt
in care .
(6.5) Gt = E'Yijmy(l)jy(l)m-
Conexiunea neliniard Cartan pe TM are coeficientii:
; o0G?
(6:5) Gy = 5,07

Se demostreazd urmétorul rezultat, [49)]:

Teorema 6.3 FExista o conexiune neliniara pe E determinata numai de tensorul

fundamental g;;(x,y V) al spatiului Finsler F" = (M, F) care are urmdtorii coeficienti

duali: . .
io— Gt
g\l/—)f j j
M= < (TG + G ™
(6.7) (2) I 2 J m (1) J
®’ ke’ ey’
Fie N 0 si (de?, oy .. 5y®?) baza adaptatd si baza duali
6$Z, 6y(1)z7 = 6y(k)z ? PR
adaptata.

Teorema 6.4 Perechea Prol* F™ = (Ofs\ng G), k > 2, in care

G = gij(z, y )dIE ® dz? + gij(z, Y )5y(1)i ®oyMi 4 ... 4
+gi(w, y V) Sy ®) @ by

este un spativ Riemann (k + )n—dimensional a carut structura metrica G depinde

(6.8)

numai de tensorul fundamental gi;(z,y"") al spatiului Finsler F* = (M, F).
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Acest spatiu Riemann se va numi prelungirea de ordin & a spatiului Finsler F™.

Prelungirea structurilor Lagrangiene la E.

S& considersim spatiul Lagrange L™ = (M, L(z,y")) si tensorul siu fundamental

1 0?L
. Ny=z_~~

presupus pozitiv definit.

o]
Fie N conexiunea neliniara canonica a lui L™ avand coeficientii

o . oG} 1, %L oL
6.10 = Gl= g (m _ 22 ).
(6.10) Ry = o &= 10 (aysaxmy axs)

o]
N—conexiunea canonica a spatiului L™ are coeficientii

o 1 o y o - o -
Lim =59" (fszgwf + o o )
(6.11)
Covi. _ 1 is agsj agms _ agjm .
im =59\ gym T yi T gy

Tensorul fundamental g;;(z,yV) se extinde la Osc* M prin
(6.12) (gij o ™) (x, y M y(k)) = gi;(z, y(l)).
Se arata ca:

Teorema 6.5 FEzxista o conexiune neliniard N pe OsckM  determinatd numai de
Lagrangianul L(z,y™") al spativlui Lagrange L™ = (M, L) care are coeficientii duali
dati de

g\l/—)[ i =N
My =2 (TG + G M
(6.13) B T2\ AT m

Folosind baza adaptata construitd cu conexiunea neliniara de mai sus, sa con-

sideram N-liftul Sasaki G al tensorului fundamental (6.9):
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Teorema 6.6 Perechea Prol*L™ = (Ofs\ng ,G), unde G este N-liftul Sasaki al ten-
sorului fundamental g;;(x,y"V) ol spatiului Lagrange L™ = (M, L(z,y™M),

G = g;j(z,yV)dz* ® d2? + g;;(z, yV)oy W @ yWi 4 - .. 4
+i5(x, yM)dy ™ @ oy*)

este un spativ Riemann de dimensiune (k+1)m, a cdrui structurd metricd G depinde

numai de Lagrangianul L(z,yD).

7 Spatii Lagrange de ordin superior.

Definitia 7.1 Un spatiu Lagrange de ordin k este o pereche L*)" = (M, L), unde
1° M este o varietate reala n-dimensionala.
2° L:Osc*M— IR este un Lagrangian diferentiabil pe E.
3° d-campul tensorial

%L

1
. 1) By _-___~—~

satisface:
a. rang||gi;|| =n pe E = OsckF M
b. Forma patratica:
P = gi&'¢

are signaturda constanta pe E.

In continuare vom spune ca L este funcfia fundamentald si g;; este campul ten-
sorial fundamental al spatiului L),

Teorema urmatoare ne asigura existenta spatiilor Lagrange de ordin superior,
[49].

Teorema 7.1 Daca varietatea baza M este paracompacta atunce exista spatii La-

grange de ordin k, L™ = (M, L), pentru care tensorul fundamental gij este pozitiv
definit.

Demonstratie.M fiind o varietate paracompacta, atunci existd o structurda Rie-

manniand ;; pe M. Vom nota cu D conexiunea Levi-Civita a varieta{ii Riemann
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(M, 7). Intr-o hartd locald, (U, ¢ = (%)), pe M, vom nota cu

Vi = 74; coeficientii locali ai conexiunii liniare D. Se poate demonstra cé:

(7.2)

unde T este operatorul dat de (2.8), sunt d-cAmpuri vectoriale numite d-cimpurile
vectoriale Liouville.
Functia L = ;2% 27 are proprietitile:
1) L este global definit pe OsckM :
2) L este un Lagrangian regulat;
3) L depinde numai de metrica v;;;
)

4) Tensorul fundamental al lui L este dat de

O*L

1
(7.3) 2 By ®igy®i = 745().

Perechea (M,L) cu L definit mai sus este un spatiu Lagrange de ordin £.

Teorema 7.2 Ezistd k-semisprayuri S pe E, determinate numai de Lagrangianul
spativlui L™ Unul dintre acestea este dat de

0
ozt

]
By ®i

9 . .
+ 2y 4 kP — (k+1)G"

1)i
(r4)  s=y" 5y

0
By kD
unde coficientis G' au exprimarea:

L oL
®)5 ay(k_l)j}

(7.5) (k+1)G' = %{raz

st unde T este operatorul (neliniar) (2.8):

o + 2y(2)ii + oo + ky®i
ox?

— Vi
=y By

Jy—1i”

Tinand cont de teorema precedenta se determina doud conexiuni neliniare canon-
ice N, depinzand numai de Lagrangianul L.

Una dintre acestea este determinatid de R.Miron in [49]:
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Teorema 7.3 Daca S este un k-semispray, avand coeficientis G* din (7.5), atunci
urmatoarea mulfime de functii ne da coeficientis duali ai conexiunit neliniare N, care

depind numai de functia fundamentald L o spativlui L™

( ]
mi= 25
1 ay( )i
| ) )
M!= —(S M+ M;nM?”),
(7-6) \ (2)] 2 (1)] (1) (1])
1 ...... SR R
M;: —(S M; +M:nM}”
k _ D) (b
L (k) (k—1) 1) (k-1)

. k
In baza adaptata cimpul vectorial Liouville I' este reprezentat unic in forma:

k

.4 .
_ ()i (k)i
(7.7) I'==z PO +...+kz 5y

unde coeficienti sunt urmatoarele d-cAmpuri vectoriale Liouville:

(7.8) { W

k2 = gy 1 (k — 1) J(\/_f)] y*-bi 4 (M;I) yi
\ 1 k—1

Cea de-a doua conexiune neliniard este descoperitd de I.Bucataru in [18]:

Se demonstreazi astfel urméatoarea teorema:

.0
Teorema 7.4 Fie S =1— (k—l—l)GZW un k-semispray pe E. Sistemul de functii
y 2

(M;)a:ﬁ definite pe fiecare domeniu de hartd locald prin:
(o)

Nl e i 0G
(7.9) J(‘f)j— ay®i Mi= gy Mi= 5wy

sunt coeficientit duali ai unet conexiuni neliniare N pe fibratul k-osculator.

Aceste teoreme asigura existenta unei conexiuni neliniare N cu coeficientii duali

M, ..., M %, care sunt determinati numai de functia fundamentald L a spatiului
1) (k)
Lagrange L*)". O vom numi coneziunea neliniard canonicd.

Fie N, conexiunea neliniari canonicd a spatiului Lagrange de ordin k, L#¥)? =

(M, L).
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Teorema 7.5 Au loc urmadatoarele proprietdfi:

1° Egzistd o singurd N-coneziune liniard D pe E ce verificd aziomele:
(@)
gZ]|h = 0, gZ] |h = 0, (a = 1, ,k)

Stin=C"in— C'ri =0, (a=1,..,k).
@ 7" @ @ ( )

2° Coeficientii CT'(N) = (L%n, C* jny -, C* jn) ai acestei coneziuni sunt dafi de
(1) (k)
stmbolii lui Christoffel generalizati:

1 0gis = 0gs; 0
Lm.. - ,,ms Zf 5..7 _ J
“ 2 (5:57 * Szt dxs )’
cm .. = 1 ms 0 gis 5gsj _ 5gz'j
(@) “ 2 5y(a)j 5y(a)i 5y(a)5

(@=1,..,k).

3° Aceasta coneziune depinde numai de functia fundamentala
L(z,yW, ..., y®) a spativlui L*™,

Conxiunea D din teorema precedentd este N-conexiunea metrica st canonicd a

spatiului L%*)®, Multimea coeficientilor sii a fost notatd cu CT(N).

8 Spatii Finsler de ordin superior.

Au fost necesari peste 70 de ani de incercari datorate lui A.Kawaguchi, J.L.Synge,
H.V.Craig, K.Kendo si multi altii pentru a se obtine o definitie corecta a notiunii
de spatiu Finsler de ordinul £ > 1. Dificultatile constau in definirea corecta a
omogenititii Lagrangienilor de forma L(z,y™",..,y®)). Abia in 1996, R.Miron a
considerat spatiile Lagrange L(®™ = (M, L) pentru care omogenitatea functiei L

este definita prin
L(:E,ty(l),t2y(2), ..,tky(k)) = tTL(:E,y(l),y@), ..,y(k)), reZ.

Cartea ”The geometry of higher order Finsler spaces”, Hadronic Press, 1998 -
prefatatd de R.M.Santilli,[50] introduce clar si riguros spatiile mentionate. Vom

prezenta succint cateva rezultate din teoria spatiilor Finsler de ordinul £ > 1, in
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ideea de a le aplica la ceea ce vom numi it spatii Finsler de ordin £ > 1 cu (¢, 8)-

metrica.

Ne vom ocupa mai intdi de notiunea de omogenitate. Grupul omotetiilor
H =1{h; |t € R*}, hy(a) = ta, Va € R, actioneazi ca un grup Lie de transformari

pe varietatea E = Osc®M \ {0} dupi cum urmeazi:
(8.1) ho(z,y Y, ., y®) = (z,tyY, ., thy®)), vt € RT.

Aceastd actiune pastreaza fibrele lui E gi nu depinde de schimbarile de coordonate
(1.5).

Considerand curba @ = hy(u), Vi € RT, atunci in punctul

—~

t=1), u= hy(u),
in punctul u € E.

—

vectorul tangent la aceasta curba este caAmpul vectorial Liouville

Se introduce apoi definitia:
Definitia 8.1 O functie f : E — R este r-omogend, (r € Z), pe fibrele lui E daca:
(8.2) foh,=t"f, VteR'.

Teorema 8.1 O functie f : Osc*M — R este r-omogend pe fibrele lui E dacd si

numat daca avem:
Lof =rf
r
unde £ este operatorul Lie de derivare.

Aceastd notiune se poate extinde la cAmpurile de vectori X € x(E) si de g-forme
pe E. Urmeazi cd un cdmp de vectori X € x(FE) este r-omogen pe fibrele lui E
dacd gi numai dacd £,X = (r — 1)X. Daci X este dat in forma
r
0 0
X=X _— 4 4 xWi_—_
ozt Tt ay(k)l

atunci el este r-omogen pe fibrele lui E daci si numai daci functiile X (% .., X(

k)i

sunt r — 1,..,7 — 1 4+ k omogene, respectiv. Daca X este r-omogen si f : £ — R
este s-omogena atunci:

1° fX este (r + s) -omogen,

2° X f este (r + s — 1) -omogen.

De exemplu 1]i este 1-omogen pe fibrele lui E. Un k-semispray S este 2-omogen
daci si numai daci GY, coeficientii sii, sunt (k + 1)-omogeni pe fibrele lui E.

Poate fi introdusd atunci notiunea de spactiu Finsler de ordin superior ,[50].
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Definitia 8.2 Un spatiu Finsler de ordin k > 1 este o pereche F*¥)* = (M, F)
determinata de o varietate reald, C°°-diferentiabila M de dimensiune n st o functie
F :0sc*M — R avind proprietdtile:

1. F este de clasd C™ pe E gi continud pe sectiunea nuld;

2. F este pozitiva,

3. F' este k-omogena pe fibrele lui E;

4. Hesstana avand elementele:

1 O?F?
(8.3) gij = 2 Dy Mgy i

este pozitiv definitd pe E.

Bineinteles, g;; de mai sus este un d-camp tensorial, numit d-cAmpul tensorial

(k)n

fundamental al spatiului F iar F' se numegte functia fundamentala a spatiului

Fkm,
Cateva proprietati imediate
1. F? este 2k-omogen;

2

2. —~ este un camp de covectori k-omogen;
ay(k)Z

3. g;; este 0-omogen.
In consecinti, avem:
OF* OF*

2 _ 2 — L=

Evident, pentru k = 1, F()" = (M, F) este spatiul Finsler clasic.



CAPITOLUL 2

Problema variationala pentru
Lagrangieni de ordin superior

Problema variationald in mecanica analiticd de ordin superior a fost abor-
datd de numerosi geometri: R.Miron [9], [49], [65], H.V.Craig [24], J.L.Synge [84],
M.R.Santilli [76], [77], M.de Léon [43], [44], M.Crampin [25], K.Kondo [42], si altii.
In acest capitol este descrisi problema variationald pentru spatii Lagrange L),
sunt exprimate ecuatiile Euler-Lagrange, energiile de ordin superior si apoi sunt
determinate legile de conservare ale energiei.

In prima parte a capitolului vom prezenta problema variational3 pentru metrici
Riemanniene, dupa care problema variationald va fi prezentata pentru Lagrangieni
diferentiabili de ordin 1, 2 gi k. Deoarece in cazul k£ = 2 rezultatele sunt mai clare
si mai usor de demonstrat am prezentat acest caz mai pe larg, iar pentru £ > 2 am
enuntat rezultatele mai importante. Vom specifica particularizarile in cazul spatiilor
Finsler de ordin k£ > 1.

Apare aici pentru prima oara calculul variational pentru spatii Finsler de ordinul

1 cu («, B)-metricd, in care contributia autorului cade pe euatiile Lorentz a acestora.

1 Problema variationala aplicata metricilor Rie-
manniene.

Consideram R™ = (M, g) o varietate Riemann, diferentiabild de clasd C™ gi de

dimensiune n. Fie c: ¢ € [0,1] = (z%(t)) € U C M o curbd avand imaginea intr-un

33
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domeniu de hartd U din M, 24 = ¢(0) si z; = ¢(1). Definim lungimea curbei

9= | ooy Zii

1 dzt dz?
—/0 \/gij(c(t %%dt

Vom considera in continuare familia de curbe c, : ¢ — Z*(t) unde 7*(t) = z'(t) +

Local, aceasta se scrie

eV(t) i ¢ suficient de mic in valoare absolutd astfel incat Imc. C U, U fiind un
domeniu de hartd. Vom cere ca aceste curbe sa aiba aceleasi extremitati zy si 2, ca
gi curba c, aga incat campul vectorial V(t) are proprietatea V*(0) = V*(1) = 0.

Se pune problema si giasim o conditie necesara pentru ca o curba ¢ pe M, care
unegte punctele xy si 1, sa realizeze extremul lungimilor curbelor c..

Lungimea curbelor c. este data de:

L) = [ L), 5(1))dt

unde L(z \/ < #(t), Z(t) >4. Avem deci:

(1.1) Lle) = /0 CL((t) + eVi(E), () + Vi) dt.

Conform teoremei lui Fermat, pentru ca si se realizeze extremul functionalei

L(c) este necesar si avem:

dL(ce) _
(1.2) I _ =0.
Vom obtine : (0.9) (@, 4)
v oL(z,z) , OL(z,Z)., B
| (S + S de = 0

Widt =0

L oL _, L d OL d oL
a0 [ GG - s
Tinand cont de cerintele asupra familiei de curbe ¢, ajungem la

/1 oL d , 0L

o (gt~ qilag)V =0

Dar V'(t) este arbitrar, ceea ce ne conduce la:
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Teorema 1.1 Condifia necesard pentru ca functionala L(c) sd realizeze extremul
pentru L(c.) este ca ¢ sd fie solutie pentru ecuatia:

oL __g(aL)__O i dai
ar  dior’ U T at

Ecuatiile (1.3) se numesc ecuatiile Euler-Lagrange. Solutiile acestor ecuatii se

(1.3)

vor numi curbe extremale sau geodezice ale spatiului R"™.

Daca vom folosi parametrizarea canonica vom avea:

L(ai(s),#(s) = 1 = 2L = ¢
ds
g1 ecuatia (1.3) este echivalentd cu
oL?> d OL* . dx
o " dsioe) ~ 0 T g

Dar ultima ecuatie ne da:
OI?  PI? dot  OPLP P2l
dri  Oiidzk ds 01101 ds®
Cum L? = g,,4P%¢ avem
2 2
% = %:&p:&q aaiz = 2¢,4(x)2?
L 09q,, L _,
05idzk oz 9iids U

inlocuind, obtinem:

pq .. 0ig ..q..k &>’
WIEPIE(I - 2@15(115 - 2gZ]F =0
g”d2xj n l(agiq 0G;k, _ agkq
“Yds?2 " 2'0xzk  Ox¢ Ot
Inmultim cu ¢”* i avem:

)ik i = 0.

d?z? 1 _. 0¢i; Ogir Ok

N ] g e aN kg =0
ds? + 2 (axk Oz ozt )it
adica

Teorema 1.2 In parametrizarea canonica ecualitle Euler—Lagrange se scriu sub

forma echivalenta:

2 P k q
(1.4) d°x pd:v d:v_

s T ds ds
unde vi,(z(s)) sunt simbolii lui Christoffel de speta a doua.
Observatie. Cu alte cuvinte: geodezicele spatiului Riemann R™ = (M, g), in

parametrizarea canonicd sunt date de ecuatiile (1.4).
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2 Calculul variational pentru Lagrangieni de or-
dinul 1.

Fie L : TM — R un Lagrangian diferentiabil de ordinul 1 pe varietatea M,
care nu este obligatoriu regulat.

O curbd ¢ : ¢ € [0,1] — (4°(t)) € U C M (intr-o parametrizare fixat)
avand imaginea intr-un domeniu de hartd U pe M, are extensia la TM datd de
¢t €01 = (z42), %(t)) e 7 }U). Intrucat campul vectorilor tangenti

di
d ~
d—:z (t), t € [0,1] nu se anuleazd, imaginea lui ¢* apartine lui 7M.

i

Integrala actiunii Lagrangianului L pe curba c este data de functionala
1 dz
I(c) = / L(z, <2y dt.
©=[ L)

Considerim curbele c. : t € [0,1] = (z%(t)+eV(t)) € M, care au aceleasi extremititi
7¢(0), z'(1) ca si curba ¢, V(t) = V*(z(t)) fiind un camp vectorial regulat pe curba
¢, cu proprietatea V¢(0) = V¥(1) = 0 si £ un numdr real, suficient de mic in valoare
absoluta, asa incat I'm c¢. C U.

Extensia curbei ¢, la T M este data de:

c:tel0,1] = (:vz(t) +eVi(2), CZ +e d;; > e n (D).

Integrala actiunii Lagrangianului L in lungul curbei ¢, are forma:

1 d:v dV
2.1 I(c,) = / L
(2.1) (ce) ; (IE +¢€V, Fraae ) dt.
Conditia necesard pentru ca I(c) si fie o valoare extremald a lui I(c.) este
dI(c.)
2.2 =0.
(2.2) i |,

d
Operatorul I permutd cu operatorul de integrare i din formula (2.1). Se obtine:
3

ld de  dV
=/ —L — | dt.
/0 R (:v—i—sV 7 —i—sdt)dt

Efectuand calculele se ajunge la

(x+ e dv) dt

(2.3)

L_. OL dV?
avadv

)

= oz * oyt dt -

de dt dt

e=0

_[or oL\ . dfor .\ . _ddt
© |8zt dt Oy dt | Oyt ST
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Inlocuind ultima expresie in (2.3) si tinand cont ci

vd (0L _,\ ., 0L ;.
/Oa{ayiv}dt_[ayivno_o

si de faptul ci Vi(z(t)) este arbitrar, se obtine urmitoarea proprietate:

Teorema 2.1 Pentru ca functionala I(c) sd fie valoare extremald a lui I(c.) este

necesar ca sa fie solufie a ecuatitlor Euler—Lagrange:

wdL _d oL _ . . d
T 0xt dt Oyt Y=

Ei(L)

Curbele c¢ care sunt solutii ale ecuatiilor de mai sus se numesc curbe extremale ale
Lagrangianului L.

Avem urmaéatoarea teorema:

Teorema 2.2 Au loc urmadtoarele proprietdfi:
1° E;(L) este un d—cdmp de covectori.
2° EZ(L -+ LI) = Ez (L) + EZ(LI), EZ(CLL) = CLEZ(L), a € R.

dF oF
3 B (%) =0, VF e F(TM), cu 2= =0,
(dt) € F(TM), cu 9y

In mecanica teoretica se introduce notiunea de energie a Lagrangianului L prin:

(2.4) E,=y' ——1L

Teorema 2.3 Pe o curbd neteda c¢ din varietatea M, are loc formula:

dET, dz’ . dat
= BEA(L = 7.
dt dt (L), (y dt)

Demonstratie.Din (2.4) obtinem
dE;, dy OL , d <8L> C 0L dyt AL __yi<8L d 8L>

W_%ayi—i_y_ oy’ yaxi_%ayi_
. dot

dt
=

dri  dt Oy

Y q.e.d.

Teorema 2.4 Pentru orice Lagrangian diferentiabil L(x,vy), energia Ey, se conserva

in lungul oricdrei curbe extremale ¢ solutie a ecuatiilor Euler—Lagrange E;(L) = 0,

i _ dat
Y="a )
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3 Problema variationala in spatii Finsler cu («, §)-
metrica.

Problema variationals pentru un Lagrangian regulat L(c, 8) = F?(«, 8) a unui
spatiu Finsler cu («, 8)-metricd conduce la ecuatiile Euler-Lagrange.

Vom demonstra ca ecuatiile Euler-Lagrange sunt ecuatiile Lorentz ale spatiului.
Atunci conexiunea neliniara Lorentz si conexiunea metrica si canonica permit dez-
voltarea geometriei acestor spatii.

Spatiile Finsler cu (¢, §)-metrici sunt o generalizare directd a spatiilor Randers
sau Kropina. Importanta acestei notiuni in aplicatii este subliniatd de M.Matsumoto,
[48], D.Bao, S.S.Chern gi Z.Shen, [12], P.Antonelli si R.Miron, [9], H.Shimada si
S.Sabiu, [83].

Spatiile mentionate au fost studiate cu metode ale geometriei Finsler, utilizand
mai ales conexiunea neliniard Cartan si conexiunea metricd si canonicd. Aceste
conexiuni sunt obtinute in urma unor calcule extrem de complicate. Din acest
motiv, ecuatiile Einstein si ecuatiile Maxwell bazate pe conexiunile mentionate nu
au fost suficient investigate.

In acest paragraf vom studia problema variationald a integralei actiunii pentru
Lagrangianul regulat dat de L(ca(z,y),8(z,y)) = F?(z,y), ludnd in considerare
o parametrizare speciald pentru curbele extremale ale ecuatiilor Euler-Lagrange,

anume parametrizarea in raport cu metrica Riemann o?(z, y).

Spatii Finsler cu («, §)-metrici.

Un spatiu Finsler F* = (M, F'(z,y)) se numeste cu («, 5)-metricd daci functia sa
fundamentald F'(z,y) depinde de z¢ §i ¢, (i = 1,..,n, n = dim M) prin intermediul

lui a(z,y) s B(z,y), adicd

(3.1) F(z,y) = F(a(z,y), B(z, 1)),
unde

042(5579) = aij(x)yiyj
(32 {ﬂ(w,y) = bi2)y"

In general functia F' este definiti pe o multime deschisi TM = TM \ {0},
unde (T'M, 7, M) este fibratul tangent al varietdtii reale M §i 0 : M — TM este

sectiunea nula a proiectiei 7 : TM — M.
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Evident, a(z, y) # 0, deoarece o*(z, y) este o metrici Riemanniani pe varietatea
bazd M, adicd o? = ds* = a;;(z)dz'dz’ si B(z,y) este 1-forma 8 = b;(z)dz’ pe
varietatea M.

In particular, daci F'(a, 8) = a+8 se obtin spatiile Randers studiate in Capitolul
4, pe baza unor ecuatii Lorentz mai generale.

Cum F'(z,y) este functia fundamentald a spatiului Finsler F™, avem

(3.3) F(a(,ty), Bz, ty)) = tF(a(z,y), B(z,y)), Vi€ R.
Notand
(3.4) L(a, B) = F*(a, B)

g1 ludnd in considerare 2-omogenitatea lui L(«, ) avem urmaitoarele identitati:

aLo+ BLs =2L, aLaq+ BLos = La

(35) aLaﬂ + /BL[E[E — L[E, C¥2Laa —+ 204/6[/0[[3 + /62[/[3[3 =2L.
oL oL oL oL oL
Lo=7-, Lg= 572, Laa = 55, Lop = 752, Lss = 525
pentru o’ P a8 Oo? B 0a0p o op?
Din (3.2), deducem
oa 1 1 toJe]
. e ]:_n7—':bi
(3.6) oy = oW =GN 5y = b0
unde
(3.6)’ Y; = ai(z)y’.

Evident Y; este un caAmp de d-covectori pe T M.

Campul tensorial fundamental al spatiului Finsler F'™ este dat de

1 0?F?
Vom nota ca in [83]:
. 10F?
g j— =
(3.8) vi = 9is(@,9)y’ = 5 o
L ~
Cum F?(z,y) = L(«, 8), y; se exprimi y; = %(g—igyaz + g—ﬂgyﬂz) In Consecint,

obtinem

(3.9) yi = p1bi + pYi
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unde

1 1
(3.9)' p1 = §L5, p= ia_lLa.

Are loc urméatoarea lemai:

Lema 3.1 Campurile de d-covectori b;(z) si Yi(x,y) sunt liniar independente pe

TM.

Intr-adevir, din f(z,y)b; + g(z,y)Y; = 0, contractionand cu y* deducem fg8 +
go? = 0. Derivand in raport cu 8 obtinem f = 0. Astfel, go? = 0, « # 0 implici
g=0. q.e.d.

Agadar y; este unic reprezentat in forma (3.9).

Diferentiind (3.9)’ in raport cu y* obtinem

0 0
(3.10) 321 = pob; + p_1Y;, 3—; = p_1b; + p_2Y;
unde
1 1 1
(3.10)’ Po = §L55, p_1 = Ea_lLa[g, P_o = 504_2(Laa —a 'Ly).

Functiile p1, p, po, p_1, p—_2 se numesc invariantii spactiului Finsler cu (¢, f)-
metricd, [83]. Indicii 1, 0, -1, -2 ne dau gradul de omogenitate a acestor invarianti.

Acum putem aréita un rezultat foarte cunoscut, [83]:

Teorema 3.1 Campul tensorial fundamental a spatiului Finsler cu («, §)-metrica
este dat de

(3.11) 9ij = paij + pobib; + p_1 (b:Y; + b;Y;) + p_oY3Y;

sau, in forma echivalenta:

(3.11)’ 9ii(2,y) = p(z,y)ay(z) + ci(z, y)c;(2,y)
unde

(3.11)" ¢i(z,y) = qobi + ¢-1Y;

$t

(3-11)”’ Po = (%)27 P-1 = Goq-1, P—2 = (CI—1)2-
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oL 2
Demonstratie.Din (3.8) si (3.9) avem —— = o 'L,Y; + Lgbh; si

o 205797 © ¢
exact g;; din (1.11). Tinand cont de (3.11)” si (3.11)”’, g;; din (3.11)’ are expresia
(3.11). q.e.d.

Observatie. O metricd Lagrange de forma generald (3.11)’ a fost considerata de
M.Anastasiei. Teoria acesteia a fost considerabil extinsa de M.Kitayama in teza sa
de doctorat, elaborata sub conducerea prof. M.Anastasiei.

Forma (3.11)’ permite determinarea formei cdmpului tensorial contravariant fun-

damental.

Propozitia 3.1 Tensorul contravariant g (x,vy) al campului tensorial fundamental

gij este:

. 1 .. 1 .
3.12 W= —g" — el
(3.12) == e
unde

. 1 .. .
(3.12) ¢ = ~a¢;, ¢® = ¢

Demonstratia poate fi ficutd prin calcul direct, ardtand ci g;;g’F = &F.
Calculul lui g;; sau g, in sensul relatiilor (3.11) sau (3.12) nu este dificil pentru

urmatoarele spatii Finsler cu (o, §)-metrici,

L(a, B) = (a+ B)? —spatii Randers,
2
L(e,B)= (), B#0  —spatii Kropina,
2
L(w, B) = (aoi ﬂ)2’ B # 0 —spatii Matsumoto,
L(a, B8) = o® + B2 —spatii Riemann.

Se obtine:

Propozitia 3.2 In cazul spatiilor Randers, L(c, 8) = (o + 8)? avem

1
(3.11)1 9ij = PQsj + ?pYZY] + lilj
81
L 1 .. 1 1. .
(3.12)1 g = —-a" + 7(—azra]slrls)

1 .
p -+ a”lilj p
p

1
undepzﬂ§ili=bi+—1/}.
o o
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. 1
Demonstratie.In cazul Randers invariantii sunt p, = 1, p_4 = —,
Q
o+ . . . < oy .
pPg = —%, = /6, p1 = « + B iar prin calcul direct gasim exprimarile din
o Q

enunt. q.e.d.

. NV | ° .
Observatie. Dacd notam —Y; =[; atunci g;; are forma
—_— Q

gij = play;— Lil;) + L,
form4 ce o vom regisi in Cap.4. Deasemeni, g din (3.12); este acelasi cu g gisit
in Cap.4.
2
Propozitia 3.3 Pentru spatiile Kropina, L(a, 8) = (%)2, B # 0, campul tensorial

fundamental st contravariantul sau sunt dafi de:

(3.11), 9ij = 2¢°ai; + ¢*[(3¢° + 8q)bib; — 4q(bil; + bili) + 4Ll
respectiv,
g 1 .. 1 | R
12 = gl = (__grig
(3.12), 9= 52" " 3@+ aiiee, 92® @ CrCs)
1
unde ¢ = %, l; =b; + aYi si ¢; = \/3q%br + 2ql;).
Demonstratie.Prin calcul direct, utilizind invariantii py = 3(%)4 = 3¢%,
402 4
p-1 = —ﬂ%, P2 =g P = 2(3)2 = 2¢°, se obtin relatiile (3.11)y si (3.12),.
q.e.d.
2
Propozitia 3.4 Spatiile Matsumoto, L(w, B) = (aoi ,6)2’ B # 0, au tensorul fun-
damental g;; i contravariantul acestuia g dati de
(3.11);
0X(a - 28)
9i5 = — g GijT
J (CV _2/6)3 J
+(af7ﬂ)4[a(a + 8B)bib; + cl(cr — 48) (bil; + bjli) — Bla — 4B)Lil;],
respectiv,
R ! @8 ..
12 17 — 7 _ re 87
B2 oy T a0 aaap) ]
(= B)? Y
1 «@
del; =b;+ =Y, si c; = ———[2(a + 28)b; + (o — 48)1;].
wde = b+ Y, sic= e 28)h+ (0~ 49)L
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2

Demonstratie.Pentru L(a, ) = ( “ )%, B # 0, invariantii sunt
a —
a (o — 4B) 38 (. — 28) o’ (o — 28)
— 3 4 g = g = — = . P 1
=3y ) P = T gy PR T T gy P T e
calcul direct se obtin expresiile din enunt. q.e.d.

Propozitia 3.5 In cazul spatiilor Riemann, L(a, B) = o+ 82 obtinem urmdtoarele

exprimari ale tensorulut fundamental g;; st a tensorului g¥:

(3.11), 9i5 = aij + bib;
$t

. . 1 L

17 7 _ r 78
(3.12)4 g =a" — aijbibja a’*b,.b;.

Demonstrat;ie.intr—adevir, utilizand invariantii pp = 1, p_1 = 0, p_o = 0,
p =1, obtinem relatiile cerute. q.e.d.

In continuare vom studia problema variationals a unui spatiu Finsler cu (e, 8)-
metrica.

Fie F* = (M, F) un spatiu Finsler cu (e, 8)-metrici: F(z,y) = F(a(z,y),
B(z,v) s F? = F2(e, B) = L(a, B).

Functiile F' : (z,y) € TM — F(z,y) € R, F?: (z,y) € TM — F?(z,y) € R
sunt functii Lagrange. Acestea sunt functii diferentiabile pe TM = TM \ {0} s
continue pe sectiunea nuld a proiectiei canonice 7 : TM — M.

Intre cei doi Lagrangieni existd o mare diferentd, F fiind singular, in timp ce F?
este nesingular (sau nedegenerat).

Intr-adevar,

0?F 1 OF OF
kij=577= 79— 5577)
oy‘'dyl F Oy* OyJ
are proprietatea 3'k;; = 0. Urmeazi ci det||k;;|| = 0. Lagrangianul (3.4),
¥) ¥)

L{a(z,y), B(z,y)) = F2(a(z,y), B(z,y)) este nesingular, deoarece Hessiana acestuia
are elementele 2g;; si det||gi;|| # 0 pe TM.

Deci, vom studia problema variationald in spatiul Finsler F" = (M, F(z,y)) cu
(o, B)-metricd pornind de la integrala actiunii Lagrangianului nedegenerat L(a, §) =
F*(a, ) = F*(z,y), [6],[5].

Fie c : t € [0,1] —> ¢(t) € M o curbd netedd parametrizatd pe M avand
imaginea intr-un domeniu de harta locala din M. Curba c se poate exprima analitic
prin z* = z(t), ¢ € [0,1].
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Integrala actiunii Lagrangianului nedegenerat F?(z,y) = L(ca(z,y), 8(z,y)) este

data de functionala

(3.13) 1= [ P, )it

Problema variationald pentru I(c), (punctele zo = (z%(0)), z1 = (z*(1)) fiind

fixate) conduc la ecuatiile Euler-Lagrange

_OF? dOF? . dxt

2

T 9zt dt Oyt ST

(3.14) E;(F?):

Curbele ¢, solutii ale ecuatiilor diferentiale de mai sus se numesc curbe extremale,
[50].
Energia Lagrangianului L este

oL
oy’

(3.15) &L=y

Dar L = F? este 2-omogen in raport cu y'.

Energia spatiului Finsler F* = (M, F) cu («, 8)-metricd, £z, este datd de

(3.16) E,=L.

OF?

5 F?2 =9F? — F? = F? = L. Din Teorema 2.4
yZ

Intr-adevir, & = Ep2 = 1
rezulta:

Propozitia 3.6 Energia & = F? a spatiului Finsler F™ se conservd de-a lungul

curbelor extremale.

Urmeaza ca:

Propozitia 3.7 De-a lungul curbelor extremale ¢ avem
dF? _dL
dt  dt

Cu alte cuvinte, patratul functiei fundamentale a unui spatiu Finsler se conserva

(3.17) 0.

pe fiecare curba extremald a spatiului.

Consideram operatorul E; aplicat lui L(a(z,y), 8(z,y)). Obtinem

Propozitia 3.8 Cimpul de covectori E;(L(a, B)) se exprimd prin:

dlada  dLy 05,
dt Oyt  dt Oyt

(318) EZ(L) = LaEi(a) + L[gEZ(/B)
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Intr-adevar,

oL(a,f) dOL(,6) _
Ei(L = mep) 49 P)

Z( (CV,/B)) aIEZ dt ayz Sl
oxt T Yoxi b o’
oL 6% o)}
oy~ oy T oy

d 0L dL.da dLsdp d o d 98
- =———+ ——— 4+ L, ——— 4+ Lg————
dt Oyt dt Oyt  dt Oyt * “ dt Oyt + s dt Oy’

au drept consecintd formula (3.18). q.e.d.
Remarcim relatiile intre E;(a) si E;(a?) :

do Ox

. — . 2 -
(3.19) 2aF;(a) = Ei(a®) + 2 TR

Rezulta

Propozitia 3.9 FEcuatiile Euler-Lagrange (3.15) sunt echivalente cu urmdtoarele

ecuatii diferentiale:

1 dL, L ) i
(3.20) Ei(c®) + 2%Ei(ﬂ) + 2d_a Oa 1, dLyda  dLs 9P _dx

dt Oyt p' dt Oyt dt ayi}’ Y=
Demonstratie.Tindnd cont de (3.19) avem

1 1 dada dL, O dLg 0B
E(L)= —L_FE. 2 L,— - L Ez - {== : -2 iJe
i(L) oEi(a”) + * dt 6yz+ s Eilf) dt ayz+ dt 3yz}

2a a
v 1 ) 1
Pe de alta parte, avem p = 2—La sipp = §L5, ceea ce conduce la
Q

do Ox dL, 0o dLg 08
Bi(L) = pBi{o?) + 20 B(8) + 205 o = (gt 5 o+ =l 5

iar E;(L) = 0 este chiar (3.20). q.e.d.
Sa fixam acum o parametrizare a curbei c¢. Consideram s lungimea arcului de

dz A z
curbi dati de ds? = o?(z, — )dt. In acest caz o?(z, d—) = 1. Atunci, s se va numi
s

parametru canonic. De-a lungul curbei ¢ avem

da_

21 — =0
(3:21) 75 =0
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Propozitia 3.10 In parametrizarea canonicd, de-a lungul unei curbe extremale c,
avem

g _, dL _ dla _, dLa

(3-22) -0 %% % =0

A dL
Intr-adevar, Fl 0 are loc conform propozitiei precedente. Luand in consi-
s

derare ca de-a lungul unei curbe extremale ¢, (3.21) este satisficutd, rezultd ca

L
le—s = La Is d—Li- Lg lef —dLg Cj{f = 2/.6Remarcand cd Lg # OC;Lurmeazé T 0.
B
In final % = Loyo— s -+ Laﬂ% = 0. Analog pentru E =0.

Fie F;j(xz) campul tensorial electromagnetic corespunzator functiei electromag-
netice 8 = b;(x)y*

ob; b,

(3.23) Fy(a) = 5%~ 55

Tinand cont de expresia lui E;(53), obtinem:
(3.24) Ei(B) = Fij(z)— .
Utilizand (3.21), (3.22), (3.23) putem afirma:

Teorema 3.2 In parametrizarea canonica, ecualiile Euler-Lagrange ale spatiului

Finsler cu (o, B)-metrica sunt:

. gy
(3.25) Ei(e?) + Q%Fij(x)y] =0, o = d_‘i_

Aceste ecuatii sunt exact ecuatiile Lorentz pentru un spatiu Randers. Le vom numi

ecuatiile Lorentz pentru un spatiu Finsler cu («, 8)-metrica.

Teorema 3.3 Ecuatiile Lorentz ale spatiului Finsler cu («, 8)-metricd F™ = (M, F)

au forma:

d2 i Ly do® N
unde
(3.26) o(w,y) = %, Fi(z) = 0" (z) Fyy(z)

$1 v sunt simbolii lui Christoffel ai tensorului metric Riemannian a;;(z).
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Demonstratie.Intr-adevir, din (3.2) si (3.14) avem

0 d 0 ) O ) . )
Fi(0®) = (5= — —2=)(@mid™) = ZmLy™y — (@m0 + Gmgy™6]) =
(o?) (axz dsayz)(a iJ"y’) agi VY ds(a 0y + amiy™o})
_00mj i Ay Omi g dy™
T Ot vy =Gy ds oI y oy = Gim ds

aamj aaij aami g dyj
= = — - - — 2a;,—
{ oxt ox™  OxI bty %ij ds

Inlocuind in (3.25) si tinand cont de (3.26)’ avem

Oai; ~ Oapm; aam] i dy? dz?
_{axm + o } 2045—— ds +20(z, y) Fij(z )ds'

1
Inmultind cu —§a ', obtinem:

d?zh N dx™ dIE] dz?
ds? ’Ym’ ds ds ds
adicd (3.26). q.e.d.

o(z,y)F——

Corolar 3.1 1°. Daca b;(z) = ag(:v) (B-este un gradient) atunci (3.26) ne dau
:EZ
geodezicele spatiilor Riemann R"™ = (M, o?(z,y)).

0
2°. Transformarea gauge b;(z) — bi(x) + % pastreaza forma ecuatiilor
Lorentz.
Intr-adevir,
. _0p(x) . o _ ) .
1°. bi(z) = o implicd F;;(z) = 0. Astfel, membrul al doilea al ecuatiei
:EZ

Lorentz se anuleaza.

2°. bi(z) — bi(z) + QD(:ZE) implicd invarianta tensorului electromagnetic Fj; iar

oz

membrul al doilea al ecuatiei Lorentz este un factor nou oL inmultit cu F}(z). g.e.d.
p

Lema 3.2 Pentru orice spatiu Finsler F™ cu («, 8)-metricd, campul de covectori

) 0o
Oy = — nu se anuleazd.

oy*

0o o1
Demonstratie.Prin reducere la absurd, presupunem cd —— = 0, ceea ce implicd

Oy
0p1 Oo

Byt g Byt

i = 0(p_1b + p_2Ys).
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Dar Lema 3.1 ne asigurd ci {b;,Y;} sunt liniar independenti. Astfel, py = op_1,
pP-1 = 0pP_9 Sau
o
Les = _Laps Las = _(Laa = _Lg).

Dar
1 o
L[g = CVLag + ,BL[g[g = O(Laa —_ aL[g) + a,@La[g =
g g
= —(aLgyy Log — Lg) = —(L, — Lg).
a(a + BLap — Lg) a( 5)
Atunci I
g g g 8
Lg(l+—-)=—-L, — — = ——*—.
ﬁ( * a) o a L,

L
Astfel, Lg(1 + L—ﬂ) = Lg implica Lg = 0, ceea ce vine in contradictie cu Lg # 0.

o4

q.e.d.
Aplicatii.
. . 2 a+p
1°. Pentru spatiile Randers, L(e, 8) = (e + )%, avem p= ——, py = a+
«

ecuatiile (2.4) au loc cu o = AL «, fiind identice cu cele obtinute de Prof. R.Miron
p

in [51].
4 4

2°. Pentru spatiile Kropina, L(«, 8) = %, se obtine p = 2(%)2, o = _%,
1 o?
- %:_ﬁ. o? o?(a — 28) 4
. — «
3°. Spatiile 1;/[2atsum0t0, L(a, B) = (a — ﬂ)2’ au p = R o= @B
sio= % = o5

4°. Pentru spatiile Riemann, L(c, 8) = o+ %, avem p=1, py = Bsio = Pr_
p
8.

Pentru aceste spatii ecuatiile Lorentz sunt (3.26) cu exprimarea invariantului P

P
de mali sus.

Conexiunea neliniara canonica gi N-conexiunea liniara metrica.

Ecuatiile Lorentz (3.26) pot fi scrise in forma

; dz’ ;. drt
+Nj($7y)a—0, V="

d?zt
ds?

(3.27)
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unde

(3.28) Ni(z,y) = Yip(@)y® — o(z,y)F}(2)

si unde 7}, (z) sunt simbolii lui Christoffel corespunzitori metricii Riemann o?. In-
variantul o = % depinde de (2, y?) prin intermediul lui a(z,y) si B(z,y) si dupd
cum aratd Lema 3.2, covectorul 65 = a—;k nu se anuleaza.

Sistemul de functi N/ din (3.28) determin o conexiune neliniaré N, care depinde
numai de functia fundamentald F(z,y) a spatiului Finsler cu (¢, 8)-metricd, [50].
N se numesgte coneziunea neliniard canonica Lorentz a lui F™.

Rezultd cé (3.27) ne dau curbele autoparalele ale conexiunii neliniare V.

Tensorul de torsiune al lui N este
(3.29) te = (63F — 01 F))o,s.
Conform Lemei 3.2, urmatoarea proprietate este imediata:

Propozitia 3.11 Tensorul t;k se anuleaza daca st numai daca covectorul electro-

magnetic b;(z) este un gradient.

Coneziunea Berwald a conexiunii neliniare canonice N are coeficientii

(3.30) B]i'k = ’Y]Zk(x) - F]Z(x)ffk

Tensorul ¢, este tensorul de torsiune al conexiunii Berwald B};. Conexiunea neliniar,
canonica NV determina o distributie diferentiabila, notata cu NV, suplementara distributiei

verticale V pe varietatea TM :

(3.31) T,(TM)=N,®V,, YueTM.
., 6 0 y .1 e v o y
Fie (@, a—yz) baza locald adaptatd lui NV si lui V, iar (dz*, dy") baza sa duali,
[49]:
0 0 j Y i i i i

In timp ce distributia verticals V este integrabils, distributia (orizontali) N nu

are aceastd proprietate.
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Tensorul de integrabilitate al lui N, [56] este:

N 6N

Fie Fﬁ » deriavata covariantd a lui F} in raport cu conexiunea Levi-Civita %, si

;—Ok = 03. Avem
x

Propozitia 3.12 Tensorul de integrabilitate R;k al conexiunii neliniare N este dat
de

(3.33) Ry = —pi'emy™ + 20(Fjy, — Fj);) + 2(Fjoy, — Fioy)

unde p;'rm este tensorul de curburd al coneziunit Levi- Civita.

Propozitia 3.13 Daca urmatoarele conditii au loc, atunci distribufia orizontala N

este integrabila:
(3.34) p'em =0, Fjp =0, 0, =0.

Caracterul geometric al conditiei precedente este evident.

Considerdm N-conexiunea liniars DI'(N) avand coeficientii (L%, C%;) si tensorul
fundamental g;;(z,y) din (3.11)’ a spatiului Finsler F* = (M, F(z,y)) cu («, 8)-
metrica.

h-derivata covariantd a lui g;; se exprima prin

Ji§
Vk 9ij = Sk

- Lfkgsj - L;kgis
(3.35)

Vi 9i5 = a—lez — Ci9s5 — CirGis-

Se poate demonstra, [56]:

Teorema 3.4 1°. Ezistd o unicd N-coneziune liniard DU(N) = (L%, Cl%) avind

proprietatile

o %
Vi gi; =0, Vigy =0
(3.36)

i i i i (i i
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2°. Coeficientii lui DT'(N) sunt dai de simbolii lui Christoffel generalizati:

.1 .. 094  0gis Ok
[i = Zg% 5. Js _ J
k= 99 (&BJ * dxk 5:55)

(3.37)

i 1 is(agsk 99;s _ agjk)
k9 oyl Oyk  Oys
3°. Coneziunea DT'(N) depinde numai de functia fundamentald F (z,y) o spatiului

Finsler F™ cu (a, §)-metricd.

DT'(N) se numeste conexiunea metricd gi canonicd a lui F™.

Bazandu-ne pe conexiunea neliniard Lorentz N gi pe conexiunea metricasi canonica
DT'(N) putem construi geometria spatiilor Finsler cu (¢, §)-metricd urmand metodele
din cartile [49],[50].

4 Problema variationala pentru Lagrangieni de
ordinul 2.

Conditii Zermelo
Un Lagrangian de ordinul 2 este o aplicatie L : E = Osc?M—R. La-
grangianul este diferentiabil dacd L este de clasi C* pe varietatea E g L este
continuu in punctele (z,0,0) ale lui E, care se identificd cu punctele varietitii baza
M.
Fie Hessiana Lagrangianului diferentiabil L(z,y™,y®) in raport cu y®, avand
elementele date de 2g;;(z, y™,y®), unde

1 %L
g ey __~ = |
gZ](x7y 'Y ) - 2 ay(Q)Zay(Q)]

gi; este un d-camp de tensori diferentiabil pe E, simetric, covariant de ordin 2.

Pentru un Lagrangian diferentiabil L(z, y("),y®) vom considera derivata Lie in

raport cu un camp vectorial X pe E, notat prin
X(L(z,yM,yP)) = £x Lz, y'", y*).

. 1 2
In raport cu campurile de vectori Liouville I' si I':

.0 2 .0 .0
(B~ — = 2_~
By @i’ I'=y By i +2y By @i
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obtinem campurile de scalari pe E

Acestea se vor numi invariantii principali ai Lagrangianului L.

Invariantii se exprima astfel:

1 . OL 2 . OL . OL
_ (Vi _ Vi (2)i :
I(L)=y 5y I(L)=y 5y~ 2 50

S& considerdm c¢ : [0,1]— M o curb& netedd parametrizatd, reprezentatd intr-un
domeniu U al unei hirti locale prin c(t) = (2%(¢)), t € [0,1]. Extensia acesteia,
¢:10,1]—7~1(U) C E este reprezentatd de

~_d:vi

2 8
:Ei — :Ei(t), y(l)z (2)i _ 1 d°z

Integrala actiunii Lagrangianului L in lungul curbei c este definita de

L de 1 d’z

Se poate demonstra teorema:

(t), te][0,1].

Teorema 4.1 Condifia necesard ca integrala actiunii I(c) sd nu depindd de para-

metrizarea curbei ¢ este datd de:
1 2
(4.1) I(L)y=0, I(L)=1L.

Demonstratie.Fie difeomorfismul diferentiabil ¢ = #(t), ¢ € [0,1]. Pentru ca

integrala actiunii sa nu depinda de parametrizarea curbei c este necesar ca:
- (. dx 1 23\ di de dt 1 d (dz dt
L :E,—N,——N —:L :E,—N—,—— - .
dt” 2 di? ] dit dt dt’2 dt \ dt dt

dt ~ . 0L
Derivand in relatia precedenta in raport cu 7 siluand £ = t obtinem L = y(?

By

. 0L 2 ’t -
(2 _ ivand inci odats i @ S luand F =
2y 2y sau L =I (L). Derivand incéd odatd in raport cu o 8 luand ¢ =t se
1
obtine I (L) = 0. q.e.d.

A.Kawaguchi si K.Kondo au numit ecuatiile (4.1) conditiile Zermelo.

Teorema 4.2 Spatitle Lagrange de ordinul ol doilea care satisfac condititle Zermelo

(4.1) sunt spatii singulare, adicd rang||gi;(z,y,y®)|| < n.
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1 . OL
Demonstratie.Conditia I (L) = 0 conduce la y(l)zm = 0, care prin derivare
y 2
%L

in raport cu y®7, ne di: y(l)iW = 0, echivalentd cu yVig,;(z,yY,y?) =0
y 2

Oy ()i

care aratd c& rang||gi;(z, ¥V, y?)|| < n. q.e.d.

Rezultatul este cunoscut. A fost demonstrat prima data de T.Kawaguchi. El a
fost utilizat de Kazuo Kondo, [42], in teoria cAmpurilor fizice.

In cazul spatiilor Finsler de ordinul doi (si chiar de ordinul k), vom demonstra,

un rezultat nou, care surprinde.

Teorema 4.3 Nu exista spalit Finsler de ordin k > 2 care sa satisfacd condifiile

Zermelo.

Demonstratie.Vom justifica rezultatul pentru ordinul £ = 2 dar demonstratia
ramane aceeagi gi in cazul general.

Admitem prin absurd cd existd spatii Finsler de ordinul al doilea
FOr = (M, F(z,y™,y?)) care satisfac conditiile Zermelo (4.1)

I(F)=0, I(F)=F.

2
Din conditia de omogenitate a lui F' avem £,F =I" F = 2F, (pentru k > 2 se

r
2
obtine kF') iar din a doua conditie Zermelo I (F)) = £,F = F. Urmeazi 2F = F,
r
(in cazul k > 2, kF' = F) deci F' = 0. In contradictie cu F' > 0. q.e.d.

Problema variationala

Pe un deschis U vom considera curbele
c. it €[0,1]—(z'(t) + eV'(t)) € M,

unde £ este un numar real, suficient de mic in valoare absoluta asa incat Imec. C U
si Vi(z(t)), notat cu V(t), si fie un cAmp de vectori regulat pe U, restrictionat la
curba c. Presupunem ci c. au aceleasi extremititi ¢(0) si ¢(1), ca ale curbei ¢ gi in
aceste puncte ele au aceiagi vectori tangenti. Rezultd c& V*(t) satisface conditile:

dv? . dv?

(4.2) Vi(0) = V(1) =0, = (0) = =

(1) = 0.
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Extensia la E a curbelor ¢, este

6rte[0,1]> ( i) +evice), e W1 (d2xi+5d2Vi>> enL(U).

dt dt ° 2\ dt? dit?

Integrala actiunii Lagrangianului diferentiabil L(x,y™,y®) in lungul curbelor c,

este

1 dz dv 1 (d’z d*v
4. I(c.) = / L hdied
(4.3) () =, (‘Hvd “at 2<dt2+ dt2>>dt
Conditia necesard ca I(c) si fie extremald pentru I(c.) este
dife))  _
de |._,

In conditile noastre de diferentiabilitate, operatorul permuta cu operatorul de

de
integrare. Din (4.3) se obtine:

dI(c.) (td de  dV 1 (d*z  d?V
-[ %L
A <+Vd dt2<dt2+ ae ) %

Calculand se ajunge la:

di(c)| /1 OL ;  OL avi 1 oL &V']_
de |._, Jo |07 oy dt 2 gy@i (g2
Inlocuind ) oL 2 oL Vi 8L
(L) =V g i v L) =V g ¥ i 5,@
si
0 2
(4.4) By (L) = oL d OL 1 d* 0L

9 dt By 2 diZ 9y
se deduce identitatea:

0L dV* OL 1 &?V* oL
@—i_ dt ay” +§ diz2 Oy

(4.5)

Obtinem atunci:

dI(c.)
de
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Cel de-al doilea termen din partea dreapta este 0 ceea ce conduce la

dI(c.)
de

10 ,
=/ E; (L)V' dt.
0

e=0
Deoarece campul vectorial V' pe curba c este arbitrar, tindnd cont de conditia de

extremum gi de ultima egalitate, putem enunta teorema:

Teorema 4.4 Pentru ca integrala actiunii I(c) sd aibd valoare extremald pentru

I(c.), este necesar sd aibd loc ecuatiile Euler—Lagrange:

0 afdL d 8L 1 & 8L
Bl = 50t~ droyi T2 4 e =
yi_ L &

2 dt?

Yt

Curbele ¢ : [0,1]— M, solutii ale ecuatiilor E-L se numesc curbe extremale

pentru integrala actiunii I(c).
0
Teorema 4.5 FE; (L), din (4.4), este un d—camp de covectori.

Demonstratie.O transformare de coordonate pe E implica

HE by b vl ae= [ B Ok w]vidg=o
/0 [ ] /0 [ OxJ

Dar V* este un cAmp arbitrar de vectori.

0 .
1L 07 0
Din acest motiv ultima ecuatie implicid E; (L)a—x] =E; (L). q.e.d.
T

1 2 d
Operatorii [y, Iv,d—‘;

Fie ¢ : t € [0,1]—(2*(t)) € M o curbi neteds, ¢ extensia sa pe E si
V¥(z(t)) un camp de vectori diferentiabil in lungul curbei c.

Avem urmatoarea lema:
Lema 4.1 Aplicatia Sy : c—Osc*M, definitd prin
Tt = 2(t)

y(l)z’ — Vi(:v(t)), 2y(2)i = W, t e [0, 1]

este o sectiune a proiectiei 7 : Osc>?M — M de-a lungul curbei c.
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Intr-adevar, se obtine:

. 0T gy, 0F . . Cod (0% .\ AV
()i DI = Vi =V 9@t = 2 Vi) = )
4 83 7 O’ > Y di (3:57 dt
. q.e.d.
Daci Vi = d—:z, atunci S g, (¢) = ¢.

dt
Profesorul R.Miron a avut ideea introducerii urmatorului operator de-a lungul

curbei ¢: . .
dy _.; 0 N dvt o +1 vt o
dt — Oxt  dt Oy 2 di2 oy@i

Importanta acestui operator rezula din:

d ey
Teorema 4.6 Operatorul V. are urmdtoarele proprietati:

dt

1° FEste invariant in raport cu schimbarile de coordonate pe E.

dy L
2° Pentru orice Lagrangian diferentiabil L(z,yV, y(?), YV este un camp de scalari

dt
de-a lungul lui c.
3° Este un operator de derivare, adicd,
dyv dyL dyL
—(L+ L) ="~
i T =" T
dyv dy L
4.6 i S
(4.6) dt(aL) e a € R,
dyv dy L dy L'
VL IN=2YZ.1'+]. .
il L= g
40 _— P — .
7 o pentru V i

Demonstratie.1® Utilizand transformarile de coordonate locale, avem:

dV _ (I)Z a

dv _ 5 0 Lo on O Ay D wi 9
dt ox?

5 ) dg®* 9
-+ - =1 —
Oy L) dt Oy O

o7 T Tt a5

+ 2y

+ 21

d . A
Deci, d—‘; este invariant in raport cu o transformare de coordonate pe E.
dyL dyL

2° Din 1° deducem T pentru orice Lagrangian diferentiabil de ordin

3° Din forma lui le—: obtinem (4.6).
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i

4° Daci Vi = d—:z si cum in lungul curbei ¢ avem
Ji = e 1
dt’ 2 di?’
(2
db _OL i g OL o, OL dy™
dt Ozl Oy ()i oy@i ¢’
ezulta —— = entru V' = .e.d.
rezu g = g pentru o ) a
Teorema precedenta ne indreptateste s numim operatorul d—‘; derivata totala in
directia vectorului V.
Vom considera operatorii:
1 .0 2 .0 avt 9o
— K3 — K3
=V g@ V=V g oi T & 3,®
Se demonstreaza urmatoarea teoremas:
Teorema 4.7 Operatorii de mai sus au urmdtoarele proprietdafi:
12
1° Iy, Iy sunt campurt vectoriale de-a lungul curbei c.
2
2° Iy (L), Iy (L) sunt campuri scalare.
2 dy dy
3 Iy=J|— I J?
=) b= ()
. Zt L2 1 2
4° Daca V' = TR atunci Iy, Iy sunt campurile vectoriale Liouville T' st T',in

lungul curbei c.
Identitatea (4.5) conduce la urméitoarea teoremi:

Teorema 4.8 In lungul oricarei curbe ¢ in M, avem

dvL 0 d 2 1 d% 1
4.7 =V'E, (L)+ — Iy (L) — = — Iy (L).
(4.7) di ()+dtV()2dt2 v (L)
dy L . . S
Teorema 4.9 Are loc e 0, in lungul curbelor extremale a integraler actiunii
1 dt
I(c), daca, si numai dacd, Iy (L) — 5 % Iy (L) = const. in lungul curbei c.

Utilizand (4.7), ultimul rezultat este imediat.
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Corolar 4.1 Pentru orice Lagrangian L(z,y™V,y@), in lungul curbei netede c, avem

dL  dz® 0 d 2 1 d? 1

0
Corolar 4.2 Dacd ¢ este o solufie a ecuatiei Euler—Lagrange E; (L) = 0, atunci L

2 1d1
este constant in lungul curbei ¢ daca, si numai dacd, I (L) — T I (L) = const.

Covectori Craig—Synge

0
Pe langd campul de covectori E; (L) existd alte doud cAmpuri de covectori

ll?i (L),z?i (L) asociati unui Lagrangian L diferentiabil de ordinul 2. Ele au fost
introduse de H.Craig si J.Synge. Aceste campuri sunt frecvent utilizate in geometria
Lagrangienilor regulati de ordin 2.

S& considerdm o curbé netedd ¢ : [0,1)]— M gi in lungul extensiei ei ¢é urmétorii

operatori, (de tip Euler-Lagrange):

0o d 0 1 &2 0

o dt Gy 2 P oy
g d 0 2 1 0

=2 ¢ 9 g ,
oz’ * dt Oyi 2 Oy

0
E;

txy—
I

Principala proprietate a acestor operatori este data de teorema:

Teorema 4.10 E; (L), («=0,1,2) sunt d-campuri de covectori.

. 0
Intr-adevar, tindnd cont de teorema 4.5, E; (L) este un d—camp de vectori.
2 1
Evident, E; (L) are aceeasi proprietate. Pentru E; (L), pe curba ¢, avem

0L d 0oL oy 9L 9@ AL

1

Bi(L) = =507+ & oy ~ ~ 9,07 85000 ~ ay0% 805

L4 (o oL \ _ 0% oL oy oL oy oL N
dt \ ozt Oy@3 ) 9zt gl ozt Oy drt  9jDi

0%/ d 0L _a.w‘( oL  d ai) o L .

_|_

*ow @ 85— oat \ o5 T di 95@7 ) — o D0 (D)

q.e.d.
In cazul general al Lagrangienilor diferentiabili de ordin superior, teorema ante-

rioara poate fi demonstrata, folosind urmatoarea lema:
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Lema 4.2 Pentru orice Lagrangian diferentiabil L(z,y™",y®) si orice functie
diferentiabild ¢(t),t € [0,1], de-a lungul curbei ¢ avem
do 1 d®¢ 2

By ($1) = ¢ B; (L) + 2 By (1) + % B (L),

Demonstratia este imediata, daca remarcam ca

a(gL) AL a(¢L) _  d(I)

Ozl :¢3xi’ Oylayi Oyle)i’

=¢ (@ =1,2),

si apoi aplicam regula lui Leibniz.
Un alt rezultat este dat de:

Lema 4.3 Daca F este un Lagrangian diferentiabil de ordin 2 avand proprietatea

aF
=0, atunci au loc urmadatoarele ecuatii, de-a lungul curbei c:

oy

0 aF _d oF

ozt dt  dt Oz’
Ny 0 _daF_oF d oF
(48) oy A~ ot T di ayr

0 dF OF
- 9
Oy dt oy
Intr-adevir, se obtine

AF _OF ., . OF o, dOF O°F .. . &F .
: )i 9 i (2)Z (1).7 92 _ (2)7,
dt o v Oy L) Vo dtor T ariog” * OzioyJ Y

Deci, prima egalitate (4.8) rezults imediat. In mod aseminitor se arati si celelalte
doua.

Teorema 4.11 Pentru orice Lagrangian diferentiabil L(z, y y(2)) §t orice funclie

F(z,yY), de-a lungul curbei ¢ avem

0 dF 0
E,|L+— | =E;(L).
(+dt) (L)

dF 0 0 (dF
Demonstratie.Utilizand proprietatea E L+ 0 =FE; (L)+ E; I gi din

y . 0 (dF
lema precedenta, obtinem F; )= 0.

Ultima teorema poate fi formulata si astfel:
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dF
dt

least curbe extremale, pentru orice Lagrangian diferentiabil F care are proprietatea
oF

Gy =V

1 1
Teorema 4.12 Integralele 1I(c) = / Ldt si I'(c) = / (L—i— dt au ace-
0 0

Bazandu-ne pe lema 4.2, putem demonstra teorema:

Teorema 4.13 Pentru orice Lagrangian diferentiabil F, avand proprietatea

oF . ..
—-— =0, au loc urmatoarele ecuatii:

Oy(2)i
0 (dF 1 [dF 0 2 (dF 1
E; (%) =0, E; (%) =—E; (F), E; (%) = — E; (F).

In consecinta, are loc:

Corolar 4.3

OF 1
a. Daca Lagrangianul F are proprietatile 4@ 0, E; (—) =0,
y K3

0
atunci: E; (F) = 0.
y . . 2 (dF .
b. Daca Lagrangianul F are proprietatea E; il 0, atunci avem

oF
=0
ay(l)z

2

Energiile él’c (L), & (L)
Functia

. 0L . OL
Di _“~ @ 7~
gy T e

este un camp scalar pe varietatea E = Osc’M (nu numai in lungul curbei c). Aceasta
extinde notiunea clasica de energie. Totusi nu este convenabila pentru Lagrangieni
L(z,y™M, y®) deoarece nu satisface legea de conservare.

Plecand de la problema variationald, vom defini notiunea de energie de ordin

superior in lungul curbei ¢ : [0,1)]— M. Fie & extensia la E a curbei c.

Definitia 4.1 Vom numi energie de ordinul doi pentru Lagrangianul diferentiabil

L(z,yW, y?), de-a lungul curbei ¢, functia definits prin:

(4.9) £ (L) =I(L)—~ 2% 1()-1L.

(T
SIS
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Aceastd notiune a fost introdusa si studiata de M.de Leon, D.Krupka si altii. Ei
au demonstrat legile de conservare pentru energia § e (L).

Problema variationald ne conduce la introducerea functiei:
(4.10) £ ()=~ 1(D),

numita energia de ordin 1 pentru Lagrangianul L. Bineinteles, aceasta nu depinde
de curba c. Aceasta proprietate este foarte importantd in geometria Lagrangienilor
de ordin 2.

Teorema 4.14 Dacd Lagrangianul diferentiabil L(z,y™,y®) satisface conditiile

1 2
Zermelo, atunci energiile €, (L) si €. (L) sunt zero.
Variatia energiei de ordin doi este datd de teorema:

Teorema 4.15 Pentru orice Lagrangian diferentiabil L(z,y™,y?) de-a lungul unei
. 2
curbe netede c:[0,1]— (z*(t)) € M wvariatia energiei de ordin doi €. (L) este datd de
2 .
d&. (L) dz' 0

(4.11) === B (D).

Demonstratie.Din (4.9) deducem

2 1 ,
dé. (L) _dI(1) 1dI(L) dL_ di' o

(4.12) dt dt 2 dz dt  dt i (L)-

q.e.d.

Aceastd teoremd are o consecintd importanta:

Teorema 4.16 Pentru orice Lagrangian diferentiabil L(z,y),y?), energia de or-
2

din doi, €. (L), se conservd in lungul oricarei solulii ¢ a ecuatiilor Euler—Lagrange

0

1
Un rezultat aseméndtor poate fi stabilit pentru energia de ordin 1, &, (L).

Teorema 4.17 In lungul unei curbe ¢ avem urmdatoarea exrprimare a varialiei en-

ergies de ordinul 1:

(4.13) — 4



Problema variationala pentru Lagrangieni de ordin superior 62

1
Demonstratie.Variatia pe c a energiei £, (L), se obtine din:

d &, (L) 1 . OL . d oL
G \l) _ _Zlg @i 9 & 9% [ _
it 2{ V7 5y@i TV @y
1 2 1 dat 1
= S IW-5 2 B

q.e.d.

In continuare putem enunta corolarul:

. 1
Corolar 4.4 In lungul curbelor ¢, solutii ale ecuatiilor diferentiale E; (L) =0, are

loc ecuatia:

5 Problema variationala pentru Lagrangieni de
ordin k.

Problema variationald pentru mecanica Lagrangiana de ordin superior a fost
studiatd de R.Miron, M. Crampin, M. de Léon, D. Krupka, D. Grigore, K.Kondo si
altii.

Vom studia in continuare Lagrangieni de tipul L(z,y(V,...,4®) utilizind teoria
geometrica a fibratului k-osculator. Pentru aceasta vom urmari problema variationala,
covectorii Craig-Synge, energiile de ordin superior si legile de conservare ale aces-
tora.

Lagrangieni de ordin k. Conditii Zermello

Un Lagrangian de ordin k, (k € N*), este o aplicatie L : E = Osc*M — R.
L se numesgte diferentiabil daca este de clasa C™ pe E si continuu in punctele
(z,0,9P, ..., y®) ale varietitii E.
Hessiana Lagrangianului diferentiabil L, in raport cu y*¥, pe E are elementele
20;5 :
1 0?L
%= 3 50y
gi; (2, ¥V, ..., y®)) este un d-cAmp tensorial, covariant de ordin 2, simetric.
Derivatele Lie ale Lagrangianului diferentiabil L(z,y™",...,y®) in raport cu

1 k
campurile de vectori Liouville T, ..., I" ne dau scalarii

1 _ k —
INL) = £,L,...,I%L) = £,L.
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Datorita importantei lor in aceasta teorie, acestia se vor numi invarianti principali
ai Lagrangianului L si se exprima astfel:
oL

oL . OL

1 — ()i 2 — i ()i _~~

IL)=y ay(k)i’I (Ly=y Gy + 2y ay®i
. 0L . 0L . OL

k — ()i (2)i (k)i

ML) =y By +2y By +etky By

S& considerdm curba netedd parametrizatd c¢ : [0,1]— M reprezentatd pe un
domeniu de hartd locals prin =i = z(t),t € [0,1]. Extensia acesteia ¢ : [0,1]—FE
este data de:

- 1 da?

; ; ; 1 dkat
r =z (t)7 y(l) = ﬂ%(t)f"a =

i _ L dz’
y K dik

(t), t €[0,1].

Integrala actiunii pentru L(z,y™", ..., y®)) este

(5.1) I(c) = /OIL(:v(t), d‘z—f)% dl;:z](f))dt.

Se poate demonstra urmatorul rezultat:

Teorema 5.1 Pentru ca integrala actiunii I(c) sd nu depindd de parametrizarea

curbei ¢ este necesar sa fie satisfacute
(5.2) M"NL)y=---=1""Y)=0, I*(L) = L.

Conditiile (5.2) se numesc conditiile Zermello.

Exact ca in paragraful precedent avem:

Teorema 5.2 Spatiile Lagrange L®" k> 2. care satisfac conditiile Zermelo sunt

singulare.

Teorema 5.3 Nu ezistd spatii Finsler F®" k> 2. care satisfac conditiile Zermelo.

Problema variationala

Vom studia problema variationald ca o extindere naturald a teoriei din
capitolul precedent.
Fie ¢ : [0,1]—M o curbi si ¢ : [0,1]— E extensia acesteia la Osc*M. Pe un

deschis U consideram curbele

c.:t € [0,1]—(2'(t) +eVi(t)) € M,
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unde € este un numar real, suficient de mic in valoare absoluta pentru ca Imec, C U,
Vi(t) = Vi(z(t)) fiind un cAmp de vectori regulati pe U, restrictionat la curba c.
Presupunem ci toate curbele ¢, au aceleasi extremitéti ¢(0) si ¢(1) ca i curbele
c g1 cd spatiile lor osculatoare de ordin 1,...,k — 1 coincid in ¢(0) si ¢(1). Aceasta
inseamna:

davz’ 0 davz’

Vi) = Vi), T 0) =

(1), (@=1,...k—1).

Integrala actiunii /(c.) pentru Lagrangianul L(z,y", ..., y®) este urmitoarea:

1 1 k k
I(cs)z/L(:E-l—sV,C;—f-l—sd—v _d:v v
0

(T Y N
0 waE T )

O conditie necesard pentru ca I(c) si fie a o valoare extremald a lui I(c.) este ca:

dl(c.)

(5.3) loep = 0.
de
Avem
dl(c.) —/li[L(:E-i-EV d_x+5d_V l(dk_aﬁ—l—edk_v))]dif
de  Jo de > dt dt’ "7 kD dit dtF

iar dezvoltarea Taylor a lui L in punctul € = 0 conduce la

difcs) [P O Vi L oLV
de =0 Jo ‘Oxi oy dt k! Oy®i gk 7T
Inlocuind
. 0L . OL dvt OL
1 S v i 2 1/t
I(L) = Vig o B =Vig G + G g
. 0L dvt OL 1 A VAR )
k —_ 1/t
W) =Via o+ g o T T o a5y
si

a_L_ia—L_i_ +(_1)kld_ka—L
Ozt dt oy k! dtk oy

obtinem o identitate foarte importanta:

Ei (L) =

OL ., OL dVi+ 1oL Vi
Ozt oyLi dt k! oyk)y dtk
(5.4) =FE; (L)Vi + < i (L) — 1 d—2[k‘1(L) +ot
' dt™V o d2V
k
e R o,

k! dek Y
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Din presupunerile facute avem:

I3(L)(e(0) = L)1) = 0, (@ =1,..., ).

In consecintd putem scrie:

dI(ce) Lo , ld
Sy = [ B@Vide+ [ SID)-
o = [ Bo@vide+ [ S {IB(D)
1d . oy 1 dF!
o1 v L)+ +(=1) IE dtk_ll‘l,(L)}dt
si din relatia anterioara ne rezulta
dI(c.)

1o .
= i (D)V'dt.
L= [ B@via

Tinand cont ci V* este un cAmp arbitrar de vectori, ultima relatie conduce la teo-

rema:

Teorema 5.4 Pentru ca integrala actjunii I(c) sa fie valoare extremald pentru
functionalele I(c.) este necesar sd aibd loc urmdtoarele ecuatii Fuler—Lagrange:
0 oL d OL 1 d¢ 0L
D)=+ + (1) =0
B (D)= 5 " @ T T U5 o aw
i ki
_de w1
dt’ " k! dtk

(5.5)

Curbele ¢ : [0,1]— M, solutii ale ecuatiilor (5.5) se numesc curbe extremale

pentru integrala actiunii I(c).
Teorema 5.5 E; (L) este un d—camp de covectori.

d
Operatorii d—‘;,l‘l,, oy IE
Fie c:t €[0,1] — M o curbi neteds, ¢ extensia la Osc*M si Vi(2%(¢)) un
camp vectorial diferentiabil in lungul curbei c.

Se poate demonstra lema:

Lema 5.1 Transformarea Sy : c—Osc® M, definitd prin
Tt = zi(t), t € [0,1]

YO = Vi(a(t)), 2y = &

dv’ y 1 a7V
dt *

(k)i _
SRy = T

este o sectiune a proiectiei 7 : Osc* M— M de-a lungul curbei c.
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Egalitatea (5.4) sugereazd introducerea urmatorului operator in lungul curbei c:

dy _ 0 dVi 9 1AV 9
dt — Oxt  dt OyWi K dtk gy

(5.6)
Importanta acestui operator rezulta din:

d ey
Teorema 5.6 Operatorul V. are urmdtoarele proprietati:

dt

1° Este invariant la transformarile de coordonate.

2° Pentru orice Lagrangian diferentiabil L(z,yV, ..., y®),

dy L .
—— este un camp scalar.
dt
dy . . .
3° 7 se comporta ca un operator de derivare, adica
dv(L -+ L’) dyL dyL' dy dy L
= — =a——, a€R
dt a tao gl mag aek
dy dy L dy L'
VLN =2Y=".1'+. .
i L= Ly
4° Dacg V' = di, atunci
dt
_ 2 : i19 @i
dt dt oz * ay(l)zy Tt
oL . QL dy®r
_ o e T YT
+kay(k—1)iy T By®i dt
da .1 dFgt
y(l)z — (k)i _

“a Y TR A

2 . v S Coa e ae A . . ;
In continuare, a se va numi derivata totala in directia cAmpului vectorial V*.

Sa consideram operatorii:

.0 .0 dvi 0
1 _ ) 2 _ )
. I =Vig v =Vigam + g gm0
(5.1 e 0 dviod 1 V9
IV = V* 4+ -+

oy Tt Dy h—1)! a1 oy

Teorema 5.7 Au loc urmadtoarele proprietdfi:

1° I, ..., IE sunt cémpuri vectoriale n lungul curbei c.
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d _
2° It = (), I = J(IY), o Iy = T(I}),0 = J(Iy).

3° IH(L), ..., IE(L) sunt scalari.

. 7t . R . . . gy L k
4° Daca V' = R atunci I}, ..., I% sunt campurile vectoriale Liowville T, ...,T

de-a lungul curbei c.
In final, identitatea (5.4) cap#ti o nousd forms:

Teorema 5.8 In lungul unet curbe ¢ pe varietatea M vom avea:
10
d . 1 d2

—Vip k—1
1 d

+(_1)HH ﬁI‘B(L).
2° Daca Vi = di atuncs:

dt

dL _ dz' o d N
@~ ar Pl ) =g gl 1(Lc>lk+---+
—1)1= —1Y(D).
T g )

Corolar 5.1 Lagrangianul L(z,y™",...,y®) este constant in lungul curbelor ez-

tremale ¢ ale integralei actiunii I(c) daca, si numai dacd, in lungul acestei curbe

avem ——
po1 1 @&*HH(L)

o gl const.

I’“(L)——_7+---+(—1)

Covectori Craig—Synge
Campului de covectori E; (L) ii vom asocia, in lungul curbei netede c, alte
1 k
campuri de covectori E; (L), ..., E; (L) introduse de Craig si Synge.
Vom considera curba neteda c: [0,1]— M i in lungul lui ¢ operatorii
0 o d 0 1 d* 0
Z:—__— A _1k__—,
B=oa " @ T T U o g

1 k ol o -t 9
Ei=)_(-1) a1 )gat @
0

a=1
9 k N 1 a da—2
Ei= 0[22(_1) a( o —2 )dta_Q ay(a)i’
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1 k
Vom arita cd F; (L), ..., E; (L) sunt d—campuri de covectori.

Pentru aceasta, vom da mai intai lema:

Lema 5.2 Pentru orice Lagrangian diferentiabil L(z,y",...,y™®) si orice functie
diferentiabild ¢(t) in lungul curbei ¢ avem

@ 1

d*¢ &
(L
5 E;(L)+---+

Ei (¢L)=¢ E; (L) + pr (L).
Ca in capitolul precedent, se demonstreaza teoremele:

Teorema 5.9 Pentru orice Lagrangian L(z, y y(k)), diferentiabil in lungul unes

1 k
curbe netede ¢, E; (L), ..., E; (L) sunt d—campuri de covectori.

Teorema 5.10 Pentru orice Lagrangiani diferentiabili L(z,y"V,...,y®) si

F(z,yW, ..., y*V), in lungul unei curbe netede c, avem

o dF o o dF
B (L+ 50 =Ei (L), Bi (50) =0,
1 dF o ¥ dF k—1

Ei () == Ei (F),.. Bi () == B (F).

Teorema 5.11 Integralele actiunii

1 dx 1 dkx
1 dx 1 dkx
I’(C) = /O[L(IE,%,,EW)-F
dF, dz 1 dF 'z

dt

MRl ey )

au aceleast curbe extremale, pentru orice Lagrangian diferentiabil F' cu proprietatea
OF
=0.

ay(k)i -

Energii de ordin superior
Am introdus in capitolul anterior, energiile de ordin superior pentru La-

grangieni de ordinul 2 i vom extinde aceasta teorie la Lagrangieni de ordin £ > 2.

Definitia 5.1 Vom numi energii de ordin k,k — 1,...,1 ale Lagrangianului

L(z,yW, ...,y®), in raport cu curba ¢, urméitorii invarianti:
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1 dI* (L)

ENL) = ML) - o

+ “ e +
k-1 1 d*'1'(L)

e g T b
1, 1 dI*2(L
g ) = )+ 5 Ty
1 d+-21'(L)
k-1
59) et T,
1 1 d ,_
E52I) = 5 AL — 1 S 4t
1 d+-37Y(L)
k-1
+(_1) E dtk—3
o
1 — k—1 1
£1(1) = (<) 1 (L),

Evident, acesti invarianti depind de curba c¢. Avem un prim rezultat:

Propozitia 5.1 Au loc identitaile:

EK(I) ~ SEEND) = 1H(D) - 1
£(L) — S grr(1) = (D)
D) - GED) = () )

Un rezultat important a fost obtinut de Andreas si M. de Léon :

Teorema 5.12 Pentru orice Lagrangian L(:B,y(l), ...,y(k)) de-a lungul unei curbe
netede ¢ : [0,1]—(2*(t)) € M avem
dEF(L) 0 dr
c =— F; L)—.
dt B ( )dt
Demonstratie.Intr-adevir, din (5.7), obtinem
deF(L) d 1 dI*=1(L) 1 d*=rY(L), dL
eV k(L)) - =2 N (=) My
dt dt{ (Z) 2! dt * (=1) k! dikL } dt

“ dL
Inlocuind a din teorema 5.6 gi efectuand calculele obtinem relatia din enunt.

O consecinta imediata a ultimei teoreme este urmatoarea lege de conservare:

Teorema 5.13 Pentru orice Lagrangian L(z,y"Y, ..., y®)), energia de ordin k, E¥(L)
se conserva in lungul fiecarei curbe care este solujie a ecuatitlor Euler—Lagrange
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6 Problema variationala in cazul spatiilor Finsler
de ordinul k.

Considerand un spatiu Finsler de ordin & > 1, F®" = (M, F) s4 notim faptul c
F? este un Lagrangian regulat de ordin k. Prin urmare putem si aplicim teoria
spatiilor Lagrange de ordin superior L*)" = (M, F?). Astfel, pentru o curbi c :
[0,1] = M, Im ¢ C U, considerdm functionala:

L 1 dkx
(6.1) 1(¢) =/0 F(a(t), -, )t
si ecuatiile Euler-Lagrange:
o OF? d OF? 1 d* OF?
i F2 déf — - i _ k__—. —
(6.2) Bi (%) Ot dt oy +( ) k! dtk 9y ki
()i dx’ @i 1 dk
y = — .., = —
dt k! dtk

E; (F?) este un d-camp vectorial. Dacs luim L = ®(¢)F? unde ®(t) este o functie
arbitrara, atunci pentru Lagrangianul L avem

d*® &

dd 1
7 F2 0

(6.3) B (9F%) = @ By (F?) + = By (F) + .. +
1 k k-1
Aici E; (F?), .., E; (F?) sunt covectorii Craig-Synge. Ecuatia diferentiald E; (F?) =
0 este foarte importants pentru geometria lui F®),
k-1
Teorema 6.1 Ecuatia E; (F?) = 0 determind un k-semispray S avind coeficientii,

dependenti doar de funciia fundamentala F :

r OF? OF?
dy®i ay(k—l)j]

(6.4) (k+1)G" = ig”[
T fiind operatorul (2.8), Cap.I.

S se va numi k-semisprayul canonic. El conduce la determinarea ”conexiunii
(k)n

neliniare Cartan” pentru spatiul F'
Teorema 6.2 In spatiul Finsler de ordin superior F®O™ ezistd conexiuni neliniare
determinate numai de functia fundamentala F. Una din acestea coeficientic duali

(7.6)(Cap.1) in care S este k-semisprayul canonic al lui F®",
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Aceastd conexiune neliniard NV, se va numi conexiunea neliniara Cartan a spatiului
Fkn,

Pentru k = 1, N este exact conexiunea neliniars Cartan a spatiului F(O™ |

Teorema 6.3 Curbele autoparalele ale conexiunii neliniare Cartan N ale spatiulus

F®r sunt date de urmdtorul sistem de ecuatii diferentiale:
i k i
o’ _ i LT G
dt Tk ditk

Sy Sy(k)
a7 dt




CAPITOLUL 3

N-conexiunea liniara. Conexiuni
Vranceanu si Berwald.

1 Conexiuni liniare pe Osc*M. Caracteriziri ale
N-conexiunii liniare.

Un rol deosebit in geometria fibratului k-osculator il au conexiunile liniare care
pétreazd prin paralelism suma directd (5.2), Cap.l. Acestea au fos introduse si
studiate de R.Miron in [49] si se numesc N-conexiuni liniare. In aceastd sectiune vom
introduce notiunea de N-conexiune liniars pe spatiul total E=0sc*M al fibratului
k-osculator.

Vom da o noua caracterizare a N-conexiunii liniare utilizdnd k-structura tan-
genta si k-structura aproape de contact ale conexiunii neliniare N.

Avantajul considerdrii acestei conexiuni liniare rezultd din faptul ci, in baza
adaptata, coeficientii acestei conexiuni sunt obiecte geometrice destul de simple,

usor de gasit in majoritatea cazurilor.

Definitia 1.1 O coneziune liniard D pe Osc*M se numeste N -coneziune liniard
daca satisface proprietatile:
1. D pastreaza prin paralelism distributia orizontala N;

2. k-structura tangenta J este absolut paralela in raport cu D.

Deoarece J(N,) = Nyy1 Ya € {0,...,k — 2} §i J(Ny_1) = Vj, se obtine imediat
¢ o N-conexiune liniari D pe Osc*M pitreazi prin paralelism toate distributiile

n-dimensionale Ny, Ny, ..., Ny_1, V. Tindnd cont c¢d un cdmp vectorial X € X (FE)

72
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poate fi scris in mod unic, in raport cu descompunerea (5.2) Cap.1, sub forma
X=XH L xn +...XVk,

in care X7 = hX, XV = v,X, h si v, fiind proiectorii determinati de distributiile

suplementare Ny, Ny, ..., V}, putem afirma:

Teorema 1.1 O conexiune liniara D de pe varietatea E este o N—coneziune liniard
daca g1 numai daca sunt satisfacute urmdatoarele proprietati:

(1.1) (DxY)'e =0, (DxY")T =0, (DxY")"% =0,
| (@# B, a,f=1,..,k)

(1.2) Dx(JY?) = J(DxY™), Dx(JY") = JDxY", (a=1,...,k)
pentru orice campuri vectoriale X,Y € X(E).

Demonstratie.Daca D este 0 N-conexiune liniara, atunci avem
(DxJ)(Y)=Dx(JY)—J(DxY)=0, VX,Y € X(E).

Punand in ultima ecuatieY = Y sau Y = Y% (o = 1, .., k) obtinem (1.2). Dease-
meni, din faptul ¢d DxY# € N, pentru orice X,Y € X(F) rezultd (DxY #)V= =0,
(¢ = 1,..,k). Dacd luim YV = J(Y'), deducem c& DxY"* = J(DxYH) € N,.
Aceasta implici (DxYV)¥ = 0gi (DxY")%» =0, (a=1,..,k). Analog, obtinem
(DxYVe) = (DxY%)Vs = 0 (a,8 = 1,..,k). Invers, ecuatiile (1.2) ne dau
(DxJ)(Y) = 0,YX,Y € X(E) si prima relatie din (1.1) implicd DxY# € N,
pentru orice cAmpuri vectoriale X, Y € X (FE). q.e.d.

In continuare vom da o caracterizare a unei N—conexiuni liniare cu ajutorul k-
structurii tangente gi a aproape k-structurii de contact.

O aplicatie F(OsckM)-liniarg, F, : X(Osc* M) — X(Osc* M) datd prin:
( d d

Fa(55) = 5@
0 b
(1.3) { " \Gy@i) T gy
4] 4] 4] 0
\ Fa(éy(m) — ... = Fa((;y(a_l)i) = Fa(5y(a+1)i) =... = Fa(ay(k)i) =0

se numeste structurd aproape de k-contact, pentru Vo € {1, ..., k}.
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Teorema 1.2 1°. Fiecare structura de aproape k-contact F,, este un camp tensorial
de tip (1,1) global definit pe E = Osc*M si avem

(1.3) F, = —% ® da’ + % Ry (a=1,..,n).

2°. Fiecare structura F, depinde numai de conexiunea neliniara N.

Demonstratie.1°. Evident F,, din (1.3)’ este cAmp tensorial de tip (1,1) pe E.

2°. Cum baza adaptatd ( ) si baza adaptati (dz?, §y(®*) depind numai de

bzt Jyle)i
N, rezultd din (1.3)’ cd aceeasi proprietate o are §i Fo, a =1,..,n. q.e.d.
Dacé exprimdm N—conexiunea liniard in baza adaptatd (5.4), Cap.l, si tinem

cont de proprietatile 1. gi 2. din definitie, obtinem ca D este perfect determinata

de un set de k + 1 coeficienti (Li,, Ciy, - -+, Cly), dupd cum urmeazi:
1 (k)
D5 5o = Ly
Sh
) Db s = gy
Sh
Dz 0 _ci, O =1,.,k B=0,.k
6y(a)h
4] 4] 0
unde i

5y = 5ai B Gy T gy
Se remarca faptul ca L;h au aceeagsi lege de transformare in raport cu schimbarea

de coordonate locale (1.5) Cap.1, ca si coeficientii locali ai unei conexiuni liniare pe

varietatea bazi M. Coeficientii verticali (C%,),,_y— sunt campuri tensoriale distinse

@
de tip (1,2) de pe E.

Teorema 1.3 In raport cu o schimbare de coordonate locale (1.5), coeficientii unei

N—conexiuni liniare se transforma dupa requlile:

"oz dxh M ogr T Bgidzh’
(15) i ~r ~8 ~r ot
oF 0% 0% (@=1,.., k).

@ "0z dzh (@) " B
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Avem urmatoarea propozitie, importantad in aplicatii:

Propozitia 1.1 Dacd coneziunea liniard D pe Osc®M este o N-coneziune liniard,
adica D are proprietatile:

1. D pastreaza prin paralelism distributia orizontala N

2. k-structura tangenta J este paraleld in raport cu D,

atunci fiecare din structurile aproape de k-contact F1, .., Fy sunt absolut paralele

in raport cu D, adica

3. DFy =DFy=.--=DF;_; =0 g1
4. DFy = 0.
Demonstratie.

Demonstratia se bazeaza pe calcul direct in baza adaptata.

o o o
(Do) g = Dot Fogs) ~ FelDog 53) =
o ) ) )
=D_s (7)) ~FalCin55) = =~ Opn 5ot Cin 5.0 = 0
@ oyl 3 9% @ Y gy oy

Analog, se arata

(D F.) o _ 0, Va,8=1,..,k =0,.,k

Sy(%)h o 6y(7)] — Y, a,p=1.,8 Y=U.,
o
unde W = @

Astfel, DF, =0, Va=1,..,k. q.e.d.

Observatie. Teorema mai poate fi demonstrata aratand direct ca fiecare camp
tensorial F,, din (1.3)’ este absolut paralel.

Vom arata acum ca au loc §i reciprocele acestei propozitii, ceea ce pune in
evidenta noi caracterizari pentru N-conexiunea liniara.

O prima reciproca:

Teorema 1.4 Fie coneziunea liniard D pe Osc*M. Dacd aceasta satisface pro-
prietatile:

2. k-structura tangenta J este paralela in raport cu D;

3. F1,Fy,Fs, ..., Fr_1 sunt paralele in raport cu D;

atuncs

1. D pastreaza prin paralelism distributia orizontala N.
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Demonstratie.Fie conexiunea liniara D data de
( § (00
D55$]_Lah5z+z Jh5
1.6 o™
(1.6) <D § (0, § Een, o 1k
5w—L jh@‘i'z " 5 B a=1,.,
- [3:1
N ozh
{
d (. ¢ s, o
P05 =6 et i & e
- -
(1.6)’ { oy
5 (Oéo) ; 3 (Oé/j) ; 0 Lk
= ;7 CV,’Y— P
0 _gyleli ) hoai g ) Moy
5y(’7)h
Folosind relatia DF, = 0 obtinem
(@), 6 (), 0 (k) . ), 6 (O, ¢
—[L]h6Z+L]h6 + +L]h(5 ]:L ]h@_L]héy(O‘)z
Avem
00 ; (aq)
L 5h =L Fh
Oar) ; (a0) ;
jh = - L jh?

8)"
L'i,=0, Ya=1,,k—1,Y8=2.,k—-1, j#c.

(aq) . (ak) . (ko)

(kk) ,
Conditille L 5, =L 48t L 5, =L % =0, Va =1,..,k—1 conduc la

DJ =0.

Astfel am obtinut forma datd in formula (1.4). Analog, din (1.6)’, se obtine

formula (1.4)’.

Pentru cea de-a doua reciproca, vom vedea ca nu este suficient sa avem DF; =

= DF, = DF;_; = 0. Este necesara o conditie in plus, DF; = 0, pentru a obtine

paralelismul k-structurii tangente J in raport cu D.

Un nou rezultat este determinat de teorema urmaétoare:

Teorema 1.5 Dacd o coneziune liniard D pe Osc*M are proprietdtile:

1. D pastreaza prin paralelism distributia orizontala N

3. Aproape k-structura de contact F,, (a = 1,..,k — 1), este paraleld in raport

cu D;
4. DF, =0,
atuncs:

2. k-structura tangenta J este paraleld in raport cu D.

q.e.d.
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Demonstratie.Daci pornim cu conexiunea liniard D din (1.6) si (1.6)’ si tinem

(aB) .
cont de conditia 1. atunci se obtine: [ % = 0,Va, 8 =1,.,k «a# (. Conditiile

L L) (aa) . ,
3. §i 4. implicd L 3, = s Vo = 2,.., k. Analog, se obtine (C; o= 0si
.

00, (o),
(,y) jh == (g; jh,VOé, ﬂ, ’Y: 1,..,k.

q.e.d.

2 Conexiuni liniare induse de o conexiune neliniara
in geometria de ordin doi.

Notiunea de varietate neolonomi (distributie, conexiune) a fost introdusd de
Gh.Vrinceanu in 1926, [88], in ideea de a geometriza sistemele mecanice neolonome.
Acest concept a fost folosit in teoria fibratelor de jeturi de cidtre Ch. Ehresman,
[31]. Dupi aceea, notiunea a fost utilizatd de G.Catz, M.Crampin, M. de Leon,
W.Sarlet, J.F.Carinena gi altii. R.Miron gi colaboratorii acestuia au dat o atentie de-
osebitd acestui concept, identificaindu-1 cu cel de conexiune neliniars pe E = Osct M.
O prima motivatie pentru a studia notiunea de varietate neolonoma este data de
ecuatiile diferentiale. Dupa cum stim, o ecuatie diferentiald de ordinul al doilea
(SODE) sau un semispray determini o conexiune neliniars pe fibratul tangent a unei
varietati. Unei astfel de conexiuni neliniare i se poate asocia o conexiune liniara pe
fibratul tangent, numitd conexiunea Berwald. Aceastd conexiune este des folosita
in geometria Finsler,[50]. E.Martinez si J.F.Carinena, [46], au folosit conexiunea
Berwald in studiul liniarizarii SODE. Conditiile Helmotz pentru Problema Inversa a
mecanicii Lagrangiene a fost studiatid de Santilli, Crampin, [25], i altii, in maniera
geometrica, utilizind conexiunea Berwald. In acest paragraf vom defini conexiunea
Berwald in cazul fibratului osculator Osc?M.

Avand un semispray pe Osc?M (sau o ecuatie diferentiald de ordin trei), se
poate obtine o conexiune neliniard. Pentru aceasta conexiune neliniara vom construi
conexiunea, Berwald si vom vedea ca aceasta pastreaza prin paralelism distributiile
orizontale si verticale, deci este o d-conexiune liniara.

Pentru o conexiune liniard arbitrari pe Osc?M si o conexiune neliniard NV, vom
da o d-conexiune liniard speciald, numita conezriunea Vranceanu. Deasemeni, vom
stabili conditiile in care conexiunea Berwald coincide cu conexiunea Vranceanu. Ca

aplicatie, vom determina conexiunea Berwald a unui 2-semispray particular.
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Exprimarea locald a 2-structurii tangente pe Osc®M este:

a > a >
—-_ Y iy Y (1)
J = : (1)i®d:v + (2)Z.®dy .

Dar, cum se stie J are caracter global. Dupa cum am vazut in Cap.1.,82., cAmpurile

1 . 2 . )
Liouville I = y(1* 0 [ =gy + 2y

ay(2)Z
definite pe Osc*M.

Un camp de vectori S € x(Osc®M) se numeste semispray sau 2-semispray pe

sunt campuri vectoriale global

0
By By @i’

2
Osc*M dacd JS = T. Expresia locald a unui semispray este, (Cap.1.,§3):

0 .0 -
@2~ g Y
o 2y By (Vi 3G By’

(2.1) S =y

unde functiile G* sunt definite pe fiecare domeniu de harti locali.

O conexiune neliniard pe varietatea Osc?M se defineste ca in Cap.1, §5.

Definitia 2.1 Se numeste conexiune neliniard pe Osc*?M o distributie requlatd N,

suplementara distribulies verticale V1, adica
T.E = N(u) ® Vi(u), Yu Osc*M.

Fie No = N,N; = J(Ny), Vo = J(N1). Avem atunci urmitoarea descompunere

directa

(2.2) T,0sc*M = Ny(u) ® Ni(u) ® Vo(u), Yu Osc®M.

Baza locald adaptata acestei descompuneri este data de

by 6 0

in care
0 0 .0 .0
(2.3) 55”(; Oz’ 50 Oy 5 0yt

— _ Ny

SyMi — oyMi b oy@i”

Sistemele de funtii N}, N/ dau coeficientii conexiunii neliniare N = Ny. Dacé
L @
vom considera proiectorii h, v1, vy determinati de (2.2), putem scrie in mod unic:

X=X"4+X"4+ X" VX € x(0sc*M)
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unde X7 = hX,X% = v,X,a = 1,2. Bineinteles, proiectorii h,v;,v, au pro-
prietatile:

h+wv +vy = Id, h* = h, viv1 = v1, V20y = vg,

V1V = Vo1 =0, hvg, =v,h =0, (o =1,2)

Baza duald bazei (2.3) se va nota cu
{dxz7 6y(1)z7 6y(2)z}7 (Z. = 17 ) n)'

in care
i — g, ()i i Jod
Syt = dy(Miyp M; dz?

(2.3)” @i @iy L agi
oy\* = dy\*+ M dy" '+ M da’.

) (2)

Intre coeficientii N7, N} si coeficientii duali M}, M} ai conexiunii neliniare N avem

n @ ®n @
relatiile

N;:M;, N;:M; — anM}” )
n O @ @ ® @
echivalente cu:
M;:N;,M;:N; + N:nN}” )
n O @ @ @

In baza adaptati, 2-structura tangenta este data de

J =

® dzt + ® 6y,

Sy i Oy(2i
Proiectorii h, vy, v9 pot fi scrigi in forma

)

5 , , 0
= — t = — (I)Z - (2)Z
h P ®dz', v, 50 ® oy’ vy Gy ® dy
Pentru o conexiune neliniarda N, vom defini structura
o , ) .
(2.4) 0= — @5yVit @ sy®i

Szt Sy

Teorema 2.1 Structura 6 are urmatoarele proprietdafi:

1. %0 J? = h,

2.00J%00 =,

3. J2002:’02,

4. Id=6920J2+906J209+6J2092,a 5
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Propozitia 2.1 Structura 0 este integrabila daca st numai dacd tensorul de curburd
de tip (1,2) al conezxiunii neliniare se anuleazd, aceasta in semndnd cd gi conexiunea

nelintara este integrabila.

Demonstratie. Tensorul Nijenhuis al lui 6 este Np(X,Y) = 0% X, Y]|+[0X, 0Y]—
8]0X,Y] — 0[X,0Y]. Calculandu-1 in componentele bazei adaptate rezultd concluzia
ceruta. q.e.d.

Avem urmaétoarea exprimare a coeficientilor duali ai conexiunii neliniare, data
de L.Bucataru,[19]:

Teorema 2.2 Fie un 2-semispray pe Osc?M dat de

0 . (i O .9

a5 2y ay(i 3G By @i

S = y(l)i

Atunci coeficientis duali ai conexiunii neliniare pe Osc*M sunt dati de formulele

. 0G . OG
(2.5) Mi= . Mi= .
(1)-7 ay(2)] (257 ay(2)]

Definitia 2.2 O coneziune liniard D pe Osc*M se numeste d(distinsd)-coneziune

liniara daca pastreaza prin paralelism distributiile orizontale gi verticale.

Observam ca pentru o d-conexiune D, proiectorii h,vq, vy sunt absolut paraleli
in raport cu D, adica, Dh = Dv; = Dv, = 0.

Este cunoscut de la Vrinceanu, [88], cd pe orice varietate inzestratd cu o pereche
de distributii suplementare se poate introduce o d—conexiune liniard. Vom extinde
acest rezultat in cazul fibratului 2-osculator, pe care avem trei distributii suple-
mentare.

In acest scop dovedim:

Teorema 2.3 FieV o conexiune liniard arbitrard pe Osc?M. AtunciV : x(Osc2 M) x
x(0Osc?M) — x(Osc2M) definitd prin

VxY = hVpxhY + 11V, x01Y + 15V, x02Y +
(2.6) hlve X, hY ] + v [h X, 01 Y] + va[v1 X, v Y]+

02[v1 X, J?Y ] + (J o h)[v2 X, (0 0 v1)Y] + (J o v1)[hz, (0 0 1) Y]

este 0 d-conexiune liniard.
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Demonstratie.Prin calcul direct aratam ca ’VVXJFY = ’VVX + ’Vvy, ’VVfXY =
VXY, VxfY = X(H)Y + fVxY si cum V este aditivdl in raport cu ambele argu-
mente ne rezult ci este o conexiune liniari. Avem VxhY = hV,xhY +h[vX,hY] =
h’VVXY, deci VA = 0. Intr-o manieri similar obtinem ca Vo, = Vo, = 0, si astfel
V este o d-conexiune liniard pe Osc2M. q.e.d.

d-conexiunea liniara V se numeste coneriunea Vranceanu asociata conexiunii

liniare V gi conexiunii neliniare V.

Definitia 2.3 O conexiune liniard D pe Osc?M se numeste N-conexiune liniard
daca D pastreaza prin paralelism distribufia orizontala N iar 2-structura tangenta

J este absolut paralela in raport cu D.

Este ugor de verificat ca o N-conexiune liniara este o d-conexiune liniara, adica
pastreaza prin paralelism gi distributiile verticale Ny is V5.

Cateva caracterizari ale N-conexiunii liniare au fost date in Cap.1. Vom da in
continuare o altd caracterizare pentru o N-conexiune liniard, D pe Osc?M utilizand

structura 6.

Teorema 2.4 Fie D o coneziune liniard pe Osc>M. D este o N-coneziune liniard
daca st numat daca D pastreaza prin paralelism distribufia verticala Vo si 0 este

absolut paralela in raport cu D.

Demonstratie.Trebuie sa dovedim ca Dh = 0 si DJ = 0 sunt echivalente cu

Dvy = 0 g1 DO = 0. Ambele seturi de conditii sunt echivalente cu faptul ca D se

§ 6 G,
8zt SyDi” Gy(@)i

exprimi in baza { } adaptaté distributiilor Ny, N; si V, dupéd cum

urmeaza
(2.7)
) g 0 4 K O 9 p_ 0
Vs = Moger Pitrgym =~ fogyoe P gyen = Hugyom
5 5 § J 9 g
Sy(sl)j ozt %)] ok’ ﬁ@(l)z %)] dy(k? Sygl)j Oy %)] Oy
5 5 J J 9 g
o ek Ut by By E Dot 0y~ 5y

q.e.d.
In continuare, vom atasa unei N-conexiuni liniare multimile de functii DI'(N) =

= (F}, C;;*, Ci;*), numite coeficientii locali ai N-conexiunii liniare D.
n @
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Vom asocia unei conexiuni neliniare NV o N-conexiune liniara, care depinde numai
de N, numita conexiunea Berwald. Aceastd N-conexiune liniara apare,in coordonate
locale pentru k = 1, in lucrarea [49].

O exprimare globald a acestei conexiuni a fost datd de I.Bucataru in [19].
Teorema 2.5 Aplicatia D : x(Osc>M) X x(0sc?M) — x(Osc*M) datd de:
DxY = h[vo X, hY | + v1[h X, v1Y] + vo[1 X, v Y]+
(2.8) (B ov)[hX,(Joh)Y]+ (0 ouve)[v1 X, (Jov)Y] + J v X, 02Y]+
02[v, X, J2Y] + (J o ) [ X, (8 0 0)Y] + (J o v1)[hX, (8 0 v2)Y]

este o N-conexiune liniard pe Osc>M, care depinde numai de conexiunea neliniard
N.

Demonstratie.Toti operatorii care apar in exprimarea lui D sunt aditivi si astfel
D este aditiv in raport cu ambele argumente.

Cum hovy = hovy =v10h =v10v3 =v30h = v0v; =0avem D¢xY = fDxY.
Utilizand faptul cd fovioJoh =h, BovsoJov, = vy, J?00? = vy, B20vy0J% = h,
Johofowv =wv g1 Joviofowvy =vy obtinem DxfY = X(f)Y + fDxY. Astfel,
D ieste conexiune liniara. Pentru a demonstra ca D este o N-conexiune liniara vom

folosi exprimare locald a lui D in baza (2.3). Vom obtine

) 5§ 6 ’ ]Xf )
D 5 = 0oz 5y(1)j] = 5y 6gp’
) 5§ 6 ’ ]X)p )
D 5y = s 5y(1)j] = 5y sy’
] 5§ 6 ’ ]Xf ]
Do, Sy@i (Tov)l5 s 5y(1)j] = 5y gy@p’
) ) ¢ ]Xf )
Dot = G w50 5,@5 = 9y@i 547
5 o
D 05 = (0 ”2)[5y(1)z’ ay@)j] = By@i gyp’
] 5 d ¢ ]Xf ]
D = v ] =
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4] 0 4]
it sai ~ oy@i 5
4] 0 4]
_D il _(JOh)[W7$]:O,

a7 dy(1)J o
0 0 )

D - = 2 e, =

5327 Oz [ay@)z’ 5:57]

Astfel, avem urmatorii coeficienti locali ai conexiunii Berwald

5 N o Nt
(2.9) o J O B S O R P
i 1)i? 1] 2)i? 1]
5y( ) 05 ay( ) (2

q.e.d.

Observatie.

Am prezentat aici conexiunea Berwald, utilizdnd un caz particular de conexiune
Vranceanu. Coeficientii (2.9) diferd de coeficientii conexiunii Berwald dati de cétre
prof. R.Miron in cartea "The geometry of higher order Lagrange spaces. Appli-
cations to Mechanics and Physics.”, editatd in Kluwer Academic Publ., FTPH 59,
(1997).

Teorema 2.6 Daca o conexiune neliniard N provine dintr-un 2-semispray, adicd

. OGY
Nj= 50 atunci coeficientit locali ai conexiunii Berwald sunt dafi de:
v %Y
L O0*GF _ oGP 02GF
W gyMigy@i gy GyDrgy (i
(2.10)

PG
k k_
5 Ch=0.

@ Oy@rayl 2)

Avem urmatorul rezultat nou in cazul fibratelor osculatoare de ordinul 2:

Teorema 2.7 Fie V o conexiune liniard pe Osc?M, V coneriunea Vrdnceanu

asociata acesteia st D conexiunea Berwald. Atunci V = D dacd st numai daca
VolJ=0.

Demonstratie.In baza (2.3) avem

Vs = ligg Vingymn — ligyoe Vi gyen = ligyae
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Conditia V.J = 0 este echivalents cu I't; = FF,

locali ai lui V exprimati in baza naturald si FJ; sunt dati de (2.9). Aceasta inseamni

unde Ffi sunt primii din coeficientii

dV si D coincid pe distributia orizontald. Intr-un mod similar se arati c8 \v si D

coincid pe distributiile verticale. q.e.d.

Propozitia 2.2 In cazul spatiilor Prol®>R™ a prelungirii la Osc>M a structurii Rie-

mann g, coeficientii locali ai conexiunii Berwald sunt cei stabiliti de R.Miron, [49].

Intr-adevir, fie R* = (M, g) o varietate Riemann iar i simbolii Christoffel

asociati metricii g = g,;. Functiile

1 (3’)/;’,3

3G = ozt

T2

definite pe fiecare domeniu de harta, sunt coeficientii locali ai unui 2-semispray S
pe Osc*M.
Conexiunea neliniard canonica determinata de S are primii coeficienti dati de
0G"

: My = = A 1k
](\1% (:Evy ) ay@)j ’Y]k(x)y .

Tinand cont de Teorema 2.5, coeficientii locali ai conexiunii Berwald sunt

F]kz = ’Y;’Ci; C_;'Ci: 0; C_;'Ci: 0,
1 2

adicd tocmai cei determinati de R.Miron, [49].

3 d-tensorii de torsiune si de curbura ai unei N—
conexiuni liniare D.

Vom studia torsiunea si curbura unei N-conexiuni liniare pe OsckM, raportate

la descompunerea directd (5.5), Cap.1.
. 5 6
Fie {@7 5y(1)z7 R ay(k)z}’
canonice N, si D o N-conexiune liniard datd pe Osc* M prin coeficienti sii DI'(N) =
= (L;h, (1) ;h’ ey (% ;h)'
Torsiunea T corespunzéitoare N-conexiunii liniare DI'(V) este dati de

1 = 1,..,n, baza adaptatd conexiunii neliniare

(3.1) T(X,Y)=DxY — DyX — [X,Y], X,Y x(Osc*M).
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Tinand cont c& un camp vectorial X X (Osc®M) poate fi scris unic, in raport
cu descompunerea (5.2),Cap.1, ca X = X7 + XV + ... XV obtinem din (3.1)

urmatoarele cAmpuri de vectori:
m(xT,y™, (X" y"), (X Y*?), (o,8=1,..,k).
Atunci are loc, [49]:
Propozitia 3.1 Tensorul de torsiune T al N-conexiunii lintare D este complet de-

terminat de urmdtoarele d-campuri tensoriale de tip (1,2):

k
T(XTYH)=h(XT,YH) 4+ 3 0, (X7, YT,

a=1

k
(3.2) T(XHYe)=hT(XT,Y%) + Y 0, (X7, V"),

a=1

(X7, Y%) Z% (X*,Y%), (o, B=1,..k).

Coeficientii locali ai torsiunii 7" sunt dati de:

5 6 5 56, @, ¢

T i, = ) = CZ—’Z - « -, ) = L.
h (&E(’;’ (5:137()S It § i 76 v (&B(’;’ 5:57()5 ]h5y(°‘)(;’
, (a) .
T == L, - T == [P
3.3 g (5 (B)h? w) (P gt e (6 (B)n? W) (5) " oy@i’
(3:3) hﬂn(é o pdy, (5 Oy 8
Sy BR” Gy’ () s Sy ®m” by’ () " Gy(eli”
56 ;8 56 @, &
hﬂn(éy(g h? 5y(5 ) _(S jh@: Vo T((Sy(ﬂ ho 5y(5 ) (‘g) jh(sy(a)z7

unde o, B,y =1,2,..,k,iar 8 > v.

Are loc teorema:

Teorema 3.1 Componentele locale ale torsiunii ' o N-conexiunii liniare DIT'(N)
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sunt

N i ; O Oy ; m (so). (@),
(8) Tin =Lty — Lis, T 'n =R =ru'jny®™™, T =R %, ¢€{2,3,.,k},

(0) (0
I . @, @, (w)z.
(44) (P) ih =(C) ihs (P) in =0, (P) ih = Vi — Lip, (P) ihs
a€{l,2,. k},pe{l,2,.,a-1}, v € {a+1,.,k},
a . B8 2 [/
i) P Yp=0, P tp=C%, P ‘i =—C , P Yn=0, P "4,
(wis) B it @ "B n @g) " n @) " agy

a?ﬂ E {1727 "7k}7<P E {1727 "7ﬂ_ 1}\{@},
v e{B+1,.,k} a<ﬂ,
| «©, W,
(iv) (S) 'in =0, (S) i =70, S 'in =C 'h_ghjy(s) jh>

a€{1,2,.,k}, goe{l,2,., -1y e{a+1,.,k},

unde "1, este tensorul de curburd Riemann al tensorului metric g;;, Cap.1, §6.

Demonstratie.(¢) Din (3.1) avem:

) ) ) ) ) )
G 5a8) =P 8 5P 5 lsgh 58] =

3.4 h i
(3.4) oz 5 5:1576 5

(L;h - L%j)@ - [W’ @],

si pe de alta parte avem

6 4 k d N’Z; ’ N]Z: 0
L (@ (v

Din (3.4) si (3.5), tindnd cont de exprimarea d-vectorilor bazei adaptate, rezult:

s 6. . 6 . .90

W (5 5o 507) = Tang s = (Lin = Lhg) 55
respectiv, .
0 Nj 6 Nj
b 9 M, & ® (1)

’UIT

(&E—h’ @) =T It syi ( Szt bxi )5y(1)
De unde rezultd cu ugurintd (7).
(41) Din (3.1) rezulté:
) ) ) ) ) )
T((sy i) — D 6 Sy D s SyBn [5y(ﬂ)h’ pel
5y @R 5y
_(g) jh@ - jh(sy(g)i - [5y(5)h’ @]7
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iar crogetul este dat de

§ Ni § Ni
§ 8. W 0 % O
o 570 = Gergmi v T gt
§ N} § Nj § Ni
a0 L @ 0 (k-5)

dxd QylB+1i i QyB+2)i T g Qyk)i’

§ Ni § NI
de unde obtinem W - _ 0 si )

5y Ok oS Yin(z), pentru 8 € {1,2,..

pel{l,2,.,5-1}.
(¢47) Din (3.1) rezultd

d d d d d d
(5y I gyl sy@i) =D s sy P 6 Gumm T [5y(ﬂ)h’ 5y(a)j]
5y ® j

=8 “inggani— & wgen ~ gem gy

unde o, 8 € {1,2,..,k}, a <.
Pe de alta parte,

§ N} § Nj
§ ) @ 9 (k-a) 3
| ] - T
6y(5)h7 6y(a)j 5y 5)’1 ay(a-i'l)i 6y B)h ay
A )|
5yl y(B+Di — Syl@i gy
de unde se obtine (%ii).
(4v) Tot din (3.1) avem:
) ) ) ) ) )
(5y I §y(@) @) =D 4 Syl@i D s bk [5y(a)h’ 5y(a)j] -
5y(a)h 5y(a)1
) ) )

= ((g jh— (g hj) (Sy(a)z - [5y(a)h7 (Sy(a)j],

care Impreuna cu

S /R B P
5y(0‘)h’ 5y(a)j ] 5y(a)j 6y(a)h ay(a-l-@)i’

ne conduc la (iv).
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Obtinem urmatoarele corolare:

(o)
Corolar 3.1 Dacd o > [k/2], atunci (§) “in =0 pentru ¢ € {a+1,..., k}.

Corolar 3.2 In repere adaptate, torsiunea T a unei N-conexiuni liniare DT'(N) se

scrie sub forma:

§ 9 ;0 oy, 6
T w559 = Tling i+§::1 T g
) ) ) (o) . 5
T b £ :
(5y b’ 5%3) (5) Jh(;xz + qoZ:ﬂ (‘]?) ]h(sy(gp)z’

(= J J )—Pi~i+§:+Pi~—
Sy@n’ 5ymi’ ~(p I gy

@
0 ) P, 4
Gy 5yo) = 2 ) gy

Ne vom ocupa acum de d-tensorii de curbura ai N-conexiunii liniare D.

Tensorul de curburd IR al N-conexiunii liniare D este dat de
(3.7) R(X,Y)Z =(DxDy — DyDx)Z — DixyZ, VX,Y,Z X(E).

Propozitia 3.2 Pentru orice N-conexiune lintara D, tensorul de curbura IR satis-
face urmatoarele identitats
(3.8) JIR(X,Y)Z|=R(X,Y)(JZ),..., JF[R(X,Y)Z]|=R(X,Y)(J*2),

unde J* =Jo---0.J, unde J este k-structura tangenta.

o ori

Avem urmétorul rezultat, [49)]:
Propozitia 3.3

1° Pentru orice campuri vectoriale X,Y, 7 X(E) cu ZV> = J*Z1  qvem

(3.9) R(X,Y)Z" = J*(R(X,Y)Z"), (a=1,..., k).
2° Componentele esentiale ale tensorului de curburd R sunt IR(X,Y)Z".

3° Campul vectorial R(X,Y)Z! este orizontal.
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4° Awu loc urmdatoarele proprietdafi:

vs[R(X,Y)ZH) =0, h|R(X,Y)Z% =0

(3.10)
V| R(X,Y)Z%]) =0, (a #B), (,B=1,...,k).

Astfel, determinarea tensorului de curburd /R al N-conexiunii liniare ne conduce
la d-campurile de vectori
RXT vy zH R(XVe YIYZH R(XVe YVe)ZH,

(3.11)
(@, B=1,..k B<a)

din care se pot obtine si celelalte aplicand operatorul J :

J{R(XY,Y"ZH} = R(X",Y") 2"
J{[R(XY,Y"|Z"} = R(X %, YT\ Z";
J{R(XVs, Y} 27 = R(X"s, YV} 2",
(o, B,v=1,...,k; B < ).

d—campurile tensoriale din (3.11) si (3.12) reprezintd d-tensorii de curburd ai N-

(3.12)

conexiunii liniare D.

Au loc urmatoarele proprietati:

Teorema 3.2 1° d-tensorii de curburd din (3.11) au expresiile

JR(XHaYH)ZH = [Dgg,D{f]Z D[I}’(H YH] zZ1 - Z DXH YH]ZH7

(3.13) R(XY,Y")Z" = [D¥,DH1Z" — Diive ym Z ZDXVa ymZ
o — D2 pYelz zH
R(XV2,YV=)ZH = Dy, Dy?] ZDXV& v 2

(CV /6 - 177k7 /6 S CV)-

2° d-campurile tensoriale (3.12) sunt obfinute din d—tensorii de mai sus prin apli-

carea operatorilor J, J?, ..., J* si pundnd JYZH = Z",
(vy=1,..,k).
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In baza adaptats i, 0 , a=1,..,k| d-tensorii (3.11) au forma
Szt dyla)i
5 6\ 6 .6
" &Tnz@) Sah — Tm s
5 5\ 6 o6
R 6y(a)m76x]> (&E—h_(gh]m(s 7
(3.14) o5y s o6
E SyBIm’ gyleym | §zh (5]2) hoam s i
o 5 o o
E SyBm’ §y(B)m W _S ™ §gi
(e, B = k ,6 < ).

S& remarcim cd ceilalti d-tensori (3.12) au aceeasi coeficienti
3.15 Rb'imy Ph'jms P w'jms S w'jm(e,8=1,..k B < a).
(815) oo Lo Jywam Go'am )

Deci, d—campurile tensoriale (3.15) caracterizeazi toti d—tensorii de curburd ai
N-conexiunii liniare D..
Prin urmare, (3.15) se vor numi d-tensorii de curbura.

Din teorema precedenta rezulta

Teorema 3.3 Pentru orice N-coneziune liniard D avind coeficientis DI'(N) =
= (L', C* i), (@ =1,...,k), d—tensorii de curburd (3.15) au expresiile:
(@)

, 5Lih~ 5Lihm ) (¢ )
Ritjm= 2 — =2 4 [P L — D Lo +S " C iy RPim
hj Sxm 519 hjtp hmL pj WZI @) hp (05 J
. (SLihj . k . (‘P)
th'mzi_czhm"i' Czh Pp'm
("™ gylam () Ml ;(w Pl ?
6(gihj (@) (¢)
3.16 P h im — C hm + C h P m
(3.16) g " Gy®m ¥ ;; @ " @’
0 Cihj 6 C'hm
(3) oy®m Gy @i g Y (g ® (B
k
. (e—a)
+ Czh R p'm-
wzz:ﬂﬂ @ e

(@)

unde o, 8 € {1,2,..,k} si o < B iar | si | sunt h- si respectiv, v,-derivatele

covariante.
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Teorema 3.4 Coneziunea Berwald BI'(N) = (F%,, 0, ..,0), determinatd de coneziu-

nea nelintara N are tensorit de torsiune st de curbura dafi de:

5Fh;  §Fh

i O
(]aD) m T sylam
P hi'm =5 hi'm = 07
@) " @

unde o, B € {1,2,..,k}.



CAPITOLUL 4

Spatii Lagrange de ordin superior
de tip Randers si aplicatii.

1 Spatii Randers generale si conexiunea neliniara
omogena asociata.

Cum am vazut in Cap.2, spatiile Randers sunt cazuri particulare de spatii
Finsler cu (o, §)-metricd. Vom extinde notiunea la spatiile Randers generale stu-
diate de Prof. R.Miron in [51]. Un spatiu Randers general este un spatiu Finsler
avand functia metrica L(z,y) de forma L(z,y) = a(z,y) + 8(z, y) unde a(z,y) este
functia fundamentals a unui spatiu Finsler si 8 = b;(z)y’ este o functie 1-form& pe
fibratul tangent al varietatii baza M.

Perechea GR™ = (M, L(z,y)) a fost denumita de Prof.R.Miron, in lucrarea [51],
spatiu Randers general.

Geometria spatiilor GR™ este importanta pentru modelele geometrice din teoria
campurilor fizice.

O problema importantd este determinarea prin metode geometrice a unei
conexiuni neliniare canonice, mai simpla decat conexiunea neliniara Cartan a functiei
metrice L(z,y), deoarece aceasta este extrem de complicata.

In lucrarea [51] aceast problemi este rezolvatd folosind ecuatiile Lorentz ale
spatiului GR™. Se obtine o conexiune neliniard canonicia avand coeficientii
Nij(z,y) =N i; — F 7 unde N i; este conexiunea neliniar Cartan a spatiului Finsler
F" = (M, a(z,y)) asociat lui GR" iar F}(z,y) = a*(z, y) Fy;(z) este forma mixts a
ob;  0Ob;

T Ori O
Se remarca faptul ca aceasta conexiune neliniara nu are caracter Finslerian,

tensorului electromagnetic Fj;(x)

92
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deoarece coeficientii N%; nu sunt omogeni in raport cu y'. intr—adevér, ]if i; este
1-omogen iar F} este 0-omogen.

In cele ce urmeazi vom elimina acest inconvenient. Ca urmare rezultatele acestui
capitol apartin autorului tezei.

Vom considera o noua conexiune neliniara care sa fie omogena, avand coeficientii
. o . .
K3 —_ K3 (3
Nj(x7y) =N i~ f(x7y)E7

unde f este o functie 1-omogeni in raport cu 3. Pentru aceasta vom determina
conexiunea metrica si canonica, curbura d-conexiunii metrice canonice §i vom scrie
ecuatiile Einstein ale spatiului Randers general GR", corespunzatoare d-conexiunii
metrice canonice CT'(N), unde N este conexiunea neliniard consideratd de noi mai

sus.

Definitia 1.1 Un spatiu Randers general este o pereche GR" = (M, L(x,y)), in

care

(1.1) L(z,y) = a(z,y) + B(z,y)

unde a(x,y) este functia fundamentald a unui spativ Finsler F™ = (M, a(z,y)) si

B(z,y) = b;(z)y" este functie 1-formd.

Spatiul F™ = (M,«a(z,y)) se numeste spatiul Finsler asociat lui GR" si a;;
tensorul fundamental al acestuia este dat de:
1 0%

o]
Conexiunea neliniara Cartan N a spatiului F™ are coeficientii:

oi 18 i
(1.3) N ;= §a—yj(7hk y"y),

ot

in care ¥y, (z,y) sunt simbolii Christoffel ai tensorului a;;(z,y) adicd

,C)JI; _ %ais <3ask 4 aajs aakj> .

ozI ozk oz’

oi
Mentiondm c& 7, (r,y) nu sunt coeficienti de conexiune.
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Baza adaptata distributiei orizontale N este

(1.4)

o of ot

jar conexiunea Cartan metrici a lui F™ are coeficientii C' T (N) = (Fjx, Cyp) dati
de:

Oi_lisgask Sasj_gajk
(15) 5t "
COYZ: _l is{aask aasj_aajk}.

Ik 9 oyI oyk oy*

Campul tensorial fundamental g;; al spatiului Randers general GR" a fost obtinut
de R.Miron, [51]. El este dat de:

o o

(1.6) 9ij = (paij + lilj) —plil;
o a o
unde = a—o‘ L=l +b p= 2P
Y o
Se demonstreaz cd avem det |g;;| = p"*! det |ay|.

O prima remarca:
Observatia 1.1 Campul tensorial fundamental g;; este 0-omogen in raport cu y'.

1 9%L2 y .

———— dovedegte aceasta afirmatie.
20y'dy! .
Contravariantul g* este de asemenea omogen de grad 0 in y* gi este dat de

Intr-adevir, g;; =

(1.7) g9 = laij - %[lilj (1—02)+ ¥+ Vb
p p
~ 1 ..
unde 2 = —yY1;l;.

Consideram conexiunea neliniara data prin coeficientii sai:
(1.8) N'j(z,y) =N *; — f(z,y)F}

in care

o —de tip gravitational
(1.8)' flz,y) = B —de tip electromagnetic
o+ 3 —de tip Randers.
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S& remarcdm cé aceastd conexiune neliniard N, (1.8), depinde numai de metrica
Randers L(z,y) = a + 3, cdnd f(z,y) este dat de (1.8)’.

De aceea o vom numi conexiunea neliniara f—-canonicd 1-omogend a spatiului
Randers general. Baza adaptata conexiunii neliniare NV este data de
(1.9)

5§ ;0
@_&Ei—i_fﬂayj

o

unde % este dat in formula (1.4) si reprezintd baza adaptatd conexiunii neliniare
T

a spatiului Finsler asociat.

Propozitia 1.1 Coneriunea Berwald determinatd de conexiunea neliniara N are
. . . . o 0 i o o
coeficientii BT'(N) = (B}, 0) cu B'j;, =B* j; — a—yk(fF’)’ unde BI'(N) = (B® j,0)

este conexiunea Berwald a spatiului Finsler asociat F™ = (M, a(z,y)).

Propozitia 1.2 Torsiunea slaba a conexiunii neliniare N este data de
(1.10)

( o ] ° ] aaim aaim
I Fi— lx F} + a(a—ijmk — a—kum]) pentru f = «
. . ; aaim aaim
tzjk = b]Fk — bkF] + ,B(a—y]ka — a—kum]) pentru f = ,6
] ] aaim aaim
LiFy — WF} + (o + ﬂ)(a—y]ka — a—kum]) pentru f = a+ S.

Obtinem:

Propozitia 1.3 Coneziunea Berwald BT'(N) = (B, 0) este o coneziune simetricd

dacd st numas dacd torsiunea slabd t';, a conexiunii neliniare N se anuleazd.

Tensorul de integrabilitate a distributiei orizontale N este dat de

(L11) R :}%ijk —{FFD i = FE + FE FFD lm — (FE)(F D) m}

unde || si || sunt A- si v-derivatele covariante in raport cu conexiunea Berwald BI'( N ).
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Avem:

Propozitia 1.4 Tensorul de integrabilitate al distributier orizontale N are expresia
(1.12)

Rijk — Rijk —{(04}71;)”]C _,h(aFli)Hj—i_

o )

+a(ly, @ + aaym)(F,:”th — F"Fi)} pentru f = q,
Rljp = Rlj —{(ﬂF})néc — (BF+
) a’
+B(bma™ + /Baym)(FI:thj — F"Fur,)} pentru f = f,

Riw= R ~{(0+BF) = (o+ B)Fy+
+(a+ B) (lmaih + (a+ ﬂ)gg—m> (Fi"Fy; — F"Fyy)}pentru f = o+

unde || este h-derivata covariantd in raport cu coneziunea Berwald BT'( N )
Obtinem teorema:

Teorema 1.1 Coneziunea neliniara f-canonica 1-omogena N este integrabila daca

st numat dacd tensorul R'j;, se anuleazd.

Observatia 1.2 Dacd R'jz;= 0 si F;; = 0, N este integabild in fiecare caz din

Propozitia 1.4.

Teorema 1.2 In parametrizarea canonica, curbele autoparalele ale conexiunii

neliniare N';(z,y) sunt date de urmdtoarele ecuatii Lorentz:

dz’ o Pt e dz  da? dz® . dx da?

1.13 ar _ i T i O80T 6T 0T 627
(1.13) ds 0> d32+7]k (= ds) ds ds 1=, ds) ds

Observatie. Curbele date de (1.13) in parametrizarea canonicd pot fi numite
geodezice ale spatiului GR".

Se observa cd pentru f = 1 ecuatiile (1.13) sunt chiar ecuatiile Lorentz din [51].

Vom determina d-conexiunea metricd gi canonicd CT(N) a spatiului Randers

general GR* = (M,a + ) considerdnd transformarea de d-conexiuni

o

t:CT (N) — CT(N) unde C T (N) = (Fi;, C';1) este conexiunea Cartan
asociatd spatiului Finsler F™ = (M, ).

Avem urmétoarea teoremd,[49]:
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Teorema 1.3 Coeficientii d-coneziunii metrice canonice CT'(N) = (L', C'j1) de-
pind numai de functia fundamentald L = o+ 8 a spafiuvlui Randers general GR™ si

sunt dati de simbolii lui Christoffel generalizati:

i L s dgsk d9js dg;k
Ly, = ( + =2 — =5,

2”7 Vozi ' Szk 6z
(1.14) ci = Ly 095 _ gy
w2 Yoy oyb By

Tinand cont de teorema precedenta, obtinem urmatorul rezultat nou:

Teorema 1.4 d-conexiunea metricd si canonicd CT'(N) a spatiului Randers general
GR" = (M, + ) se obfine din C r (]if) prin transformarea C T (]if) s CT(N)
data de:

, ot ,
NZ]' = ]Y j— fFZja
(115) l: Lijk = Fijk +HZ]k -+ f@ijk,
Clir = Cik +Vi,
unde
( . 1 . o o o
Hije = 59" (V £ 9im+ V 5 gmi— V 1m93)
. 1 . o o o
(1.16) < szk = ig"”(v ]‘c/gjm'i‘ Vv ;'/gmk_ A\ r‘;/;gjk)
O'jk = g (FCims + F} Crnis — F,Chjs)
\

o o

VvV H s % V' fiind h- si v-derivatele covariante in raport cu Ccr (N).

1 8g,;
Demonstratie.Folosind faptul cd Cyji, = 3 agz]: obtinem
T
6gz_7 < H F?m F?m 2fF™C
o =V 9ij+ it 9mi+ F" ik Gim + 2f F"Cijm.

Aplicand procedeul Christoffel, avem

. o, 1 . o o o
L'y, = Fly +§gzm(V N im+ V J gmk— V 1 g5%)+

+£9"™(FClims + F Cmis — F,Chjs).
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Pentru a demonstra a doua relatie din (1.15), vom porni cu:

39z‘j
oyk

=V ng'j'i‘ C™ik 9mi+ C™ ik Gim-

Rezulta .
_gzm(v I‘c/g]m'i' Vv _;'/gmk_ Vv xlg]k)

Cijk :Cijk +2

q.e.d.
In cele ce urmeaza, calculam tensorii de curbura ai d-conexiunii metrice cano-
nice CT'(N) a spatiului Randers general GR" cu ajutorul transformérii de mai sus.

Pentru aceasta, vom considera transformarea ¢ : C T ( N ) — CT(N) ca produs a

doud transformari de d-conexiuni:

C T (N) -2 CT(N) v CT(N)

unde
N = N ;- [F
(1.17) to:q Ty = Fiy+/0
6ijk = 5ijk
and
Ni; = N
(1.18) tiiq Ly = L+ M

Folosind transformarea £, se obtine:

o %

Ry jk _Rh. ikt Py ik

(119) Ph ]k —Ph ]k+ 7Th ]k
Sh ik _Sh jk>

unde
(1.20)

(. . o e . dFhy  ,0(fO,

P, ij = Vv ]lcq(f@Zhj)_ \V/ ;’{(f@zhk) =+ f{st 5 sh] =+ st (fa sh]) —
o] y y
0 F? o(fO! ; ;
¢ —F¢ LY (7O') + fO°h;0% — fO° RO’} —

J ays J a s
— C'hs ((FF?) e~ (FED + FE)(FE)lm = (FET)(SER) | lm)
| Th e = X(f@zh])-i- cm ik [O hm— C wm (FET)|[k-
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Din transformarea ¢; avem:

Ry = R—hzjk + P’k
. _n Fh
(1.21) Py'jk = Pr i + Th"jx
Skiik = Sh'jk + Tliks
unde
(1.22)
{

. —H . —H . . . . o$§
Pk = Vi H'jn =V Hpe + HonjH s — HoneH'sj + V'hs R jik

Tk = vl‘cffﬂihj - VHVihk + HinsCjp + /Hskjéihs + Hon Vi, — HisiVoni

J

. — V.. V.o . .
On'jk = Vi Vg — Vi Vi + Vo Visp — ViV,

\
. =H . <V . . . . . =
in care V' §i V' sunt h- si v-derivatele covariante in raport cu conexiunea CT'(N).

Teorema 1.5 Tensorii de curburd ai d-coneziunii metrice canonice CT'(N) a spatiului

Randers general GR™ sunt dafi de formulele:

ot

Ry'je =Rn ji+ pu'je
. o ? .
(1.23) Ppljk =Pn i+ 7' i
o

Sk ik =Sh &+ 0n'jk,

unde

. o . . . o . . .

2 - 2 - 1 2 - 2 — 1 2 P
(1.24) Pr ik =Pn ikt Pn jk> Th jk =Th jk T Th jks Oh jk = Oh jk-

Tinand cont de teorema de mai sus, putem scrie acum ecuatiile Einstein ale
spatiilor Randers generale GR™ in raport cu d-conexiunea metrica si canonica data
de noi in (1.15).

Teorema 1.6 FEcuatitle Einstein ale spatiilor Randers generale GR™, corespunzatoare

d-conexiunii metrice canonice CT(N) sunt date de

o 1 o H H ol 1 1

Ri; D) R ajj+ tij= R Ty, P;; + 7= R Ty,
(1.25) . ls V. v o2 )
Sij —3 S aijt+ tiy= R Tyj, Py + T= —R Ty,

o O1 O2 o

o] o]
tn care Rij,Sij,Pij 87 Pij sunt tensorii Ricci ai conexiunit Cartan C' T (N) a

o o H |4 1
spatiului Finsler asociat F™ = (M, a), R, S fiind curburile sale scalare, Tij, Tij, Tij



Spatit Lagrange de ordin superior de tip Randers si aplicatis. 100

2
st Ti; sunt componenetele campului tensorial energie-impuls, N este o constantda st

H Vv
d-campurile tensoriale complementare t;; si t;; sunt exprimate de

H 1 1 o 00 O

tij= pij — i{plgij +§ R lil;— Rl;l;}
(1.26) v 1 1o o

tij= 0ij — i{algij +§ S lili— Slil;}
unde

.. 1 o.o0 . ~ o . . o . . o

p1= 9" pij — ?{l 11—+ 1Y+ 17V} Ry,

(1.27)

. 1 o.0. o ., . o . . o
01=g”oz~j—ﬁ{l1zf(l—P)+sz’+l’bZ} Sij -

Demonstratie.Ecuatiile Einstein ale spatiului GR™ in raport cu d-conexiunea
CT(N) au forma, [56],

1 H 1 14 L 1 9 2
(1.28)  Rij— 5 Rgij =R Ty, Syj — 559 =R Tyj, Py =RVTy, Pj=-RTy;.
Luénd in considerare p;; = p;"jn,0i; = oihjhﬂlrij: Wihjh,%ij: mi"p; si formulele
(1.23) avem

o ) 1 ol 1 2 02 2
(1.29) Rij =Rij +pijs Sij =Sij +0ij, Pij=Py; + Tij, Pij=Py; + Ty
) 1o 1o . 1 - . i
siR=—-R+p1, S=— 8 +0;. Rezultd din (1.28), (1.29) si din exprimarea lui g*
p p

cd ecuatiile Einstein sunt cele din (1.25). q.e.d.

2 Spatii Randers de ordinul al doilea.

Fie M o varietate diferentiabila reald de dimensiune n. Notam spatiul Riemann
R™ = (M, 7i;(z)) si cu Prol®R" = (Osc?M, G) prelungirea sa la ordinul 2, conform
Cap.2.

o]
Conexiunea neliniari N a spatiului Prol?R", are coeficientii duali:

M= iy,

S

Mj= (I Mj + My M)
(2) G W

(2.1)
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unde
I = y(l)iaii +2y(2)i%.
Intre coeficientii conexiunii neliniare N;, . ,N; si coeficientii duali M ]?', .
au loc urmatorele relatii: M (k) (1)
-

ORI

M}=N} + N, N
@ @ OO

(2.2)

sau echivalentle lor

Ni=M,
ORNE

Ni=M} — M}, M}" .
® @& O 0

(2.2)!

d 0

Baza adaptata conexiunii neliniare este {W’ 5000 Bu@i
- oy Y

} in care

o0 _90_ N2

ozt Ozt ) OytI gy OyDI’
6o _ o8 . 0

5y(1)i ay(l)i (13 ay(Q)j )

;0 g 0

(2.3)

M;
)

Baza duald a bazei adaptate conexiunii neliniare este {dz?, 5y, 5y} unde:

Syt = dy Wit M dad,
ey
SyDi = dy@iyp %’Z dy™Mi+ ](\;_[)]z d’ .

(2.4)

Conform Cap.1, d-cAmpurile vectoriale Liouville sunt date de:

2.5 Lo i (1)

Fie "metrica” Riemann definity pe varietatea E = Osc2M -

o (x, y, y(2)) = ,Yij(x)z@)iz(?)j_
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Teorema 2.1 Aceasta are proprietatile:
1) o® este un Lagrangian requlat de ordinul doi;
2) o* depinde numai de metrica v;;(z) a spatiului Riemann R";
3) Tensorul fundamental al lui o? este dat de
1 0%a?
EW = ’Yij(x)-
Definim
Bz, y, y(2)) = bi(x)z@)i(:v, y, y(2))
unde b;(x) este potentialul electromagnetic definit pe M, in cat b;(z) = b;(7(u)) cu
uekE, n(u) =z

Definitia 2.1 Functia L : Osc?M — IR datd de L = o + 3 sau
(2.6) L(z,y M, y®) = \/5i(2) 2@ 4 b;(z) 2>
se numeste metrica Randers de ordinul dos.

Spatiile Randers de ordinul al doilea le vom nota cu R®" = (M, a + f3).
Vom dovedi ca aceste spatii sunt spatii Finsler de ordinul al doilea.

Avem urmaéatoarea teorema importanti, care ne da:

Teorema 2.2 Campul tensorial fundamental al Lagrangianulus
L* = (a+ B)? este dat de

o o

(2.7) gij = (pvis + Lil;) — plil;
unde [ = 2% =i+, p= TP
(87

By

o 1 . .00
Demonstratie.Cum [; = —v;;2%7 atunci avem ~¥[;[; = 1.
o

o

Vom nota: If = —2® gi 2{? = 4,29 In aceste notatii obtinem:
o
_1 o2 *(@+p)  da+p)oe+p) _
9ii = § y@igy@s — (e +p) Oy@)i gy Oy@i  gy@i
a+p 0o 1 %7 da O

Ll =

|+ Ll =

o “5,@ia,@7 Pl 5,00, ~ 5y 5,@0

= p(viy — Lily) + Lil;
Pentru a demonstra ci spatiile R®®" sunt spatii Finsler avem nevoie de urmitoarele

doua leme, a caror demonstratie nu este dificila:
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Lema 2.1 Fie ||Ajll, (4,5 = 1,..,n) o matrice reald nesingulard, pentru care
[|Ai]|7Y = ||A¥]||. Atunci matricea ||Bi;|| ce are elementele By; = Aij + cicj,

astfel tncdt 1 + c® # 0, & = AYcc;, este nesingulard. Determinantul acesteia este

det||BY|| = (1 + c*)det||Ay;|| iar ||Bi||™" are elementele BY = A% — cd,

. 9 1+c?
(CZ = AZ]C]').

Lema 2.2 Daca ||Ai]], (5,7 = 1,..,n) este o matrice reald nesingulard, avind ca

elemente ale inversei pe AY iar d; (i = 1,..,n) sunt numere reale pentru care
1—d* # 0, & = AYd;d;, atunci matricea cu elementele B;; = A;; — d;d; este
inversabild. Ea are determinantul det||BY|| = (1 — d?)det||A;;|| si inversa sa are

elementele BY = AY + = d'd, (d' = A%d;).

Vom demonstra acum urmatoarea teorema:
Teorema 2.3 Spatiul (M, a + ) este un spativ Finsler de ordinul doi.

Demonstratie.Trebuie sa aratam urmatoarele proprietati:

1. L este de clasd C™ pe Osc®M \ {0} si continud pe sectiunea nuli;

2. L este pozitiv pe un deschis, unde 5 > 0;

3. L este 2-omogen pe fibrele lui Osc®>M;

4. Hessiana avand elementele:

1 0%I?

(2.8) 9ij = 2 Oy @iy i
este porzitiv definita.

L este de clasi C*® pe Osc®M \ {0} si continud pe sectiunea nuld a surjectiei
canonice 7 : Osc?M — M deoarece « si B au aceste proprietiiti. Este cunoscut
ci 22" este 2-omogen pe fibrele lui Osc?M, adicd hy2®% = 22, Pentru a arita

proprietatea 4. aplicAim Lema 1.1 tensorului
Byj = pyij + lil;

~ 1 . -
gi ludnd 12 = —"[;l; > 0 obtinem 1 4 {2 > 0.

Urmeazd c ||B;j|| este nesingulari si

det||Byj|| = (1 + 12)p"det||vi;]|
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cu
B =ty _ L _Gip
p 14172

unde [P = Znmip
p
Aplicand Lema 1.2 lui g;; obtinem
gi=tyi o1 i GG
p 1412 1—d?

unde di = B \/ﬁlc; Cum 1 — d? = obtinem c§

1+ 172

det|gis|| = (1 — d®)det|| By|| = (1 — d2)(L + P2)p"det| ||| = p™*" det s |

unde p > 0 si ;; este pozitiv definit. q.e.d.

Se demonstreaza prin calcul direct:

Propozitia 2.1 g% contravariant este dat de:

. 1 .. 1 oo ~ o . o .
(2.9) g7 = o = SIE (= B)+ 1Y + U]

~ 1 ..
unde I? = ;’Yzjlilj.

Vom determina acum Z-spray canonic §i conexiunea neliniara canonica.

Fie G' coeficientii 2-sprayului canonic determinat de I.Bucataru [19] , in cazul
L(Q)" = (M, L(:E,y(l),y@))
Acesta are coeficientii:

(2.10) 3G'=y"7 M} 42y M
(2) (1)

Consideram coeficient;ii:

(2.11) Gi(z,y",y?) =G (z,y"),y®) - Fi(z)2?7
b;  Oby o .

unde Fp;(z) = Sem B O tensorul electromagnetic si F}(z) = v"™(x) Frn; ().
™ z

Teorema 2.4 G* din (2.2) sunt coeficientii locali ai unui 2-spray, care depinde

numai de metrica spatiului Riemann R™ = (M, v;;(x)) si de cdmpul electromagnetic

8.
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Avéand un 2-spray, putem determina coeficientii unei conexiuni liniare.

Propozitia 2.2 Coeficientii duali ai conexiunii neliniare N, determinate numas de

un 2-spray ce are coeficientis G, sunt dati de:

MI=M; ~F,

(2 12) (1) (1)
. i Oi i A, (1)E 1 i pm

@ @ 2

In consecinta, obtinem:

Propozitia 2.3 Coeficientii conexiunit neliniare sunt de forma:

N;=N; —Fj,
(2 13) (1) (1)
. ] Oi M ~L (L)k 1 ] m
)
2 @

Baza adaptata conexiunii neliniare NV se exprima intr-o forma foarte simpla:

O o

0
Propozitia 2.4 Dacd {— 52 5y61 ﬂ} este baza adaptata conexiunii neliniare
N, atunct baza adaptata conexiunii neliniare N este datd de:
( o o
5 ) i 0 1 im O
Prial L MO R LA WO
(2.14) 10 0 g 9
Sy §y(b)s * Oy
5 0
[ dy@i gy’

Vom determina in continuare d-tensorii de torsiune i de curbura ai conexiunii
Berwald. Pentru aceasta, ii vom raporta descompunerii directe corespunzatoare
bazei adaptate (2.14).

Propozitia 2.5 Coneziunea Berwald BT'(N) = ( Jik, ,0) determinatd de conei-

unea nelmwm N coincide cu coneziunea Berwald BT' (N ) determinata de coneziunea

neliniara N )
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§Ni N
o] sr RBi ! ! i
Demonstratie.Intr-adevér, B}, = 6y((1))’° = 6y((1))’° =B q.e.d.
Fie T tensorul de torsiune al conexiunii Berwald:
(2.15) T(X,Y)=DxY — DyX — [X,Y].

Tensorul T din (2.15) poate fi evaluat prin h—, v;—, §i vo- componentele cAmpurilor
)
=1,9).

W,w),T((SIEk, 6y(°‘)j)’T(5y(°‘)k’ 5y(5)j)’ (CV, /6

Avem, [49], urmé&toarea teorema:

vectoriale T'(

Teorema 2.5 Crosetele Lie ale campurilor wvectoriale din baza adaptata

o o

{%7 %, %} sunt date de:
o o o o,
. , P
G 5507 &, o & . oo
5 0 g 9
(2.16) [%, W] =£)ij 5yf1)i+ <£>Z,~k ERCT
[ﬁ’ 5?%)’“] :(g)zjk %’
[ﬁ’ %] :(g)ijk %’
unde
N0
i 1 1
(2.17) o g 0o b

0N} &N
@ _ @

RY =N! R™ + Ly
02) ;5 (1) O Sk oz
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§ N} SN} N
a : (2) (2)
Bt = — B¢ . B - B + —
) g Oy (2) g ayan g oyWF oy
: O N:
(2-17)I i (d )

@ B' =Nn.B™ + ((22))k7
@) g5 PR @ 4 ayey 9y
SN} &N

) (1)

Din descompunerea tensorului T in baza adaptata obtinem:

(i 6)—Ti6 L B
dxk’ dad Ik § i (D dy(1)i @, Oy (i
5 & S8 .0
(W, W) B (1]—:)]'1@ 5y(1)i+ (1];)]'1@ Qy 2
§ 0 A .0
Grage) = & sgoitd s
(2.18) 5 5 ik Jk 5
T((sy(u 5y(1>) Q | Oy
5 8 .0
T(gy(l) Sy @i By @i) = (Q Oy @i
8 8

T(ay@)k’ ay (2)j )

Utilizand teorema precedenta, putem sa dam expresiile locale ale d-tensorilor de

torsiune:

Teorema 2.6 d-tensorii de torsiune ai conexiunii Berwald BT'(N) au in baza adap-

tata (2.6) urmatoarele expresii :

(2.19)
(s, o ((51) 6y((sa) ) =5 o : Dk’ 5y?a ) =0, U2T(5y((51)k’ 6y((sa)j) :(%;k ayi)i
W s o) = Ve g ) =0 (@=1,2)
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unde
(2.20) |
Ti, = By — Bi,

. OF} OF} 1 , .
Rz _Rz +Ft Bz _Flg B! + 2_ + Ft(Fm Bz _F]:n Bz ),
Djp, Oy, (11) 1, i 5, Oz oxJ @1) 1, @1) 4,

) ) ) 1 O(F™F? O(F["F,
RZ :RZ +F7Zn Rm +_( ( t .7) _ ( k)
()5 (02); (D) 2

Oxk Oz! ) (g) it i (g) it

1 m s % s % 1 m % m % m %
SEV(FLF; BY —FJF{ B' )+ FL(Ff* B' —F" B' )~ FI'F{ R

@1 4 1) (22) (22) 4 (12) 4
p'=B)— B* —-F} B" P'=- B' +F) B™+F,F} - F"F} B’
(1) i ) g 7D 2y (2 (D) (20) g

‘

aF] m g
Fm B i _ _ Fk R

(22)k aIEk (12) mj
pi=-pB', pi =By —F\ B™-F" B" — B!
(21)jk (21)kj (22)]k ( l)k] (21) mj (22) kj
Wjr 12 g 20 im, D km @ (21

Cum componentele esentiale ale d-tensorului de curbura R, corespunza tor N-
conexiunii liniare D, sunt
b o, ¢ o ) 0 o o o o o
—, —)— R R R
(5:Bk’5:v7)5:vh’ (6y k’&w)&vh’ (ay 2k Gy (1) )&Eh’ (5y a)k’ §yla) )&Eh

putem si calculdm d-campurile de tensori R} it P L8t S8t (a=1,2).

@p jx QU g (@) g
Obtinem:

Propozitia 2.6 Coneziunea Berwald BI'(N) are d-tensorii de curburd exprimati

de urmdatoarele formule:

S b
Sxk’ §xi’ §ah — T IR g
) ) )
¢ e == 1 2
(6y k? 6:E])6:Eh (—P)h ]k 6:EZ, (a ) )
(2:21) a 5)1_5”. 5
Ay syMi” gzh 1y, i oz’
) ) ) ;0
(6y(ak7 6y(a )6$h (o:S’a) @, (a — 1,2)

h jk
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unde
i SBIZ.L]' SBlZLk m i m i m aBlZLk m aB’ZLJ
Ry 5 = 5t o + By By, — Bhip By + Fy ay@m ~ i g @m
, _oBiy . 0B
G g Sy T F Gym
(2.22) "
) O0B: .
P It
@ OV
b =0,(e=1,2)

3 Spatii Randers de ordinul k.

Fie M o varietate reald, de clasa C* si de dimensiune n. Notam cu R" =
= (M,;;(z)) spatiul Riemann si prin Prol*R" = (Osc*M,G) prelungirea sa de
ordin k.

Consideram d-campul vectorial Liouville:

A0m — (.
(3.1) ZOm = Lppmm o m iy
Sk)m — E[Fz(k_l)m + ,Yz?;;z(l)jz(k—l)i]
unde
P = i ai - 2y<2>i% bt by

Avem, [49], urméitoarea teorema:

Teorema 3.1 Functia o? = ’Yijz(k)iz(k)j este un Lagrangian diferentiabil care are
proprietatile:
1) o? este global definit pe Osck M ;
2) o? este un Lagrangian regulat;
3) o® depinde numai de metrica v;;(z) a spatiului Riemann R"™ = (M, ~v;;(z));
4) Tensorul fundamental al lui o este dat de

0o

1
(3.2) 2 By ®igy®i = 745().
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Sa consideram
(3.3) B,y .., y™) = bi(w)z®

unde b;(x) este potentialul electromagnetic si are semnificatie fizici.
Functia F': Osc*M — R este dati de F' = o+ 3 sau

(3-4) F(z,y, .,y ®) = /5 (2)2®1207 + by ()2,

Putem da urmaéatoarea teorema:

Teorema 3.2 Campul tensorial fundamental al Lagrangianulus
F? = (a+ B)? este dat de

o o

(3.5) 9i; = (pvij + Lily) — plil;
o da 0 _a+p
unde [; = W, Li=0+b, p= o

o 1 . .00
Demonstratie.Cum [; = —'yijz(k)’ atunci avem y“1;l; = 1.
o

(k)

i

o

Vom nota: I = =2®% gi 2% = 4,27 Tn aceste notatii obtinem:
o

L or Pt  datBdath)
9ii = 5 Ay ®igyk)i Ay ®)igy )i dy®i  gyi
_a+p Fo e 1 #? da  Oa .
=~ gymigmil Tl =Ply g mig,mi T 50 gm0 T =

o

= p(vij — Lily) + Lil;

q.e.d.
Vom demonstra acum urmaiatoarea teorema care probeaza existenta spatiilor

Finsler de ordin superior:
Teorema 3.3 Perechea F®™ = (M, F) este un spatiu Finsler de ordin k.
Demonstratie.Trebuie sa ardtam urmatoarele proprietati:

1. F este de clasi C*® pe £ = Osc*M \ {0} si continui pe sectiunea nuli;

2. F este pozitiv pe un deschis, unde 5 > 0;
3. F este k-omogen pe fibrele lui E;
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4. Hessiana avand elementele:
1 O*F?
(3.6) 9ij = 2 By Mgy i

este positiv definita.

F este de clasi C® pe E gi continui pe sectiunea nuli a surjectiei canonice
m : E — M deoarece « si 8 au aceste proprietiiti. Este cunoscut ci 2 este
k-omogen pe fibrele lui OsckM, adicd hz*) = tkz(0)i,

Aplicand Lema 2.1 tensorului
Bi; = pyig + lil;

-1 . -
si ludnd 12 = —y";l; > 0 obtinem 1 4 {2 > 0.

Urmeazd c ||B;j|| este nesingulari si
det|| By|| = (1 + )p"det| ||
cu

B =ty _ L _Gip
p 14172

~ 1 .
unde [I* = —y™,,.

p
Aplicand Lema 2.2 lui g;; obtinem

.. .. 1 o~~~ 1 i
= Znf i 4 ———did
Ty TirE T 1—E

unde di = B \/ﬁlc; Cum 1 — 2 = obtinem ci

1+ 172
det||gi;|| = (1 — d?)det||By;|| = (1 — d2)(1 + P2)p"det||yi;|| = p"*'det||]]

unde p > 0 si 7;; este pozitiv definit. q.e.d.
Spatiul Finsler F*)* = (M, F) se numeste spatiu Randers de ordin superior. Se

demonstreaza ,[51], urméitoarea propozitie:

Propozitia 3.1 g% contravariant este dat de:

1 [ele) o o

(3.7) g = ;yif — ?[Wu — B) + I 4 VB

~ 1 ..
unde 12 = ;’Yzjlilj.
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In continuare vom determina coeficientii unui k-spray iar apoi conexiunea neliniara.
o]

Conexiunea neliniari N a spatiului Prol*R"™, are coeficientii duali dati de:

{ o
o oG .
Mi= = y(l)h,
(1)] ay(k)J Jjh
o 1 ° i Oi om
(3.8) <MF§GNQ+MM@%W
2 (1 1 @
y i 1 Oi Oi rm
Mj: E(F Mj + MmMj )
L (R) (k-1) @) (k-1)
unde 5 5
(3.9) T = yWi 4 oy St Ry ®

o1 Gylk—1)i"

Pornind de la k-sprayul canonic determinat de I.Bucataru [19], dat in forma:

By

(3.10) (k+1)G =y MI +2y@7 M+ + ky® M,
(k) (k=1) (1)

vom considera coeficientii:
i _ i i k)j
(3.11) G_G—ﬂ@M”

unde F}(z) = 7"™(z)Fr;(x) si
(3.12) Frnj(c) = o4~ Om
este tensorul electromagnetic.

Teorema 3.4 G* din (5.11) sunt coeficientii unui k-spray, care depinde numai de

metrica spatiului RiemannR"™ = (M, ~;;(x)) si de campul electromagnetic f5.

Demonstratie.In raport cu o transformare de coordonate locale, coeficientii G* se

schimba dupa cum urmeaza:

— O ~
T — J —
(313)  (k+1)G = (k+1)G o — (W + . +ky ay(,c_l)j).

Avéand un k-spray, putem determina coeficientii conexiunii neliniare.
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Teorema 3.5 Multimea de functi

( . o .
Mi=M: —F,
M @
. o . 2.
Mi=M! —F%,
(3.14) R N
. o . k.
Mi=M} —F},
WORRG)

ne dau coeficientii duali ai conexiunii nelintare N, determinati de k-spray numai cu
coeficientit G*.

A a.

In formula precedentd, Fy, (a =2,..,k) sunt dati de urmdtoarele formule:

o a—1 ° a-1 a-l o ca—1
(3.15) aF; =T(F;)+ J\({fn "+ F,, M;* —F, F".
(k—1)

Demonstratie.Construim coeficientii duali, pornind de la coeficientii k-sprayului

de mali sus: .
. oG oG? . ° .
Mi= — i =M —F
(1)] ay(k)J ay(k)] J (1)] J
i 1 i i A gm 1 o i i i rm m i i
(2) (1) 1 @ (1) (m (1) (2)
unde
%1 i Y S i aqm i m

(3.16) ;= E[F(Fj)—i- My, FI" + F,, MI" —F F} -

(1) (1)
Prin inductie dupd « se demonstreazi ca relatia (3.15) este adevéiratd. q.e.d.
Evident, pentru k£ = 2, rezultatele de aici coincid cu cele date in sectiunea ante-
rioara.
Putem acum dezvolta teoria, cu pretul unor calcule extrem de laborioase, in
sensul celei din §1. al prezentului capitol. Ne oprim insa aici, deoarce vom continua

in capitolul urmator teoria generald a spatiilor Finsler de ordinul & cu («, 8)-metrici.



CAPITOLUL 5

Spatii Finsler de ordin superior cu
(o, B)-metrici.

Vom defini spatiile Finsler de ordinul al doilea cu (¢, §)-metrici si ne vom ocupa
aici, In special, de functia fundamentala, tensorul fundamental gi energiile de ordin
superior. Spatiile Randers apar ca un caz particular. In plus, tot cazuri particulare
vor fi si spatiile Kropina de ordinul al doilea sau spatiile Matsumoto de ordinul al

doilea si 0 noud clasi de spatii Finsler de ordinul al doilea cu («, £)-metrica.

1 Functia fundamental3 a unui spatiu Finsler F®)"
cu (a, )-metrica.

In Capitolul 4 am prezentat studiul spatiilor Randers de ordinul al doilea.
Acestea sunt spatii Finsler F®" = (M, F(z,y,y®)) in care

F(z,yV,y?) = Fla(z,yV,y?), B(z,yD, y?)) = alz, y,y?) + B(z,y,y®)

in care 8 > 0 pe un deschis din varietatea diferentiabily E = Osc®M \ {0}, iar

(1.1)

oz, y 0,y @) = () 2
{ Bz, y,y?) = bi(z)z

si 22 este d-campul vectorial Liouville, (2.5), Cap.4:
; A )
(1-2) 20 =y el Py,

Vom defini acum spatiile Finsler de ordinul al doilea cu (e, 8)-metrica.

114
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Definitia 1.1 Un spatiu Finsler de ordinul al doilea FP" = (M, F(z,y",y®))

se numeste cu (o, §)-metricd dacd functia sa fundamentald se exprimd sub forma

(1.3) F(z,y",y?) = Fla(z,y",y), B(z,y©,y?)),
in care « g1 B sunt functiile (1.1).

Si in acest caz vom considera Lagrangianul de ordinul al doilea, regulat (nesin-
gular):

(14 Ly, @), By, 5) = Fa(z,y,y®), 6z, 5, y®)).

Exemple.

1°. Spatiile Randers de ordinul al doilea au functia fundamentala
F(a,f) = a+ b,

cu 8 > 0 intr-un deschis U C E.
2°. Spatiile Kropina de ordinul al doilea sunt spatiile Finsler de ordinul al doilea

cu (o, f)-metricd in care

C¥2

(L5 F(a,f) = 7,

unde 8 > 0 pe un deschis U C E.
3°. Spatiile Matsumoto de ordinul al doilea au F' dat de

2
a—3’

pentru care (o — 8 > 0 pe un deschis U C E.

(1.5)7 F(a, 8) =

4°. O clasa noua de spatii Finsler de ordinul al doilea data de

(1.5)" Fla,B) =ya2+eB2, e==+1,

in care a— 8 > 0 pe un deschis UCE si care are tensorul fundamental g;; depinzand
numai de punctele varietatii baza.

S& mai observim ci pentru spatiul Randers de ordinul doi, (1.5), am demonstrat
in Cap.4 ci F(a,B8) = a+ 8 este functia fundamentald a unui spatiu Finsler de

ordinul al doilea. Pentru celelalte clase, acest lucru se dovedeste direct ca in cazul
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spatiilor Randers. De exemplu, in ultimul caz observdm g;; = «,;; + €b;b; si rezultd
rang||gij|| = n. Evident, F' din (1.5)”’ este 2-omogen pe fibrele lui Osc?M.
Dar functia F(z,y", y@) este omogeni de gradul 2.

Deci
2 . OF . OF
— i 2= @ _ 7~ _
(1.6) rtF=y By + 2y Ewer 2F.
Urmeazi:

Propozitia 1.1 Lagrangianul L(c, 8) = F?(«, 8) este omogen de gradul al doilea

in argumentele o g1 [.

Demonstratie.
F2(z, tyW, 12y ?) = t'F2 (2,5, y?) = t' L(a(z, vV, y?), Bz, vV, y@)) =

= P2 (ta(z,y,y?), B(z,yV, y?)).

De unde, punand 2 = a obtinem
(1.7) a’L(a, B) = L(ac, af).

q.e.d.

Vom nota, ca in cazul obignuit:
oL oL 0?L 0?L 0?L
> L =57, Loa = 575, Lap= 7757, Los = 555
Oa 08 Oa 0adp 08
Observim ci L, # 0, Lg # 0. Functia F(c, 8) depinde esential de argumentele
asif.
Datoritd 2-omogenititii Lagrangianului L(cq, §) avem

alo+BLs =20, &Leq+ BLas = La
aLag + ﬂLﬂg = L[g, a2Laa + QOéﬂLag + /62[/55 =2L.

(18)  Lo=

(1.9)

Diferentiind pe o(z, ¥V, y?) = v;;(x)2® 2?7 in raport cu y?* obtinem

da? ,
5 O(;). = 27;;2?7 sau inci
y 2
Oa 1 | toJe]
A @i =y, K _ _p.
(110) ay(Q)Z a’YZ](:E)Z aYL ay@)z bZ(IE)

in care am notat

(1.10)’ Y; = ij() 2@
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Lema 1.1 d-cdmpurile de covectori Y; i b; sunt liniar independente pe E.

Demonstratie.Presupunem prin absurd ci existd functiile nenule f si g pe E
astfel incat

fYi+gb =0.
Contractionand cu 2(?* si observand ci Y;2(®% = o2 si ;2 = 8 avem
fa*+gB8=0.
Derivand in raport cu « obtinem f = 0 si apoi din g8 = 0 avem g = 0. q.e.d.
Fie covectorul p;:
1 OL
(1.11) bi = 2 9y@)i”

Acest covector se descompune in raport cu {b;, Y;} sub forma
(1.12) pi = p1b; + pY;,

in care p; sl p sunt invariantii:

1 1
1.13 = "Ls p=—L,.

. Opt op1

cuIn urmeaza:

se descompun ca in cazul obignuit in reperul {b;, Y;}, dupé

op1 dp
(1.14) Dy = pob; + p_1Y;, 9@ = p_1b; + p_2Y;,
unde

1 1 1 1
1.15 =—-L 1= —Lus, p-o = —=(Laa — —Ly).
( ) pO 2 ﬂﬂ’ p 1 2a ﬂ p 2 2@2( « )
Deasemeni, avem

dpo Op—1

(1.16) By@i r_1b; + r_2Y}, W = r1_9b; + 1_3Y],

in care

1 1

1 1
(1.17) r_1 = 5[1555, T_o = %La[gg, r_3= 27.52(1—10[015 - aLa[g).
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Pentru a vedea care sunt gradele de omogenitate pe fibrele lui E, deci in raport
cu yMi 4@ ale invariantilor p, p1, po, p—1, pP-2, T—1, T—2, T—3 Vom observa ci o
si B sunt 2-omogene pe E.

Deci, considerand vectorul Liouville

2 (i 0 (2)i 0
P=y s o T2 5
avem
2 2
(1.18) F'a=2a,I' =28

si are loc identitatea
2 2
(1.19) Lo(T @) + Lg(T B) = 4L.

Intr-adevir, avem oL, + 8Lg = 2L, care dup (1.18) ne di (1.19).
La fel ca in (1.19) avem pentru L, si Lg :

f‘ (La) = Laa(f‘ CV) + Laﬂ(f‘ /6) = 2(aLaa + /BLaﬂ) = 2La7

[' (Lg) = Las(T* @) + Lgs(I* B) = 2(Las + BLgs) = 2Ls.

In concluzie, avem:
Propozitia 1.2 Functiile L, $i Lg sunt 2-omogene pe fibrele lui E.
In mod analog, se obtine:
Propozitia 1.3 Functiile Loy, Log $t Lgg sunt 0-omogene pe fibrele lui E.

Atunci, examinand p;, p din (1.13), po, p—1, p—2 din (1.15) §i r_y, 7_9, r_3 din
(1.17) dupé propozitiile precedente, avem:

Teorema 1.1 Invarianiit p1, p, po, P—1, P—2, T—1, T—2, T_3 sunt funciii omogene

pe fibrele lui E, avind gradele de omogenitate 2, 0, 0, -2, -4, -2, -4 si respectiv -6.

Apare in mod natural intrebarea dacd se pot determina, pe baza invariantilor
de mai sus, metricile spatiilor Randers, Kropina, Matsumoto gi a spatiului Finsler
_ 2 2
(1.5)”",L(a, B) = a* + (%7
Raspunsul este afirmativ si in consecintd avem urmatoarele caracterizari ale

metricilor amintite mai sus:
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Teorema 1.2 Spatiul Finsler cu (o, §)-metricd pentru care avem invariantii:

(120) 1= 07 Po = 17 p= 3

este un spafiu Randers de ordinul al doilea.

Demonstratie.Din r_; = Orezultd Lggg = 0. Integrand aceasta ecuatie diferentiala

in raport cu 8 avem solutia generala

L(a, B) = fi(e)B® + fa(a)B + f3(c),

unde f;, (i = 1,2, 3) sunt functii diferentiabile arbitrare. Tinédnd cont de 2-omogenitatea

lui L in raport cu « i 8 obtinem
L(e, B) = c1&” + o0 + 567,

cu ci,ce, c3 constante arbitrare. Conditia pg = 1 conduce la ¢3 = 1, iar conditia

p= ath implicd ¢; = 1, ca = 2. Asgadar, se obtine L(«, 8) = (a+ 8)?, F(a,f8) =
«

o+ 8. q.e.d.

Teorema 1.3 Spatitle Kropina de ordinul al doilea se caracterizeaza in clasa spatiilor

Finsler cu («, 8)-metrici prin invarianfii:
4

4 4 2
(1.21) r_y = —12%, po=3 (%) , p=2 (%) .
(8

Demonstratie.Procedand ca in teorema precedenta, r_; = —12E conduce la
o

ecuatia diferentiald Lggs = —24 55

care are solutia generald

2

L(a, B) = (%) + fi(a) B2 + fa(@)B + f3(e),

unde f;, (i = 1,2,3) sunt functii diferentiabile arbitrare. Cum L este 2-omogen in
raport cu « si 3 se obtine

2

2
L(a, B) = (%) + a1’ + af + e,

in care ¢, ¢, c3 sunt constante arbitrare.

Celelalte doud conditii din (1.21) implicd ¢z = 0, respectiv, ¢; = c2 =0. q.e.d.
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Teorema 1.4 Daca un spativ Finsler de ordinul ol doilea cu («, 8)-metricd are

mvarianii

_ ot _ a \’ _ o (a—2P)
I e C MR =

atunci acesta este un spatiu Matsumoto.

Demonstratie.Ca i in teorema precedentd, prima conditie din (1.22) implic

C¥4

ecuatia diferentiald Lggg = —24———— ce are solutia generald

(= p)°

C¥2

a—pf

unde f;, (i = 1,2,3) sunt functii diferentiabile arbitrare. Din 2-omogenitatea lui L

L(a, B) = ( > + file)e? + fo(@)B + f3(a) B,

in raport cu « si 8 se obtine

o? \?
M%@=( >+qf+@w+%y,
a—pf
cu ¢y, ¢z, c3 constante arbitrare iar ultimile doud conditii din (1.22) conduc la ¢; =
2 2
= ¢y = ¢3 = 0. Se obtine F (o, ) = ( @ ,6) : q.e.d.
a —

Teorema 1.5 Daca intr-un spafiv Finsler de ordinul al doilea cu (o, §)-metrica

avem nvarianiis
(1.23) ro1=0, pp=¢, p=«
atunci L(a, B) = o® + €B?%, cue = +1.
Demonstratie.Ca in Teorema 1.2, r_; = 0 si 2-omogenitatea lui L conduc la
L(a, B) = c10® + coa8 + c38°.

Conditiile pg = € §i p = « ne dau ¢c3 = ¢ gi respectiv, ¢; = 1, ¢ = 0, deci

F(a,8) =vVa?2+¢€ep?, cue ==+1.
q.e.d.
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2 Tensorul fundamental al unui spatiu Finsler de
ordinul al doilea cu («, 5)-metrica.

Tensorul fundamental al spatiului Finsler F@" = (M, F(z,y™V, y®)) cu (o, B)-

metrica este dat de
(2.1) gii (z,yM, y®) =

sau cu notatiile (1.4)

1 0?L
! . W@y ==z =
Tinand seama de (1.11) avem
op; _ Op dp dY;
95 = @i = gy@i’ T gywi i T Py
Cum 5
Ji
ay(zln' = pobj + pa¥,
dp
By @7 p-1b; + p-2Yj,
oy; 929
W = ’Yis(IE)W = 7 ()
se deduce

Teorema 2.1 Tensorul fundamental al spatiulur Finsler de ordinul al doilea cu
(a, B)-metrica, FO" = (M, F(z,yY,y?)), este dat de

(2.2) 9ij = pYij(2) + (pobj + p_1Y5)b; + (p_1b; + p_2Y;)Yi.

Observatie. Tinand seama de Lema 1.1, rezultd direct ca g;; este 0-omogen pe
fibrele E.

Forma precedenta este exact cea din Cap.2. Din acest motiv avem:

Teorema 2.2 1°. Tensorul fundamental g;; al spafiului Finsler de ordinul al doilea

cu («, B)-metricd poate fi scris in forma echivalentd

(2.3) 9i(, ¥V, y®) = pyii(x) + ci(z, ¥y, yP)e; (2, y OV, y?)
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unde

(2.4) ci(z,y) = qobi + ¢1Y;

$t

(2.5) po = (0)*, p—1 = qog-1, p—2 = (g-1)*.

2°. Contravariantul sdu g” este dat de

2.6 W=l — el
(2.6) i e L
unde
(2.7) ¢t = ~a¢;, = ¢
p
Exemple.

1°. Pentru spatiile Randers de ordinul al doilea L(c, 8) = (a + ()2, avem:
La = 2(C¥ + /6)7 Lﬂ = 2(C¥+ /6)7 Laa = 27 Lﬂﬂ = 27 Laﬂ =2

Invariantii sunt

1 o+
po=1, p1=—, p—2:_£37p: /67p1:a+/6
« « «
iar g;; devine
a+p 1 B
(2.8) 9i = — g T bibj + a(bin +b;Y;) — 5YiY
si contravariantul sau
(2.9) g = T — (g L)
g+l
«@ 1
d = 1 lZ' = bZ' _Yé-
unde g ot B $1 + o
2
2°. Pentru spatiile Kropina, L(«, 8) = (%)2, B # 0, avem
La= a2, L= =2 Lo = 12(%)2, Lo = 6(%)", Lap = —8(%)°
« ﬂ2, ,3 ﬂ3, (8787 ﬂ ? ,3,3 ﬂ ? a,B ﬂ
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iar invariantii devin
Qg _ 40 4 IR
po = 3(5) PL= s P2 T g P 2(5) :

In acest caz obtinem pentru campul tensorial fundamental §i pentru contravariantul

acestuia exprimarile:

(2.10) 9ij = 2¢°%i; + ¢° [(3q + 8)bib; — 4q(bil; + bjls) + 4lil;]
respectiv,
S 1 1
2.11 N ! B S BN N
(2.11) g 2q2’Y %2 + yicic; (2q2’Y Y ercs)

1
unde ¢ = %, L =b, + =Y si ¢; = V3¢%b; + 2¢1;.
o

3°. Spatiile Matsumoto, L(c, 8) = (
o

C¥2

)2, B # 0, conduc la

- B
_ 20%(a —2p) _ ot _ 20%(a® —4ap +65?)
R R S
(8 o (ax —
Lgg = —6(a — ,6)4’ Log = —2W-

Invariantii sunt

Lo _eMa-48) _ Ba-48) _ o*a—20)
N e e i ) R )

Prin urmare obtinem pentru g;; si g% expresiile:

1
Gi5 = &'Yij‘i‘

(2.12) )

+m [(a + 88)bib; + (e — 48)(bil; + bjl;) — Bla — 48) 115,
respectiv,
2.1 ij:Nij_%Nri 57
( 3) g v N+7Z]Cicj[ 7Y Crcs7]

(= B)° 1., . o

RN=——— "~ li=b+ Yisici=—F———-|2 28)b; —4B8)1;].

unde a2(a—2/j)’l b+a sic \/§(a—,6)2[(a+ B)b; + (o — 48)1;]

4°. Pentru spatiile Finsler de ordinul al doilea (1.5)”, L(c, 8) = o®+¢/3? obtinem

La = 2C¥, L[g = 26/6, Laa = 2, Lﬂg = 26, Lag =0
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iar invariantii devin
po=¢, p-1=0, p2=0, p=a,p =¢p.

Astfel, se obtin urm&toarele forme pentru g;; si g% :

(2.14) 9ij = oyij + €bb;
respectiv,
N 1 o
(2.15) g9 = 4 — [Ty,
o 1+ —’YZ]bibj @
(87

3 Energii de ordin superior ale spatiilor Finsler
F®n = (M, F) cu (a, f)-metrica.

Considerim Lagrangianul regulat L(c, 8) = F?(«, 3) si integrala actiunii sale,

data de functionala

B) 0= [ L6, 2 100 saEo, 2 1

Ecuatiile Euler-Lagrange sunt date de

0 oL d OL 1d> 0L g o 1d2%?
2 i L - T T T T T~ o — (I)Z:— (2)Z:_ .
(B2 Ei(l) =55~ ga,00 T agpasen =Y > Y 2 di?
Dar
oL O o)}
ox “ O * ? o
oL O o)}
(3.3) JyDi — Lo Sy + Lg By
oL O o)}
Ay i - O‘ay(2)i + Lg Dy
si
d oL d O o)}
dt oy a(La Ay + Lg 3y(1)i)
!
(3.3) & oL 4, da 03

di? oy @( * Oy (@ +Ls ay(2)z‘)'
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Din ultimele doud rezulta:

d 0L _dLy 9o dLs 9B, d do d 98
dtoyWi — dt oyWi T qt gyWi T Tt ayWi T P i gy
d 0L dL, 0o  dLs 0P d du d 0p

GayD i 9y T dp 0y e g oy T g gy
@ L _Ply Do Pl 95 ,dlad do, ,dlsd 05
di2 oy~ df2 oy d2 Gyl dt dt oy dt dt oy®i
& o 2 9p
a_2—2 - + [3—2—2 s

di? Oy dt? Oy

+L

Avem atunci:

Bi (L) =
L (fa_dda 1 a\ (95 d 85 14 95
C T\ 0zt dt oy 242 oy Pl\ozi — dtayi T 2de2 oy

Cdt \oyMi  dt oy@i dt \oy®i ~ atoy®i| T 2

Am obtinut formula:

o o o dLa 1 dL 1
Bu(0) = Lo B @) + Lo B 9) - |5 b0+ 52 B o) +
(3.4) 1[dL, 00 &Ly 0B
2 | dt2 oy@i  di2 gy

Dupé cum stim, Corolarul 4.1 (Cap.2), are loc formula

1 &2 dx* OL

dL_d:vi 0 d _1 4 df 0L
2 dt? " dt Oys

T d E; (L)+ — I(L)

dt

2
cu I (L) =4L. Cu alte cuvinte avem

dL  dzt o 1 d? dzt OL
—3— = i (D) — = —= (——=).
3dt dt (L) 2 dt? ( dt ay@)Z)

0
Pe curbele extremale ale ecuatiilor Euler-Lagrange F; (L) = 0 avem

AL _1 & dot oL
dt 2 de2 " dt Oy

)

sau Inca:

dL, [ O« d O« dLg ( 0B d 0p 1 (0?°L, O 0*Lg 0B
- dt? Oy + dt? Oy
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Teorema 3.1 Pe curbele extremale ale ecuatiilor Euler-Lagrange (3.2) are loc

1 d dzt OL

~ 3 7 (%—ay@)i) = const.

(3.5)

Din (4.9) si (4.10), Cap.2, avem energiile de ordinul 2 si respectiv 1:

4‘2: L } L L d }L L
c=tw -1 4 T -
1 11 1dst OL
gc (L)___ ( ) 2%ay(2)z
2
Cum I (L) = 4L rezultd
2 d 1
(3.6) E(L)=3L+ 2 € (L)
si avem
2
d€&. (L) dz* 0
- Y B
dt ds (1)

Am obtinut, deci:

2
Teorema 3.2 Energia de ordinul 2, £, (L), se conservd pe curbele extremale ale

ecuatitlor Euler-Lagrange.
Teorema precedenta conduce la

Corolar 3.1 De-a lungul curbelor extremale ale ecuatitlor Euler-Lagrange, energia

1
de ordinul 1, €. (L), satisface ecuatia diferentiald

d 1

(3.7) o £ (L) = —3L.

4 Ecuatiile Lorentz corespunzatoare spatiilor Finsler
F®n = (M, F) cu (a, f)-metrica.

Vom pleca de la ecuatiile Craig-Synge gi vom determina ecuatiile Lorentz pentru
spatiile F3" = (M, F).
Avem ecuatiile Craig-Synge:

4.1 B (L)= 22~ 2 % _g i @i 20T
(1) D) =50 “gag@m =0V =gV 3
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In raport cu « si 3, avem:

1 Oa 08 d Oa 08
E,(L)=Ly——+Lg—~——|L L =
i (L) * Oy (L) + ﬂay(l)z dt ( “ Oy (i T ﬁay >

| | dL, da  dLy 98
= Lo E; (@) + Lg E; (8) — ( 0t 9y +— ay@)i> = 0.

(4.2)

Folosind invariantii din (1.13) si (1.15) obtinem:

1 da? d 0o O d O
A2y = _ = — _ 9N
E; (o) = oy dt gy - O‘ayu)i dt2a8y(2)z -
1 da Oa
=20 Bi (@) =205 oy

1 N Y I S da Oa

si (4.2) ia forma

1 1 da Oa 1 dL, O« dLg 08
Lo | By (@) +2——— |+ L5 E; (B) = —2 B
200 ( () + dt ay@)z> + Lg Bi (8) dt Oy + dt oy®@
adicd d dL, dL
! 1 ! 1 5
F, (a 20— Y 20 E; = ——Y —=b;

Am obtinut teorema:

Teorema 4.1 Pentru un spatiu Finsler cu (o, 8)-metrici F®" = (M, F) au loc

urmatoarele ecuatic Lorentz:

(4.3) E; (o) +20 E; (8) = (d&l - 2d—°‘>

1dLﬂb
dt p dt '

p dt

Fixand acum parametrizarea canonica a curbei ¢ in raport cu metrica Riemann

dr 1d%z de 1d%z
1 1 =
a(z, SE dt2) avem s lungimea arcului de curbd datd de ds? = «/(z, il dt2)

In acest caz
de 1d%z

A s 3 ds?) =
De-a lungul curbei ¢ avem

do
4.4 — =0.
(4.4) ds 0

Avem:
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Teorema 4.2 In parametrizarea canonicd datd de (4.4), un spativ Finsler cu (o, 8)-

metricd F®" = (M, F) are urmdtoarele ecuatii Lorentz:

(4.5) ll?z (0®) + 20 ll?z (8) =2(c — ,67')%1/} + 27’%@

unde T = P_o_

I

1
Demonstratie.Tindnd cont de (4.4) si ca din(1.9) avem L, = E(L[g — BLgp)

rezults

dL, do dpg
—— =Loya—— + Log— =
ds “ds + Lap ds
1 dg dpg
= —(Lg— BLgg)— =2(p1 — —.
a( s— B ﬂﬂ) ds (o1 — Bpo) ds
Inlocuind in (4.3) rezultd (4.5). q.e.d.
2 . N dﬂ .. . . 2
Corolar 4.1 In cazul particular in care 15 = 0, ecuatiile Lorentz ale spatiului F®m
devin:
1 1
(4.6) E; (®) = =20 E; (B).

Dar aceasta este forma clasica a ecuatiilor Lorentz din cazul £ = 1.
In particular, ecuatiile Lorentz (4.6) ale spatiilor Randers, Kropina, Matsumoto
de ordinul al doilea sau a spatiilor cu funtia fundamentald F(a, 8) = v/a? + €82, au

exprimari importante in aplicatii.
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