Pour commencer
Résoudre y"” +y = tant sur | — /2, 7/2[.

Explosion en temps fini
Existe-t-il une application f positive non nulle de classe C! sur R* telle
que Vt >0, f'(t) > f(t)*?
Lemme de Gronwall

1. Soient ¢, 1) et y trois applications continues et positives sur un segment
la,b] de R. On suppose que

veelat o) <o)+ [ " u(s)y(s)ds.

Montrer que

welot u) <o)+ [ eouen ([ vwan) s

Simplifier ce résultat dans le cas ou ¢ est constante.

2. Soit ¢: RT — R de classe C! et croissante. Montrer que toute solu-
tion réelle de I’équation différentielle

y"(t) +q(t)y(t) =0

est bornée sur RT.

Théoreme de Floquet
On considere sur C™ un systeme différentiel (£) de forme Y'(t) = A(t)Y (¢),
ou A: R — M,,(C) est continue et T-périodique.

1. Montrer que 'existence d’une solution non nulle ® de (F) telle que
NeC:VteR, V(E+T)=AV(t).

2. Soit M (t) une matrice dont les colonnes forment une base de l'espace
des solutions de (F). Montrer 'existence d’une matrice A € M,,(C)

telle que
VteR, M(t+T)= M(t)A.

Montrer que A est inversible.



Autour du théoréeme de Sturm
Soit ¢: R — R une application continue. On considere I’équation différentielle

(E) y"(t) +a(t)y(t) = 0.
On suppose que ses solutions maximales sont définies sur R.

1. On suppose dans cette question que ¢ est intégrable sur R. Soit y une
solution bornée de (FE), étudier le comportement de ¢’ a I'infini. Montrer
que (F) admet des solutions non bornées.

2. Soit y une solution non nulle de (F). Montrer que

(a) si g est majorée sur R par une constante M > 0, alors deux
éventuels zéros t; # to de y vérifient toujours |t — to| > \/LM’

(b) si g est minorée par une constante m > 0, alors y s’annule au
moins une fois sur tout segment d’amplitude \/Lrn

3. On suppose dans cette question que ¢ est strictement négative sur R.
Quelles sont les solutions réelles bornées de (E) ?

Quelques équations non linéaires
On s’intéresse a certaines équations particulieres.
1. (Equation de Bernouilli) Soient a € R et a,b deux applications conti-
nues sur un intervlle de R. Comment résoudre

Y (t) = a(t)y(t) + b(t)y(t)" ?

Quand peut-on faire des raccords avec la fonction nulle ?
2. (Equation de Ricatti) Soient a, b et ¢ trois applications continues sur
un intervalle de R. Comment résoudre complétement 1’équation différentielle

y'(t) = a(t)y(t)* + b(t)y(t) + c(t)
si d’aventure on en connait une solution g ?
3. (Application) Quelles sont les solutions réelles maximales de
v+y+y*+1=07

Stabilité asymptotique d’un systeme linéaire
On considere un systeme linéaire sur R"

(L) Y'(t) = A)Y (1)

on A : R — M,(R) est une application continue telle que la matrice
symétrique "A(t) + A(t) soit négative pour tout t. On note (-,-) le produit
scalaire canonique sur R".



1. Montrer que (Yi(t), Y5(t)) converge lorsque t — 400 pour tout couple
de solutions (Y7,Y3) de (L).

2. Montrer que (L) admet une solution non identiquement nulle conver-
geant vers 0 en 400 si et seulement si

t

lim tr(A(u))du = —oo.

t——+o0 0

Théoreme de Lyapunov
Soit f: R®™ — R" une application de classe C! nulle en 0. On considere
I’équation différentielle

y = [y
E
( ){ y(0) = yweR”
On suppose qu’il existe un voisinage V' de 0 dans R" tel que si yo € V, alors

la solution maximale de (E) est définie au moins sur R™ tout entier. Notre
but est de montrer que, sous certaines conditions,

lim y(t) =0

t——+o0

des que 1y est dans un voisinage W C V de 0.

1. On suppose tout d’abord que (E) est linéaire a coefficents constants :
f € L(R™). Conjecturer une condition nécessaire et suffisante sur les
valeurs propres (dans C) de f pour que toute solution de (F) tende
vers 0 a l'infini, puis démontrer cette conjecture.

Indication : on pourra utiliser la décomposition de Dunford.

2. On revient au cas général ou f n’est pas linéaire. On dorénavant sup-
pose que la différentielle df (0) de f vérifie la condition de la question
précédente. On définit sur R™

+o00
o(z,y) —/ (' MOz et WOyt
0

ou (-,-) désigne le produit scalaire canonique sur R™. Vérifier que ¢
définit un produit scalaire sur R™. On note ¢ son carré scalaire.

3. Etudier ¢(y(t)) pour y solution de (E), et conclure.
Des dessins seront les bienvenus.



Intégration numérique
Soient T'> 0, I = [0,T7], et f: I xR® — R" de classe C', L-lipschtzienne
en la seconde variable :

vtel, o,y € R, ||f(t,2) — f(ty)ll < llz -yl

On suppose que ’équation différentielle 3/ (t) = f(t,y(t)) admet une solution
sur I, et on cherche a 'approximer numériquement par la méthode d’Euler.
On prend donc un entier n € N*| et on pose h = T'/n, t;, = kh, yo = y(0) et
Yk = Yk—1 + hf(tg_1,yx—1). On se propose de majorer les erreurs

er = |lye — y(te)|

1. Montrer que y est de classe C2. On pose &1, = y(tx)—y(tr_1)—hf (te—1, Yr_1) ;
montrer que pour tout k < n, ||ex|| < Mh?/2, ot M = ||| -

Mh

Lty
2L ’

2. En déduire que pour tout k < n, |lex]| < Z2e

Retour sur les explosions en temps fini
Soient —o0 < a < b < 400 et f:]a,b[xR® — R™ une application
continue et localement lipschitzienne en la seconde variable. On considere
une solution maximale ¢: |a, B[— R™ de I'équation différentielle y/(t) =
f(t,y(t)). Montrer que si 8 < b, alors ¢ n’est pas bornée en (.

Retour sur la périodicité
Soit f: R — R une application continue. Montrer que 1’équation différentielle
y" —y = f admet au plus une solution périodique.

Et pour finir...
Déterminer tous les sous-espaces de dimension 2 de C°(R, R) stables par
les opérateurs de translation

To: fr— (= fz—a)) (a€R)



